Kapitel 111

Lineare und multilineare Algebra

81 Lineare Gleichungssysteme

Sei K ein beliebiger Korper.
Sind V4,...,V,, K-Vektorrdume, so ist auch

Vix...xVyi={(z1,...,zn) |x; €V, firi=1,...,n}

ein K-Vektorraum, mit

(1, xn) + Wy yn) = (T1+ Y1, T+ Yn)
und  a- (zq,...,2,) = (@ T1,... 0 2,).
Ist Vi =V, =... =V, = K, so erhdlt man den Vektorraum K".

Ist z.B. {a4,...,a,} eine Basis des Vektorraumes V und {by,...,bs} eine Basis des Vek-
torraumes W, so ist

{(a1,0),...,(a,0),(0,b1),...,(0,bs)}

eine Basis des Vektorraumes V' x W. Und allgemein gilt:

Sind Vi, ..., V, endlich-dimensionale Vektorrdume mit Dimensionen dy, ..., d,, so
1st auch Vi X ... x V,, endlich-dimensional, mit Dimension di + - - - d,,.

Definition:

V und W seien zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung b : V x W — K heifit eine
Bilinearform, falls gilt:

1. Fir festes x € V ist y — b(x,y) eine Linearform auf W, d.h. es gilt:

(a) b(.lf, W + y?) = b(.fl?, yl) + b(ﬂf, y2)
(b) b(a:,ay) :ab($ay)
2. Fiir festes y € W ist o — b(x,y) eine Linearform auf V', d.h. es gilt:
(a“) b($1+x2,y) :b(iﬁl,y)‘i‘b(fﬁ%y)
(b) bla-z,y) =a-b(z,y).

Eine Bilinearform b : V x V' — K nennt man auch eine Bilinearform auf V.
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Bemerkung: Man beachte:
Esist b(a-z,y) =b(z,a-y), aber bla-z,a-y)=a?-b(z,y).
AuBlerdem gilt:

b(x1 + @2, y1 +y2) = b(w1,y1) + b(21,Y2) + (22, Y1) + b(22, 42).-

Beispiele :

1. Durch b(x,y) :=xey := Z x;y; wird eine Bilinearform auf dem R" definiert.

i=1

2. Das Skalarprodukt 148t sich folgendermaflen verallgemeinern:
Ist K ein beliebiger Korper, so nennt man b : K" x K™ — K mit

b((xlv s axn>a (yh s 7yn)) =LY+ Tnln

die kanonische Bilinearform auf K™. Sie hat zusétzlich folgende Eigenschaften:

(a) b(x,y) = b(y,x).
(b) Ist b(x,y) = 0 fir alle y € K™, so ist x = 0.

BEWEIS fiir die zweite Aussage:

Sei x = (z1,...,x,). Setzt man fiir y den Einheitsvektor e; = (0,...,0,1,0,...,0)
(mit einer 1 an der i-ten Stelle) ein, so erhélt man:

0=0b(x,e;))=a1-0+...4a;-1+...2,,- 0= ;.
Das gilt fiir jedes 4, also ist x = 0. ]

Allerdings ist es i.a. nicht richtig, dal b(x,x) reell und > 0 ist. Das geht schon im
Falle K = C schief, und bei allgemeineren Koérpern macht die Aussage iiberhaupt
keinen Sinn.

3. Sei a: K? x K? - K definiert durch
a((z1,22), (Y1, Y2)) = T1y2 — T2Y1.
Dann ist a eine Bilinearform, und es gilt:

(a) a(x,y) = —aly,x).
(b) Ist a(x,y) = 0 fiir alle y € K2, so ist x = 0.

BEWEIS: a(x,y) = 21y2 — Toy1 = — (122 — yo11) = —a(y, X).

Ist a(x,y) = 0 fiir alle y € K2, so ist insbesondere 0 = a((z1,x2),(1,0)) = —x5 und
0 = a((z1,22),(0,1)) = x1, also x = 0. []
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Definition:

Seib:V xV — K eine Bilinearform auf dem K-Vektorraum V.
1. Ist b(x,y) = b(y, x) fiir alle z,y € V, so heiBt b symmetrisch.

2. Ist b(z,y) = —b(y, z) fir alle z,y € V, so heifit b schiefsymmetrisch
oder alternierend.

3. Man nennt b nicht entartet (oder nicht ausgeartet), wenn gilt:

Ist b(z,y) = 0 fiir alle y € V, so ist z = 0.

Die kanonische Bilinearform auf dem K™ (und damit erst recht das euklidische Skalarpro-
dukt auf dem R") ist symmetrisch und nicht entartet.

Die durch b((x1, z2), (y1,¥2)) := 1y2 — x2y; definierte Bilinearform ist schiefsymmetrisch,
aber auch nicht entartet.

Die durch by((w1, T2, 23), (y1,y2,y3)) := T1y1 + T2ys definierte Bilinearform auf dem K*
ist offensichtlich symmetrisch, aber ausgeartet, denn es ist by(es,y) = 0 fiir alle y € K3,
obwohl e3 = (0,0, 1) nicht der Nullvektor ist.

Wie im R" gilt:

Darstellung von Linearformen
Seib: K" x K™ — K die kanonische Bilinearform.

Ist f : K" — K eine Linearform, so gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor
m € K", so daf$ gilt:

f(x) =b(m,x), fir allex € K".

BEWEIS: Eine Linearform ist schon durch die Werte auf den Elementen einer Basis
festgelegt:

n n

fx) = fQ_wier) =Y i~ fle).

=1 i=1

Also setzen wir m; := f(e;) und m := (my,...,m,). Offensichtlich ist dann f(x) =
b(m, x) fir jedes x € K™.

Um auch die Eindeutigkeit der Darstellung zu beweisen, nehmen wir an, es gebe zwei
Vektoren my, my mit f(x) = b(my,x) = b(my, x). Dann folgt:

b(m; —my,x) =0 fiir alle x € K.
Weil b nicht entartet ist, mufi m; — my, = 0 sein, also m; = ms. ]

Mit M,, ., (K) bezeichnen wir den K-Vektorraum aller Matrizen mit Koeffizienten aus K
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und n Zeilen und m Spalten. Das Rechnen mit solchen Matrizen geschieht genauso wie
im Falle K = R.

Ist A= (aij ;zl """ ”) eine Matrix aus M,, ., (K), so definiert man die transponierte Matriz

1,..m
L =1,...
j=1...m
durch aj; := aj. Anschaulich gesehen gewinnt man AT aus A durch Spiegelung an der
Hauptdiagonalen (a1, assg, - . ., axx) (mit k := min(n,m)). Zum Beispiel ist

<1,5 2>T_ éi
349 > g

Und speziell ist xT = M (x) = 2. Das Transponieren macht aus einem Zeilenvektor einen
Spaltenvektor.

Die kanonische Bilinearform b kann nun in der Form
b(x,y) =xo0y'

geschrieben werden.

Regeln fiir das Transponieren
1. (A+ BT =AT + BT,
2. (AoB)T =BT o AT,
3. ATT = A,

BEwEls:  Ist A eine Matrix, so bezeichnen wir den Eintrag an der Stelle (i,7) der
Einfachheit halber mit A;;. Dann gilt:

1) (A+B)")y = (A+B); = Aj + Bj;
= (AN)y+B"); = (AT + B
2) ((AeB)"); = (AoB)y
= Y AjBy
k

= Y (B i(AN

3) (AT = (AN = Ay
[]

Ist A € M, ,(K), so bezeichnen wir die i-te Zeile von A mit z;(A) und die j-te Spalte
von A mit gj(A). Offensichtlich gilt:

—

sj(A):Aogj und z;(A) =e; 0 A
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Daraus folgt:

—

z,(A)T =5;(AT) und  S;(A)T =z,(AT).

Wollen wir die j-te Spalte zj(A) als Zeilenvektor schreiben, so konnen wir statt E)j(A)T

auch das Symbol s;(A) verwenden.

Definition:
Sei A € M, n(K).

Mit rg,(A) bezeichnet man den Spaltenrang von A, die maximale Anzahl linear
unabhéngiger Spalten von A.

Mit rg,(A) bezeichnet man den Zeilenrang von A, die maximale Anzahl linear un-
abhéngier Zeilen von A.

Die der Matrix A zugeordnete lineare Abbildung f4 : K™ — K" wird wie in Kapitel I im
Falle K = R definiert:

fax) = (Aox")" = (z(A)ox",...,z,(A) ox").

Dann folgt:

Charakterisierung des Spaltenranges

FEsist  rg,(A) = dimIm (fa).

BEwEIS:  Im (f4) wird erzeugt von den Vektoren
falej) = (Ao €))T =s;(A),

also den Spalten von A. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten gibt dann die
Dimension von Im (f4) an. ]

Von grofler Bedeutung ist nun die folgende Aussage:

Zeilenrang = Spaltenrang

Fiir jede Matriz A € M, ,,(K) gilt:

rg.(A) = rg,(A).

BEwEls:  Sei r :=rg,(A), a;, = z;(A4) fiir ¢ = 1,...,n. Wir miissen zeigen, dafl r =
dim Im (f4) ist. Wir fithren das in drei Schritten durch.

1. Fall: Sei r = n. Dann ist zu zeigen, daf§ f4 : K™ — K™ surjektiv ist.

WEeil nach unserer Voraussetzung die Vektoren ay,...,a, linear unabhingig sind, mufl
n < m sein, und man kann die Vektoren zu einer Basis {ay,...,a,} von K™ erginzen.
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Nun definieren wir eine lineare Abbildung f : K™ — K™ durch

~

f(x):=(ajox',...,a,0x").

Ist f(X) =0,s0ist a;ox' =0 fiir i = 1,...,m und damit auch y ox" = 0 fiir jedes
y € K™. Weil die kanonische Bilinearform nicht entartet ist, mufl dann schon x = 0 sein.

Das bedeutet, daB f injektiv und damit auch surjektiv ist. Ist nun ein 'y = (y1,...,y,) €
K™ vorgegeben, so setzen wir

*

Yy = (yl,...,yn,o,...,O) GKm

~

Es gibt ein x € K™ mit f(x) = y*. Aber dann ist auch f4(x) =y. Die Surjektivitidt von
fa ist gezeigt.

2. Fall: Sei r < n, und genau die ersten r Zeilen ay, ..., a, seien linear unabhéngig.
Definieren wir g : K™ — K" durch g(x) := (a;ox',...,a, 0X), so ist g nach Fall 1
surjektiv.

Wir fithren nun eine weitere Abbildung h : K" — K" ein. Da a,;1,...,a, von ai,...,a,

linear abhéngen, gibt es Koeffizienten o ; € K, so daf} gilt:

,
Ay = Zoo\,,»ai, firA=1,...,n—r.
i=1

Nun setzen wir

h(yla s ayr) = (yb <oy Yry Z a1,y - - 72 an—r,iyi)'
=1 =1

Es folgt:
hog(x) = h(ajox',...,a,0x")
= (ajox',...,a, 0%, iauai ox',... ,iocn_m-ai ox")
=1 i—1
(a1oxT,...,a,.oxT,;THoxT,...,anonT)

= fA(X).

KooK K"

fa

Offensichtlich ist Im (f4) = fa(K™) = h(g(K™)) = h(Im (g)), und da g surjektiv ist, ist
Im (fa) = h(K") = Im (h). Aber Im (h) wird von den Vektoren

h(e1) = (1,0,...,0, 11, ..., Qny1),...h(e,) = (0,...,0, 1,001, .., pyy)

erzeugt. Da diese Vektoren linear unabhéngig sind, ist dim Im (f4) = dimIm (h) = r.
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3. Fall: Sei r < n, ohne weitere Bedingungen.
Dann gibt es eine Permutation o € S,, so daf§ die Vektoren a,(),...,a,() linear un-
abhéangig sind. Wir betrachten die lineare Abbildung P, : K™ — K" mit
Po(x1,. ., 20) == (To(1)s - - - s To(n))-
P, ist sogar ein Isomorphismus (mit (P,)™' = P,-1), und es ist
P,o fa(x) = (a,yox',...;8,0X ,...).

Aus (2) folgt, daBl dim Im (P, o f4) = r ist. Und da P, ein Isomorphismus ist, hat Im (P, o
fa) = P,(Im(f4)) die gleiche Dimension wie Im (f4). Damit ist alles gezeigt. ]

Definition:

Die Zahl rg(A) :=rg,(A) = rg.(A) bezeichnet man als den Rang von A.

Nun kommen wir endlich zum eigentlichen Thema dieses Paragraphen.

Definition:
Ein Lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten x4, ..., z,, mit Koeffizienten in
K hat die Gestalt
ajry + 0+ T, = bl
11 + o+ ATy = bn
Fassen wir die Koeffizienten a1, ..., a;, jeweils zu einem Vektor
a; = ((lil, N aim) e K™
und die Unbekannten x; zu einem Vektor x = (z1,...,%,,) € K™ zusammen, so kénnen

wir das Gleichungssystem auch in der folgenden Form schreiben:

ap OXT = bl,

a,ox = b,

Fassen wir die Vektoren a; als Zeilen z;(A) einer Matrix A € M,, ,,(K) auf, und die b; als
Komponenten eines Vektors b = (by,...,b,) € K", so erhilt das Gleichungssystem die
Gestalt

fA (X) = b.

Gerne benutzt man auc_l} eine reine Matrizen-Schreibweise. Dann miissen x und b als
Spaltenvektoren x und p geschrieben werden, und aus dem Gleichungssystem wird

—

Ao
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Wir wissen schon, daf§ der Losungsraum des zugehorigen homogenen Gleichungssystems

Aozzﬁ

-

der Vektorraum Ker (f4) ist. Die Losungsmenge Los(A, b) des inhomogenen Systems kann

-

eventuell leer sein. Existiert jedoch wenigstens eine partikuldre Losung xg, so ist Los(A, b)
der affine Raum xq + Ker (f4).

Man kann A und b zur erweiterten Matriz (A, _b)) € M, m41(K) zusammenfassen. Offen-
sichtlich gilt:

Los(A, 6) = Ker (f4). Das homogene LGS~ Aoz = 0 besitzt immer die ytriviale Losung*
—
Z = 0. Das ist genau dann die einzige Losung, wenn f4 injektiv ist.

Das inhomogene LGS Ao z = Z besitzt genau dann eine Losung, wenn b in Im (f4)
liegt.

1. Losbarkeitskriterium

FEin inhomogenes LGS Ao z = Z ist genau dann losbar,
_>
wenn b €< s1(A), ..., Sm(A) > ist.

2. Losbarkeitskriterium

Das inhomogene LGS Ao T = Z st genau dann losbar,

=

wenn rg(A, b) = rg(A) ist.

BEwEIS:  Die Rang—Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn Z von den Spalten gl(A),
—

.., Sm(A) linear abhéngt, wenn also be< S1(A), .., Sm(A) > ist. ]

Das LGS ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn das zugehorige homogene System nur die
triviale Losung besitzt.

Beispiel :
Wir betrachten das LGS

T1+xe+ax3 = 1
T +2x3 = —2

In Matrizenschreibweise sieht das folgendermafien aus:

AN e
101 2=\ )
T3
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Wir bestimmen zunéchst die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems:

Los(A,0) = {2 |z + 2o+ a5 =21 + 25 =0}

= {5:)|:E2:0und:1:3:—a71}
— {(,0,—2)7 |2 €R}
= R-(1,0,-1)".

Nun brauchen wir noch eine spezielle Losung des inhomogenen Systems: Setzen wir
versuchsweise x1 = 1, so bleiben uns die Gleichungen

To+ 23 =0und x3 = —3.
Also ist 7o := (1,3,—3)T eine Losung.
Die Gesamtlésungsmenge ist dann

. 1 1 1+2
Los(A,b) = 3 +R- 0 ={ 3 | z € R}.
-3 -1 —-3—ux

Im Allgemeinen geht es leider nicht so einfach. Zur Behandlung von grofien Gleichungs-
systemen mufl man systematisch vorgehen.

Wir betrachten eine Matrix A = (aij ! - Lo )

j=1....m
Wir wollen nun die Matrix verdndern, indem wir Zeilen oder Spalten gewissen einfachen
linearen Transformationen unterwerfen. Wenn wir das geschickt genug machen, bleibt
der Losungsraum erhalten oder wird nur unwesentlich verdndert. Wir sprechen dann von
elementaren Umformungen.

Typ (D):
Firie{l,...,n} und A € K, A # 0, sei

T T
gix: K" — K" definiert durch ; = | A
xn xn

Das ist eine lineare Abbildung, ja sogar ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung €; 1/x.
Ist A€ M, ,(K), so wird bei der Transformation

— —

A €i7>\(A) = (61',)\(51(14))7 cen u5i,>\(5m(A>>>

schlicht und ergreifend die i—te Zeile von A mit A multipliziert.
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Typ (II):
Fiir i,k € {1,...,n} mit i # k sei

1 L1

T T; + Tk
ef* . K™ — K™ definiert durch e

Ty Ty

Tn Tn

Auch das ist eine lineare Abbildung, und auch ein Isomorphismus. Bei der Umkehrabbil-

dung ¢; k= €k,—1© sj ko er,—1 wird das k-te Element vom i-ten Element subtrahiert.

Bei der entsprechenden Matrizen—Operation

—

A e (A) == (75 (51(A)), .- e (5m(A)))

% i

wird die k—te Zeile zur i—ten addiert oder von ihr subtrahiert.

Eine elementare Zeilenumformung ist eine beliebige Kombination von Transformationen
vom Typ (I) oder (II). In diese Kategorie gehort zum Beispiel auch die Addition des A—
fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile (mit A # 0 und ¢ # k). Das nennt man manchmal
eine Umformung vom Typ (III).

Sogar Vertauschungen von Zeilen lassen sich so produzieren:

Qg —ag a; — ag a; — ag a; — ag a;
Zeilenvertauschungen nennen wir auch Umformungen vom Typ (IV).

Mit Spalten kénnte man entsprechende Umformungen vornehmen, aber man darf beide
Sorten nicht so ohne weiteres mischen. Deshalb werden wir bei den Spaltenoperationen
nur Vertauschungen von Spalten zulassen!

Ist A € M,.,(K) eine Matrix und o € S, eine Permutation, so setzen wir A, :=
(?U(l)(A), ce ?U(m)(A)). Das ist diejenige Matrix, die man aus A erhilt, wenn man die
Spalten geméfl o permutiert.

Diese ganzen Umformungen sind natiirlich nur dann sinnvoll, wenn dabei der Lésungsraum
nicht oder nur unwesentlich verindert wird. Das wollen wir nun {iberpriifen.
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Die Wirkung elementarer Umformungen
Wir betrachten ein inhomogenes LGS Ao 7 = b mit A€ My m(K).

1. Ist € eine elementare Zeilenumformung, so ist

-

Los(e(A),e(b)) = Los(A, b).

2. Ist 0 € S,, und P, : K™ — K™ der Isomorphismus, der die Komponenten
gemdfl o permutiert, so ist

=,

Los(Ay, b) = P,(Lds(A, b)).

Fazit: Elementare Zeilenoperationen éndern am Losungsraum iiberhaupt nichts, wenn
man sie auf die erweiterte Matrix (A, b) anwendet. Spaltenvertauschungen sorgen fiir eine
Permutation der Komponenten der Losungsvektoren. Dariiber mufl man sorgfiltig Buch

fiihren.

BEWEIS:  Zu den Zeilenumformungen e :

AoZ=1p <= w151 (A) 4+ +ansm(A)=1b
= (1 S1(A) + otz Em(A)) = (D)
= a1-e(51(A) 4tz e(Sm(A) = 2(b)
= (A od =¢(b)

Bei den Spalten—Vertauschungen miissen wir nur beachten, da§ (wegen des Kommutativ-
gesetzes) folgendes gilt:

—
S

$1§1<A) + -+ xmgm(A) = xg(l) 0(1)(14) + 4 l’g(m)g)a(m) (A)

Daraus folgt: Ao 2 = A, o P,(Z). ]

Was wollen wir durch die Umformungen erreichen? Wir wollen die Matrix auf eine be-
sondere Dreiecksgestalt bringen, so daf§ dann das LGS ganz einfach l6sbar wird. Zu dem
Zweck betrachten wir die folgende Klasse von Matrizen:

Detfinition:

Eine Matrix A € M,, ,,,(K) soll r—speziell genannt werden, wenn sie folgende Gestalt
besitzt:
aix - A1y

0 - a,
0 | C
mit B € M, (K), C € My_yp—(K) und a1, ...,a, # 0. Im Késtchen links
oben stehen unterhalb der Diagonalen nur Nullen.
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Beispiele :

1. Jede Matrix A ist O—speziell! Die Teilmatrix B ist dann gar nicht vorhanden, es ist

A=C.
2. Ist » = m = n, so ist eine r-spezielle Matrix A eine ,obere Dreiecks—Matrix*.

3. Es muf natiirlich » < min(n,m) sein.

Ist r = n < m, so ist C' nicht vorhanden.
Ist r = m < n, so sind B und C' beide nicht vorhanden.

Der Fall C' =0
Sei A r—speziell, C = 0 oder nicht vorhanden. Dann gilt:

1. Die ersten r Spalten und die ersten r Zeilen sind jeweils linear unabhdngig.

2. Esistrg(A) =r.

o
3. Das Gleichungssystem A o T =1 st genau dann ldsbar, wenn b, 1 =
brio=...=0b, =0 ist. Insbesondere ist es immer ldsbar, wenn r = n ist.

BEWEIS:
1) Ist Y Bizi(A) = 0, so ist insbesondere
i=1

61'(alla"'7a’l7')+/62'(O7a227"'7a’27")+"'+67“'(07"'7070‘7'7") - (07"'70)7

also

pran = 0,

Braiz +  Paagn = 0,

frar, + Braz + - + Bray,, = 0.
Offensichtlich mufl dann 5; = 8 = ... = 3, = 0 sein, die ersten r Zeilen von A sind linear
unabhéngig.

Ahnlich folgt die Aussage iiber die ersten r Spalten.
2) Da es nur r Zeilen # 0 gibt, ist rg(A) = r.
3) Wir miissen das folgende LGS betrachten:

aiy - QAip T by
B |, : _

0 QA Ty b,

0 ‘ 0 * *

Ist das LGS losbar, so mufl offensichtlich b,,1 = ... =b,, = 0 sein.
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Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, so kénnen wir z,,; = ... = x,, = 0 setzen und
brauchen dann nur noch das kleinere System

aixy - Qip X1 by
: © =
0 Ay Ly br
zu losen, also
rian + - 4+ xpa1, = by,
LpQpy = br-

Aber das ist mit , Riickwértseinsetzen“ ganz einfach zu bewerkstelligen:
Es ist

1
Ly = - bra
Qe
1
Tr-1 = : (brfl - xrarflﬂ“%
arfl,rfl
1
L2 = : (br—2 — TypQp_2pr — x’f‘—la”l‘—Q,T—l)
Ar—27r—2
usw
Definition:

Wir nennen A eine Gaufi—Matriz, wenn A r—speziell ist, und C' = 0 oder nicht
vorhanden.

Bevor wir nun versuchen, ein LGS so umzuformen, daf§ es durch eine Gau3-Matrix be-
schrieben wird, wollen wir noch untersuchen, wie sich der Rang bei elementaren Umfor-
mungen verhélt.

Rang-Erhaltungssatz

Bei elementaren Zeilenumformungen oder Vertauschungen von Spalten dndert sich
der Rang nicht.

BEWEIS:  Sei A € M, ,(K) gegeben. Es ist klar, daf§ sich der Spaltenrang bei einer
Vertauschung der Spalten nicht &ndert. Wir konnen deshalb 0.B.d.A. annehmen, daf die
ersten r Spalten linear unabhéngig sind, und dafl rg(A) = r ist.

Ist nun € : K™ — K" eine elementare Zeilen-Umformung, so ist ¢ insbesondere ein Iso-
morphismus. Das bedeutet, dal die Vektoren

e(51(A), ..., 2(5,(A)
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ebenfalls linear unabhéingig sind. Wenn es unter den Bildvektoren (s ;(A)) sogar r + 1
linear unabhiingige gibe, dann kénnte man darauf den Isomorphismus ™! anwenden und
hitte auch mindestens r + 1 linear unabhéngige Vektoren unter den gj(A). Da dem nicht
so ist, mufl auch rg(e(A)) = r sein. ]

Nun gehen wir an die Losung eines allgemeinen LGS:

Gaufd’sches Eliminationsverfahren

Gegeben sei ein LGS Ao = Z, mit A € My.,(K) und rg,(A) = r. Durch
endlich viele elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen kann man
die Koeffizientenmatriz in eine r—spezielle Gaufi—Matrix verwandeln.

BEWEIS:
1) Jede Matrix, also auch A, ist O—speziell.

2) Reduktions—Schritt:

Es sei 0 < k < r. Wir nehmen an, A sei schon k—speziell:

0 | Ch

mit B € Mk,mfk(K)a C, € Mnfk,mfk(K) und 11, ..., 0Kk 7& 0. Ware C}, = 0, so wire
rg,(A) = k. Das ist nicht der Fall, also mufl C # 0 sein.

Das bedeutet, dal man ein a;; in Cj finden kann, das # 0 ist. Wir nennen dieses Ele-
ment das Pivot—FElement. Es ist nicht eindeutig bestimmt, und es ist Inhalt umfangreicher
numerischer Untersuchungen, dieses Pivot-Element moglichst geschickt zu wéhlen. Fiir
uns hier reicht aber die Existenz eines solchen a;; # 0. Durch Zeilenvertauschungen und
Spaltenvertauschungen kann man erreichen, dafl es das Element a1 41 ist.

Nun subtrahiert man Vielfache der (k + 1)-ten Zeile von den folgenden Zeilen, um die

Elemente aj42 541, - ., Gp+2 zum Verschwinden zu bringen:
ayp - Qig
: By
0 Qeke
A— 0 - 0 |aprrps
: 0 *
0 0 0

Das Ergebnis ist eine (k + 1)-spezielle Matrix.
3) Abschlul des Verfahrens:
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Ist schliellich k& = r erreicht, so sind die hinteren m — r Spalten von den ersten r Spalten
linear abhingig (denn der Spaltenrang bleibt ja immer gleich, und die ersten r Spalten
sind linear unabhéngig!). Das geht nur, wenn die rechts unten verbliebene Matrix C, die
Null-Matrix ist. Aber das bedeutet, dafl wir eine Gau-Matrix erhalten haben. ]

Wir wollen ein Beispiel durchrechnen:

ry + X2 + x3 = 3,
T, — Ty — x3 = 4,
I + 31‘2 + 31’3 = 1.

Wir miissen die folgende erweiterte Matrix betrachten:

11 113
1 -1 —-14
1 3 3|1

Da a;; = 1 # 0 ist, braucht man beim ersten Schritt nichts zu vertauschen. Man kann
bereits a;; als Pivot—Element benutzen. Subtraktion der 1. Zeile von der 2. und 3. Zeile
ergibt:

1 1 113
0 -2 -2 1
0o 2 2 |-2
Diese Matrix ist 1-speziell. Als neues Pivot-Element kann man ass = —2 benutzen.

Addiert man die 2. Zeile zur 3. Zeile, so erhilt man:

1 1 113
0 -2 =21
0 0 0 |-1

Der Rang der urspriinglichen Matrix ist also 2, der Rang der erweiterten Matrix aber 3.
Das LGS besitzt keine Losung!

Wie man hier deutlich sehen konnte, dient das Gaufl’sche Eliminationsverfahren auch zur
Bestimmung des Ranges. Man braucht den Rang nicht schon vorher zu kennen

Andert man in der Ausgangsgleichung A o T = _b> den Vektor Z =(3,4,1)" zu (3,4,2)T,
so ergibt sich nach den Umformungen folgende erweiterte Matrix:

11 113
0 -2 =21
0 0 010

Das zugehorige LGS ist 16sbar, wie man sofort mit der Rangbedingung erkennt. Um eine
spezielle Losung 30 zu erhalten, wéhlen wir etwa x3 = 0. Dann erhalten wir das folgende
vereinfachte und eindeutig 16sbare System:

Ty + Ty = 3,
—2.1'2 = 1,
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Wie bekommt man nun die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems? Wir
miissen folgendes System losen:

T + ) + XT3 = 0,
— 2&72 — 21‘3 = 0.

Setzt man fiir 3 einen beliebigen Parameter A ein, so wird daraus:

r, + I = —)\,
0
Das ergibt =] =X |. Also ist
A
L L1 (7 0
Lés(A,b):{xeK3\HAeRmitx:? —1 |+ =X |}
0 A

Das hier angewandte Verfahren kénnen wir verallgemeinern:

Wir betrachten die Gleichung A o 7= 67 wobei wir aber schon voraussetzen koénnen,
da A € M, ,(K) eine GauB-Matrix vom Rang r ist. Da auflerdem fiir i > r die Zeilen
z;(A) alle = 0 sind und nichts zum Problem beitragen, kénnen wir uns auf den Fall n = r
beschranken:

aip -+ Air L1 0

B |© : =
0 - ap, T, 0

Die obere Dreiecksmatrix auf der linken Seite von A bezeichnen wir mit D, und den Vektor
- . . . — % — .
z teilen wir in zwei Vektoren x € K" und x € K™ auf, so daf§ gilt:

— %
A= (D,B) und §:<f**>

Z
Dann folgt:
Ao§=6 <— Doz +Bo¥**=6
&~ Dof =—-Boz

Zu jedem Vektor 7 € K™ erhalten wir durch Riickwirtseinsetzen einen eindeutig
bestimmten Vektor 5*, und beide Vektoren zusammen ergeben eine Losung des Glei-
chungssystems. Das liefert uns auch einen Algorithmus zur Bestimmung einer Basis des
Losungsraumes:

Ist {21, . ,gm,T} die Standard—Basis des K™ " und Zj jeweils der eindeutig bestimmte
Vektor mit D o 17]» =—-Bo gj, fiir y =1,...,m — r, so bilden die Vektoren
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eine Basis des Losungsraumes Los(A, 0) = Ker (f4).

Daf} die gefundenen Vektoren Losungen sind, ist klar. Ebenso, dafl sie linear unabhéngig
sind. Und daB sie tatséchlich den Losungsraum erzeugen, ergibt sich aus der Dimensions-
formel:

Die Dimension des Losungsraumes

Sei A € My, ,n(K). Dann ist

rg(A) + dimg (Ls(A, 0)) = m.

BEWEIS:  Es ist rg(A) = dimIm (f4) und dimg (Los(4, 0)) = dim Ker (f4). ]

Folgerung
Ist A € M,,(K), so besitzt Los(A,0) eine Basis von m — rg(A) Elementen.

Ist rg(A) < m (sind also die Spalten von A linear abhingig), so gibt es eine nicht-
—
triviale Lésung von A o Z=0.

Beispiel :

Wir wollen jetzt ein etwas grofleres Gleichungssystem betrachten:

Ty + 31’2 - 4ZL’3 + 3.1‘4 = 9,
35(71 + 95(72 - 21’3 — 111’4 = —3,
4ry 4+ 1229 — 623 — 8xry = 6,
21‘1 + 61‘2 + 2.1’3 — 14.1’4 = —12.

Fiir die systematische Anwendung des Gaufi’schen Eliminationsverfahrens benutzen
wir folgendes Schema:

Ty Ty T3z T4 b;

1 3 —4 3 9

39 —2 —11| -3

4 12 -6 -8 6

2 6 2 —14|-12

1 3 —4 3 9  bleibt stehen
0 0 10 —20|-30 (—3x 1. Zeile)
0 0 10 —20|-30 (—4x 1. Zeile)
0 0 10 —20|-30 (—2x 1. Zeile)

Die jetzt erhaltene Matrix ist 1-speziell, und ein Pivot-Element findet sich in der 3.
Spalte. Also mufl eine Spalten-Vertauschung vorgenommen werden.
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1 X9 T3 Ty bz

1 3 -4 3 9

0O 0 10 —-20|-30

0O 0 10 —-20|-30

0O 0 10 —20|-30

T1 X3 Xy Xy Spaltenvertauschung
1 -4 3 3 9

0O 10 0 —=20|-30

0O 10 0 —=20|-30

0O 10 0 —20|-30

1 -4 3 3 9

0 10 0 —20|—30 bleibt stehen
0 0 0 0 0 (—2. Zeile)
0 0 0 0 0 (—2. Zeile)

Das ergibt (z.B.) die folgende spezielle Losung:

xy = 0 (willkiirlich gewé&hlt),
xe = 0 (ebenfalls willkiirlich),
T3 = —3,

9-12 = 3.

und z;

Eine Basis fiir den Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems erhilt man,
indem man fiir (z9,74)" die beiden moglichen Einheitsvektoren einsetzt und dann
die zugehorigen Werte von z; und x3 bestimmt:

r9 = 1 und x4 = 0 ergibt

$1—4$3+3

und 10x3 = 0,

also r1 = =3 und z3 = 0.

o = 0 und x4 = 1 ergibt

ZL’1—4ZL‘3+3 =0
und 10x3 —20 = 0,

also 1 =5 und z3 = 2.

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist also gegeben durch

1 -3 -3 5 —3—3a+ 50
T9 0 1 0 « .
e | T | =3 +a- 0 + - o | = 3493 , mit a, 5 € R.
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§2 Lineare Koordinaten und Basiswechsel

Sei V' ein beliebiger endlich-dimensionaler K-Vektorraum, A = {aq,...,a,} eine Basis
von V.

Zu jedem Vektor z € V gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten x4, ..., z, € K, so dal
gilt:

n
Tr = leal
=1

Durch ®4(z) := (21, ..., z,) wird also eine Abbildung ®, : V' — K™ definiert. Wir nennen
® 4 das durch A bestimmte lineare Koordinatensystem fiir V. Aulerdem sei

a1
[2]a = Pa(x)" = | :
Tn
Beispiele:
1. Ist V selbst der K™ und A = {ey,...,e,} die Standardbasis, so ist &4 = idy, und
[x]4 =x".

2. Sei V.= K" und A = {ay,...,a,} eine beliebige Basis, mit a; = (ay;,...,ay;) fir
i=1,...,n,s0gilt fiiry = (y1,...,9,) €V :
anry + o0+ T, = Y%
Dy(y) =x <—
a1 + o+ ATy = Yn.
Die Koeffizientenmatrix hat den Rang n, weil ihre Spalten eine Basis des K™ bilden.
Die erweiterte Matrix hat dann ebenfalls den Rang n, und das Gleichungssystem ist

in jedem Fall eindeutig l6sbar. Die Abbildung ® 4 ist durch den Losungsalgorithmus
bestimmt.

3. Sei V = My 5(K). Dann bilden die Matrizen Ey; := ( (1) 8 )7 B o= ( 8 (1) )’

Ey = ( (i 8 ) und Eyy 1= < 8 (1] ) eine Basis A von V', und ®4 : Myo(K) —

K* ist gegeben durch
a b
o0 4 )=lanaa

Sehr wichtig ist die Feststellung, dal das lineare Koordinatensystem ® 4 von der Basis A
abhéngt. Was passiert, wenn man eine zweite Basis B = {by,...,b,} von V betrachtet.
Welcher Zusammenhang besteht fiir einen Vektor € V' zwischen ®4(z) und ®p(z) 7

Zunéchst einmal miissen wir iiberlegen, welche Eigenschaften ® 4 besitzt. Sehr leicht sieht
man, dafl ®4 sogar eine lineare Abbildung ist. Und aulerdem ist ®4 bijektiv, die Um-
kehrabbildung ist durch

n
DLl (T, w) & D T
i=1
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gegeben.

Alsoist @4 : V — K" und ®p : V — K" jeweils ein Isomorphismus, und ®go®;' : K —
K™ ist ebenfalls ein Isomorphismus. Man kann sich das sehr gut an Hand des folgenden
Diagramms veranschaulichen:

@BOCDXI

K" K"
RN S ®p
Vv

dpod,' : K" — K™ wird durch eine Matrix Wp 4 € M, (K) beschrieben. Es gilt:
Ppo @, (Pa(n)) = Pp(x).
In der Sprache der Matrizen heiflt das:
Wp,a 0 [z]a = []B.
Man nennt Wp 4 die Basiswechsel-Matriz.

Wir konnen natiirlich die Elemente von A durch die Elemente von B ausdriicken:
aj:ZOéijbi, i7=1,...,n.
i=1
Das bedeutet:
la;]p = (auj, - - 7anj>T, firj=1,...,n.

Fiir die Spalten der Basiswechselmatrix W = Wp 4 gilt nun:

—

$;(W)=Woe;=Wolala=la]s.
Also ist  Wpga = ([a1]B,- .-, [aw)B)-

Um die Dinge einprigsam zu formulieren, begehen wir jetzt einen Notationsmifbrauch.
Normalerweise diirfen wir nur Skalare (also Elemente des Korpers K') zu Vektoren oder
Matrizen zusammenfassen. Aber die Gleichung

aj = ayiby + -+ ay;by
konnte man rein formal auch in der Form
_ T
a; = (bla---7bn> o (a1j7---7anj)

schreiben. Tun wir dies, so erhalten wir die

Basiswechsel-Formeln

Sind A ={ay,...,a,} und B ={by,...,b,} zwei Basen in einem Vektorraum V', so
gilt fir die Basiswechselmatric Wp a4 = ([a1]g, - - -, [an|B) :

(bl,...,bn)OWB’A = (al,...,an)
und
WB,A o [ZE]A = [fL’]B, fUT T € V
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Insbesondere folgt:
WapoWpaolzxla=Wapolxlp=|[z]a

und
WpaoWapolr|p=Wgaolx|s=[z]5.

Bezeichnen wir die n-reihige Einheitsmatrix (€1, ..., €,) mit E,, so erhalten wir (weil
[x] 4 und [z]p jeweils vollig beliebig gewihlt werden kénnen):

WA,BOWB,A :En und WB,AOWA,B :En.

Detfinition:

Eine Matrix A € M, ,,(K) heifit invertierbar, falls gilt:
JA € Mpo(K) mit AcA'=A' 0 A=E,.

Man nennt dann die (eindeutig bestimmte) Matrix A" die inverse Matriz zu A und
bezeichnet sie mit A~

Eigenschaften invertierbarer Matrizen

Folgende Aussagen tber eine Matriz A € M, ,(K) sind dquivalent:
1. A ist invertierbar.
2. fa: K™ — K" ist ein Isomorphismus (mit (fa)™' = fa-1 ).
3. Ker(fa) ={0}.
5

4. Das LGS Ao =0 ist eindeutig losbar.

—

5. Das LGS Ao @ = p ist fiir jedes Z € K" eindeutig losbar.

6. rg(A) = n.

BEWEIS:
(1) = (2):
Sei B := A~!. Dann ist

idgn = fr, = faop = fa o fp und genauso idgn = fpo fa.

Also ist f4 bijektiv (und damit ein Isomorphismus) mit (f4)™ = fp.
(2) = 3):
Ist fa ein Isomorphismus, so ist natiirlich Ker (f4) = {0}.

3) = (4):
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Es ist Los(A, 0) = Ker (f4) = {0}. Damit ist das LGS ecindeutig (durch 7 = 6) losbar.
(4) = (5):

Dal Aoz = 6 eindeutig l6sbar ist, bedeutet, dafl f4 : K™ — K" injektiv ist. Aber dann
ist fa auch surjektiv, und jedes LGS Ao 7= Z l6sbar. Der Losungsraum hat die Gestalt
Zo + Ker (f4) = {2}, also ist die Losung auch eindeutig bestimmt.

(5) = (6):

Nach der Dimensionsformel ist rg(A) + dimg(Ker (f4)) = n. Die eindeutige Losbarkeit
des LGS AoZ =0 besagt, dafl Ker (f4) = {0} sein mufl. Also ist rg(A) = n.

(6) = (1):

Ist rg(A) = n, so bilden die Spalten 8j = ?j(A) eine Basis von K™, und f4 ist gege-
ben durch a; — e, fiir j = 1,...,n. Offensichtlich liefert die Zuordnung e; — a; eine
Umkehrabbildung zu f4, und mit f, ist auch A invertierbar. ]

Detfinition:

Eine Matrix A € M, ,,(K) heiit reguldr, wenn sie eine der dquivalenten Eigenschaf-
ten des obigen Satzes erfiillt.

Die Menge aller n-reihigen regulidren Matrizen wird mit GL(n, K') bezeichnet
(,,General Linear Group“).

»,Regular® ist also nur ein anderes Wort fiir ,,invertierbar“. Zur Rechtfertigung des Namens
,Allgemeine Lineare Gruppe* brauchen wir noch den folgenden Satz:

Gruppeneigenschaft der GL,,

GL(n, K) :={A € M, ,(K) | rg(A) = n} bildet mit der Matrizenmultiplikation eine
Gruppe.

BEWEIS:
1) E, liegt in GL(n, K') und spielt die Rolle des neutralen Elements.

2) Jedes A € GL(n, K) besitzt ein Inverses.
3) Seien A, B € GL(n, K). Dann ist Ao B € M,, ,(K), und es gilt:

(AOB)O(B_loA_l):Ao(BoB_l)oA_leoA_len,

und genauso
(B'oA™)o(AoB)=E,.
Also ist A o B invertierbar, mit (Ao B)™! = B™' o A~!. Man beachte die Reihenfolge!!

4) Offensichtlich ist Ao (Bo ()= (Ao B)oC. ]
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Beispiele :
1. n=1:
GL(1,K) = {a € K | az = 0 eindeutig losbar } = K* = K \ {0}.
2. n=2:

A= CCL Z ist genau dann regulér, wenn sowohl die beiden Spalten als auch

die beiden Zeilen von A linear unabhéngig sind.

Ist etwa ¢ = 0, so ist das genau dann der Fall, wenn a # 0 und d # 0 ist, also
ad — bc = ad # 0.

Ist ¢ # 0 und ad — bec = 0, so ist b = ad und daher
c

b\ d [a
d] ¢ \c¢)
Ist andererseits ¢ # 0 und A nicht regulér, so gibt es Faktoren A\, € K mit

(A1) # (0,0) und o
v (0 e a)= o)

Dann kann nicht g = 0 gelten, und daher ist

Dann kann A nicht regulér sein.

b:—iwz und d:—i~c,
o o
also
ad—bc=——-ac+ —-ac=0.
1 1t
Die Grofle

det(A) := ad — be
nennt man die Determinante von A. Wir haben gezeigt:

GL(2, K) = {A € My, (K) | det(A) # 0}.

3. Eine Diagonalmatrix

dy - 0
D = : :
0 - dy,
ist genau dann invertierbar, wenn diq, ..., d,, # 0 sind.
In diesem Spezialfall bezeichnet man die Groéfle dqq - dos - . .. - dy,, als Determinante

det(D), und D ist genau dann regulér, wenn det(D) # 0 ist.

Wir werden spéter jeder Matrix eine Determinante zuordnen, die mifit, ob die Matrix
regulér ist.
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Satz von der Verkleinerung des Ranges

Sei A € My m(K) und B € M, ,(K).
Dann ist rg(Ao B) <rg(A) und rg(Ao B) < rg(B).

BEWEIS: Sei f:= f4: K™ = K" und g := fg: K! - K™,
Dann ist Im (f o g) = f(Im(g)) C f(K™) =Im(f), also
rg(Ao B) =dimIm (f og) < dimIm (f) =rg(A).

Andererseits gilt: Ist {x1,...,x;} eine Basis von Im (g), so ist {f(x1),..., f(xx)} ein
Erzeugendensystem von f(Im (g)) = Im (f o g). Also ist

rg(Ao B) =dim(f(Im(g))) < k = dimIm (g) = rg(B).

Invarianz des Ranges

Die Multiplikation mat einer requldren Matriz dndert den Rang nicht:

Ist A€ M, .(K), Pe GL(n,K) und Q € GL(m, K), so ist rg(Po Ao Q) =rg(A).

BeEwEIS:  Nach dem Satz von der Verkleinerung des Ranges ist rg(P o Ao Q) < rg(A).
Aber da A= P 1o (PoAoQ)oQ ! ist, gilt auch die umgekehrte Ungleichung. []

Wir wollen jetzt ein Verfahren suchen, wie man A~! (fiir eine regulére Matrix A ) berech-
nen kann. Dazu benutzen wir die gleichen Methoden wie beim Gauf-Algorithmus.

Ist € eine Folge von elementaren Zeilenumformungen, so ist ¢ : K™ — K™ ein (auf Spal-
tenvektoren wirkender) Isomorphismus, der durch eine regulire Matrix P. beschrieben
werden kann. Damit gilt:

— —

e(A) = (e(51(A)),...,e(5m(A)) = (P.o 51(A),...,P.o $pu(A)) = P.o A.

Eine Folge von Spaltenvertauschungen wird durch eine Permutation o € S, und den dazu
gehorenden (auf Zeilenvektoren wirkenden) Isomorphismus f, : K™ — K™ beschrieben,
mit

fa'(xlv s 7xm) = (1’0(1), s wra(m))-
Setzen wir Q, = (20(1), o ,ga(m)) € Mym(K), so ist @, reguldr und f,(x) = x 0 @,
also
A1,.0(1) - QAl,0(m)
. . — —
AOQU: : : :(80(1)(A),...,Sa(m)(14)) =: AU.
Ano(1) " Anpo(m)

Da man A durch elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen auf Gauf-
Form bringen kann, bedeutet das:
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Ist r = rg(A), so gibt es requlire Matrizen P und Q, so daff Po Ao Q) eine Gaufs-
matriz vom Rang r ist. Dabei kann Q) wegfallen, wenn im GaufSverfahren keine
Spaltenvertauschungen bendtigt werden.

Nun betrachten wir den Fall, dafl A € GL(n, K) ist. Wir konnen annehmen, da§ A schon
r-speziell fiir ein r > 0 ist:

a1x - Qip

0 C

Wire r < n und wiirde die 1. Spalte von C' verschwinden, so wére die (r+1)-te Spalte von
A linear abhingig von den ersten r Spalten. Andererseits ist rg(A) = n, es sind also alle
Spalten linear unabhéngig.

Also muf§ es in der ersten Spalte von C ein Element # 0 geben, und mit Hilfe von
Zeilenvertauschungen kann man es an die Stelle (r 4+ 1,7 + 1) bringen. Das bedeutet, dafl
man keine Spaltenvertauschung braucht, um A auch (r + 1)-speziell zu machen.

Dieses Verfahren 148t sich fortsetzen, solange r < n ist. Das bedeutet: Es gibt eine Matrix
P € GL(n, K), die einer Folge von Zeilenumformungen entspricht, so da Po A eine obere
Dreiecksmatrix vom Rang n ist. Durch weitere Zeilenumformungen kann man daraus
schlieBlich sogar die Einheitsmatrix machen.

Ist aber Po A = E,, so ist P = A~!. Um nun bei der Durchfiihrung des Gaufiverfahrens
gleichzeitig auch die Matrix P zu erhalten, erweitern wir A zur Matrix (A, E,,). Dann gilt:

Po(AE,)=(PoA PoE,) = (E,A™").

Zusammengefafit ergibt das:

Verfahren zur Invertierung von Matrizen
Sei A € GL(n, K).

1. Es gibt eine Folge £ von Zeilenumformungen mit e(A) = E,,.

2. Ist e(A, E,) = (E,, A*), so ist A* = A~1.

BEWEIS:  Der erste Teil wurde gerade gezeigt.

Wenn ¢ durch die Matrix P verwirklicht wird, hat man die Gleichung
Po (AyEn) = (En,A*),

also Po A= FE, und P = A*. Damit ist A* = A% ]
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Beispiel :
1 1 0
SeiB:=1 0 1
0 1 1

Da die Spalten von B eine Basis des R® bilden, ist rg(B) = 3. Wir berechnen nun
B~! nach dem beschriebenen Verfahren:

11 0} 1 0 O
1 0 1{0 1 O
o 1 1,0 0 1
11 0} 1 0 O
0 -1 1|-1 1 0 (- 1. Zeile)
o 1 1,0 0 1
1 0 110 1 0 (+2. Zeie)
0 -1 1 -1 1 0
0 0 2 |-1 1 1 (+2 Zeile)
10 170 1 O
01 —1|1 -1 0 (x(-1))
0 0 1]-b 1 1 (xb)
1 0 0] 3 3 —3 (—3. Zeile)
0 1 0] 3 —35 3 (+ 3. Zeile)
NIEIE N

Also ist B™' = ; } —11 11
-1 1 1

Mit Hilfe der inversen Matrix lassen sich manche Dinge einfacher beschreiben.

1. Sei Ao = Z ein LGS mit einer reguldren Matrix A. Dann erhélt man die eindeutig
bestimmte Losung sofort durch

E?:A_lob.

2. Sind A und B zwei Basen des Vektorraumes V', so besteht fiir jeden Vektor x € V'
die Gleichung

Wgaolz]a = [7]5.
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Da die Basiswechselmatrix Wp 4 auf jeden Fall regulér ist, kann man die Gleichung
nach [z]4 auflosen und erhélt

[2]a = Wg 40 [2]5.

Natiirlich ist Wg’z = W4 g, und der Vorteil ist nicht sofort sichtbar. Betrachten wir
daher den Spezialfall V = K™.

Ist A= {ay,...,a,} eine Basis von K", so ist das zugehorige Koordinatensystem
®,y: K™ — K" gegeben durch

Oy(mag + -+ xpay) = (T1,...,2,).

Diese Beschreibung von @, ist unhandlich. Setzen wir jedoch E := {ey,...,e,}
(Standardbasis), so ist

Wea(xla) = Xlp =7, also ®a(x)=(Wgho)'

Nun ist Wga = ([ai]g, ..., [a.]r) = (81, e ,Bn). Das liefert die Gleichung
[X]A (817 7871)71 © ?

Beispiel :

Die Vektoren a; := (1,1,0), ay :
des R®. Die Matrix B := (a1, a

(1,0,1) und az := (0,1,1) bilden eine Basis A

33) haben wir oben schon einmal betrachtet.

1, Y2,

Wir wollen herausfinden, wie die Darstellung des Vektors x := (12,6, 30) beziiglich
der Basis A aussieht. Nach der obigen Formel ist

L1 1 -1 12 —6
[x]A:B*oz:5 1 -1 1 |of 6 |=] 18
~1 1 1 30 12
Probe: Tatsachlich ist
—6 18 0 12
—6a;+18ds+12a5=| —6 |+| 0 |+| 12 |=| 6 | =7
0 18 12 30

Eine lineare Abbildung f : K™ — K" wird durch eine eindeutig bestimmte Matrix
M(f) € M, ,(K) beschrieben, mit

Die Spalten von M(f) gewinnt man also durch die Formeln

—
S

JM(f) = fle;)", firj=1,...,m.
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n
flej) = (a1, an;) = > aize;,
=1

wobei links die Einheitsvektoren im K™ und rechts die Einheitsvektoren im K™ gemeint
sind.

Die Beschreibung von f durch die Matrix M (f) benutzt die Darstellung von Vektoren mit
Hilfe der Standardbasen. Indem wir nun beliebige Basen benutzen, kénnen wir auch lineare
Abbildungen zwischen beliebigen endlich-dimensionalen Vektorrdumen durch Matrizen
beschreiben. Allerdings héngt die Beschreibung von der Auswahl der Basen ab!

Gegeben seien nun
e Zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume V und W,
e zwei Basen A = {ay,...,a,,} und B = {by,...,b,} von V bzw. W,
e eine lineare Abbildung f: V — W.

f ist durch die m Werte f(ay),..., f(ay) bereits vollstandig festgelegt. Und jeder der
Vektoren f(a;) 18t sich auf eindeutige Weise als Linearkombination der Basisvektoren
bi,...,b, darstellen:

f((lj) = Zaijbi, mit Q5 S K, fiir ] = 1, oo,
i=1

Es sel Mp a(f) € M, m(K) die Matrix der ay;.

Wir wollen jetzt die Situation mit Hilfe von Koordinaten beschreiben. Dazu betrachten
wir das folgende Diagramm:

v Low
LY L &3
Km B4 gn

Die Abbildung fp 4 := ®po fo®d,' : K™ — K" ist ebenfalls linear und kann stan-
dardméfig durch die Matrix M (fg a) beschrieben werden. Wir zeigen, dal M(fp.a) =
Mg 4(f) ist. Es gilt ndmlich:

—

5;(M(f.a)) = fpale)’
= (Ppofodyi(e)))’
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Definition:
Die Matrix Mp 4(f) := M(fg.a) zur linearen Abbildung

fea=®po0ofodt: K™ — K"

nennt man die Matriz, die f :V — W beziglich der Basen A und B beschreibt.

Da fpa(®a(z)) = Pp(f(z)) ist, folgt nun:

Mpa(f)oz]a=[f(x)]p, firzeV.

Es ist [a;]a = Zj, fir j =1,...,m, also

S (Mp.a(f)) = Mp.a(f) o €; = Mpa(f) o [a;la = [f(a;)]5-

Das ergibt folgende Formel zur Berechnung von Mp 4(f) :

Mpa(f) = ([f(a)]s, ..., [f(am)]|B).

Ein Sonderfall liegt vor, wenn V' = W ist und wenn auf beiden Seiten die gleiche Basis A
benutzt wird. Dann bezeichnen wir die Matrix zur linearen Abbildung f4 4 = ®40 f od ;! :
K™ — K™ mit Ma(f). Es gilt:

Ma(f) = (If(a1)]a; - -, [f(an)]a).

Beispiele :

1. Sei V :={p € R[z] : grad(p) < 3} der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3.
Dann ist A := {1, 2,22, 2%} eine Basis von V. Das Koordinatensystem ®, : V — R*
ist dann gegeben durch

(I)A(ao + a1x + CL2$2 + CL3.733) = (CLO, ai, as, Clg).

Nun betrachten wir die lineare Abbildung D : V' — V mit D(p) := p’ (Ableitung
von p). Es ist
D(ag + a17 + asx® + asx®) = a1 + 2ay + 3as.

Die Matrix M := Ma(D), die D beziiglich der Basis A beschreibt, hat also die
Gestalt

M = ([D(1)]a, [D(2)]a, [D(2*)] 4, [D(2%)] 4) =

o O OO
o O O
S O N O
S w o o

Der Rang dieser Matrix ist 3, also ist dimIm (D) = 3 und dimKer (D) =4 -3 = 1.
Tatséichlich ist der Kern der Unterraum der konstanten Polynome, der von 1 erzeugt
wird.
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Ist etwa p(x) = 2z — bz? + 2°, so ist [pla = (0,2, —5,1)", und

01 00 0 2
00 20 2 —10
[P'la=Molpla= o = = [2 — 102 + 32%)4.
000 3 -5 3
0000 1 0

Tatséchlich ist p'(z) = 2 — 102 + 322

2. Sei V := C, aufgefaft als Vektorraum iiber R, mit der Basis A = {1, j}.
Fir z = x 4+ yj ist ®a(2) = (x,y), also [z]a = <x>
Yy

Sei nun w := a + bj € C fest gewéhlt und f : C — C definiert durch f(z) :== w - z.
Diese Abbildung ist R-linear, und ihre Matrix beziiglich A ist gegeben durch

a

M = Ma(f) = ([f ()], [f(3)]a) = (la+bjla, [-b + ajla) = ( - ) |

Da jeder komplexen Zahl w genau eine solche Matrix zugeordnet ist, kann man C

auch als Menge aller Matrizen der Form < Z _ab ) € M, 5(R) auffassen.

3. Am Anfang dieses Paragraphen haben wir schon den Raum V' = Mj5(K) mit der
Basis A = {E\1, E12, Ea1, Ex} betrachtet. Das Koordinaten system ®4 : V — K*
ist gegeben durch

cpA(( i Z)) = (a,b, ¢, d).

Wir betrachten nun die Abbildung f : V — V mit

0 1
f(X):=Xol—-To0X, ]:z(_l 0).

Hier ist nicht sofort erkennbar, dafl es sich um eine lineare Abbildung handelt, aber
man kann es leicht nachrechnen:

f(X+Y) = (X4+Y)ol—-To0o(X+Y)
= Xol+Yol—1oX—10oY
= (Xol—-ToX)4+(Yol—-10Y)
— (X))
und fla-X) = (- X)ol—To(a-X)
= a-(Xol—-T0X)
= a- f(X).

Man rechnet nun leicht nach:

0 1
f(En) = (1 O>:E12+E21’
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-1 0

f(Ewp) = ( 0 1) = —FEy1 + Eg,
-1 0

f(Ea) = ( 0 1) = —F1 + Eoy,

und  f(Eyp) = (_1 0 >= —FEyy — Eo.

Also wird f beschrieben durch die Matrix

0 -1 -1 0
1 0 0 -1
M=Maf)=| 1 o o -
0 1 1 0

Offensichtlich ist rg(M) = 2, also dimIm (f) = 2 und dim Ker (f) =4 — 2 = 2. Wir

wollen noch eine Basis des Kerns von f bestimmen.

Das wire auf dem iiblichen Wege moglich (Gauf-Verfahren), aber da wir die Di-
mension des Kerns schon kennen, versuchen wir es mit Raten. Offensichtlich ist
FEyol—ToEy,=1I—T=0und Iol —Tol=0.Also ist {E, I} eine Basis von
Ker (f).

Die Beispiele handelten alle von linearen Abbildungen eines Vektorraumes auf sich. Solche
Abbildungen nennt man auch Endomorphismen.

Wir wollen nun ganz speziell Endomorphismen von K™ untersuchen. Es sei A € M,, ,(K)
eine quadratische Matrix und f = f4 : K™ — K™ die zugehorige lineare Abbildung. Dann
ist A= Mg(f), wenn wir mit F die Standardbasis {ey,...,e,} bezeichnen.

Ist nun B = {by,...,b,} eine beliebige Basis, so suchen wir nach einer Formel fiir die
Matrix Mp(fa).

Wir wissen schon: .

_>

WE,B - (bla R bn)
Wir bezeichnen die reguldre Matrix, deren Spalten die Elemente der Basis B bilden, mit
dem Buchstaben B. Dann ist

WE,B =B und [X]B = (WE,B)il o [X]E =B lo f

Nun ist MB(fA) = ([fA(bl)]B, N [fA(bn)]B)a mit

— —

[fa®)]s=[(Acb;) |lp=B  oAdoyp, firj=1,...,n.

Daraus folgt:

Mp(fa) =B toAoB.

Definition:

Zwei Matrizen M, M’ € M, ,(K) heilen dhnlich, falls es eine reguldre Matrix P mit
M' = P! o M o P gibt.
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Unter dem Normalformenproblem fiir Endomorphismen verstehen wir die Aufgabe, zu
einer gegebenen Matrix eine moglichst einfache dhnliche Matrix zu finden. In speziellen
Féllen werden wir das spéter durchfiihren. Im allgemeinen wiirde man stets die sogenannte
,Jordansche Normalform“erhalten, auf die wir auch noch zu sprechen kommen, aber der
Beweis fiir deren Existenz ist schwierig, und sie ist auch nicht gut fiir numerische Verfahren
geeignet.

Im Falle des R™ wollen wir nun mit Hilfe des Skalarproduktes eine spezielle Klasse von
Basen auszeichnen.

Detfinition:

Ein Orthogonalsystem im R" ist eine Menge O C R" von paarweise zueinander
orthogonalen Vektoren # 0. (Es ist also v e w = 0 fiir v,w € O mit v # w).

Orthogonalsysteme sind linear unabhingig

Sei O C R"™ ein Orthogonalsystem. Dann ist O linear unabhdngig. Insbesondere
enthdlt O hochstens n Elemente.

BEWEIS:
Es seien ay,...,a; € O beliebig gew#hlt. Nach Voraussetzung sind alle a; # 0. Ist

k
Z)\iai:O, sogilt firl=1,...,k:

=1

k
O:Ooal :Z)\Z-aioal :>\l' HalHQ.
i=1
Also ist \; = 0 fiir [ = 1,..., k. Damit sind die Vektoren linear unabhéngig, und da sie
beliebig ausgewihlt wurden, ist ganz O linear unabhéngig. ]

Definition:

Ein Orthonormalsystem (kurz: ON-System) im R" ist ein Orthogonalsystem
{ai,...,a;}, in dem die Vektoren a; zusétzlich normiert sind, in dem also || a; || =1
fiir alle 7 ist.

Eine Orthonormalbasis (kurz: ON-Basis) ist eine Basis des R", die zugleich ein ON-
System ist.

Analog kann man auch Orthonormalbasen von Untervektorrdumen des R™ definieren.

Man beachte: Ein System {ai,...,a,} von Vektoren des R" ist genau dann ein ON-
System, wenn fiir alle ¢ und j gilt:

(1 fallsi=j,
aj e a; = 0jj 1= { 0 sonst.
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Man nennt ¢;; das Kronecker-Symbol.

Beispiele:
1. Die Standardbasis {ey,...,e,} ist eine ON-Basis des R".

2. Die Vektoren a; := (1,1) und ay := (1, —1) bilden ein Orthogonalsystem im R*, sie
sind aber nicht normiert.

1
by = ﬁ(l’ 1) und by := —=(1, —1) bilden ein ON-System und natiirlich auch eine

ON-Basis.

1
ﬁ

Die Uberpriifung, ob ein System von Vektoren eine Basis bildet, ist in solchen Fillen
sehr einfach geworden. Besonders bequem ist auch die Ermittlung der Koordinaten eines
Vektors beziiglich einer ON-Basis:

Die Koordinaten beziiglich einer ON-Basis

Sei U C R" ein Untervektorraum, A := {ay,...,a} eine ON-Basis von U. Ist
x € U ein beliebiger Vektor, so findet man die Koeffizienten x; in der Darstellung

k
X = Z xT;a;
i=1

durch die Formel ri=xea; firt=1,... k.

Es ist also [x]4 = (xeay,...,xea;)".

Der BEWEIS ist trivial, die Aussage sehr niitzlich.

Im R"™ kennen wir schon ein Beispiel fiir eine ON-Basis. Bei einem beliebigen Unterraum
des R" stellt sich zunéchst die Frage, ob es dort iiberhaupt ON-Basen gibt. Dafl das in
der Tat der Fall ist, zeigt der folgende Satz:

Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren

Sei U C R" ein k-dimensionaler Untervektorraum und {Xi,...,Xx} eine Basis von

U.
Dann gibt es ein ON-System {ai,...,a,} in U, so daf$ gilt:

(ar,...,a) = (xX1,...,xy) furl=1,... k.

BEwEels:  Wir konstruieren die a; rekursiv aus den x;.

1
Sei a; ;== —— -x3. Dann ist ||a; || =1 und (a;) = (x1).

[RS8
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Nun nehmen wir an, wir hétten ay, ..., a; schon mit den gewiinschten Eigenschaften kon-

struiert. Dann sei
!

b1 =X — Y (Xi41 @ &;)a;.

i=1
Es gilt:
L. by € (X1, -, X41)-
2. Firj=1,...,l ist bj,ea; =x110a; —x;;0a; =0.
3. ay,...,a;, by sind linear unabhéngig (wegen (2)).
Also bilden ay, ..., a;, by ein Orthogonalsystem mit
<3_1, co., Ay, bl+1> = <X1, Ce 7Xl+1>-
. s ) 1
SchlieBlich setzen wir a;41 := — - by ;. ]
[posy|

Folgerung

Jeder Untervektorraum des R™ besitzt eine ON-Basis.

Bewers:  Klar! []

Beispiel :

Die Vektoren x; = (1,1,0) und x5 = (0, 1,0) bilden eine Basis des Untervektorrau-
mes U := {x € R? | z3 = 0}. Das Schmidt’sche Verfahren liefert:

1

a; = ﬁ(laLo)?
11

by = x5 — (X2°al)31 = (—57570)

Dann ist [ bs| = und wir setzen

Y

S Sl

Ay = 'bg (—171,0)

B
V2

Detfinition:

Ist U C R" ein Untervektorraum, so heifit
Ut :={xcR"|xeu=0fiiralleuc U}

das orthogonale Komplement von U.
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Eigenschaften des orthogonalen Komplements

Sei U C R" ein Untervektorraum. Dann ist UL ebenfalls ein Untervektorraum, und
es gilt:

1. dim(U) + dim(U*) = n.
2. Jeder Vektor x € R" kann eindeutig zerlegt werden.:

x=u+v, mitueclU undv e U".

3. Esist UNU* = {0}.

BEWEIS:  Zunichst zeigen wir, dafl U+ ein Unterraum ist:

Offensichtlich ist 0 € U+.
Sind x,y € U+, soist (x +y)eu=xeu+yeu=_0firalleuc U, alsox+y¢e U~

Ist x e Ut und A € R, soist (A\-x)eu=\-(xeu) =0 fiir alle u € U,
also A-x € U™,

Nun kommen wir zu den weiteren Eigenschaften:

1) Wir wihlen eine ON-Basis {ay,...,a;} von U. Dann definieren wir eine lineare Abbil-
dung f : R"” — R* durch
f(x):=(xeay,...,xea).

Da f(a;) = e; jeweils der i-te Einheitsvektor ist, fiir ¢ = 1,..., k, ist f surjektiv.

Weiter ist  f(x) =0 <= xeu=0firaleuelU
— xeUt

also U+ = Ker (f). Nach der Dimensionsformel ist
dim(U) + dim(U*) = k + dim(Ker (f)) = dim(Im (f)) + dim(Ker (f)) = n.

2) Es gibt eine ON-Basis {aj11,...,a,} von U*. Da definitionsgemif a; e a; = 0 fiir
t=1,...,kund j =k +1,...,n ist, bildet

{ai,...,ar, a511,...,2,}

eine ON-Basis des ganzen R".

Ist x € R" beliebig vorgegeben, so ist x = Z A, = U+ Vv mit

v=1
k n
u:= Z Aa;, und  vi= Z Aja;.
i=1 Jj=k+1
Das ist die gewiinschte Zerlegung. Die Eindeutigkeit folgt aus (3).

3) Ist x € UN UL, so muBl ueu = 0 sein, also u der Nullvektor.
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Wir tragen nun den Beweis der Eindeutigkeit in (2) nach:

Sind durch x = u+v = u’ 4+ v’ zwei Zerlegungen gegeben, soist u—u' =v' —v e UNU’,
also = 0. Aber das bedeutet, dafl u = u’ und v = v/ ist. ]

Folgerung

Ist U C R™ ein Untervektorraum, so ist U+t =U.

BEWEIS: Ist x € U, so ist x e v = 0 fiir alle v € U~. Daher ist U C Ut+. Wegen der
Dimensionsformel ist

dim(U++) = n — dim(U*) = n — (n — dim(U)) = dim(U).
Also mu U+ = U sein. []

Ist U C R" ein Untervektorraum, so kann man eine Projektion von R™ auf U wie folgt
definieren:

Da jeder Vektor x € R" eine eindeutige Zerlegung x = u +v mit u € U und v € U+
besitzt, definiert man einfach
pry : R" = U

durch
pPry:u+vi—u

Diese Abbildung ist verniinftig definiert und - wie man leicht nachrechnen kann - auch
linear. Wir nennen pry; die orthogonale Projektion auf U. Sie hat folgende Eigenschaften:

1. pry o pry(x) = pry(x) fiur alle x € R".

2. Ker (pry) = Ut

3. pry : R" — U ist surjektiv.

4. ||x —pry(x) || < ||x —u]| fiir alle u € U und x € R".
Zum BEWEIS:
1) Ist x =u + v, so ist pry(x) = u=u+ 0, und daher

pry o pry(x) = pry(u) = u = pry(x).

2) Esist pry(u+v) =0 < u=0 < u+v=veU.

3) ist klar.

)
4) Sei x = ug + vy mit ug € U und vy € U*. Dann ist pry(x) = ug, und fiir u € U ist
(x —ug) @ (up —u) = vg e (ug — u) = 0. Daraus folgt:

Ix—ul® = |l (x—wuo) + (ug—u)

= |lx—uo |+ [ uo —

> [lx—u .
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Die orthogonale Projektion von x auf U ist derjenige Vektor u € U, der von x den
kleinsten Abstand hat, der also x am besten approximiert.

Die Berechnung der orthogonalen Projektion eines Vektors ist ganz einfach:

Wir wihlen eine ON-Basis {aj,...,a5} von U und ergénzen sie wie oben zu einer ON-
Basis {ay,...,a,} des ganzen R". Dann gibt es eine Darstellung

n
X = Z Aa;, mit \; = x e a;.
i=1

Offensichtlich ist .

pry(x) =) (xea)a,

i=1
und dafiir braucht man die zusétzlichen Basisvektoren a1, ..., a, gar nicht zu kennen!
Hier sind zwei Anwendungen der orthogonalen Projektion:

1) Zwei Vektoren x,y # 0 im R" spannen eine Ebene auf und umschliefen dort einen

Winkel o = Z(x,y). Sei a := HX und U := Ra die durch a aufgespannte Gerade. Aus
X

der anschaulichen Definition der Winkelfunktionen ergibt sich die Gleichung

pry(y) = (ly |l - cos(a)) - a.
Andererseits ist pr;(y) = (yea)-a. Alsoist yea = ||y || - cos(a) und
xey=([[x]-a)ey =[xyl cos(a).

Damit stimmt der anschauliche Winkelbegriff mit dem in Kapitel I, §6, abstrakt definierten

Winkel iiberein:
Xe y

Q= arccos —————.
-1yl

2) Eine weitere Anwendung betrifft die ndherungsweise Losung von linearen Gleichungs-
systemen. Ist f = f4 : R™ — R" eine lineare Abbildung, so ist die Gleichung

fA(X) = b

nur dann lésbar, wenn b € U := Im (f,) ist.
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Ist diese Bedingung nicht erfiillt, etwa weil die Matrix A € M, ,(R) experimentell be-
stimmt und daher nicht exakt bekannt ist, so interessiert man sich wenigstens fiir eine
Néherungslosung.

Bei einer exakten Losung x( der Original-Gleichung wire f4(xg) = b und daher || fa(xo) — b || =
0. Ist das nicht erreichbar, so sucht man unter allen méglichen x ein x¢, so daf || f4(x¢) — b ||
wenigstens minimal wird. Und das ist genau dann der Fall, wenn f4(x¢) = pry(b) ist.

Wenden wir pr;; auf fa(x¢) —b an, so bleibt f4(xo) als Element von U unveréndert. Also
gilt:
pry(fa(x0) — b) = pry(b) — pry(b) = 0, d.h. f4(x¢) — b € Ker (pry;) = U+.
Wir betrachten nun auch die Abbildung f4+ : R" — R™.
Behauptung: (Im (f4))* = Ker (fa7).

BEWEIS: Es gilt

x € (Im (f4))* xo(Aoy") =0 fiir alle y

(xoA)oy' =0 fiir alle y

x 0 A =0 (weil das Skalarprodukt nicht entartet ist)
AT ox" =0T

x € Ker (fs7).

111t

Fassen wir das mit dem obigen Ergebnis zusammen, so erhalten wir:
Ist x eine Ndherungslosung der Gleichung Aox’ =b' soist ATo(Adox] —b") =0T,
also xg eine exakte Losung der sogenannten ,Normal-Gleichung*

(AToA)ox" = AT ob.
Man {iiberzeugt sich leicht davon, dafl die obigen Schliisse auch umkehrbar sind: erfiillt x,
die Normalgleichung, so ist x( eine Ndherungslosung der urspriinglichen Gleichung.
Eine besondere Situation liegt vor, wenn f4 injektiv ist, also rg(A) = m < n.
Behauptung: Ist rg(A) = m, so ist A" o A regulr.

BEWEIS: Ist (AT 0 A) ox" = 0, so liegt A ox in Ker (fa7) = (Im(f4))*. Also gehort
Aox zuIm (fa)N(Im (f4))* = {0}, dh. Aox" =0T. Wegen der Injektivitit von f, ist
dann x = 0. Da somit die Gleichung (A" o A) o x" = 0 eindeutig l6sbar ist, mufl A" o A
reguldr sein! ]

In diesem Fall ist die Normalgleichung sogar eindeutig l6sbar.
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83 Multilinearformen

Definition:
Vi,...,V, seien K-Vektorraume. Eine Abbildung
e:Vix...xV,— K
heifit eine (g-fache) Multilinearform, falls fir i = 1, ..., q gilt:
Loo(xy, .. x+ 2 wn) =@, Ty o ) (T, X ).
2. (a1, Ty ) =@ QX Ty ).

Die Menge aller g-fachen Multilinearformen wird mit L,(V4, ..., V,; K) bezeichnet.

@ ist also genau dann multilinear, wenn ¢ in jedem einzelnen Argument linear ist. Das
verallgemeinert den Begriff der Bilinearform (vgl. §1).

Man rechnet leicht nach, da8 L,(V1, ..., V,; K) auf die tibliche Weise zu einem K-Vektor-
raum gemacht werden kann:

(gD—l—ZZJ)(ZUl,...,.CEq) = (,0(551,...,17,1)+’17D(£E1,...,-Tq)
und (a-@)(z1,...,2q) = a-p(z1,...,74).
Definition:

Ly(V;K):=K und Ly(V;K):=Ly,(V,...,V;K) firqeN.
1
g-ma

Die Elemente von L,(V; K) nennt man Multilinearformen auf V.

Wir untersuchen nun verschiedene Féalle.

’1. Fall: qzl.‘

V*:= L1(V; K) ist der Raum der Linearformen auf V. Wir kennen diesen Raum schon,
wollen ihn aber noch ein wenig genauer erforschen.

Beispiel :
Sei V := C%(I) der Raum der stetigen Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall

I := [a,b]. V ist nicht endlich-dimensional! Schon die unendlich vielen Funktionen
fa(z) := 2" sind linear unabhéngig.
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Ist p: I — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion, so setzen wir

b
Mf = [ a0 @, i f eV,
Wegen der Linearitét des Integrals ist A, : V' — R eine Linearform auf V.

Sei nun f € V, f # 0. Das bedeutet, daf es ein ¢ty € I mit f(ty) # 0 gibt. Aber
da f stetig ist, gibt es ein € > 0, so daf} f(t) # 0 fir t € [ und |t —ty| < ¢ ist.
Wir kénnen annehmen, dafl ¢y € (a,b) und auch noch U.(ty) C (a,b) ist. AuBerdem
nehmen wir an, dafl f(t) > ¢ > 0 fir [t — o] < € ist (der Fall f < 0 wird analog
behandelt).

Man kann jetzt ein e; > 0 mit 0 < &; < £ und eine C*-Funktion p auf R finden, so
daB gilt:

1. p(t) > 0 fiir alle t € R,

2. p(t) =1fiir [t —to| < eyq.

3. p(t) =0fir [t —to| > €.

Dann gilt:

to+e to+e1
M= [ pf@de= [ o) f(t)dt > 205 > 0.

0—¢€ to—e1

Wir konnen also zu jedem f € V mit f # 0 eine Linearform A, mit A\,[f] # 0 finden.

In Wirklichkeit gibt es noch viel mehr Linearformen als nur die von der Gestalt A,,.
Diejenigen Linearformen, die in einem hier nicht nidher zu erérterndem Sinne stetig
sind, bezeichnet man als Distributionen. Ein prominentes Beispiel ist die sogenannte
Dirac’sche §-Distribution :

5t0 [ﬂ = f(t0)°

Man kann zeigen: Wére d;, von der Gestalt \,, so miifite p(ty) = oo und p(t) = 0
fiir t # 0 sein. Das ist natiirlich absurd, aber trotzdem wird manchmal so getan, als
gibe es eine solche Funktion p. Sie wird dann als ,,Delta-Funktion“ bezeichnet.

Das folgende Ergebnis erscheint nun plausibel:

Existenzsatz fiir Linearformen

Sei V' ein beliebiger K -Vektorraum, v € V und v # 0. Dann gibt es eine Linearform
A e V* mit ANv) =1.

Den BEWEIS konnen wir nur andeuten. Als K-Vektorraum besitzt V' eine Basis (a,).e;.
Man kann es — wegen der Austauschsétze — so einrichten, dafl v einer der Basisvektoren ist.
Da eine Linearform auf V' schon festgelegt ist, wenn man ihre Werte auf den Elementen
einer Basis kennt, kann man das gesuchte A definieren durch

May) == { 1 falls a, = v,

0 sonst.
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Dieses \ tut’s! ]
Im Folgenden beschéftigen wir uns vorwiegend mit endlich-dimensionalen Vektorrdumen,
und wir beginnen mit dem einfachsten Beispiel, dem K™.

Jedem Vektor m € K" ist eine Linearform \,, zugeordnet, mit

Am(X) = b(m,x) = myzy +---m,r, =mox .

Dabei bezeichnet b : K™ x K™ — K die kanonische Bilinearform.

Die Zuordnung m +— A, definiert eine lineare Abbildung von K™ auf (K™)* = L;(K"; K),
mit A\ (€;) = m;. Ist umgekehrt A € (K™)* gegeben, so setzen wir m := (A(ey), ..., A(e,)).
Das liefert uns eine lineare Abbildung von (K™)* nach K", und wegen

x1-Mer) + -+ xA(e,) = AMzrer + -+ xpe,) = A(X)
sind die beiden Abbildungen invers zueinander.

Nachdem es nun also einen Isomorphismus von K™ nach (K")* gibt, wissen wir, dafl
dim(K™)* = n ist, und die Linearformen &' := )., bilden eine Basis von (K™)*. Es ist

ei(xy,..., 1) = ble;,x) =€ 0x =,

d.h., €% ist einfach die Projektion auf die i-te Komponente. Speziell ist

e'(ej) = 8;; (Kronecker-Symbol).

Leider 1a8t sich die Zuordnung m +— \,;, nicht so ohne weiteres auf beliebige (endlich-
dimensionale) Vektorrdume iibertragen. Deshalb versuchen wir es mit der Umkehrabbil-
dung:

Definition:

Sei V ein K-Vektorraum, A = {ay,...,a,} eine Basis von V. Dann wird
©? 1 V* — K™ definiert durch

gpA()\) = (May), ..., AMay)).

¢ hingt von der gewihlten Basis A ab, aber immerhin gilt:

Behauptung: ¢* : V* — K" ist ein Isomorphismus.

BEWwWEIS: Den Nachweis der Linearitat iiberlasse ich dem Leser.

Injektivitit: Sei ()\) = 0. Dann ist A(a;) = 0 fiir alle i, und da A durch die Werte auf
den Elementen der Basis A festgelegt ist, mu3 A = 0 sein.

Die Surjektivitdt ist etwas schwieriger zu zeigen. Sei m € K" vorgegeben. Dann ist die
zugehorige Linearform in (K™)* gegeben durch x — m o x'. Als zugehorige Linearform
in V* wihlen wir versuchsweise stattdessen

Mz) :=mody(x)’,
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wobei @4 : V' — K" das Koordinatensystem zur Basis A ist, mit ®4(x1a1+- - -+ x,0a,) :=
(x1,...,2,). Tatsdchlich ist dann

goA()\) = (May), ..., Nay,)) = (mo@A(al)T, o ,mo@A(an)T) = (moelT, . ,mer) =m.
Jeder Vektor aus K™ kommt als Wert vor. D
Definition:

Ist V ein K-Vektorraum, so heifit der Raum V* der Linearformen auf V' auch der
Dualraum von V.

Die Dimension des Dualraumes
Ist dimg (V') = n, so ist auch dimg(V*) = n.

Den Beweis haben wir oben gerade gefithrt. Wir konnen nun auch eine Basis von V*
angeben, ndmlich

Es folgt: ' ' '
(i(ar),...,al(a,)) = () = e,
also
i o} 0 fallse=y,
a'(a;) = 0ij = { 1 sonst.
Definition:

Sei V ein K-Vektorraum, A = {ay, ..., a,} eine Basis von V. Die durch o'(a;) = d;;

eindeutig festgelegte Basis A* := {a!,...,a"} von V* nennt man die zu A duale

Basis.
Bemerkungen :

1. Die Vorgabe der Basis A* liefert ein Koordinatensystem ® 4« : V* — K", Es ist
Qg (w10t + -+ 2,0") = (21,...,2,), also

P4+ (a) = e; = p*(a?). Die Abbildung ¢* ist nichts anderes als das Koordinaten-
system @ 4«.

2. Die Linearformen ¢ € (K™)* mit &'(x,...,2,) = z; bilden die duale Basis zur
Standardbasis {ey,...,e,} des K™.
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Beispiel :
Wir betrachten im Vektorraum V := R® die Basis A = {aj,ay, a3} mit
a; :=(1,1,1), ap :=(0,2,3) und a3 := (0,2, —1).
Daf§ es sich tatsidchlich um eine Basis handelt, rechnet man leicht nach.

Die zu A duale Basis A* = {a!,a? a3} wird gegeben durch die Kronecker-Bezie-
hungen o(a;) = d;;. Um dieses Gleichungssystem losen zu konnen, miissen wir
die Elemente von A bzw. A* als Linearkombinationen der Standard-Basiselemente
schreiben:

3

_ i il 1

a; = E ag;er, und o' = E ae’.
k=1 =1

Die Koeffizienten ay; sind bekannt, die a suchen wir. Nun gilt:
i
b = o'(ay)
3 3
i1
= D a"e (Y arjer)
=1 k=1
il
= Y a"agc'(er)
Lk

il
= D a"adu
1.k

3 -
= Z CleCij.
k=1

Fiir die Matrizen

ail a12 ai13 a'l a'? a®
- = =
A:=| ay ax ay | =(a,asa3) und A":= a?t a2 oB
1
az;  azp  as at @ d®

gilt daher: A*o A = FE,,, also

1 8 0 0
A.* — (81732733)_1 — g —3 1 2
-1 3 =2

Die Koeffizienten a* der Linearform o' finden sich in der i-ten Zeile von A*. Daraus
ergibt sich:

ol = £l

3 1 1
2 _ 91, 1+to 13

o = 86 —|—8£ —|—45

1 3 1
d 3 _ _t1,9%92 13

e a g° TgT Tt

Das bedeutet:
1 1 1 3 1
C“l(x) = 71, Oéz(X) = ——x1 + <x2 + —x3 und OzS(X) = ——x1+ -9 — —T3.

8 8 4 8 8 4
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Wir machen noch eine Probe. Tatsachlich ist

3 1 1
2 = . .24 - .(=1)=0.
a’(az) 80+8 —1—4 (-1)=0

Jeder Vektorraum besitzt einen Dualraum, also auch der Raum V* der Linearformen auf
V. Seinen Dualraum V** nennt man auch den Bidualraum.

Die Einbettung in den Bidualraum

Sei V' ein beliebiger K-Vektorraum, j : V. — V** definiert durch

Dann gilt:
1. j ist linear und injektiv.

2. Ist V' endlich-dimensional, so ist j ein Isomorphismus.

BEWEIS:  Zunéchst einmal gilt es, die Bedeutung des Satzes zu verstehen.

Ein Element von V** ist eine Linearform auf V*, also eine lineare Abbildung A : V* — K.
Wir wollen einen Vektor v € V' als eine solche Linearform auffassen. Dazu benutzen wir
die bilineare Abbildung

b:V xV*—= K mitb(v,\) = Av)

Halten wir A fest, so ergibt sich eine Linearform in v, halten wir aber den Vektor v fest,
so ergibt sich die Linearform j(v) in A. Wir sprechen auch von der Dualitéit zwischen V/
und V*. Dafl j : V — V** tatséchlich linear ist, rechnet man leicht nach.

Fiir die Injektivitdt miissen wir nur zeigen, dafl Ker (j) = {0} ist. Ist aber j(v) = 0, so ist
A(v) = 0 fiir alle Linearformen A € V*. Wegen des Existenzsatzes fiir Linearformen geht
das nur, wenn v selbst schon der Nullvektor ist.

Ist schlielich V' n-dimensional, so ist auch V* und V** n-dimensional. Aber eine injektive
Abbildung zwischen zwei n-dimensionalen Vektorrdumen ist automatisch ein Isomorphis-

mus. []

Die Abbildung j : V' — V** konnte ohne Benutzung einer Basis definiert werden. Man
spricht dann auch von einer kanonischen Abbildung. Und da j in jedem Falle injektiv ist,
also einen Isomorphismus von V' auf j(V)) C V** definiert, nennt man j eine Einbettung.
Zusammengefafit ist j : V' — V** die kanonische Einbettung des Vektorraumes V' in seinen
Bidualraum. Im Falle endlich-dimensionaler Rdume spricht man von einem kanonischen
Isomorphismus.

2. Fall: ¢ =2.

Beispiele von Bilinearformen kennen wir schon:
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e Die kanonische Bilinearform b: K" x K" — K mit b(x,y) :=xoy'.
e Die Dualitét zwischen V und V*, mit (v, \) = A\(v).

e Das (kanonische) euklidische Skalarprodukt auf dem R", mit (x,y) — x o y.

Definition:

Sei V' ein R-Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform s : V x V' — R heif3t
positiv definit, falls s(v,v) > 0 fiir alle v # 0 ist.

Ein (euklidisches) Skalarprodukt auf V' ist eine positiv definite symmetrische Biline-
arform auf V.

Dieser Begriff wurde schon in Kapitel I eingefithrt. Wir wollen nun auch fiir komplexe
Vektorrdume Skalarprodukte einfiihren.

Definition:

Sei V' ein C-Vektorraum. Eine Sesquilinearform (d.h. 13-fache Multilinearform) auf
V ist eine Abbildung s : V' x V' — C, fiir die gilt:

L. s(v+v,w) =s(v,w) + s(v,w) und s(v,w + w') = s(v,w) + s(v', w)
2. s(c-v,w) =c-s(v,w)und s(v,c-w) =7¢- s(v,w) fir c € C.

Eine hermitesche Form auf V ist eine Sesquilinearform s auf V, fiir die zusétzlich
gilt:

s(w,v) = s(v,w).

Eine hermitesche Form ist also keine Bilinearform!
Ist s : V x V — C eine hermitesche Form, so gilt fir v € V :
s(v,v) €C und s(v,v) = s(v,v).

Das bedeutet, dafl s(v,v) stets reell ist. Ist sogar s(v,v) > 0 fiir alle v # 0, so heifit s
positiv-definit.

Definition:

Sei V' ein C-Vektorraum. Ein hermitesches Skalarprodukt auf V' ist eine positiv de-
finite hermitesche Form auf V.

Beispiel :

Der einfachste komplexe Vektorraum ist der C". Das kanonische hermitesche Ska-
larprodukt auf dem C"™ wird definiert durch

<Z, W> = Z1W1 + -+ + 2, Wy,.
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Ist z=(z1,...,2,) und z; = x; + jy; fir i = 1,..., n, so ist
<z, 2> =271+ + 2,20 = (11)? + () + -+ (20)7 + (yn)*

Die Norm ||z || := \/<z, z> eines Vektors z € C" stimmt also mit der euklidischen
Norm des Vektors iiberein, wenn man den C" mit dem R*" identifiziert.

Vieles iibertragt sich sinngeméafl aus dem Reellen, so auch der Begriff der Orthonor-
malbasis oder die Orthogonalisierung.

Bilinearformen auf dem K™ kann man auch mit Matrizen beschreiben:

Die Matrix zu einer Bilinearform

Sei b : K™ x K" — K eine Bilinearform, b;; := b(e;,e;) und B € M, ,(K) die
Matriz mit den Eintrdgen b;;. Dann gilt:

b(x,y) =xoBoy'.

B ist durch diese Beziehung eindeutig bestimmd.

BEWEIS:

b(Xay) = szezazy]e] :ZZ%% ez,e]

=1 j5=1

= leyj ij = = xo0Boy'.

7]

Analog kann man eine Sesquilinearform auf dem C" beschreiben durch

s(z,w)=z0Sow',

wobei die Matrix S = (s;;) wieder durch s;; := s(e;, e;) gegeben ist.

Eigenschaften von Bilinear- und Sesquilinearformen kann man schon an den Matrizen
ablesen.

Euklidische Skalarprodukte und Matrizen

Seib: R" x R" — R gegeben durch b(x,y) = xo Boy'. Dann ist b bilinear, und es
gilt:

b symmetrisch <= B' = B,
b positiv definit <= xoBox' >0 firx#0.
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Hermitesche Skalarprodukte und Matrizen
Sei s : C" x C" — C gegeben durch s(z,w) =z o Sow'. Dann ist s sesquilinear,

und es gilt:

s hermitesch <= §@ = S,
s positiv definit <= zoSoZ >0 firz#0.

Man spricht dann sinngeméaf auch von symmetrischen, hermiteschen und positiv definiten
Matrizen.

Wir wollen nun Koordinaten fiir den Vektorraum Lo(V; K) einfiihren.

Am einfachsten geht das im Falle V' = K”. Wir konnen dann jeder Matrix B € M,, ,(K)
eine Bilinearform ¢g : K™ x K™ — K zuordnen, mit

vp(x,y) :=x0Bo y'.

Ist umgekehrt eine Bilinearform ¢ gegeben, so gewinnt man die Matrix B durch

1,....n

=1,...
B = <b” ’ ;: ’ 7n>, mit bij = go(e,-,ej).

Also ist die Zuordnung M, ,(K) — Lo(K™; K) mit B + ¢p ein Isomorphismus, und es
ist dim Ly(K™; K) = n?.

Eine Basis von M, ,,(K) bilden die Matrizen

0 -0 - 0
Ezj (511/5] l T ’Z> = 0 1 0 ’
0 -« 0 --- 0

mit genau einer Eins am Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte und lauter
Nullen sonst.

Die Bilinearformen €” := ¢y, miissen dann eine Basis von Ly(K™; K) bilden. Dabei ist

5ij(X,Y) :XOEijOyT =y, fiird,j=1,...,n.

Definition:

Sind f, g € V* zwei Linearformen auf dem Vektorraum V', so wird deren Tensorpro-
dukt f @ g € Ly(V; K) definiert durch

(f @ g)(v,w) = f(v) - g(w).




§3  Multilinearformen 233

Man rechnet sofort nach, dal f ® g tatséichlich eine Bilinearform ist. Und speziell im Falle
V=K"ist e =&l @&l

Rechenregeln fiir das Tensorprodukt

Die durch (f,g) — f® g gegebene Abbildung V* x V* — Lo(V'; K) ist bilinear, d.h.
es gilt:

(it f)®g = fivg+fi®y,
fRlg+g) = [@a+f®g
und o (f®g) = (a-f)®g = fR(a-g), firaekK.

Beispiel :
Sei V = R?, und

0 = (2e'+5eH) @ (e — &?)
= %'t -2t @2 +52 e — 52 @2

Eine weitere Vereinfachung ist nicht moglich.
Ist nun x = (1,1) und y = (2, —3), so ist

p(x,y) = 2e'(x)el(y) — 2e' (x)e*(y) 4+ 5e*(x)e (y) — 5e*(x)e3(y)
= 2.1.2-2-1-(=3)+5-1-2-5-1-(-3)
= 44+6+10+15 = 35.

Tatséchlich ist auch
(2e! 4+ 5e?)(x) - (e' =) (y) = (2-1+5-1)(2 — (=3)) = 35.
Achtung!! La. ist f ® g # g ® f. Wéhlt man x und y wie im obigen Beispiel, so ist

e@e(xy) = 1-(=3) = -3
und 2 ®el(xy) = 1-2=2.

Die Tensorprodukte &’ ® €/ bilden eine Basis von Lo(K™; K). Analog gilt nun:

Eine Basis fiir Ly(V; K)

Sei V' ein K -Vektorraum, A = {ay,...,a,} eine Basis von V und A* = {a*,... o™}
die dazu duale Basis von V*. Dann bilden die Bilinearformen

a’ =a'®ad, i,j=1,...,n,

eine Basis von Ly(V; K). Insbesondere ist dim Ly(V'; K) = n?.
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Wir verzichten hier auf den Beweis, der im Wesentlichen darauf beruht, dafl jede Biline-
arform ¢ auf V' schon durch die Werte von ¢ auf den Paaren (a,,a,) festgelegt ist.

Definition:

Sind f,g € V* zwei Linearformen auf V', so wird deren Dachprodukt (oder dufSeres
Produkt) f A g € Lo(V; K) definiert durch

INg=f®g—g® [

Auch hier rechnet man leicht nach, daf§ f A g eine Bilinearform ist. Sie hat aber noch eine
zusétzliche Eigenschaft:

Das Dachprodukt zweier Linearformen ist eine
alternierende Bilinearform

Esist  (fAg)(v,w) =—(f A g)(w,v).

BEwWEIS:  Es ist

(fAg)(v,w) = (f®g—g® f)(v,w)
= f(v)g(w) — g(v) f(w)
= —(f(w)g(v) — g(w)[(v))
= —(f®g—9® f)(w,v)
= —fAgw).

[

Die alternierenden Bilinearformen bilden einen Untervektorraum von Lo(V'; K), den wir
mit A?(V) bezeichnen. Man nennt die Elemente von A?(V') auch (alternierende) 2-Formen.
Es gilt:

L(f+f)Ng=fAg+f Angund fA(g+g)=FfNrg+[fArg.
2.a-(fAg)=(a-flAhg=fAN(a-g) firce K.
3. fAg=—gA f. (,Anti-Kommutativgesetz*)

Wir wollen nun versuchen, Tensor- und Dachprodukte von Linearformen auf dem K™ mit
Hilfe von Matrizen zu beschreiben.

Sei f = Ay und g = \p. Dann ist

v=1

= (L abe" @) (e )
v,p

(f@g)leie;) = ((En: a,c’) ® (Ei:l bu£“)> (e, €;)
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= Za,,buél,ﬂm
Voju
= a@-bj,
Also ist f ® g = ¢p, mit der Matrix
Clel s (llbn
B=a'ob= ,
anby -+ apb,

und f A g ist durch die Matrix a’ ob — b o a gegeben.

Eine beliebige Bilinearform ¢ = pp auf dem K™ ist genau dann alternierend oder schief-
symmetrisch, wenn ¢(x,y) = —p(y, x) fir alle x,y € K™ gilt, und das ist genau dann
der Fall, wenn B" = —B ist. Eine solche Matrix nennt man auch schiefsymmetrisch. Fiir
die Eintrige b;; in B gilt dann:

1. b; =0fliri=1,...,n, d.h., alle Diagonalelemente verschwinden.

2. bj; = —by; fiir ¢« < j, d.h., die Elemente unterhalb der Diagonalen erhélt man aus
denen oberhalb der Diagonalen durch Spiegelung und den Ubergang zum Negativen.

Im Falle n = 3 hat eine schiefsymmetrische Matrix also die Gestalt

0 b1z b3
—bis by 0

Im Falle n = 3 sind das 3 unabhéngige Parameter und im allgemeinen Fall "22_ = (Z)
unabhéngige Parameter.

Tatséchlich bilden die (g) Matrizen S;; = E;; — Ej; fir 1 <4 < j < n eine Basis des
Vektorraumes der n-reihigen schiefsymmetrischen Matrizen. Daraus folgt unmittelbar, dafl
die Bilinearformen g, = &' A’ fiir 1 < i < j < n eine Basis des Vektorraumes A*(K")
bilden.

Mit Hilfe von Koordinaten kann man dieses Ergebnis sofort verallgemeinern:

Eine Basis fiir A*(V)
Sei wieder {ay,...,a,} eine Basis von V und {a,...,a"} die duale Basis von V*.

Dann bilden die Dachprodukte of A o? mit 1 < i < j < n eine Basis des Raumes
A%*(V) der alternierenden 2-Formen.

-1
Insbesondere ist dim A*(V) = n(nQ) = (Z)

Ist z.B. n = 3, so besteht die Basis von A?(V) aus den Elementen a! A o2, o' A o und
2 A 3
a” A a”.
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Das Ergebnis des Satzes ist so plausibel, da3 wir auf einen detaillerten Beweis verzichten
konnen.

’3. Fall: ¢ beliebig > 2.‘

Sind fi,..., f; Linearformen auf V, so wird deren Tensorprodukt f; ® ... ® f, definiert
durch

(1@ @ fo)(or,o o 0g) = filvn) - folvg).

Ist {as,...,a,} eine Basis von V und {a!,...,a"} die dazu duale Basis, so kann man
zeigen, daB die Tensorprodukte o ®...a' mit 1 <4y,...,4, < n eine Basis des Raumes
L,(V; K) bilden, so daf§ dim L,(V; K) = n? ist. Wir wollen uns hier aber nicht weiter
mit allgemeiner Tensorrechnung befassen, sondern uns auf ,alternierende g-Formen® be-
schranken.

Definition:

Eine Multilinearform ¢ € L,(V; K) heifit alternierend oder schiefsymmetrisch, falls
firi=1,...,q—1 gilt:

O(X1y o Ty Ty oo Tg) = —@(T1, oo, Tig1, Ty o, Ty)

Da man beliebige Permutationen aus Vertauschungen zusammensetzen kann, folgt:

Eigenschaften alternierender Multilinearformen
1. 9(To1),-- -, Totg) = 580(0) - @(1,...,24) fir alle Permutationen o € S,.

2. p(x1,...,24) =0, falls zwei Argumente gleich sind.
