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81 Topologie im R”

Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Unter diesen Begriff fallen alle normierten Vektorréu-
me, aber auch beliebige Teilmengen solcher Rdume. Wichtigstes Beispiel wird immer der
R" sein.

Definition:

Eine Folge (x,)neny von Punkten aus X konvergiert gegen ein xg € X, wenn gilt:
Ve >0dny €N, sodall Vn > ng gilt: d(x,, o) < €.

Man schreibt dann: lim z,, = .
n—oo

Die Definition entspricht woértlich der Definition der Konvergenz von Zahlenfolgen,
wenn man d(z,, zo) statt |z, — xq | schreibt.

Beispiel :
1 n ., . . 2 xxre . .
X, = (—, n 1) ist eine Punktfolge im R”. Wir vermuten natiirlich, daf} sie gegen
n'n
xo := (0, 1) konvergiert. Sei also € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein ng, so daf gilt:
1<E d| n 1|<€f“ >
—<—-und | —— — — fiir .
n o2 T g =0

Aber dann ist

fiir n > ng.

Dabei haben wir folgende allgemeine Abschétzung benutzt:

Va8 = \/(la] +[b])* = 2[al - [b] < |a|+]b].

Man kann das Beweisschema aus dem Beispiel verallgemeinern und zeigen:
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Komponentenweise Konvergenz von Vektorfolgen

FEine Folge x, = (xgy),...,x,g”)) im R"™ konvergiert gemau dann gegen ein x, =
(xgo), o, zl9), wenn jede der n Folgen (xl(y)) im gewshnlichen Sinne gegen z° kon-
vergiert.

Damit lassen sich die meisten Konvergenzprobleme in mehreren Verénderlichen auf solche
in einer Verdnderlichen zuriickfiihren.

Nun soll fiir den R" — und allgemeiner sogar fiir jeden metrischen Raum X — erklért
werden, was es bedeutet, dafi Punkte mehr oder weniger benachbart sind. Dazu brauchen
wir den Begriff der ,,offenen Menge“.

Definition:
Sei (X, d) ein metrischer Raum, xy € X und r > 0. Dann heifit
B(xo) :={z € X | d(z,x¢) < r}.

die offene Kugel um xy mit Radius 7.

Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn es zu jedem x € U ein € > 0 gibt, so dafl
B.(x) ganz in U liegt.

Offene Kugeln im R" sind das, was man sich darunter vorstellt. ,,Offen“ bedeutet hierbei,
daf} der Rand nicht dazu gehort. Entsprechend soll man sich offene Teilmengen des R" so
vorstellen, dafl die ,,Randpunkte” nicht mehr dazu gehoren. Das wird spéter noch weiter
préazisiert werden.

Beispiele :

1. Offene Kugeln B, (xg) sind offen:

Ist namlich = € B, (), so ist ¢ := d(x,zo) < r, also r —§ > 0. Man kann ein € mit
0 < e <r—9¢ finden. Fiir y € B.(z) gilt dann:
d(y,zo) < d(y,x)+d(x,x¢) (Dreiecks-Ungleichung)
< e+o<(r=0)+d=r

Also liegt B.(x) in B, (o).

2. In R ist jedes offene Intervall offen. Ist nimlich a < b und o := %2 und r := I’_Ta,

2
so ist (a,b) = B,(xo).

Das System aller offenen Mengen eines metrischen Raumes nennt man die
,» Topologie“ dieses Raumes.

Die Topologie hat gewisse charakteristische Eigenschaften:
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Eigenschaften offener Mengen

Die offenen Mengen in einem metrischen Raum (X, d) (und damit insbesondere im
R"™) haben folgende Eigenschaften:

1. Die leere Menge ist offen.
2. Der ganze Raum X 1ist offen.
3. Sind Uy, Uy C X offen, so ist auch Uy N Uy offen.

4. Ist (Ux)aer eine beliebige Familie von offenen Mengen in X, so ist auch U U

AeL
offen.

BeEwEIs: 1) Die leere Menge hat keine Elemente, also ist auch nichts zu zeigen.
2) Ist z € X und r > 0, so liegt natiirlich B,(z) in X. Also ist X offen.

3) Seien Uy, Uy C X offen, xy € U;NUs, beliebig vorgegeben. Dann gibt es e1, £, > 0, so daf
Bc,(z9) C Uy und B, (x) C U, ist. Setzt man e := min(ey, £2), so ist B.(xg) C Uy N Us.
Also ist der Durchschnitt von zwei offenen Mengen wieder offen.

4) Sei (Uy)aer eine Familie von offenen Mengen in X, zq € U Uy. Das bedeutet:
AEL

A\ € L mit zyg € Uy,
= JAXe€L,Je>0, sodaB B.(z9) C Uy
= Je > 0mit B.(z0) C |J Ux
AEL

Also ist die Vereinigung der U, offen. ]

Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist wieder offen (Induktion!), aber
bei unendlichen Durchschnitten kann es schiefgehen. Dafiir werden wir spéter noch ein
Beispiel angeben.

Detfinition:

Eine Teilmenge A C X heiit abgeschlossen, wenn [x(A) = X \ A offen ist.

Beispiel :

In R ist auch jedes Intervall der Gestalt (—oo,b) oder (a,00) offen, als abzihlbare
Vereinigung offener Intervalle.! Also ist

R\ [a,b] = (=00, a) U (b, 00)

offen und [a, b] damit abgeschlossen.

1Es ist z.B. (a,00) = (a,a+2)U(a+ L,a+3)U(a+2,a+4)U....
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Eigenschaften abgeschlossener Mengen
1. Die leere Menge ist abgeschlossen.
Der ganze Raum X ist abgeschlossen.

Sind Ay, Ay C X abgeschlossen, so ist auch Ay U Ay abgeschlossen.

Ist (Ay)xer eine Familie von abgeschlossenen Mengen in X, so ist auch ﬂ Ay

XeL
abgeschlossen.

Die Beweise sind denkbar einfach. Es ist X \ @ = X, X \ X = &, Cx(A4; U Ay) =
Cx (A1) NCx(A2) und Cx () 4Ax) = [ Cx(Ay).

AL AeL
Wir lernen hier, dal eine Menge durchaus gleichzeitig offen und abgeschlossen sein kann.
Das logische Gegenteil zu ,,offen* ist nicht ,,abgeschlossen*, sondern ,,nicht offen“. Es kann

auch passieren, dafl eine Menge weder offen noch abgeschlossen ist, wie z.B. das Intervall
[a,b).

Mit Hilfe von Folgen l&8t sich der Begriff der abgeschlossenen Menge etwas handlicher
charakterisieren.

Abgeschlossenheits-Kriterium

Eine Menge A in einem metrischen Raum X ist genau dann abgeschlossen, wenn
qilt:

Ist x, € A eine gegen ein xq € X konvergente Folge, so liegt auch xy in A.

BEWEIS: 1) A sei abgeschlossen in X, (z,,) eine Folge in A, 2o = lim z,.

n—oo

Annahme, x liegt in X \ A. Da diese Menge offen ist, gibt es ein ¢ > 0, so da} sogar
B.(x) in X \ A liegt. Wegen der Konvergenz der Folge muf} es aber ein ng geben, so dafl
x, in B.(xg) liegt, fiir n > ng. Das ist ein Widerspruch.

2) Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt. Wir miissen zeigen, dal X \ A offen ist, und wir
nehmen an, das wére nicht der Fall.

Dann gibt es ein xy € X \ A, so daf} gilt:
Vn e Nist Bl/n(ff()) gZ X \ A.

Das bedeutet, daf$ wir fiir alle n € N ein z,, € By/,(20) finden konnen, das nicht in X \ A
liegt.

(x,) ist also eine Folge in A. Ist ¢ > 0 vorgegeben, so gibt es ein ng, so dafl % < ¢ fiir
n > ng ist. Aber dann ist d(z,,z0) < + < e, d.h. (z,) konvergiert gegen z, und nach
dem Kriterium liegt z in A. Das ist ein Widerspruch, die Annahme war falsch. ]
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Beispiel :
Jede 1-punktige Menge A := {x(} in einem metrischen Raum X ist abgeschlossen.

Ist ndmlich (x,) eine Folge in A, so mufl x, = xy fir alle n gelten. Aber dann
konvergiert (z,) auch gegen xg, und dieser Grenzwert liegt in A.

Detfinition:

Sei xg ein Punkt in einem metrischen Raum X. Eine Teilmenge U C X heifit Um-
gebung von xg, wenn gilt:

Es gibt ein € > 0, so da8 B.(x¢) in U liegt.

Wir sagen, xg liegt ganz im Inneren von U, wenn U eine Umgebung fiir xy ist. Ein
Randpunkt von U liegt natiirlich nicht im Inneren von U.

Die Umgebung U braucht weder offen noch abgeschlossen zu sein. Ist sie aber offen, so
sprechen wir auch von einer offenen Umgebung. Ist U abgeschlossen, so sprechen wir von
einer abgeschlossenen Umgebung.

Definition:

Sei M C X eine beliebige Teilmenge. Ein Punkt zq € X (der nicht in M liegen muf)
heifit Randpunkt von M, wenn jede Umgebung von xzy wenigstens einen Punkt aus
M und einen Punkt aus X \ M enthélt.

Die Menge aller Randpunkte von M bezeichnet man mit OM (,Rand von M*).

Beispiele :
1. In R ist J]a,b) = {a, b}.
2. Im R" ist OB, (xg) ={z € X | d(z,x¢) = r}.
3. InRist 0{: |ne N} ={2|neN}u{0}.

Offene Mengen enthalten keine Randpunkte
Fine Menge M C X ist genau dann offen, wenn M NOM = & ist.

Der BEWEIS ist klar: Jeder Punkt einer offenen Menge M liegt ganz im Inneren von M.
Ein Randpunkt einer Menge kann aber nie im Inneren der Menge liegen.

Abgeschlossene Mengen enthalten alle Randpunkte

Eine Menge M C X ist genau dann abgeschlossen, wenn OM C M ist.
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BEWEIS:  Sei zunéchst M als abgeschlossen vorausgesetzt, xo € M. Wir wollen zeigen,
dal xy in M liegt. Angenommen, xo € X \ M. Da X \ M offen ist, gibt es eine Umgebung
U von x, die noch ganz in X \ M liegt. Also enthélt U keinen Punkt von M, und zy kann
demnach kein Randpunkt von M sein. Widerspruch!

Ist umgekehrt OM C M, so miissen wir zeigen, dafl M abgeschlossen ist. FEin Punkt
ro € X \ M kann nicht Randpunkt von M sein. Also gibt es eine Umgebung U von x
mit U N M = @. Also liegt x¢ ganz im Inneren von X \ M, und da der Punkt beliebig
war, bedeutet das, da§ X \ M offen ist. Damit ist alles gezeigt. ]

Ist M C X eine beliebige Menge, so nennt man die Menge M := M UJM die abgeschlos-
sene Hiille von M.

Offensichtlich ist M genau dann abgeschlossen, wenn M = M ist.

Beispiel :

B, (zg) = {x € X | d(x,x9) < r} nennt man auch die abgeschlossene Kugel mit
Radius r um .

Wir wollen nun die Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Rédumen definieren.
Da wir die Konvergenz von Folgen schon eingefithrt haben, kénnen wir die Stetigkeit
genauso wie bei den reellen Funktionen formulieren.

Definition:

Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen heif3t stetig in xo € X,
wenn gilt:

Fiir jede Folge (z,,) in X mit lim @, =@ ist lim f(z,) = f(zo).

Das bedeutet anschaulich:
»Ist x nahe genug bei xg, so liegt auch f(z) nahe bei f(zg).“

Man kann also zu jeder vorgegebenen Genauigkeit € > 0 eine so kleine Umgebung Bjs(zo)

finden, dafl d(f(x), f(zo)) < € fiir alle x € Bs(xg) ist:

e-0-Kriterium fiir die Stetigkeit

FEine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig in xo, wenn folgende Bedingung
erfullt ist:

Ve>030>0, sodaff gilt: d(z,z0) <9 = d(f(z), f(z0)) < e.

BEWEIS:

1) Sei f stetig in xg. Wir nehmen an, das Kriterium sei nicht erfiillt:

Je >0, soda VJ > 0 gilt: Ix mit d(x,%) <6 und d(f(x), f(x0)) > €.



§1 Topologie im R™ 117

Wir wihlen dann zu jedem n € N ein x,, mit
1
d(erXO) < ﬁ und d(f(xn)v f(X())) Z €.

Das bedeutet, daf die Folge (x,) gegen xo konvergiert, aber (f(x,)) nicht gegen f(xo).
Das ist ein Widerspruch.

2) Ist umgekehrt das e-9-Kriterium erfiillt, so betrachten wir eine beliebige Folge (x,,), die
gegen Xg konvergiert. Zu vorgegebenem e > 0 konnen wir ein 6 > 0 geméfl dem Kriterium
wéhlen. Nun gibt es ein ng, so dafl d(x,,x) < ¢ fir n > ng ist. Aber dann ist auch
d(f(xn), f(X0)) < € fiir n > ny. Das bedeutet, dal (f(x,)) gegen f(xo) konvergiert.  []

Die Stetigkeit der Metrik

Sei xg € M ein fester Punkt. Dann ist die durch f(x) := d(z, x¢) gegebene Abbildung
f: X — R stetig.

BEweEIs:  Wir verwenden folgende Hilfs-Formel:
Va,y € X gilt: |d(z, x0) — d(y, zo) | < d(z,y).

Der Beweis dieser Formel ergibt sich aus einer zweimaligen Anwendung der Dreiecksun-
gleichung:

d(x, xo)
und d(y7 :CO)

d(z,y) + d(y, xo)
d(y,x) + d(z,z0) = d(x,y) + d(z, z0),

IA A

also - d(ﬂ?,y) < d(.ﬁl],ﬂj‘o) —d(y,ﬂfo) < d(ﬁ,g)

Ist nun z{ ein beliebiger Punkt von X und z,, eine gegen xj; konvergente Folge, so gilt:

| f(@n) = f(zg)| = |d(zn,x0) — d(z5, 7o) |
< d(zn,x5) — 0,

fiir n — oo.

Das heift, da8 f in ) stetig ist. ]

Verkniipfung stetiger Funktionen

Ist f: X — Y stetiginxg € X und g : Y — Z stetig in yo := f(x0), so ist auch
go f: X — Z stetig in xg.

Der BEWEIS ist sehr einfach:

Strebt x, gegen 1z, so strebt y, := f(x,) gegen yo = f(xo). Aber dann strebt auch
(g0 f)(za) = g(ya) gegen (g0 f)(z0) = g(yo)- L
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Schreibt man eine Abbildung f : R® — R* in der Form

f: (flu"‘7f/€)7

mit Funktionen f; : R" — R | so ist f genau dann stetig in xo, wenn alle Funktionen f;
stetig in xq sind.

Beispiel :

2[E11’2

Sei f(z1,22) =4 a2 + a2 fiir (z1,22) # (0,0),
0 fir (z1,x2) = (0,0).

Dann ist ¢t — f(t,c) und t — f(c,t) fiir jede Konstante ¢ eine stetige Funktion von
t. Aber dennoch ist f nicht stetig im Nullpunkt, denn es ist z.B.

f(t,t)=1firt+#0, und f(0,0)=0.

Aus den Sédtzen iiber Folgen kann man solche iiber Stetigkeit herleiten. Wir zitieren hier
nur die Ergebnisse:

Regeln fiir die Stetigkeit
f,q:R™ = R* seien in xq stetige Abbildungen.

1. f+g:R" = R mit (f £9)(x) = f(x) £ g(x) ist stetig in xo.

2. Fiira € R ist a- f mit (ov- f)(x) := o+ f(x) stetig in Xo.

3. feg:R" R mit (feg)(x):= f(x)eg(x) ist stetig in Xo.

4o (f,9) : R = RY X R* mit (f,9)(x) == (f(x),g(x)) ist stetig in Xo.

5. Ist g auch noch stetig in yo, so ist f x g : R" x R" — RF x R* mit
(f X 9)(x,y) := (f(x),9(y)) stetig in (Xo,¥0).

Bemerkung: Die Aussagen des Satzes bleiben richtig, wenn man den Definitionsbe-
reich R" durch eine beliebige offene Teilmenge M des R" ersetzt. Verzichtet man auch noch
auf die Offenheit von M, so mufl man die Definition der Stetigkeit geringfiigig anpassen,
es sind dann nur noch Folgen in M zu betrachten.

Lineare Abbildungen sind stetig
Eine lineare Abbildung f : R" — R¥ ist in jedem Punkt x € R™ stetig.

BEWEIS:  Es reicht, die Behauptung fiir Linearformen zu zeigen.

a) Die Funktionen (xy,...,x,) — x; sind sicherlich stetig:
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(0)

) (1)) eine Folge, die gegen x¢ = (23, ..., 2®) konvergiert,

Ist ndmlich (x,) = (z77,...,x!
so konvergiert auch (z!)) gegen z.”.

b) Nach den oben angegebenen Regeln iiber die Stetigkeit ist dann auch
(1, ..y Tp) > myxy + - -+ My,
eine stetige Funktion. []

Bemerkung: Da wir die komplexen Zahlen geometrisch mit dem Raum R? identi-
fizieren konnen, ist nun auch klar, was eine offene Teilmenge U C C und eine stetige
komplexwertige Funktion auf U ist. Insbesondere sind die komplexen Polynome stetig.

Durch Gleichungen und Ungleichungen definierte Mengen

Seien f,g: R" — R zwei steige Funktionen. Dann gilt:
1. {x e R" | f(x) = g(x)} ist abgeschlossen.
2. {x eR"[ f(x) < g(x)} ist offen.
3. {x e R"| f(x) < g(x)} ist abgeschlossen.

BeweEls:  Sei U := {x € R" | f(x) # g(x)}. Wir miissen zeigen, da8 U offen ist.

Sei xg € U. Dann ist 7 := | f(x) — g(x)| > 0. Ist 0 < ¢ < Z, so gibt es ein § > 0 mit
| f(x) — f(x0)| < eund | g(x) — g(xo) | <&, fiir d(x,xq) < 0.
Annahme, es gibt ein x € Bs(x¢) mit f(x) = g(x). Dann ist

[ f(x0) = g(x0) [ < [f(x0) = F(x) |+ [ (x) = 9() [+ [9(x) — g(x0) |

< 40+ <

Aber das ist ein Widerspruch! Also liegt ganz Bs(xg) in U, U ist offen.

Die Menge, wo f(x) = g(x) ist, ist demnach abgeschlossen. Genauso wie oben zeigt
man, dafl die Menge, wo f(x) < g(x) ist, offen ist. Vertauscht man f und g und geht
zum Komplement iiber, so erhdlt man schlieflich, dafi die Menge, wo f(x) < g(x) ist,
abgeschlossen sein muf.

Nun sieht man z.B., daB jede Gerade und jede Ebene im R® dort eine abgeschlossene
Teilmenge ist.

Es sei M C R" eine Teilmenge und (f,,) eine Folge von (reell- oder komplexwertigen)
Funktionen auf M.
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Definition:
Die Funktionenfolge (f,) konvergiert auf M punktweise gegen eine Funktion f, falls
gilt:
VxeM: Jgr{}ofn(x) = f(x).

Das Konvergenzverhalten wird also fiir jeden einzelnen Punkt x € M gesondert behandelt.
Das globale Verhalten der beteiligten Funktionen spielt dabei keine Rolle.

Beispiel :

Sei [ :=1[0,1] C Rund f, : I — R definiert durch f,(z) := 2”. Dann konvergiert
diese Funktionenfolge punktweise gegen die Funktion

0 fir0<zx<1,

f(x)iz{ 1 firz—=1.

1 i

Obwohl alle Funktionen f,, stetig sind, ist die Grenzfunktion f nicht stetig. Das ist
ein wenig wiinschenswertes Verhalten.

Wir brauchen also einen besseren Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen!

Wechseln wir den Standpunkt! Sei K € {R, C}. Wir betrachten den Raum
BM,K):={f: M — K :sup{| f(x)] : x€ M} < o0}.

Das ist ein K-Vektorraum mit der Norm || f || := sup| f |, und damit auch ein metrischer
M

Raum (mit d(f,g) = || f — ¢ || ). Die beschrankten Funktionen auf M fassen wir nun als
Punkte eines metrischen Raumes auf.

Eine Folge (f,) von Elementen von B(M, K) konvergiert gegen ein f € B(M, K), wenn
in jeder e-Umgebung von f fast alle Folgeglieder f,, liegen:

Ve>03dno €N, sodall Vn>mnggilt: || f, — f|l <e.

Wie kann man sich eine e-Umgebung einer Funktion vorstellen? Wir beschrinken uns auf
den Fall reeller Funktionen auf einem Intervall I und betrachten die zugehorigen Graphen.
Wir definieren einen e-Schlauch um Gy :

S.(f) ={(z,y) eR* |z el und f(z) —e <y < f(z)+e}.
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Die e-Kugel um f besteht nun aus allen Funktionen g : I — R, deren Graph ganz in
S:(f) liegt:
Be(f) = {g:1=R|llg—fl<e}
= {g: I >R | Vexel:|gk) —flx)|<e}
= {g:I->R | Veel: fl) —e<g(x) < f(z)+¢}
= {g:1—>R | Veel: (x,9(x))€Sf)}
= {¢g:I—>R | G, CSAf)}

Definition:

Die Folge (f,) konvergiert gleichmdf$ig auf M gegen eine Funktion f, wenn gilt:
Ve >03ng (unabhingig von x € M),

so dafl fiir n > np und alle x € M gilt: | f.(x) — f(x)| <e.

(fn) konvergiert also genau dann gleichméfig gegen f, wenn in jedem e-Schlauch um f
fast alle f, liegen.

Dafl wir nun den richtigen Konvergenzbegriff gefunden haben, zeigt der folgende Satz:

Gleichméfliger Limes stetiger Funktionen

(fn) konvergiere auf M gleichmdfig gegen f, alle f, seien stetig. Dann ist auch die
Grenzfunktion f auf M stetig.

BEWEIS:  Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft, die nur in der Nihe eines (beliebigen)
Punktes xy € M gezeigt werden muf.

Sei x € M eine Folge von Punkten mit klim X = Xo. Wir miissen zeigen, dafl dann auch
— 00
lim f(xx) = f(xo) ist.
k—o00
Sei e > 0. Da (f,,) gleichméfig auf M gegen f konvergiert, gibt es ein ng, so daf
| fn(x) — f(x)] < % fiir n > np und alle x € M
ist. Wir wéahlen ein solches n > ng. Da f,, stetig ist, gibt es ein kg, so dafl

| Fu(x) — Fu(xo) | < g fiir k > ko
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ist. Fiir solche k gilt dann:

| f(xk) = f(x0) [ < [F(xk) = fu(xk) [+ [ fa(xk) = fu(x0) [+ ] fn(%0) = f(X0) |

< < + = + S
3 3 3
Das zeigt, daB (f(xx)) gegen f(xo) konvergiert. ]
Beispiele :
1. Die Folge f,(x) := z™ kann auf [0, 1] nicht gleichméfig konvergent sein, weil die
Grenzfunktion nicht stetig ist. Aber wie steht es mit der Konvergenz auf I, := [0, 7],

mto<r<1?

Die Folge r™ konvergiert gegen Null, und fiir 0 < z < rist 0 < 2™ < r". Zu
gegebenem ¢ > 0 gibt es daher ein ng, so daf fiir n > ny gilt:

| fu(z) =0 =2" <r" <7 <e.

Also konvergiert (f,,) auf dem kleineren Intervall [0, r] gleichméBig gegen die Null-
funktion.

2. Sei fy(z) := Lsin(nz) auf R.
Ist€>0undn0>%,sogiltfiirnan:

| fu(x) = 0] = 71L| sin(nr) | <

Also konvergiert (f,,) auf ganz R gleichméfig.

Die Konvergenz von f,, =g, und c- f,

Wenn (f,) auf M gleichmaflig gegen f und (g,) auf M gleichmdifsig gegen g kon-
vergiert, dann konvergiert auch f, &+ g, gleichmdfSig auf M gegen f £ g und (c- f,)
gleichmapig auf M gegen c- f.

Es scheint schwierig zu sein, Beispiele gleichméfig konvergenter Folgen von Funktionen
zu konstruieren. Dennoch gilt der folgende beriihmte Satz:

Satz von Stone/Weierstraf3

Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion, so gibt es eine Folge von Polynomen, die
auf a,b] gleichmdfig gegen f konvergiert.

Auf den nicht ganz einfachen BEWEIS miissen wir hier verzichten.
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§2 Differenzierbare Funktionen

Sei I C R ein Intervall. Wir betrachten ,,vektorwertige Funktionen* auf I, d.h. Abbildun-
gen f: I — R" fiir beliebiges n € N.

Im Falle n = 1 liegt eine reelle Funktion vor, die wir uns {iblicherweise mit Hilfe ihres
Graphen G veranschaulichen.

Ist n = 2, so nennt man f eine parametrisierte ebene Kurve, die man sich an Hand ihres
Bildes f(I) C R? gut vorstellen kann. Typische Beispiele sind etwa Geraden t — xq 41 -V
oder Kreise ¢ — x¢ + 7 cos(t) - e; + rsin(t) - e,.

Ist n > 3, so liegt der Graph in einem mindestens 4-dimensionalen Raum und entzieht
sich damit endgiiltig unserer Vorstellung. Aber das Bild f([) ist zumindest im Falle n = 3
noch eine vorstellbare ,, Raumkurve®.

Den Begriff des Grenzwertes von Funktionen kénnen wir miihelos auf vektorwertige Funk-

tionen ausdehnen. Wir schreiben f : I — R" in der Form f = (f1,..., f,). Dann ist
li £(8) = (Jim £i(0)..... im £,(0).

Nun sind wir geriistet, um den Begriff der Differenzierbarkeit einzufiihren.

Definition:
Eine (vektorwertige) Funktion f : I — R" heifit in ¢ty € I differenzierbar, falls
f(t) — [(to)
t—=to t— 1ty

existiert. Der Grenzwert f(t) heifit die Ableitung von f in t oder (im Falle n > 2)
der Tangentialvektor an f in t,.

Die Gerade T¢(t) := f(to) + (t —to) - f'(to) nennt man die Tangente an f in to.

DaBl f: I — R" in ¢, differenzierbar ist, kann man auf verschiedene Weise interpretieren:

t)— J(¢
Zunéchst ist der , Differenzenquotient A f(to,t) := w
—lo

te durch (to, f(to)) und (¢, f(¢)). LaBt man ¢ gegen to gehen, so strebt bei einer in ¢,
differenzierbaren Funktion die Richtung der Sekante gegen die Richtung der Tangente.
Insbesondere besitzt f in ¢, eine Tangente, d.h. der Graph von f ist dort , glatt®.

die Richtung der Sekan-

Andererseits ist jede Sekante eine affin-lineare Approximation von f in der Néhe von t,.
Unter all diesen Approximationen ist die Tangente die beste. Wir wollen sehen, wie gut
diese Approximation ist. Dazu definieren wir die lineare Abbildung L : R — R" durch
L(h) := h- f'(ty) und eine Abbildung r nahe 0 durch

r(h) == f(to+h) — f(to) — L(h) = f(to + h) = Ty(to + h).

Dann gilt:
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1. f(to+h) = f(to) + L(h) +r(h), falls to + h € I ist.

2. lim @ =0.
h—0 h

BEWEIS fiir die zweite Aussage:

r(h)  f(to+h) — f(to) /
P N — f'(to),

und dieser Ausdruck strebt offensichtlich gegen Null. ]

Damit haben wir ein Kriterium fiir die Differenzierbarkeit gewonnen. f ist genau dann
in to differenzierbar, wenn f so durch eine affin-lineare Abbildung approximiert werden
kann, dafl die beiden Abbildungen in ¢, iibereinstimmen und ihre Differenz mindestens so
schnell wie t? gegen Null geht.

Eine Abbildung f = (fi,..., fn) : I — R" ist genau dann in ¢, differenzierbar, wenn jede
der Funktionen f; in ¢y differenzierbar ist, und es gilt:

f'(to) = (filto), - -, fu(to)).

Wir sagen, f ist auf dem Intervall I differenzierbar, wenn f in jedem t € I differenzierbar
ist. Dann wird durch ¢ — f'(¢) eine neue Funktion f’ : I — R" definiert, die Ableitung
von f.

Wir setzen die Kenntnis der folgenden elementaren Regeln als bekannt voraus:

(z") = n-2"! fir n € N, x beliebig,
sin’(x) = cos(z) firz €R,
cos'(x) = —sin(z) firzeR,

exp’(z) = exp(z) furzeR.

Beispiele :

1. Ist f(t) = c eine konstante Abbildung, so ist f'(t) = 0.

2. Ist f(t) := %o+t - v eine Gerade, so ist

W = v fiir beliebige Parameter ¢, tg,
—to

also f'(t) = v.
3. f(t) :==|t] ist in t = 0 nicht differenzierbar, denn

f(t)—f(O)_lt|_{ 1 firt>0

t Tt ] -1 firt<0

hat fiir ¢ — 0 keinen eindeutigen Grenzwert.



2 Differenzierbare Funktionen 125
§

Bemerkung: Ist f in t; differenzierbar, so ist f in ¢y erst recht stetig. Das folgt sofort
aus der Darstellung f(t) = f(to) + L(t — to) + r(t — to).

(uo f) fiir lineares u

Sei f : I — R"™ differenzierbar in ty und v : R® — R* linear. Dann ist auch
wo f: I — R* inty differenzierbar, und es ist

(wo f)(to) = u(f'(to))-

BEWEIS:
uo f(t) —uo f(to) . f(t) = f(t)
t—to t—to ’
und da u stetig ist, konvergiert der rechte Ausdruck fiir t — to gegen u(f’(to))- ]
Beispiele:

1. Sind f, ¢ : I — R differenzierbar, so auch f + ¢, und esist (f +g) = f'+ ¢

BEWEIS: (f,g) : I — R? ist differenzierbar, und u : R — R mit u(z1, 25) := x1 + x5
ist linear. H

2. Genauso folgt: Mit f ist auch c- f differenzierbar, mit (c¢- f)' =c- f’.

3. Ist f(t) := (wo+rcos(t), yo+ rsin(t)) die Parametrisierung eines ebenen Kreises, so
ist f'(t) = (—rsin(t),rcos(t)) der zugehorige Tangentialvektor.

Verallgemeinerte Produktregel

Sind f,g : I — R" beide in to differenzierbar, so ist auch fe g : I — R in tg
differenzierbar, und es gilt:

(feg)(to) = f'(to) ® g(to) + f(to) ® g'(t0).

BEWEIS: Man benutzt einen kleinen Trick:

(feg)(t) = (feg)lto) _ (f() = f(to)) @ g(t) + f(to) ® (9(t) — g(to))

t— to t— tO
f(t) — f(to 9(t) — g(to)
e ° g(t) + f(to) ® Tt
strebt fiir t — to gegen f'(tg) ® g(to) + f(to) @ ¢'(to). []

Hierin ist die gewohnliche Produktregel (f -¢g)' = f'- g+ f - ¢’ enthalten.

Es gibt eine nette Anwendung der verallgemeinerten Produktregel:
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Sei f: I — R" differenzierbar und || f(¢) || konstant (d.h., die Werte von f befinden sich
auf einem Kreis um den Nullpunkt). Dann ist auch f(t) e f(¢) = || f(¢) ||* konstant, und
es folgt:

O=(fef)=fof+fof =2-fof.

Also steht f'(t) fiir jedes ¢ senkrecht auf f(¢). Das kann man speziell bei der Parametrisie-
rung des Kreises f(t) := (rcos(t),rsin(t)) beobachten. Der Tangentialvektor f’(¢) steht
senkrecht auf dem ,,Ortsvektor® f(¢).

Aus der Produktregel folgt sogleich auch die bekannte ,,Quotientenregel“

(i)/:fg_fg’

g g*

die man erhilt, indem man f' = (g - z)' weiter ausrechnet.
9

Als Anwendung berechnen wir die Ableitung des Tangens:

COSs

<sin)’ (t) = cos?(t) — (—sin(t)) _ 1+ tan®(t).

tan'(t) = T

Kettenregel

Sei f : I — R" differenzierbar in ty, J ein weiteres Intervall und g : J — I
differenzierbar in sy € J, g(so) = to. Dann ist auch fog:J — R" differenzierbar
mn So, und es gilt:

(f 09)/(50) = f/(g(so)) ~g'(so).

Den Beweis fithren wir nicht aus.

Beispiele:
1. Ist f differenzierbar, so ist auch e/ differenzierbar, und es gilt:

(e)(t) = f'(t) - ™.

a)t

Insbesondere ist a* = ™ also

(a") =1In(a) - a', fira >0, t € R.

2. Sei f :[0,27] — R* mit f(¢) := (rcos(t),rsin(t)) die Parametrisierung eines Kreises
um den Nullpunkt. Setzt man ¢(s) := 2s, so parametrisiert f o ¢ : [0, 7] — R? den
gleichen Kreis. Es ist nun (f o ¢)'(s9) = 2 f(2s0). Das bedeutet, dafi der Kreis
diesmal mit der doppelten Geschwindigkeit durchlaufen wird.
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Definition:

f I — R" sei in jedem Punkt ¢ € I differenzierbar. Ist die Ableitung f’: I — R"
in £y € I noch ein weiteres Mal differenzierbar, so sagt man, f ist in ¢, zweimal
differenzierbar, und man schreibt:

f(to) = (f') (to)-
Induktiv definiert man die n-te Ableitung £ :

Ist f auf I (n— 1)-mal differenzierbar und die (n — 1)-te Ableitung Y in 3 noch
ein weiteres mal differenzierbar, so sagt man, f ist in ¢y n-mal differenzierbar, und
die n-te Ableitung in ¢ty wird definiert durch

FM(to) = (f"I) (to).

Bemerkung: Manchmal benutzt man auch die Leibnizsche Schreibweise:

d ar
dJ;statt f und dt{ statt f™,
Beispiel :
Sei f(t) := €. Dann gilt:
Fit) = 2t-e,
1) = 2. +2t-(2t-€”) = (2442 - €,
FOW) = 8t-e + (2+4t%) - (2t-€) = (12t +8t%) - .

Die Versuche lassen folgendes vermuten:

mit einem Polynom p(t) vom Grad n, das nur gerade bzw nur ungerade Potenzen
von t enthélt, je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist. Fiir kleine n haben wir
das verifiziert. Also kénnen wir einen Induktionsbeweis fithren. Ist die Formel fiir
n > 1 richtig, so gilt:

FOI(E) = (0 () + 2t - (1)) - €

Ist etwa n = 2k, so enthélt p(¢) nur gerade Potenzen von ¢. Aber dann ist p/(t) ein
Polynom vom Grad n — 1 und 2¢ - p(t) ein Polynom vom Grad n + 1, und beide
enthalten nur ungerade Potenzen von ¢t. Ahnlich funktioniert es im Falle n = 2k + 1.

Also gilt die Formel auch fiir n + 1 und damit fiir alle n.

Im Rest des Paragraphen betrachten wir nur noch reellwertige Funktionen.
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Ableitung der Umkehrfunktion

Ist f: I — J C R eine bijektive differenzierbare Abbildung und f'(xq) # 0, so ist
1 J =T in f(x) differenzierbar, und es gilt:

(f 1) (f(x0)) =

f'(wo)

Auch hier lassen wir den Beweis weg.
Beispiele :

1. exp : R — R, ist bijektiv und differenzierbar, und exp’(x) = exp(z) ist stets
> 0. Also ist auch die Umkehrfunktion In : Ry — R {iberall differenzierbar, mit

1
(In)'(e”) = —, also
eﬂf

In'(x) = !

- .

2. Die Funktion ¢ ist fiir festes a # 0 und 2 > 0 definiert durch 2 := ¢*™®_ Dann
ist (%) =a-z7'-e™@  also

(%) =a- 2!, fir > 0 und a # 0.

r—1

Die Funktion 2% = €*™®) ergibt nun beim Differenzieren weder z - ! = 2® noch

In(x) - 2%, sondern vielmehr gilt:

(@®) =(lnz+1) - 2"

3. Sei I C R ein Intervall und f : I — R, eine differenzierbare Funktion. Dann ist
auch g :=Inof : I — R differenzierbar, und es gilt:

g'(z) = (Inof)(z) = W'(f(x)) - f'(x) =
Man nennt das auch die ,logarithmische Ableitung* von f.

4. Die Funktion tan : (—%,+7) — R ist differenzierbar und bijektiv, und tan’(z) =
1 + tan?(x) hat dort keine Nullstelle. Also ist auch die Umkehrfunktion arctan auf
R differenzierbar, und es gilt:

tan'(y) 1 1
arctan’(y) = — .
Y tan’(arctan(y)) 1+ y?

Dieses Ergebnis sollte man sich fiir spater merken: Durch Differenzieren der Um-
kehrfunktion der Winkelfunktion Tangens erhélt man eine rationale Funktion.
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Definition:

f:I — R hat in zy € I ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum), falls gilt:
de >0, so daB f(z) < f(xg) (bzw. f(z) > f(xy) ) fir v € I und |z — x| < € ist.

In beiden Féllen sagt man, f hat in xy einen (lokalen) Extremwert.

Man beachte: Ist f in der Ndhe von xg konstant, so hat f dort nach unserer Definition
auch einen Extremwert! Wir fithren deshalb noch einen zusétzlichen Begriff ein:

Definition:

f: I — Rhatin zg € I ein isoliertes Mazimum (bzw. ein isoliertes Minimum), falls
gilt:
de >0, so daB f(x) < f(xg) fiir | —z0| < € und = # ¢ ist

(bzw. f(x) > f(zo) im Falle des Minimums).

sINotwendiges Kriterium* fiir Extremwerte

Sei I ein Intervall, xo ein innerer Punkt von I und f : I — R in xqy differenzierbar.

Wenn f in xq ein lokales Extremum besitzt, dann ist f'(xq) = 0.

BEwEIs:  Wir betrachten den Differenzenquotienten Af(xg,z) = M, und
r — 2o

behandeln nur den Fall des lokalen Maximums, beim Minimum geht es analog.

Hat f in z ein lokales Maximum, so ist f(z) < f(xg) fir x nahe bei zg. Ist < x¢, so ist

x — 9 < 0 und daher Af(zg,z) > 0. Ist jedoch = > xg, so ist Af(zg,2) < 0. Aber dann

/ o . o .
muf} f'(xy) = mlgglo Af(zg,x) = 0 sein. ]
Hinreichende Kriterien behandeln wir spéter.

Beispiele:

1. Sei I = [-1,1], f : I — R definiert durch f(z) := 2% Dann gilt fiir alle z € I :
f(z) > 0= f(0). Also hat f in zo := 0 ein (sogar isoliertes) lokales Minimum. Und
tatséchlich besitzt f/'(z) = 2z in z( eine Nullstelle.

2. g : I — R mit g(z) := | x| hat ebenfalls in 2y = 0 ein lokales Minimum. Aber weil
| | dort nicht differenzierbar ist, kann man das Kriterium nicht anwenden.

Firxz e I'ist |[z| <1 = g(—1) = g(1). Also hat g in den Punkten z = —1 und
x = +1 jeweils ein lokales Maximum. Aber auch hier kann man das notwendige
Kriterium nicht anwenden, denn die Punkte liegen nicht im Innern von 1.
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83 Mittelwertsatz und Taylorsche Formel

Der Satz von Rolle

Sei f: 1 :=la,b] — R stetig und im Innern von I differenzierbar. Ist f(a) = f(b),
so gibt es einen inneren Punkt xo von I mit f'(xy) = 0.

BEWEIS:  Sei ¢:= f(a) = f(b). Ist f(z) = c auf ganz I, so ist auch f'(z) = 0.
Ist f auf I nicht konstant, so mufl entweder das Minimum oder das Maximum von f im
Innern von [ liegen. Und dort mufl dann f’ verschwinden. ]

Der folgende wichtige Satz ist eine einfache Folgerung:

Der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei f : 1 := [a,b] = R stetig und im Innern von I differenzierbar. Dann gibt es
einen Punkt xo im Innern von I mit
f(b) — f(a)
/ _
f (‘TO) - b —a .

BEWEIS:  Sei L : R — R die eindeutig bestimmte affin-lineare Funktion mit L(a) = f(a)
und L(b) = f(b) (also die Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ). Dann ist

F(b) ~ fla)

L(z) = L(0) + mx, mit m := —
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Setzen wir g := f — L auf I, so ist g(a) = g(b) = 0 und ¢'(z) = f'(x) — m. Nach dem
Satz von Rolle, angewandt auf die Funktion g, existiert ein Punkt zy im Innern von I mit

g'(zg) =0, also f'(xg) = m. ]

So einfach der Beweis, so méchtig die Konsequenzen:

Funktionen mit verschwindender Ableitung

Sei f: I — R stetig und im Inneren von I differenzierbar.
Ist f'(x) =0, so ist f konstant.

BEWEIS:  Sei I = [a,b], a < x1 < 25 < b. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein xy mit
T < 29 < Ty und
fxg) — f (331)

0= f/(ﬂfo) =

To — X1

Das ist nur moglich, wenn f(x1) = f(z3) ist. Und da die Punkte z; und x5 beliebig
gewihlt werden konnen, ist f konstant. ]

Ableitung und Monotonie

Sei f: I :=[a,b] — R stetig und im Inneren von I differenzierbar. f ist genau dann
auf I monoton wachsend (bzw. fallend), wenn f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fir alle
x € (a,b) ist.

Ist sogar f'(x) > 0 fir alle x € I (bzw. f'(x) < 0 fir alle x € 1), so ist f streng
monoton wachsend (bzw. fallend).

BEWEIS:  Wir beschranken uns auf den Fall der wachsenden Funktion.

1) Ist f monoton wachsend, so sind alle Differenzenquotienten > 0, und daher ist auch
tiberall f'(z) > 0.

2) Nun sei f'(x) > 0 fiir alle € (a,b). Ist 21 < 2, so gibt es nach dem Mittelwertsatz
ein o mit r1 < g < x9, so dafl gilt:

f(x2) — f(z1)

To — T

0< f'(zo) = , also f(z1) < f(za).

3) Ist f monoton wachsend, aber nicht streng monoton wachsend, so mufl f auf einem
Teilintervall positiver Liange konstant sein, und dort verschwindet die Ableitung von f.
Ist also f’ iiberall positiv, so mufl f streng monoton wachsend sein. ]

Beispiele:

1. Sei f(z) := 3. Dann ist f/(z) = 322 und f”(x) = 6z. Da iiberall f'(z) > 0 ist,
wéchst f auf ganz R monoton. Auflerhalb des Nullpunktes ist f’(x) sogar positiv,
also wichst f dort streng monoton. Und fiir kleines positives h ist f(—h) = —h3 <
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0 < h® = f(h). Daraus folgt, dal f sogar {iberall streng monoton steigt. Trotzdem
ist f(0) = 0.

1 1
2. Die Funktionen sinh(z) = —(e* — e *) und cosh(z) = =(e” + e *) sind offensichtlich
2 2

iiberall differenzierbar, und es gilt:

sinh’(z) = cosh(z) und  cosh’(x) = sinh(z).

Da sinh’(z) > 0 fiir alle z ist, ist sinh streng monoton wachsend und somit umkehr-
bar. Die Umkehrfunktion wird mit arsinh (Area-Sinus hyperbolicus) bezeichnet.

1
Die Beziehung y = sinh(z) = i(em — e ?) liefert eine quadratische Gleichung fiir e”,

1
2y =-——"——- also (") —2y-e"—1=0,

arsinh(y) = = In(y + /1 + y?).

Das positive Vorzeichen vor der Wurzel mufy gewéahlt werden, weil e* > 0 ist.

und damit

Daraus folgt:
1

VITE

Der Cosinus hyperbolicus 148t sich nur fiir x > 0 oder fiir x < 0 umkehren. Die
Umkehrfunktion arcosh (Area-Cosinus hyperbolicus) ist jeweils fiir y > 1 erklért.

Sie ist gegeben durch
arcosh(y) = In(y £ /9% — 1).

Schlieflich kann man den Mittelwertsatz noch weiter verallgemeinern:

arsinh’(y) =

Der 2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Es seien f und g auf I := |a, b] stetig und im Innern von I differenzierbar. Auflerdem
sei g'(z) # 0 im Innern von I.

Dann gibt es einen Punkt ¢ tm Innern von I mit

Fiir g(xz) = x erhélt man den 1. Mittelwertsatz zuriick.

BewEgls:  Wire g(b) — g(a) = 0, so wire ¢'(xo) = 0 fiir ein zo im Innern von I. Das
hatten wir aber gerade ausgeschlossen.

Wir benutzen die Hilfsfunktion
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Esist F'(a) = f(a) = F(b). Nach dem Satz von Rolle gibt es ein ¢ im Innern des Intervalls,
so da F’(c) = 0 ist. Aber offensichtlich ist

Daraus folgt die gewiinschte Gleichung. ]
Als Anwendung ergibt sich die

. 0
1. Regel von de ’'Hospital (der Grenzwert 6)
Die Funktionen f und g seien auf dem offenen Intervall I := (a,b) differenzierbar,
und es sei ¢'(x) # 0 firx € 1.
Auferdem sei ¢ € I und f(c) = g(c) = 0.

Wenn  lim f,(:v)
Tr—cC g (CC)

und die beiden Grenzwerte sind gleich.

f(z)

existiert, dann existiert auch — lim ——=
r—C g(m)

BEwEIs:  Wir arbeiten mit einseitigen Grenzwerten. Der Satz gilt dann dementspre-
chend auch etwas allgemeiner.

Es sei (x,) eine Folge von Zahlen mit ¢ < x, < b und lim z, = ¢ (nicht notwendig
1% o0
monoton). Nach dem 2. Mittelwertsatz gibt es Zahlen ¢, mit ¢ < ¢, < x, und

fl@y) _ flay) = fle) _ f'(e)
g(z,)  glan) —glc)  g'(a)

/
Da auch ILm ¢, = c ist, strebt der letzte Quotient nach Voraussetzung gegen f/écs. Aber
V—00 g'(c
das bedeutet, dafl
@) £
et g(e)  g'(e)
ist, und analog schliefit man fiir den linksseitigen Grenzwert. []

An Stelle der Anndherung an eine endliche Zahl ¢ kann man auch den Fall + — +oo
betrachten, es gelten analoge Aussagen.

Beispiele :
1. Sei f(z) :=sinz und g(z) := .

f'(x)  cosx

Da f(0) = g(0) = 0 ist und 0 1

fiir  — 0 gegen 1 strebt, ist auch
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2. Sei f(x) :=In(l — ) und g(x) := = + cosz. Dann gilt:
f'() 1

= —1, fii :
g(x) (r—1)(1—sinx) — -l fire =0

Aber man darf 'Hospital gar nicht anwenden, denn es ist zwar f(0) = 0, aber
9(0) = 1.

In(1 —
Tatsachlich ist lim u =0
z—0 1 + cosx

2. Regel von de I’'Hospital (der Grenzwert E)
00

Die Funktionen f und g seien auf dem offenen Intervall I := (a,b) differenzierbar,
und es sei ¢'(x) # 0 firz € 1.

Es sei lim, flx) = mlg&g(m) = +o00.

!
Wenn lim I'(z) existiert, dann existiert auch lim m,
o g/(a) A o)

und die beiden Grenzwerte sind gleich.

Die gleiche Aussage gilt fiir die Anndherung an a von links.

Der BEWEIS benutzt ebenfalls den verallgemeinerten Mittelwertsatz, ist aber etwas kom-
plizierter. Ich lasse ihn hier weg.

Beispiele:
1.
-1

Esist  lim z-In(z) = lim = lim = lim (—x) =0.
z—0+ z—0+ g1 z—0+ —p—2 z—0+

In(x)

2. Sei p(x) ein Polynom. Mehrfache Anwendung von 1’'Hospital ergibt:

li = i =...=lim — = +o0.
M) T A ) sh% Konstante

Die Exponentialfunktion wéchst stéarker als jedes Polynom.

3. Dagegen gilt:
| 1
lim n(z) = lim =0

Die Logarithmusfunktion wéchst also schwécher als jedes Polynom.

Definition:

Ist f: 1 — R iiberall k-mal differenzierbar und f®* auf I noch stetig, so nennt man
f auf I k-mal stetig differenzierbar.

Die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I bezeichnet man mit

CH(I).
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Bemerkung: CF(I) ist ein R-Vektorraum, und D : C*(I) — C*=1(I) mit D(f) := f’
ist eine lineare Abbildung. Ker (D) besteht aus den konstanten Funktionen.

Sei I C R ein Intervall, f : I — R differenzierbar, a € I ein fest gewdhlter Punkt. Wir
wollen versuchen, f in der Ndhe von a moglichst gut durch ein Polynom zu approximieren.

Dazu untersuchen wir erst einmal ein Polynom selbst. Da
n n . n n—k k
"=z —a)+a)"=> [, |a" " (z—a)
o \k

ist, konnen wir annehmen, dafl wir ein Polynom p(x) vom Grad n in der Form

po) = Y enle— )t

gegeben haben.

k(k—1)-...-(k—i+1) - (z —a)f* fiiri <k,
Es ist ((z — a)*)® = k! fir i = &,
0 sonst.

Daraus folgt, dafl p¥(a) = i! - b; ist, also

n (k) a
po) =3 - o

Wir nennen das auch die ,, Entwicklung von p im Punkte a“.

Wir suchen jetzt zu einer Funktion f € C™(I) ein Polynom p mit f*(a) = p®(a) fiir
k=0,1,...,n.

Definition:

Sei f € C"(I), a € I ein fester Punkt. Das Polynom

n (k) a
Tf(@) = Tuf () = Y T2 D0 —

k=0

heifit n—tes Taylorpolynom von f in a.

Offensichtlich ist
Tif(z;a) = f(a) + f'(a)(z — a) die Tangente an f in a, und

(Tnf)®(a) = f®(a), fir k=0,1,2,...,n.

Nun geht es um das Verhalten des Restgliedes R, (x) := f(x) — T, f(x) in der Nihe von a:
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Satz von der Taylorentwicklung
Es sei f € C"(I) und R,(x) := f(z) — T, f(x).

1. Es gibt eine Funktion n(z) mit lim n(x) =0, so dafs gilt:
Ry(x) = n(z) - (x —a)".

2. Ist sogar f € C"Y(I), so gibt es zu jedem x # a ein ¢ = c(x) zwischen a und
x, so daf$ gilt:
fr 0 (e)

(n+1)!

Man spricht dann auch von der ,Lagrangeschen Form*“ des Restgliedes.

(x —a)".

Rnf(x) =

Die Darstellung f = T, f + R, nennt man die ,Taylorentwicklung® der Ord-
nung n von f im Punkte a.

BEwWEIS:  Wir beginnen mit dem zweiten Teil und betrachten

R ()
(iL‘ _ a)n+1
fiir z # a. Die (n + 1)-te Ableitung von (z — a)"™! ergibt (n + 1)!. Deshalb fiihrt eine
(n 4+ 1)—fache Anwendung des 2. Mittelwertsatzes zu

R, (c1)
(n+1)(c1 —a)®
2 (c2)

n(n+1)(c; —a)*t

p(z) =

plz) =

R Y(e) _ fUY(e)

(n+1)! (n+1)!7
mit geeigneten Punkten ¢; = ¢;(z) zwischen a und z, sowie ¢ := ¢, 1, also
fe (0
(n+1)!

Ist f nur n—mal stetig differenzierbar, so erhélt man auf die gleiche Weise die Bezichung

(e
f@) = Torf@) = 0y

mit einem geeigneten c zwischen a und x. Wir setzen

R, (z) = a)" .

(z —

1
(@) = (f™(e) = f™(a)).
Da c stets zwischen @ und z liegt und f™ stetig ist, ist }31_I>I(11 n(x) = 0. Aulerdem gilt:
F™(c . f™(a . .
Oy = Dy ) (- ay
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Das ergibt die erste Behauptung.

Bemerkung: Die Beziehung lim f(z)
T—a g(m)
Symbols o abgekiirzt:

]

= 0 wird gerne mit Hilfe des Landauschen

f(2) =olg(x) (i z—a).

Zum Beispiel ist

(1+x)”:1+nx+Lx +... =14+ nz+o(z), (fiir x — 0)

v sin(i) —o(1).

Im Falle der Taylorentwicklung kann man nun schreiben: Ist f € C*(I), so ist

flz) =T, f(z)+o((z —a)"), (fir z — a).

Wir wollen einige Beispiele zur Taylorentwicklung betrachten:
1. Sei a =0 und f(x) = sin(z). Es ist

sin’(x) = cos(z), sin”(x) = —sin(z), sin® (z) = — cos(z), sin® (z) = sin(x),

und dann wiederholt sich das wieder. Daraus folgt:

sin®”(0) = 0
und sin®"*V(0) = (=1)"

Das ergibt fiir die Entwicklung der Ordnung 2n + 2:

no o (_1)k
sin(z) = ) (1) L (2042

= 2k +1)!
1 3 1 5 (_1)” 2n+1 2
— _ Sy V- n+ n+2
T T 0" TR A G

. Analog geht es beim Cosinus. Es ist

cos®*tD() = 0
und  cos®(0) = (—1)"

Daraus folgt:

cos(z) = 2": (_1)% 2k 4 o(a? )

x2n + O($2n+1).

Wir wollen diese Entwicklung benutzen, um den Cosinus numerisch zu berechnen.

Zunéchst sind einige Reduktionsschritte notig.
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1) Da cos(—x) = cos(x) ist, kann man sich auf den Fall > 0 beschrénken.
2) Wegen der Periodizitdt interessiert nur 0 < z < 27.
3) Wegen cos(m + ) = cos(m — x) kann man sich auf 0 < 2 < 7 beschranken.

4) Zwischen 0 und 7 ist cos(§ +x) = — cos(§ — x). Also braucht man sogar nur den
Bereich 0 < z < g zu betrachten.

5) Fiir 0 < 2 < § ~ 1.570795 verwenden wir die Taylorentwicklung

2 xt 2

S e e e
cos(x) 2+24 720+R7(w),

wobei

(8)
R;(z) = cos(x) — Tr cos(z) = COS8! (c) = Z(())Z<2C())x8 ist, mit 0 <c¢ < g,

also

< —— (1. ..)¥ 2 0.001.

| Ry(@) | < o35 - (LBT0795...)° & 0.00

Damit ist

x? x? x? ) ™

cos(z)ml——|1——(1—— ]|, fir0<z<_—.
2 12 30 2

Setzt man o = § = 0.7853981 ... ein, so erhélt man cos(z) ~ 0.7071, was recht gut

dem tatsdchlichen Wert %\/5 entspricht.

3. Sei wieder a = 0 und f(z) = e®. Da (e*) = e” und €* = 1 ist, folgt:

xX . 1 n
e’ = kz_%ﬂxk+o(x )

I N 4—1"+(”)
= T+ -+ 2"+ -+ —=x" +o(z").
2 6 n!

4. Die Funktion f(z) = In(z) ist nur fiir > 0 definiert. Hier nehmen wir a = 1 als
Entwicklungspunkt. Es ist

1 1 2
In(1) =0, In(z) = =, n"(z) = ——, n®(z) = =

@(p) = ——
T .T2’ .1’37 In (CC) -

)
.T4

und allgemein
—1)!
m® (z) = (—1)4. w’ fiir k> 1.

Das bedeutet, dafl

™ (1) e (B=18 (=DM
T (—1) R fir k> 1
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ist, also
n (_1\k+1
In(x) = kz_: ( 1k) (z — D +o((z —a)")
= (33—1)—;($—1)2+;(at—1)3i---+(_1271“(:6—1)"%—0((:5—1)").

Diese Entwicklung kann natiirlich nur fiir x > 0 gelten, und das asymptotische Ver-
halten bezieht sich sowieso stets nur auf die Anndherung an den Entwicklungspunkt.

Als Anwendung der Taylorformel kénnen wir jetzt das Problem der lokalen Extrema
erledigen:

Hinreichendes Kriterium fiir Extremwerte

Die Funktion f sei in der Nahe von xg n—mal stetig differenzierbar. Es sei

FfB () = 0 firk=1,...,n—1
und ™ (zg) # 0.

Ist n ungerade, so besitzt f in xy kein lokales Extremum.

Ist n gerade, so liegt ein lokales Extremum in xo vor, und zwar

ein. Mazimum, falls f™(zo) < 0 st
und ein Minimum, falls f™(z0) > 0 st

BEwEIs:  Wir verwenden die Lagrangesche Form des Restgliedes bei der Taylorentwick-
lung. Da f'(x) = f"(z0) = ... = f"I(z) ist, folgt mit h := z — z¢:

f™(c)
n!

f(x) = f(xo+ h) = f(xo) + h",

mit einem geeigneten ¢ zwischen xy und .

Ist & > 0 klein genug gewihlt, so ist f(™(z) # 0 fiir |2 — x| < &, und dann hat f(c)
das gleiche Vorzeichen wie f(™(z).

Wir betrachten nur den Fall £ (z¢) > 0, der andere geht analog. Da ¢ von z (und damit
von h ) abhéngt, konnen wir schreiben:

f(xo+h) — f(zo) = @(h) - h",
mit einer positiven Funktion .

Ist n ungerade, so wechselt h™ bei h = 0 sein Vorzeichen, und es kann kein Extremwert
vorliegen. Ist n gerade, so bleibt A" immer > 0 und verschwindet bei h = 0. Dann besitzt
f in z¢ ein Minimum. ]

Gelegentlich interessiert man sich fiir die folgende Situation:

f'(wo) = f"(w0) = 0 und f"(z0) # 0.
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Dann besitzt f in xy kein lokales Extremum. f” kann nicht in einer ganzen Umgebung
von xz, verschwinden, denn dann miifite ja auch f"”(z9) = 0 sein. Aber auch wenn eine
Folge (z,) mit x, — x( existieren wiirde, so daB8 f”(z,) = 0 fiir alle v ist, so wiirde das

bedeuten, daf3
f' (@) — f" (o)

= lim =0
V—00 :CI/ — IO

fl// (:UO)

ist, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Also mufl es ein € > 0 geben, so dal f’(z) # 0 fir |z —zg| < € und x # zg ist.
Da f"(x¢) = 0 ist und f” in zy kein Extremum besitzt, muf§ f” bei zy sein Vorzeichen
wechseln, und demnach f’ bei g sein Monotonieverhalten. Der Graph einer Funktion mit
monoton wachsender Ableitung ist nach links gekriimmt, der einer Funktion mit monoton
fallender Ableitung ist nach rechts gekriimmt.

Linkskriimmung Rechtskriimmung

Definition:

Sei f € C*(I), xo € I und f"(z) = 0.

f hat in 2 einen Wendepunkt, falls f” dort sein Vorzeichen dndert (also f von einer
Linkskriimmung in eine Rechtskriimmung {ibergeht, oder umgekehrt).

Bemerkung: Wir brauchen fiir einen Wendepunkt nicht die Voraussetzung, dafl
f'(xg) = 0 ist. Wenn das zusétzlich erfiillt ist, sprechen wir von einem Sattelpunkt.

Wir haben gezeigt:

Hinreichendes Kriterium fiir Wendepunkte
Sei I ein offenes Intervall, f € C3(I) und zo € I.
Ist f"(x9) =0 und f"(x¢) # 0, so besitzt f in xo einen Wendepunkt.

Beispiele :

1. Sei f(z):= 3.

Es ist f"(z) = 6z, also f”(0) = 0. Fiir < 0 ist f’(z) < 0, und fiir x > 0 ist
f"(x) > 0. Also wechselt f von einer Rechtskriimmung zu einer Linkskriimmung
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und hat damit in 0 einen Wendepunkt.
Tatséchlich ist f”(0) = 6 # 0.
2. Sei f(x) :=a*, also f"(z) = 1222, f"(x) = 24z und f®(z) = 24.

Es ist f/(0) = f”(0) = f"(0) = 0, aber f®(0) > 0. Damit muf f im Nullpunkt ein

Minimum besitzen, es kann dort kein Wendepunkt vorliegen!

3. Jetzt betrachten wir noch f(z) := 5.

Es ist f/'(z) = 52, f"(z) = 202 und f”(x) = 6022, also
"(0) =0 und f"”(0) = 0.

Aber offensichtlich ist f”(x) < 0 fir z < 0 und f”(z) > 0 fiir x > 0. Damit besitzt
f im Nullpunkt einen Wendepunkt.
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84 Integrale und Stammfunktionen

Definition:

Ist M C R eine beliebige Teilmenge, so nennt man die durch

1 firte M,
(0 ::{

0 somnst,

definierte Funktion s : R — R die charakteristische Funktion von M.

Wir wollen im Folgenden charakteristische Funktionen von beschrénkten Intervallen be-
trachten, also von Intervallen I der Form (a,b), [a,b), (a,b] oder [a,b]. In jedem dieser

o

Félle nennt man [(I) := b — a die Lange des Intervalls, und mit I bezeichnet man das

(o]

offene Intervall (a,b). Ein Punkt liegt genau dann ganz im Innern von I, wenn er in [
liegt.

Definition:

Eine Treppenfunktion auf R ist eine endliche Linearkombination

Y =CXn +ooe A+ CrXI,»

wobei I, ..., I, beschrédnkte Intervalle und cy, ..., ¢, reelle Konstanten sind.

Man nennt ¢ eine Treppenfunktion auf dem (abgeschlossenen) Intervall [a,b], falls
@(t) =0 fiir t <a und ¢t > b ist.

T sei die Menge aller Treppenfunktionen auf R, und 72 die Teilmenge aller Trep-
penfunktionen auf [a, b].

Es ist offensichtlich, dai 7 ein Vektorraum iiber R und 7 ein Unterraum von 7T ist. T
selbst ist iibrigens ein Unterraum des Vektorraumes B(R,R) aller beschrinkten Funktio-
nen auf R, triagt also auf natiirliche Weise eine Norm.

Beispiel :

Sei I :=[0,4], Iy :=(2,5], I3 :=[7,8) und ¢(t) :=3 - x5, =2 X1, + 5 XUs-
Dann gilt:

3 firo<et<?2
1 fir2<t<4
pt)=4¢ —2 fird<t<5 und (t) =0 fiir t <0 und ¢t > 8.
0 fir5<t<7
5 fur7<t<8

Dann ergibt sich folgendes Bild:
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Es sieht also so aus, als ob eine Treppenfunktion immer stiickweise konstant ist. Wir
miissen nur R in geeigneter Weise zerlegen.

Unter einer Zerlegung von R verstehen wir eine aufsteigende endliche Folge von reellen
Zahlen ty < t; < ... < t,. Eine weitere Zerlegung nennen wir eine Verfeinerung der
ersten, wenn sie aus ihr durch Hinzunahme weiterer Teilungspunkte hervorgegangen ist.

Zuliassige Zerlegung zu einer Treppenfunktion

Zu einer Treppenfunktion ¢ auf R gibt es eine Zerlegung to < t1 < ... < t, und
Zahlen kq, ..., k,, so daf$ gilt:

(p(ti_l,ti) = kz fUT’Z: 1,---,”
und o(t) = 0 firt<tyundt>t,.

Jede Zerlegung mit den obigen Eigenschaften nennt man eine zuldssige Zerlegung fiir ¢.
Man beachte, dafl nichts iiber die Werte von ¢ in den Punkten ¢; ausgesagt wird!

BEWEIS:  Sei ¢ = ) ¢,x1, eine Treppenfunktion, und I, = (a,, b,), fiir o =1,...,7.
o=1

Man kann offensichtlich eine Zerlegung ¢ty < t; < ... < t, finden, so daf§ gilt:
{ah b17 ag, b27 ceey Ay, bT} - {t[)?th .. 7tn}
Wir setzen

M = {1,...,r}
und M, = {o€ M| (ti_1,ti) C (ayby)}-

Fir t € (t;—1,t;) ist dann

e(t) = Y corxa,(t)

oEM

= D ¢ l+ D 0
0€EM; 0EM\M;

= Z ¢, =: k; = konstant.
o€M;

Und liegt t auBerhalb [to, t,,], so ist natiirlich ¢(t) = 0. []
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Ist I ein beschrénktes Intervall (mit den Endpunkten a und b) und ¢ eine positive reelle
Zahl, so ist ¢ := ¢ - x7 eine besonders einfache Treppenfunktion und a =ty < t; = b
eine zuléssige Zerlegung fiir . Die Fliche unter dem Graphen von ¢ wird durch die Zahl

YX(p):=c-(b—a)=c-l(I) gegeben.

Ist ¢ < 0, so kann man hochstens von der Fliache zwischen dem Graphen und der z-Achse
sprechen. Der Flicheninhalt ist gleich geblieben, aber die Zahl ¥() ist nun negativ.

Definition:

Ist ¢ = c1xr, +- - -+ ¢, eine Treppenfunktion, so versteht man unter dem Integral
T

von ¢ die Zahl () = o U(1y).
o=1

Diese Definition ist einfach, aber nicht sehr anschaulich. Und da die Darstellung einer
Treppenfunktion als Linearkombination von charakteristischen Funktionen nicht eindeutig
ist, mufl man auch noch zeigen, daf§ die Definition von ¥(¢) unabhéngig von der gewahlten
Darstellung von ¢ ist.

Y(¢) ist unabhingig von der Darstellung von ¢

Sei tg < t; < ... < t, eine zuldssige Zerlegung fiir die Treppenfunktion ¢, also
O\t 1) = ki und @(t) =0 fiirt <ty undt > t,, so ist

n

=1

BEWEIS:  Sei o =Y ¢, xz, und I, = (a,,b,), fir o =1,...,7.
o=1

Geht man von der gegebenen zuléssigen Zerlegung zu einer Verfeinerung iiber, so erhélt
man wieder eine zuléssige Zerlegung. Aber fiir t; 1 < & < t;ist k;- (E—t;1) + ki (6; = &) =
;- (t; —ti—1). Wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, daf die gegebene zuléissige Zerlegung
schon fein genug ist, ndmlich so fein, daf gilt:

{ala b17a27b27 s aa’7“7b7”} C {t(); s atn}

Die Intervalle (¢;_1,¢;) enthalten dann keinen der Punkte a, oder b,. Wenn sie also zu
einem [, nicht disjunkt sind, miissen sie schon ganz darin enthalten sein. Wie oben setzen
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wir
M = {1,...,r}
und Mz = {Q eM ‘ (ti—lati) C [Q}
Auflerdem sei
.y} ¢, falls o€ M,
J(i o) = { 0 sonst.
Dann ist Y f(i,0) = > ¢, = k;.
o=1 o€ M;
Da sich I, aus allen Intervallen (t,_1,%;) mit o € M; zusammensetzt, ist
Z(IQ) = Z (tl — ti—1)7 also Cg . Z(IQ) = Z f(Z, Q)(tz — ti_1)7
7 mlt QGMi =1
und
S(p) = Z co - U(1,)
o=1
= Z Z f(i,0)(ti —tio)
o=1i=1
= Z (Z f(@, Q)) (tz‘ - tiq)

i=1 \o=1

i=1
Das war zu zeigen. []

Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen

Es ist E(X[O,l]) =1.

RN SR

Dabei ist || ¢ || ;= sup{|@(t)| : t € [a,b]}.

© — X(¢) ist eine Linearform auf T .

Ist ¢ <, so ist X(p) < B(¢)

Ist p €T, soist |N(p) | < (b—a) - [l o]l.

BEWEIS:

1) Die Linearitét folgt sehr einfach aus der Gleichung

Y(eaxn £+ ax

2) ist trivial.

) = e B0xn) + e B
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3) Ist ¢ > 0, so ist offensichtlich auch ¥(¢) > 0. Das sieht man sofort, wenn man eine
zuléssige Zerlegung fiir ¢ benutzt.

Ist ¥ > ¢, so ist ¥ — ¢ > 0 und daher

L) -E(p) =%5@W —¢) 20, also X(¢) = X(p).

4) Ist a =tg < t1 < ... <t, = b eine zuléssige Zerlegung fiir ¢ und ¢|y,+, ,) = ki, so ist

REIES S ARUE S Y PR O)

Definition:

Sei I ein beschrinktes Intervall mit unterer Grenze a und oberer Grenze b. Eine
Funktion f : I — R heifit Regelfunktion auf I, wenn f in jedem Punkt z € (a,b)
sowohl einen linksseitigen als auch einen rechtsseitigen Grenzwert, in a einen rechts-
seitigen und in b einen linksseitigen Grenzwert besitzt.

R(I) sei der Vektorraum der Regelfunktionen auf I.

Alle stetigen Funktionen, alle monotonen Funktionen und alle Treppenfunktionen auf I
sind Regelfunktionen.

Mit f und g sind auch | f|, f - g, max(f, g) und min(f, g) Regelfunktionen.

Approximationssatz

Fine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn es eine Folge
von Treppenfunktionen @, € TP gibt, die auf [a,b] gleichmdifig gegen f konvergiert.

Der BEWEIS ist nicht ganz einfach und wird deshalb hier weggelassen.

Da jede Treppenfunktion hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzt, ist das fol-
gende Ergebnis nicht allzu verwunderlich:

Unstetigkeitsstellen von Regelfunktionen

Jede Regelfunktion f : [a,b] — R ist mit Ausnahme von hichstens abzihlbar vielen
Stellen stetig.

Jetzt konnen wir den Integralbegriff vom Raum der Treppenfunktionen auf den Raum
der Regelfunktionen ausdehnen:
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Definition:

Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion und (¢,) eine Folge von Treppenfunktionen,
die auf [a, b] gleichmifig gegen f konvergiert. Dann nennt man

/abf(x) dzr = lim X(p,)

n—oo

das Integral von f iiber [a,b]

Bemerkung: Es ist nicht allzu schwer, folgendes zu zeigen:

1. Der Grenzwert lim Y (¢y) existiert fiir jede Folge von Treppenfunktionen (¢,,), die
gleichméBig gegen f konvergiert.

2. Der Grenzwert ist unabhingig von der Auswahl der Folge (¢,).

Diese beiden Aussagen machen die Integral-Definition erst sinnvoll.

Eigenschaften des Integrals von Regelfunktionen
f,g:la,b] = R seien Regelfunktionen. Dann gilt:

1. Linearitit: Fiir o, 8 € R ist

/ab(a'f(x)—l—ﬁ'g(a?))dx:a-Abf(x)dx+ﬁ./Cng(m)dx

1
2. Normz'erung:/ dr = 1.
0

3. Monotonie:

Ist f(z) < g(x) auf [a,b], so ist auch / x)dx </

4. Beschrdanktheit: |/ z)dz| < / | f(@)[de < (b—a)-[[f]-

BEWEIS:

1) Konvergiert (¢,) gleichméfig gegen f und (¢,) gleichméBig gegen g, so konvergiert
auch (a - ¢, + B - ¥,) gleichméfig gegen « - f 4+ (- g. Da die Treppenfunktionen einen
Vektorraum bilden, gilt:

[ s@) 8N = B Ve gt 5o
= lim (- S(pn) + 8- Z(¢n))
= - lim X(p,) + - lim S(¢)
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= oz~/abf(x)dx+6-/abg(x)dx.

2) ist trivial.
b
3) Es reicht zu zeigen: f >0 — / f(z)dz > 0.

Sei also f > 0. Ist (¢,) eine Folge von Treppenfunktionen, die gleichméfiig gegen f
konvergiert, so ist jeweils auch ¢ = ¢, + || f — ¢ || eine Treppenfunktion, und es gilt:

1f=enll=1F=en=(lf=enlDl <21 f —enl.
Also konvergiert auch (¢) gleichméaflig gegen f. Und schlieBlich ist
en=r+(en=f)+tlen=fll=f=llen=Ffll+len=fl=f20,
also auch X(p}) > 0, und damit

[ e = Jim S(e7) > 0

4) Es ist
—[fI=f=1fl

also auch ) , )
~ [ 1@ e < [ f@yde < [C] (@) do,
Aber das bedeutet: , ,
[ r@del < [(15@) | d

Konvergiert nun (¢,) gleichméBig gegen f, so konvergiert auch (| ¢, |) gegen | f| und
| on || gegen || f ||, und da
S @al) < (0—a) - gl

ist, fiir jedes n, so ist auch

Lb‘f<x>’dx:JL%oE<\wn\>S<b—a)-ufu.

Auflerdem zeigt man leicht:

Intervall-Additivitat

Ista<c<bund f:]a,b] = R eine Regelfunktion, so ist

/abf(x)dx:/acf(x)dx—I—/cbf(x)dx.

Und der Vollstandigkeit halber definiert man:
/ ’ flz)dx = 0
a b
und / flz)dz = —/ f(z)dz, fira<b.
b a
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Ab sofort kénnen wir die Definition des Integrals mit Hilfe von approximierenden Treppen-
funktionen eigentlich wieder vergessen, denn wir benutzen nur noch die Eigenschaften
des Integrals, die wir gerade bewiesen haben. Allerdings sollte man im Auge behalten,
daBl das Integral bei positiven Funktionen die Flache unter dem Graphen wiedergibt.

Hilfssatz:

Ist f :[a,b] = R eine Regelfunktion und m < f(x) < M fir alle x € [a,b], so ist

(b— a) </ 2)de < M- (b—a).

BEWEIS:  Dies ist eine triviale Anwendung der Monotonie-Eigenschaft. ]

Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f: ]a,b] — R stetig und p : [a,b] — R eine nirgends negative Regelfunktion, so
gibt es ein ¢ € [a, b] mit

[ st dr = 1) - [ pla)

BEwEIS:  Es gibt reelle Zahlen m, M, so da m < f(z) < M auf [a, b] ist. Wir wihlen
m als das globale Minimum und M als das globale Maximum von f auf [a, b]. Diese Werte
werden sogar in gewissen Punkten des Intervalls von f angenommen.

Dann ist
p(z) < f(z)p(z) < M - p(z) auf [a, b],

und wegen der Linearitdt und der Monotonie des Integrals ist dann auch

/ dx</ d:r;<]\/[/

Durch F(z) := f(z)- / p(t) dt wird nun eine stetige Funktion F' : [a,b] — R definiert, die

b b
die Werte m - / p(t) dt und M - / p(t) dt in |a,b] annimmt. Nach dem Zwischenwertsatz

und wegen der ((l)bigen Ungleichung muf} F' dann in einem geeigneten Punkt ¢ € [a, b] auch

b
den Wert / f(z)p(x) de annehmen. Also ist

]

Bemerkung: Wendet man den Mittelwertsatz auf p(z) = 1 an, so erhélt man die
Formel

Jdc € [a, b] mit /abf(x)dx = f(c)- (b—a).
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Bis jetzt sieht es so aus, als sei es sehr miihsam, Integrale konkret auszurechnen. Isaac
Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz verdanken wir jedoch eine viel effektivere Metho-
de.

Wir betrachten ein Integral mit variabler Obergrenze iiber eine stetige Funktion f und
erhalten so eine neue Funktion:

Aufgepafit! F' hangt von der Obergrenze x ab, nicht von der Integrationsvariablen w.

Es sei nun a < zp < x < b. Dann gilt:

F(z) — F(zo) = /:f(u) du —/a

xT

f(u)du:/ f(u) du.

o

zo

Als stetige Funktion nimmt f auf dem Intervall [z¢,x] ein Minimum m(f, ) und ein
Maximum M (f,z) an. Und die Monotonie des Integrals liefert:

m(f,x) (x —x9) < F(x) — F(xo) < M(f,x) - (x — x0).
Da z — xg > 0 ist, folgt:
F(x) — F(xo)

r — 2o

m(f,z) < < M(f,2).
In der Mitte steht ein Differenzenquotient von F', links und rechts jeweils eine von x
abhéngige Grofle. LaBt man nun x gegen xy wandern, so streben m(f, z) und M (f, z) beide
gegen f(xg). Also mufl auch der Differenzenquotient in der Mitte einen Limes besitzen,
und man erhélt: Fla)— Flro)
Y xTr) — o
Tl = o = =

= F/<ZL‘0).

Diese Beziehung bleibt richtig, wenn man auch Argumente x < xq zulafit.

Detfinition:

Sei I ein Intervall, f : I — R stetig, F' : I — R differenzierbar und F’ = f.

Dann heifit F' eine Stammfunktion von f.

T

Wir haben gerade gesehen, da8 F(z) = / f(u) du eine Stammfunktion von f ist.

a

Sind F}, Fy zwei Stammfunktionen von f, so ist (F} — Fy)' = 0, also F} — Fy = konst.
Damit gilt fiir eine beliebige Stammfunktion F' von f:

/ f(u)du = F(z) + ¢, mit einer geeigneten Konstante c.

Setzt man = = a, so erhélt man die Gleichung 0 = F(a) + ¢, also ¢ = —F(a). Setzt man
x = b ein, so erhélt man:
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Zusammengefafit haben wir bewiesen:

Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung
Sei f:[a,b] = R eine stetige Funktion. Dann gilt:
1. F(z) := /JC f(u) du ist eine Stammfunktion von f.

2. Sind Fy, Fy zwer Stammfunktionen von f, so ist Fy — Fy konstant.

3. Ist F eine Stammfunktion von f, so ist

Bemerkung: Die Menge aller Stammfunktionen von f wird oft mit dem Symbol
/ f(x) dx bezeichnet, und man spricht dann von dem unbestimmten Integral. Diese Be-

zeichnungsweise korrekt durchzuhalten, ist miihsam. Wir sprechen deshalb lieber von
einem unbestimmten Integral und verstehen darunter eine Funktion der Gestalt

:/:f(u)du

wobei die Untergrenze a beliebig im Definitionsbereich von f gewihlt werden kann. Aus
Bequemlichkeit werden wir dabei manchmal auch die Integralgrenzen weglassen.

Beispiele:

n+1

!/
1) = z", folgt:

1. Da (z"™) = (n + 1) - 2™ ist, also (
n+

b 1
/ " dr = ——(b"Tt — a"th).
a n —|— 1

2. Es soll / | — 1| dx berechnet werden. Dabei stort zunéchst die Betragsfunktion.

Es ist aber halb so schlimm, wir miissen nur die Nullstellen ermitteln und stiickweise

integrieren:
/_J;?\:c—1|dx = /_12(1—l’)dl‘+ f(m—l)d:c
= =P LG -l
= (G- (~4)+ (0~ (~3))
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3.

Da cos'(x) = —sin(x) ist, folgt:
/07r sin(z) dx = —(cos(m) — cos(0)) = 2

und o
/0 sin(z) dz = —(cos(2m) — cos(0)) = 0.

Im zweiten Fall heben sich positiv und negativ zu rechnende Flachenteile gegenseitig
weg.
1

Bekanntlich ist arctan’(z) = — 1 und arctan(0) = 0. Daraus folgt:
x

L |
arctan(z) = / T du.
0 u

Da tan(%) = 1 ist, ist arctan(1) = %, also

T 1 1
S
A /()1+u2 Y

Das liefert uns eine interessante Definition fiir die Zahl 7.
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Wir fassen noch die gingigen Stammfunktionen zu einer Tabelle zusammen:

Funktion Stammfunktion
1
z" " neN
n+1
L —1 eEN,n>22#0
— —  n n x
" (n— 1)zt T
1
NG 2z x>0
1
- 1 0
: wz)  x A
: tan()
152 arctan(x
sin(x) cos(x)
cos(x) sin(x)
o2(@) =1+ tan®(2) tan(z) r#(n+im, nel
1
n2() — cot(x) r#nm, ne€l
€T 1 x
¢ n(a) "
e’ e’
sinh(z) cosh(z)
cosh(x) sinh(x)
: nh()
—_— arsinh(x
V1+ 22
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85 Integrationstechniken

Wir wollen Differentiations-Regeln neu betrachten und in die Sprache der Integrale und
Stammfunktionen iibersetzen.

Wir beginnen mit der Produktregel:
(f-9)=f-9+f4d.

Sie besagt, da} f - g eine Stammfunktion von f’- g+ f - ¢ ist. Nun kommt es selten vor,
dafl der Integrand deutlich sichtbar diese Form besitzt, aber umso haufiger ist er von der
Form f - ¢. Wenn wir die Gleichung nach f - ¢’ auflésen und dann integrieren, erhalten
wir:

Regel der Partiellen Integration

Sind f und g tber [a,b] stetig differenzierbar, so ist

[ s@)g @y de = (5 9@ [ = [ 7@t i

Auf den ersten Blick ist der Nutzen dieser Formel noch nicht zu sehen, denn statt des
Integrals iiber f - ¢’ mufl man nun das Integral iiber f’- g berechnen. Den Vorteil erkennt
man am besten an Beispielen:

Beispiele :
1. Sei 0 < a < b. Dann gilt:
b b
/ In(z)dx = / In(x) -2’ dz (denn esist 2’ = 1)
b
= (In(z) - x) ’b —/ In'(x) - xdr (Partielle Integration)
= (z-In(z)) | —(z)

a
Also ist z - In(z) — x eine Stammfunktion von In(z). Zur Probe kann man ja diffe-
renzieren.

b b

(denn es ist In'(z) -z = 1).

a

Die Regel der Partiellen Integration hat hier weitergeholfen, weil f’- ¢ viel einfacher
als f - ¢ ist. Wie man in solchen Fillen jeweils f und g wéhlen muf}, sagt einem
aber keiner. Hier fingt die Kunst des Integrierens an.

2. Das folgende Beispiel ist besonders typisch und hat schon fast den Charakter eines
Kochrezeptes:

/ab sin(z)dr = /ab(_ cos'(z)) - sin(z) dz
= /ab(— cos(z)) - cos(z) dx

= (—cos(x) - sin(z)) u
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= —(cos(z) - sin(x

= —(cos(z) - sin(x)) \a —i—(x) L—/ sin?(z) da.

a

COS

Jetzt ist das Integral, das wir ausrechnen wollten, wieder aufgetaucht! Trotzdem
hilft uns das weiter: Das Integral iiber sin®(z) auf der rechten Seite hat némlich das
richtige Vorzeichen. Wir kénnen es auf die andere Seite der Gleichung bringen und
erhalten:

)

[t~

3. Von &dhnlicher Bauart ist das folgende Beispiel:

/ab e’ -sin(x)dr = /ab e’ - (—cos'(x)) dx
' /b(ex)' (— cos(z)) dx

= —("- cos(a:))

= —(e"-cos(x - cos(z

Eine zweite Rechnung liefert:

b

/ab e” - cos(z) dz = (¢” - sin(z)) | — /ab ¢ - sin(x) de.

a

Setzt man das in das erste Ergebnis ein, so erhélt man:

/ab e’ -sin(r) dr = ; . <(6x - (sin(x) — cos(z)))

)

Die zweite Technik, die wir kennenlernen wollen, ist noch etwas schwieriger.

Durch Probieren kann man rasch herausfinden, dafi nicht nur — cos(z) Stammfunktion

. : 1 : :
von sin(x) ist, sondern auch ——cos(ax) Stammfunktion von sin(ax). Wenn man zur

Probe differenziert, benttigt man die Kettenregel. Daher liegt es nahe, diese Regel auf
ihre Verwendbarkeit in der Integrationstheorie hin zu untersuchen:

Sei f: I — R stetig, F': [ — R eine Stammfunktion von f. Weiter sei ¢ : [a, 5] — R eine
stetig differenzierbare Funktion, mit ¢([a, 8]) C I = [a, b].

Dann ist die Verkniipfung F o ¢ : o, 8] — R definiert und differenzierbar, es ist

(Fop)(t)=F'(pt) - ¢(t) = (fop)t) ¢(t).
Also ist F' o ¢ eine Stammfunktion von (f o p) - ¢'.
Fiir das bestimmte Integral von (f o @) - ¢ iiber [«, 5] ergibt das:

B B
| o) - ¢ at = [ (Fop))dt = Flp(8)) - Fe(a))

«
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Andererseits ist

e(B)
F(p(8) = Flg(e) = [ F(a)da
o(a)
Da F” = f ist, haben wir bewiesen:
Substitutionsregel

Sei ¢ : [a, B] = R stetig differenzierbar, o([a, 5]) C I und f: 1 — R stetig.
Dann gilt:

[ gy = [ o) -0 an

o(a) o

Merken kann man sich diese Regel mit folgender Eselsbriicke:

Ist © = x(t), so ist
/f(l') dr = /f(:c(t));h;da: = /f(x(t))CZ dt.

Auch hier zeigt sich der Nutzen am besten an Hand von Beispielen. Dabei beginnen wir
mit dem einfacheren Fall, der Anwendung der Substitutionsregel von rechts nach links.
Der Integrand ist dann in der Form f(p(t))¢'(t) gegeben.

Beispiele:

1. Haufig mochte man eine Funktion der Form = — f(z + ¢) integrieren. Hier wird in
f die Funktion ¢(t) :=t + ¢ eingesetzt. Da ¢'(t) = 1 ist, folgt:

b b+c
/ flt+c) dt:/ f(a) da.
a a+tc
2. Nun untersuchen wir Funktionen der Form z + f(z - ¢). Hier wird ¢(t) := ¢t - ¢

eingesetzt, mit ¢'(¢) = c¢. Die Substitutionsregel liefert eine Formel fiir das Integral
tiber ¢- f(t-c). Wir konnen aber die Konstante ¢ auf die andere Seite der Gleichung
bringen und erhalten dann:

b 1 b-c
/f(t~c)dt:f' S de.

C a

3. Auch das folgende Beispiel ist eigentlich ein alter Bekannter:

1

Es sei f(x) := — und ¢(t) eine stetig differenzierbare Funktion ohne Nullstellen
T

tiber [o, 8]. Dann gilt:

o(t)
Also ist A o
1 v »(B) 8
/O‘ 90<t> pla) T ( | |) ‘99(06) ( ‘(:0( )D ‘a

Das héitte man aber auch iiber die logarithmische Ableitung erhalten:
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/ t /

Da © ®) = (Ino|yp|)'(t) ist, ist Ino|y| eine Stammfunktion von z.

p(t) ¥
Z.B. ist

b

/ tan(t) dt = /a cos(t())dt —(In | cos(t)])

a

4. Sei f(x):=a™, ¢ beliebig. Dann gilt:

8 , ©(B)
| ety -ewar - (¢) da
a o(a)
_ 1 [L‘n+1 ‘@(B)
n+1 o(a)
1 n n
= — () = pla)).

1
Speziell ist §<p(t)2 Stammfunktion von ¢(t)¢'(t), also etwa

/Bln(t)dt:;ln(t)? .

t «@

Wenn die rechte Seite der Substitutionsregel der Ausgangspunkt ist, kann man die Sub-
stitution ¢ leicht erkennen. Schwieriger wird es, wenn man mit der linken Seite beginnt.
Dann die geeignete Substitution zu finden, erfordert Kreativitdt und viel Routine. Wir
beginnen mit einem noch relativ einfachen Beispiel:

b
Es soll das Integral / V1 — 22 dx berechnet werden, fir —1 < a < b < +1.

Fir a - —1 und b — +1 wird damit die Flache des halben Einheitskreises berechnet.

Wir suchen nach einer Substitution, durch die der Integrand einfacher wird. Die Gleichung

y = /1 — 22 erinnert an die Gleichung cos(x) = /1 — sin?(x), deshalb kann man es ja

einmal mit der Substitution () := sin(¢) versuchen. Da die Sinus-Funktion das Intervall

[—g, +g] bijektiv auf das Intervall [—1, +1] abbildet, konnen wir die Substitutionsregel

in folgender Form anwenden:
b ¢~ (b) ,
[ fayde= 7 " re)e

Setzen wir a := arcsin(a) und [ := arcsin(b), so erhalten wir:

b
/\/1—x2dx = / V1 —sin?(t) - cos(t) dt

«

B
:/cos
«

Tatséichlich hat sich die Situation vereinfacht, das neue Integral kann in der bekannten
Weise mit Hilfe partieller Integration berechnet werden. Es ist

IS

/B cos’(t)dt = /B cos(t) sin’(t) dt

- e}
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B
= cos sm —i— / sin?
(07
B
= cos(t)sin(t —i— 1—c0s ) dt
(0%
B B

= (cos(t)sin(t) +t) ‘

. —/ cos®(t) dt.
Also ist
- (cos(t) - sin(t) + t) ’i .

N | —

/5 cos?(t) dt =

«

Das Ergebnis kann nun noch etwas umformuliert werden. Zunéchst kénnen wir cos(t)

durch /1 — sin?(t) ersetzen, so dafl nur noch die Substitutions-Funktion sin(¢) vorkommt.
Dann ist es natiirlich wiinschenswert, die Hilfsgroffen o und ( loszuwerden, damit das
Ergebnis von a und b abhéngt. Setzen wir die Gleichungen

a =arcsin(a) und [ = arcsin(b)
ein, so erhalten wir:

b

/\/1—x2dx— (t- V1 —12+ arcsin(t))

a

LaBt man hier ¢ = —1 und b — +1 gehen, so konvergiert auch die rechte Seite gegen
1 . . ™ .
3 (arcsin(41) — arcsin(—1)) = 5 Also ist

+1
/ \/1—x2dx:g.
-1

Das sollte fiir die Fliache des halben Einheitskreises auch herauskommen!
Nachdem das Prinzip klargeworden ist, kénnen wir weitere Beispiele behandeln:

Beispiele :

1. Es soll / eV® dx berechnet werden:

Wir verwenden die Substitution x(t) = t?, also 2/(t) = 2t. Dann ist ¢ = /= und

/eﬁdx = /et <2t dt
= 20t —1et = 2(y/z—1)-ev"
2. Wir werden weiter unten zeigen, dafl man jede rationale Funktion (auflerhalb ihrer

Polstellen) integrieren kann. Deshalb mochte man Integranden gerne mit Hilfe einer
geeigneten Substitution rational machen:

d
In / W benutzen wir die Substitution z(t) = ¢5, mit 2/(t) = 6¢5 und t = /x.
Dann gilt:

t5
0 dt:6/

/ dx _/ gt
Jr+x 2+ 1+t
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3. Ist F' rational, so integriert man f(z) := F(e*) mit Hilfe der Substitution z(t) =
In(t), also '(t) = + und t = . Dann ist

t
F(t
/F(ex)d:x: /i)dt.
4. Jetzt sollte das Schema deutlich geworden sein.

Sei etwa F'(x,y) eine rationale Funktion in x und y. Um f(z) := F(z, ¥Vazx + b) zu
1
integrieren, setzen wir Yax + b =t, also x(t) = — (" —b), mit 2'(t) = Mym=1 Das
a a
ergibt:
m om—1
/F Vaz + b da:_/F — ), )t gy
a

5. Zum Schlufl noch ein schwierigeres Beispiel:

Es soll / F(sinz, cos x) dx fiir eine rationale Funktion F' = F(x,y) berechnet wer-

den:

In der Klasse der Winkelfunktionen, ihrer Umkehrungen und deren Ableitungen
kennen wir nur einen einzigen Fall, wo eine rationale Funktion auftaucht:

1
tan’ = —F.
arctan’(x) 5
Daher versuchen wir, Sinus und Cosinus durch den Tangens auszudriicken: Es ist
i 2 1— 2 1
tan®(z) = sin () = cos” () und damit 1 + tan®(z) = :
cos?(x) cos?(x) cos?(x)
also
1
2 —
cos™(x) = 1 + tan?(x)
t 2
und  sin®(z) = 1—cos*(z) = L(f).
1 + tan*(x)

Das ist noch nicht ganz befriedigend, weil jetzt fiir die Darstellung von Sinus und
Cosinus durch den Tangens noch Wurzeln benétigt werden. Es gilt aber:

2tan(s
sin(z) = QSin(E) cos(g) = L(;),
2 2 1+ tan®(3)

oty 9T Ln()
und  cos(x) = cos (2) St (2) 1 + tan?(

)

Jetzt verwenden wir die Substitution ¢ = tan(g), also x(t) = 2arctan(t) und /() =

[JISHINTES

1+t2
2t 1—t2> 2
1+27 1427 1412

Damit ist der ganze Integrand rational geworden.

/F sinx, cosx d:v—/F
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6. Manchmal kann es auch sinnvoll sein, Winkelfunktionen einzusetzen, wie wir es
schon beim ersten Beispiel zur Substitutionsregel gesehen haben. Die Substitution
x(t) = sin(t) ergibt z.B.:

1-— 1 —sint
/@/ Tdr = /\/ STH cos(t) dt
1+ 1+ sint
B / / 1—smt
N 1 —sin?t
—sint
= / costdt

cost

= /(1 —sint) dt.

Wir wollen nun — wie versprochen — zeigen, dafl jede rationale Funktion integrierbar ist:

P
Essei  f(z) = Qgg’ mit Polynomen P und Q.

Wir gehen in mehreren Schritten vor:

1. Schritt:
Ist deg(P) > deg(Q), so fithrt man eine Polynomdivision durch:
f(x) = Py(x) + ggxg, mit Polynomen P und R,
x

sowie deg(R) < deg(Q).

Da Polynome problemlos integriert werden kénnen, braucht man nur den Fall f(z) =
P(x)
Q(x)
2. Schritt:

Bestimme alle Nullstellen von Q(z) ! Da einige Nullstellen komplex sein kénnen, ergibt
sich eine Zerlegung

Q)= (x—c)™ ... (=) - q(x)™ ... qz),

mit reellen Zahlen ¢y, .. ., ¢, und unzerlegbaren quadratischen Polynomen ¢ (x),. .., q(x).

mit deg(P) < deg(Q) zu betrachten.

Dieser Schritt kann natiirlich in der Praxis ein uniiberwindbares Hindernis darstellen,
denn fiir deg(Q)) > 4 gibt es kein konstruktives Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen.
Theoretisch existiert die Zerlegung aber!

3. Schritt:
Wenn die Zerlegung von Q(z) in ,irreduzible Faktoren* vom Typ x — ¢ bzw. ¢(z) gegeben

(x
Q(z)

als Summe von Partialbriichen schreiben:

ist, dann kann man

P(z) " ,\jx C’,\j
o= B sy Au s $t Bt o

(z) glzlx_cg A=1j—=1 ax(



§ 5 Integrationstechniken 161

Hier ist eine Andeutung des Beweises fiir den ersten Teil der Summe:

Es sei Q(z) = (z — ¢)F - g(z), mit g(c) # 0. Setzt man b := 193((5))7 so ist
P(x) ~g(x) + (P(x) = b-g(x))

Q(x) (z —c)* - g(z)
b N P(z)—=b-g(z)

(@—cf (=) g(z)

Da P(c) —b-g(c) = 0 ist, muB der Zihler des zweiten Bruches den Faktor « — ¢ enthalten.
Es gibt also ein k' < k, so daB P(z) —b- g(z) = (x — ¢)¥ - h(z) mit einem geeigneten
Polynom h(z) mit h(c) # 0 ist. Also ist

P(z) b h(x)

Q@) @—oF  @—o" g()

Den zweiten Summanden behandelt man nun wieder genauso, und nach endlich vielen
Schritten ist man am Ziel.

In der Praxis nimmt man den Satz von der Partialbruchzerlegung einfach zur Kenntnis,
setzt die Zéhler der Partialbriiche mit unbestimmten Koeffizienten an, multipliziert aus
und versucht, iiber einen Koeffizientenvergleich zu Gleichungen fiir die gesuchten Koeffi-
zienten zu kommen.

4. Schritt:
Schliefllich sucht man nach Stammfunktionen fiir Funktionen der Art
A Bx+C
p und —
(z—c) q(z)

1
a)/ de=In|x —c].
r—c

1 1
b) /( )kd:czl k(x—c)l’k7 fir k > 2.
xr—c —
h(z)
(2% + ax + b)"
zunéchst eine Substitution vornehmen. Da wir nur den Fall betrachten, wo der
Nenner keine reelle Nullstelle besitzt, ist a? — 4b < 0.

c) Bei Integralen der Form / dr mit affin-linearem h(z) miissen wir

Wir machen den Ansatz — z(t)* +a- z(t) + b= *(t* + 1) . Dann muf} gelten:

(1) = ; (—a o — 4b+ 42(2 + 1)),

Setzen wir ¢ := %\/ 4b — a?, also a? — 4b = —4c?, so ergibt sich die Substitution

z(t) :=ct — g, '(t) = c.
Dann ist

[ e [ SO L),

2%+ ax + b)" cA(t2 4+ 1)) =t (24 1)
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Der Zéhler h(z(t)) ist wieder eine affin-lineare Funktion.

Wir miissen also noch die folgenden Integraltypen behandeln:

1
d) / Pl dt = arctan(t).

t 1
dt = = In(t> + 1).
e>/ﬁ+& (" +1)

t 1 "(t 1 1
f) /(dtzz/x()dtzz/xndx,ﬁirx(t):tg—kl(undn>1).

2+ 1) x(t)"
t 1 1
Also ist / ——dt = — : :
OB e o(n—1) (2+ 1)1
1
g) Es bleibt der schwierigste Fall, ndmlich / ————dt.
@+ 1y

Behauptung: Es gibt fiir jedes n > 1 eine aus elementaren Funktionen zusammen-

/ 1
gesetzte Funktion F, mit F,,(0) =0 und F, =

BeEweIls: Wir fithren Induktion nach n.
Natiirlich setzen wir Fy(t) := arctan(t). Aber wie weiter? Wenn es die gesuchten
Funktionen gibt, dann gilt:
2n 2n —1
n-F,.(t)—2n—-1)-F,t) = —
[ n +1( ) ( n ) ( )] (t2 + 1)n+1 (t2 + 1)71
B 1 2n(t? +1—1)
- (t2+1)n (t2+1)n+1
1 —n) -2t
= P Gl

2+ 1) (t2 + 1)ntt
t /
- <<t2+1>n> |

2n—1 t
ey -\ ) SR S
2n () + 2n(t2 4+ 1)»

mit einer Integrations-Konstanten C, die wegen F,(0) = F,,41(0) = 0 ebenfalls = 0
gesetzt werden sollte. Diese rekursive Definition tut’s tatséchlich!

also

Fn+1 (t) — + C,

In der Theorie 148t sich also jede rationale Funktion elementar integrieren. In der Praxis
diirfte es oft an der Nullstellenbestimmung im Nenner scheitern.

Beispiele:

1 1

L Sei f(w) = P22tz —1 (x —1)(22+1)

1 a b+ cx

23—+ —1 :a:—1+:v2+1
(b—c)xr +a—b=1 sein, und das fiithrt zu dem

. Dann muf} (a+c)x?+

Wir machen den Ansatz
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Gleichungssystem a4+ c¢ =0, b—c=0 und a—-b=1.
1 1 x+1
2 lz—1 2241

1 1 T
'{/x—1d$_/x2+1d$_/x2+1d4

1
: [111 |z — 1| — arctan(x) — 5 In(x? + 1)} .

1 1
Also muBl a = 3 und b = ¢ = —3 sein, d.h. f(x) =

folgt:
[ f@yda =

] . Daraus

: x r(xd—1)+x x x
28 = == = = .

el /() x3—1 x3—1 x+x3—1 $+(x—1)(x2+x+1)
a b+ cx

P 1 2-1 izl

Der Ansatz

1 1
liefert a+c=0, a+b—c=1und a—b=0, alsoa:bzgundc:—g.

. 1 1 1—=x
Damit ist f(x)=$+§' x—1+x2+9€+1 )

1_
Das Integral / "% iz behandeln wir mit der Substitution
2+r+1

1 1
w(t)’ +x(t)+ 1 =3 +1), mit ¢ = SVI—1= 5\/3

Das ergibt z(t) = 1(v/3t — 1). Dann gilt:

1— _
/7xda: _ ‘f 1 )
24+x+1 z(t)+1
\/_/3—\/_75 B \/_—t
2 +1) a t2+1
20 +1 1
mit t = und t? = = (422 + 42 + 1). Also ist
1 1 1 1 1 t
d :/d 7/7d —/7dt—f/7dt
/f(:”)x rart s A"t sl e T3 ey
1 1 1 2 1 1 4
= 2x2+31n|x—1|+\/§arctanm\/—g—61n(3(1:2+x+1)>.

Zum SchluB soll noch eine abstraktere Integrationsmethode erwédhnt werden, deren Nutzen
erst spéter offenbar werden wird.

Vertauschung von Limes und Integral

Die Folge von stetigen Funktionen f, : [a,b] — R konvergiere gleichmdfig gegen die
Grenzfunktion f : [a,b] — R. Dann ist
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BEWEIS:  Sei € > 0 vorgegeben.
Dann gibt es ein N, so daf fiir n > N und alle = € [a, b] gilt:

€

1) = ful)] < 1=

Also ist
b b
[ rwar— [ nwan = 1 [ 76 o)
< / | F(8) = fult) | dt
< v (b—a) =c¢
Das ergibt die gewiinschte Formel. ]
Bemerkung: Die Funktion f ist als Grenzwert einer gleichméfig konvergenten Folge

von stetigen Funktionen wieder stetig. Setzt man nur voraus, dafl die f,, Regelfunktionen
sind, so kann man zeigen, da} f zumindest auch wieder eine Regelfunktion ist, und der
Satz bleibt richtig.

Vertauschung von Limes und Ableitung

Die Folge von stetig differenzierbaren Funktionen f,, : [a,b] — R sei punktweise kon-
vergent gegen eine Funktion f : [a,b] — R. Auferdem sei f gleichmdfSig konvergent.
Dann ist f stetig differenzierbar und

lim f,(z) = f'(x).

n—oo

. 3 * [yp— 3 ,
BEWEIS:  Sei f*:= nh_)rrolo I
Ist xg € I fest gewdhlt und x € [ ein weiterer Punkt, so ist

f(@) = fxo) = lim (fu(2) = ful20))

n—oo
= hm / fr(t)dt
x0
Also ist .
f@) = flwo) + [ f(0)
)
eine differenzierbare Funktion mit Ableitung f'(z) = f*(z). ]
Beispiel :

Sei f, : [0,27] — R definiert durch

fo(z) == 1 sin(n’x).

n
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Dannist || f, — 0 = sup{| fu(z)] : € [0,27] } < L also (f,) gleichmé#Big konvergent
gegen 0.

f1(x) = ncos(n?z) oszilliert mit zunehmendem n immer stiirker, und mit wachsen-
der Amplitude. Z.B. ist

fi(m) = =1, fos(n) =2, fi(n) = =3, fi(x) =4,....

Das bedeutet, daf8 (f;,) nicht konvergiert. Der Satz iiber die Vertauschbarkeit von
Limes und Ableitung ist hier nicht anwendbar.
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§6 Numerische Integration

Manche Integrale konnen nicht exakt berechnet werden. Dann bleibt nur noch die nume-
rische Auswertung. Wir wollen zwei solche Methoden betrachten.

Sei H : R — R definiert durch

2
0 firx e’

{x—n—l firn<z<n+1

Eulersche Summationsformel

Sein € N. Ist f:[0,n] — R stetig differenzierbar, so ist

n

> ) = [ f@) et S(7O) + ) + [ HG) S @) de

BEWEIS: Es ist

/:Hf(:v)dx = /:Hl-f(a:)dx

also
n n—1 g1
[ rwdn = X [T s
n—1 n
= U+ 7))+ X 50 - [ H@)f @) da
k=1 0
Daraus folgt die Behauptung. ]

Jetzt wollen wir das Integral / H(x)f'(z) dz weiter ausrechnen. Allerdings miissen wir

voraussetzen, dafl f zweimal stetig differenzierbar ist.

Sei F(x) := ;((x—n)z—(q:—n)) = ;(x2—x(2n+1)+(n2+n)), firn <z <n+1.

Dann ist F' periodisch mit Periode 1, also F(z + 1) = F(x), denn:
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Istn<z<n+1l,soistn+1<z+1<n+2, also
Flat+1) = 5 (e +1) = (n+ 1) = (@ +1) ~ (14 1)) = 5 (e = n)? — (2 =) = F(a)

Weiter ist F'(n) =0 fir n € Zund F'(z) =z —n— 4 = H(z) fir n <z < n+ 1. Also gilt
— wenn f zweimal stetig differenzierbar ist — :

/:H H(z)f'(x)de = /:H F'(z)f'(z) dx
= F(o)f(z) [ — /k U F@) () de

k+1
= — / x)dz.

Summiert man iiber k, so erhélt man:
/On H(z)f'(z)de = — /On F(z)f"(x)dx.
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein ¢ € [0, n] mit
[ F@r@dr = 10 [ P ds
=0 [

= n-f"(c) % x]
// 1
SRRACHCEE)
= —E‘f”(@-
Damit ist n n
| H@ @) de = 5 - £(e),
also
[ r@de = 30 - 300 + 50— [ H@) ) do
1 s n 1
= QUO+ S0+ X0 - 35

Diese Formel wollen wir benutzen, um fiir eine zweimal stetige Funktion f das Integral

b
/ f(z) dx durch eine Summe von Fliachen geeigneter Trapeze zu approximieren:

a
Dazu unterteilen wir [a, b] in n Teilintervalle der Liange h := ——. Es sei x; ;== a+1i - h,
n

fir:=0,1,...,n. Dann ist

a=2)g <11 <T93<...<x,=0>,



168 KAPITEL T ANALYSIS 1

und z; —x;_; =hfiri=1,... n.

Das Trapez mit den Ecken (x;_1,0), (x;,0), (x;, f(z;)) und (x;_1, f(x;_1)) hat die Fliche

Fyi= S (i) + (),

n b
und 7" := > F; kann als Approximation fiir / f(z) dx benutzt werden.

a

=1

Y

Es ist
T =Th) = Fi+F+---+F,
[ o) S S e
2 2 2
n—1
- h lf(a)—i_f()‘f‘Zf(a"'h /{5)
2 k=1
Trapezregel
Sei f : [a,b] = R 2x stetig differenzierbar, | f"(z)| < K auf [a,b], h = =2
Dann ist 13
|/ ) de — T(h)| < nTz K.

1
BEWEIS:  Sei ¢ : [a,b] — R definiert durch ¢(t) := E(t —a). Dann ist ¢/(t) =+, und ¢
bildet [a, b] bijektiv auf [0, n] ab.

Nun sei g := foe™':]0,n] — R. Dann ist

g(t) = fla+ht),

g(t) = h-fla+tht)
und  ¢"(t) = h*- f"(a+ ht),
sowie  f(z) = g(x;a).

Daraus folgt.

[ 1@ = b [ gl @) dr
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= h-[;(g( +Zg ) - 559" )]
= h- B(f( )+ f(b) +”ij a—l—hk’)—f"(a—I—hc)]
k=1

h3
= T(h) - " #"(a + he),
12
mit 0 < ¢ < n, also a < a + hc < a+ nh = b. Das liefert die gewiinschte Abschétzung. [ |
Beispiel :

Sei f(x) :==

,a=1und b = 2. Dann ist

SHE=

Kﬂ@m:fimzm@—mm:mm

Wir wollen diesen Wert mit Hilfe der Trapezregel ndherungsweise berechnen. Dazu
b—a

n

1
sein =5, also h = =z Das fiihrt zu der Unterteilung

6

$0:17$1:5,$2:

ot 3
o] 0o

x4:gundx5:2.

Fiir den Naherungswert ergibt sich somit:

b—a

T = 5t [fa) + ) <205 o)

1 2. S+ 42
10[+2+ Gr7tsty

1
E[lb +2-(0.8333 4 0.7143 + 0.6250 + 0.5556)]

1
= 1—0[1.50004—5.4564] = 0.69564.

1 5 5 55)}

Q

2

Fiir die Fehlerabschétzung brauchen wir f”(z) = —. Auf dem Intervall [1,2] ist
T

1 <x® <8, also | f/(z)| < 2. Das ergibt:

B3 1
In(2) — ()|§”1—2 2= === = 0.0066.... < 0.0

also 0.685 < In(2) < 0.706.

Der Taschenrechner liefert In(2) = 0.6931471. ... Unsere Fehlerabschétzung ist also
in Ordnung, aber das Ergebnis der Approximation ist noch relativ ungenau.

Wir versuchen es nun mit einer besseren Approximation.
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Dazu konstruieren wir zu je zwei Punkten x; 1, z; ein quadratisches Polynom g;, das in
Ti1+ X;

. 7 . . . . . .
den drei Punkten x;_1, x; und jeweils mit f iibereinstimmt? und dann ersetzen

wir das Integral {iber f durch das viel leichter zu berechnende Integral iiber g;.

y

Ti1 Tq +2$i71 T; T

Die quadratische Interpolation von f wird in der Literatur meist durch Riickgriff auf all-
gemeine Interpolationssitze erledigt. Es geht aber viel einfacher. Wir brauchen némlich
nicht die Funktion g;, sondern ihr Integral. Dabei kann man sich mit Hilfe der Substituti-
onsregel auf den Fall zuriickziehen, daf§ das fragliche Intervall symmetrisch zum Nullpunkt
liegt.

Gegeben seien also zunéchst ein € > 0 und drei Werte y1, y2, y3. Gesucht ist ein Polynom
g(z) = Az* + Bz + C mit

g(=e)=vy1, g(0)=y> und g(c) =ys,
bzw. das Integral

€ A B € 2A
/ g(x)dx = (3903 + 5902 + Cx) = ?53 + 2Ck.

Wie man sieht, wird B garnicht bendtigt.

—&

Aus den Bedingungsgleichungen fiir g erhélt man:
yo =C und y1+y3:2(A52+C).
Also ist
€ 2., o € 9 €
| (@) de = 1A +3C] = S2(A 4+ C) +4C] = (31 + 4y + ws).

Nun miissen wir dieses Ergebnis auf ein beliebiges Intervall iibertragen. Die Abbildung

b b—
o(t) =1t — a—21— bildet [a, b] bijektiv auf [—¢, | ab, mit € := ?a. Also ist

bga[g(—€)+4g(0)+g(5)] = S +m )

w(b)
= / g(x)dx
¢(a)

b
) (1) di
5

g(

/a ot
_ /abg(t_ a+b gt
/a t)d

b

t,

K
—~

’Dieses quadratische Polynom ist eindeutig bestimmt!
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b
wobei g(t) := g(t — a—2|— ) wieder ein quadratisches Polynom ist, diesmal aber mit
_ _,a+b _
gla) =g(=e) =y, 9(——)=9(0) =y und g(b) = g(c) = ys.

Wenn nun y; = f(a), y2 = f(“T*b) und y3 = f(b) ist, so folgt:

[ atydr =2 ) + 4 7 + )

Das liefert uns die gewiinschte Naherungssumme.

Simpsonsche Regel

Sei f : la,b] — R 4x stetig differenzierbar, | f*(x)| < K auf [a,b], h = &2
rr:=a+kh firk=0,1,2,...,n und

Tp_1+ T

S(h) = 5

h
G )|

- [f@so) s fa) 42 X ) -4 3
Dann st

h5
z)dr — K.
ﬂ/ v )‘—-2880

Den Beweis fiir die Fehlerabschitzung kénnen wir hier nicht erbringen. Die Gréfie nh®
stimmt mit (b — a)h?* {iberein. Und die Simpsonsche Niiherungssumme ergibt sich durch

S = 32 Gl + S+ 4- f(E
= | fa) v 2 X a0+ 3 AP

Wir wenden nun das Simpson-Verfahren auf die Berechnung von In(2) an:

Es sei wieder n = 5. Dann ist

1 1 5 5 5 5
Sth) = —1+=42-G+=+-+-
() ?)()[Jerr Gr7tsty
4q.(0 10 10 10 10,

11713 15 17 19

1
%[6.9564 + 13.8380] ~ 0.6931466.

Q

24
Wie gut dieses Ergebnis ist, zeigt die Fehlerabschiitzung. Es ist f&) (z) = —,also | f @) <
x
24. Damit ist
1N* 24 24
In2)—Skh)| < (=) - = ~1.333...-107° < 107" = 0.0001.
[In(2) = 5( )|—'<5> 2880 ~ 1800000 ~ 19331077 <1070 =0.000

Das sagt uns, dafl 0.69304 < In(2) < 0.69325 ist. Die ersten drei Stellen nach dem Kom-
ma sind gesichert, die 4. Stelle mufl zwischen 0 und 2 liegen. Das ist schon ein sehr
gutes Ergebnis. Benutzt man eine feinere Unterteilung, so kann man das Ergebnis weiter
verbessern.




172 KAPITEL T ANALYSIS 1

87 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

V und W seien zwei K-Vektorrdume, K = R oder K = C.

Ist L : V — W eine lineare Abbildung und w € W ein fester Vektor, so nennt man die
Gleichung

(5:)  Lr)=w
ein (inhomogenes) lineares Gleichungssystem fiir x.

Die Gleichung
(Sn)  L(z) =0

nennt man das zugehdrige homogene Gleichungssystem.

Die Losungsmenge von (Sy) ist der Vektorraum Ker (L). Ist dieser Raum endlich-dimensio-
nal, so versucht man, eine Basis {a1, ..., a,} des Losungsraumes zu finden. Der Ausdruck

cia1 + caao + - - - + cpay,

mit variablen Koeffizienten ¢y, ..., ¢, € K wird dann als die allgemeine Lisung von (Sy)
bezeichnet.

Fir w € W sei nun L(w) die Losungsmenge des inhomogenen Systems L(z) = w. Sie
bildet (fiir w # 0) keinen Vektorraum. Ist x eine spezielle Losung von (.S;) und z eine
weitere Losung, so gilt:

L(z — x9) = L(z) — L(zg) =w —w =0, alsox—xy € Ker(L).
Das bedeutet:
Lw)={zxeV |x=x0+vmitv e Ker(L)}=uz¢+ Ker (L)
ist ein affiner Unterraum von V.
Ist Ker (L) endlich-dimensional mit Basis {a1, ..., a,}, so bezeichnet man den Ausdruck
To + c1a1 + coas + - - -+ chay
als allgemeine Liosung von (S;).
Beispiele:
1. V endlich-dimensional. Dann ist natiirlich auch Ker (L) endlich-dimensional.

2. Sei C R ein Intervall. Betrachte D : C*(I) — C*=1(I) mit D(f) := f.

Die Losungsmenge Ker (D) = {f € C¥(I) | f' = 0} besteht offensichtlich gerade aus
den konstanten Funktionen, ist also ein 1-dimensionaler Unterraum, mit Basis {1}.

Eine spezielle Losung fj des inhomogenen Systems D(f) = g ist eine Stammfunktion
von g. Die allgemeine Losung hat also die Gestalt

foo+c:/g(x)da:+c.
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Ist 0 < r <k, so definiert man D" : C*(I) — C*"(I) durch
D'(f)y:=DoDo...oD(f)=f".
r-mal

Speziell ist also D°(f) = f und D'(f) = D(f) = f’. Ist r > 2, so setzt sich der , Differen-

tialoperator® D" aus r linearen Abbildungen zusammen:

crr) 2 evny e L B e,

Da jeder der Rdume C*~"(I) in dem Raum C°([) aller stetigen Funktionen enthalten ist,
kann man D" stets als Abbildung D" : C*(I) — C°(I) auffassen, solange nur r < k ist.

Ist nun p(z) = 2" + a, 12" ' + -+ 4+ a1z + qg ein (normiertes) Polynom vom Grad n, so
setzt man

p(D) = D"+ ap_ D" '+ -+ a D + ay.
p(D) ist eine lineare Abbildung von C"(I) nach C°(I). Man nennt p(D) einen linearen

Differentialoperator und p(x) das zugehdrige charakteristische Polynom.

Aus traditionellen Griinden nennt man generell eine lineare Abbildung L : V' — W auch
einen linearen Operator, wenn V' ein Vektorraum von Funktionen ist. Statt L(f) schreibt
man hiufig L[f]. Auch wir werden im Folgenden diese Schreibweise verwenden.

Definition:

Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist
eine Gleichung der Gestalt

Yy oy e awy + aoy = q(w),

mit reellen (oder komplexen) Koeffizienten a; und einer stetigen Funktion g¢.

Eine Losung der Differentialgleichung iiber einem (offenen) Intervall I ist eine reell-
oder komplexwertige Funktion f € C™(I) mit

(D" 4+ ap_ D"t -+ ay D+ ap)[f] = q.

Beispiel :
Wir betrachten eine Differentialgleichung 1. Ordnung:
Y +ay = q(x).

Den Fall a = 0 haben wir schon behandelt, die Losungsgesamtheit ist dann durch
das unbestimmte Integral gegeben:

fla) = / g(t) dt + c.

Wir kénnen also voraussetzen, daB a # 0 ist. Aus den Uberlegungen zu Anfang dieses
Abschnittes wissen wir, dal wir zunéchst die allgemeine Losung der zugehorigen
homogenen Gleichung 3’ + ay = 0 finden miissen.



174

KAPITEL T ANALYSIS 1

Auf jeden Fall ist f(z) = 0 eine Losung der homogenen Gleichung. Zu jeder Losung
f # 0 iiber einem offenen Intervall I = (a,b) gibt es wenigstens einen Punkt zy €
mit f(z9) # 0. Und wegen der Stetigkeit von f gibt es dann sogar ein € > 0, so
daB U.(z9) C I und f(z) # 0 fiir z € J := U.(xp) ist. Auf dem (ebenfalls offenen)
Intervall J ist

f'(z) _ [fl(2) :
—a = = = (Ino| f) ().
flo) ~ TFlw eI
Also muB (Inol| f|)(z) = —ax + ¢ sein, mit einer geeigneten Konstanten ¢. Und

daraus folgt:
| f(z)|=¢€"-e" % also f(x)=C-e* CeR.

Tatséchlich ist jede der Funktionen fo(x) := C - e~ sogar eine Losung der homo-
genen Gleichung iiber ganz R. Wir wollen nun zeigen, daf f(z) = fo(z) auf ganz I
gilt.

Zu diesem Zweck setzen wir

vy =sup{z € 1| f(z) = fo(z)}.

Dann ist offensichtlich xp+¢ <z, < b. Wir nehmen an, es sei x, < b und versuchen,
aus dieser Aussage einen Widerspruch herzuleiten.

Da aus Stetigkeitsgriinden f(z,) = fo(xy) # 0 ist, gibt es ein § > 0, so daB
Us(xy) C I und f(z) # 0 fir © € Us(z,) ist. Wie oben folgt, dal es ein C* € R
gibt, so daB f(z) = fo«(z) fir z € Us(xy) ist. Fir x < 24 und nahe bei z,
ist nun fo(z) = fe«(x). Das ist nur moglich, wenn C' = C* ist. Aber dann ist
f(z) = fe(x) auch noch rechts von z, und das ist ein Widerspruch zur Definition
von x,. Also war die Annahme falsch, und es mufl x, = b sein. Definiert man jetzt
z_:=inf{z € I'| f(x) = fo(z)}, so folgt analog, dal x_ = a ist. Aber das bedeutet,
daB f(z) = fo(x) auf I = (a,b) ist.

Nun ist klar, dafi {e=**} eine Basis des Losungsraumes der homogenen Gleichung
iiber jedem Intervall I C R ist.

Wir miissen jetzt nur noch eine spezielle (,,partikuliare”) Losung der inhomogenen
Gleichung ' + ay = q(z) finden. Ein bewihrtes Verfahren ist die ,,Variation der
Konstanten“. Man setzt die zu findende Losung y, in der Form

an, also in der Gestalt der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung, aber mit
einem von x abhéngigen Koeffizienten. Dann erhélt man:

¢(z) —a-Clx)e™™ = y,(z)
= (C'(x) —a-C(x)) e .

Diese Gleichungen sind nur zu erfiillen, wenn C’(x) = ¢(x) - €*® ist, also

C(x) = /q(t)e“t dt.
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Ist etwa ¢(x) iiberall definiert, so erhalten wir als Losungsvorschlag

yp(z) = (/ q(t)e™ dt> ce
0
Differenzieren zeigt, daf y, tatséchlich eine Losung ist.
Wir testen das Verfahren am Beispiel der DGL ¢/ + 5y = 22

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist y,(z) = C - e75%. Eine parti-
kuldre Losung der inhomogenen Gleichung ist

yp(x) = </Ox t2e dt) e

Das Integral kann man durch partielle Integration berechnen, oder durch einen An-
satz fiir die Stammfunktion in der Form (ax? + bz + ¢)e®*. Man erhilt dann

1., 2 2

yp(x) = g(fc TETT 2*5)-

Bevor wir nun den allgemeinen Fall behandeln, miissen wir uns mit der Frage der Ein-
deutigkeit der Losung befassen.

Nullstellen von Funktionen mit beschrinktem Wachstum

Sei I C R ein Intervall, f: I — C differenzierbar und | f'(t) | < C-| f(t) |, mit einer
Konstanten C' > 0.

Ist f(to) =0 fir einty € I, so ist f(t) =0.

BEwEIS:  a) Wir betrachten zundchst den Fall: f reell und > 0, also auch f’ reell und
f<Cf.

Sei g(t) := f(t)e~“". Dann ist
Jt) = (f'{t) = C- f{t)e " <0,
also g monoton fallend.

AuBerdem ist g(tp) = 0, denn es ist ja schon f(ty) = 0.

Fiir ¢t > to muf} also g(t) < 0 sein. Daraus folgt, dafl auch f(¢) < 0 fir t > ¢, ist, und
wegen der Zusatzannahme f > 0 bedeutet das, dal f(t) = 0 fiir ¢ > ¢ ist. Und mit einem
ghnlichen Argument folgert man, dafl das auch fir ¢ < ¢, gilt.

b) Ist f beliebig, so setze man h := ff. Das ist eine reellwertige Funktion > 0, und es ist
|h'] = |f7+f7| <2-|ffl<2C-|ff|= Konstante - | h|.

Mit (a) folgt nun, dal h(x) = 0 ist, also auch f(z) = 0. []
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Eindeutigkeit der L6sung
f1, fo € C™(I) seien Ldsungen einer DGL

Y™ + oy + o+ ay + agy = q(x)

auf dem Intervall I, und es sei fl(k) (to) = fz(k)(to) firk=0,1,2,...,n — 1 und ein
spezielles tg € 1.

Dann ist fi = fs.

n—1 n—1 7
BEWEIS:  Wir verwenden die Funktion g := ) | f®) 7 = > FEFR) mit f = fo — f1.

k=0 k=0
Dann ist g differenzierbar, und es gilt:
n—2 . 7
g’ — Z(f(k)f(kJrl) + f(k+1)f(k))
k=0
+ f(nfl)ﬁ_i_ f(n)f(nfl),
wobei f(™ = —q, 1 f ) — . —aif — aof ist.
Da | f®| < Vg ist, fir k=0,...,n —1, ist
n—1
[g'[<2((n—1)g+ > lailg)=C-|gl,
i=0
n—1
mit der Konstanten C' :=2((n — 1) + Y _|a;]) > 0.
i=0
Auflerdem ist g(tp) = 0. Also muf} g(¢) = 0 und damit auch f(t) = 0 sein. Aber das
bedeutet, dafl f; = f5 ist. []

Nun folgt:

Die Dimension des Losungsraumes

Ist p(x) ein normiertes Polynom n-ten Grades und L := p(D) : C*(I) — C°(I) der
zugehorige Differentialoperator tiber einem (offenen) Intervall I, so ist

dimc Ker (L) < n,

d.h., es gibt hichstens n tber C linear unabhdngige Losungen der homogenen Diffe-
rentialgleichung L[ f] = 0.

BEWEIS:  Sei ty € I beliebig und £(0) := Ker (L) der Losungsraum der homogenen
DGL. Die Abbildung A : £(0) — C" mit

A(f) = (o), ' (to); -, f D (t0)),



§7 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 177

die jeder Losungs-Funktion einen vollstdndigen Satz von ,, Anfangsbedingungen® im Punkt
to zuordnet, ist linear, und nach dem Satz {iber die Eindeutigkeit der Losungen ist sie auch
injektiv. Also ist Ker (A) = {0}.

Wir nehmen nun an, es gibt n+ 1 linear unabhéngige Losungen f1, ..., f,i1 in £(0). Dann
kann man eine lineare Abbildung

B:C"t -

definieren, durch

B(Ch e 7Cn+1) = A(lel + e Cn+1fn+1)-

Ist B(c) =0, soist A(cifi + -+ cny1fnr1) = 0. Da Ker (A) = {0} ist, folgt:

cifi+ - Cngifayr = 0.

Und da die n + 1 Funktionen linear unabhéngig sind, mufl ¢; = ... = ¢,41 = 0 sein. Das
bedeutet, dafl Ker (B) = {0} ist, also

dimIm (B) = (n+ 1) —dimKer (B) =n + 1.

Aber das ist unmoglich, weil Im (B) im C" enthalten ist. ]

Wir werden spéter sehen, daf sogar die Gleichheit gilt: dim(£(0)) = n. Um das zu zeigen,
reicht es nun aus, n unabhéngige Losungen zu konstruieren.

Wir brauchen noch ein paar Ergebnisse iiber das Rechnen mit Differentialoperatoren.

Vertauschbarkeit von Differentialoperatoren

Sind p1, ps zwet normierte Polynome, so ist

(p1 - p2)(D) = p1(D) 0 pa(D) = p2(D) o p1(D).

BEwEIS:  Die Formel ist einfach nachzurechnen. Es liegt daran, dal DP DY = DIDP =
DP+4 ist, und an der Tatsache, dafl die Koeffizienten konstant sind. ]

Bei nicht-konstanten Koeffizienten geht’s iibrigens schief:

Ist Ly = sin(z)D und Ly = e“ D, so ist
(L1 o Ly)[f] = sin(x)D[e® f'] = sin(z) - (c- e f'+ e f) = (sin(z)e“ D* + csin(z)e“ D)|[f]
und

(Ly o Ly)[f] = e“*Dlsin(z) f'] = e“*(cos(z)f +sin(z)f") = (sin(z)e® D? + cos(x)e™ D)[f].
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p(D)[f] in speziellen Fillen
1. Fiir X € C ist p(D)[e*] = p()\) - e .
2. Ist f € C*(I) beliebig und \ € C, so ist

(D= NH[f -] = [0 .

3. Ist f # 0 ein Polynom vom Grad r und A € C keine Nullstelle von p(x), so
gibt es ein Polynom g vom Grad r, so daf$ gilt:

4. Ist f = g+ jh, p(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und p(D)[f] = 0,
s0 ist auch p(D)[g] = 0 und p(D)[h] = 0.

BEWEIS: 1) Es ist D¥(e?®) = \* . . Diese Regel iibertriigt sich sofort auf Differen-
tialoperatoren der Gestalt

D”+an_1Dn_1—|—~--—|—a1D+ao.
2) Es ist
(D_)\)[fe)\m] — f/-eAz—f—f')\'@)\Z—)\'f'B)\x

— f/ . eA:E
Ein trivialer Induktionsbeweis liefert die Behauptung.

3) Man kann das Polynom p(x) nach Potenzen von z — A entwickeln:
p(x) = bz — N)" + by (z— N+ bz — N) + bo.

Dabei ist b, = 1 und by = p(\) # 0. Wegen der Vertauschbarkeit von Differentialoperato-
ren ist dann auch

p(D) =by(D = N)" 4+ by (D —N)"" o by (D — \) + bo.
Nun folgt:
PO ] = 30D~ N If(w) ¢
_ an%)bkf(k) (2) - )

f (k)(x) ist ein Polynom vom Grad < r — k. Der Term 2" taucht nur in dem Summanden
bo - fO(z) = by - f(z) auf, und weil by # 0 ist, hat das Polynom

(@) = 3 s (o)
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den Grad r.

4) Ist L := p(D), so ist L[g + jh] = L[g] + jL[h], mit Realteil L[g] und Imaginérteil L[A].
Ist nun Llg + jh] = 0, so muB L]g] = 0 und L[h] = 0 sein. ]
Die Unabhingigkeit von eM? ... eM?,

Die Zahlen Ay, ..., A\, € C seien paarweise verschieden, und fi(x),..., f(x) seien

Polynome mit
fi() - N ot f(a) - =0,

Dann st fi=...= f. =0.

BeEwers:  Wir fithren Induktion nach r.
Ist fi(z) - eM® =0, so muB f; = 0 sein, weil eM? > 0 fiir jedes x ist.
Sei nun r > 2, und die Behauptung fiir » — 1 bewiesen. Es sei

file) - M+t foln) e =

Wir wenden den Differentialoperator (D — \,)* auf die Gleichung an, und zwar mit einem

k > grad(f,(x)). Es ist
(D =) () - M) = fP(@)-eM* =0

T

und (D — \)¥[fi(z) - M) = gi(z) M, firi=1,...,r — 1,
mit Polynomen g¢;(x) mit grad(g;) = grad(f;) fiir i =1,...,7 — 1. Also ist
gi(x) - eMT 4 gy () e = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung mufl dann ¢, = ... = g,_1 = 0 sein, also auch f; = ... =
fr—1 = 0. Dann ist selbstverstéindlich auch f, = 0. ]

Jetzt konnen wir ein ,, Fundamentalsystem® von Losungen der DGL p(D)[f] = 0 angeben,
d.h. eine Basis des Losungsraumes.

Das Fundamentalsystem von p(D)[f] = 0.
Sei p(x) das charakteristische Polynom der homogenen DGL

y™ +a, 1y 4 Fay +ag = 0.

Sind M1, ..., N\ die paarweise verschiedenen Nullstellen von p(z) in C, mit Vielfach-
heiten kq, ..., k., so bilden die Funktionen
e miti=1,...,rundv=0,... k —1,

ein Fundamentalsystem von Lésungen der Differentialgleichung.

Insbesondere hat der Losungsraum die Dimension ki + --- + k, = n dber C.
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BEWEIS: 1) Wir zeigen zunéchst, dafl die angegebenen Funktionen tatséchlich Losungen
sind. Ist A eine Nullstelle von p(z) mit der Vielfachheit k, so gibt es ein Polynom ¢(z)
vom Grad n — k, so daBl p(z) = ¢(z) - (z — \)¥ ist. Und wegen der Vertauschbarkeit der
Differentialoperatoren ist dann auch

p(D) = g¢(D) o (D = \)*.
Aber weil A = \; fiir ein ¢ € {1,...,r} ist, folgt

p(D)a"e**] = (D)o (D - A) a” - M
= g(D)[()®) - ¥ =0

firv=0,...,k — 1.

2) Nun miissen wir noch sehen, dafl die Losungen linear unabhingig sind. Da wir die
Funktionen mit zwei Indizes versehen haben, miissen wir das auch bei den Koeffizienten
tun:

roki—1 ki—1
Sei Z Z ci, ,x’e’® = 0. Dann setzen wir filx Z ¢’ fir i = 1,...,r. Das sind

=1 v=0 v=0
alles Polynome, und wir haben

fi(@)-eM" 4+ 4 fro(z) - e =0,

Also muBl f; = ... = f, = 0 sein. Aber ein Polynom ist nur dann das Nullpolynom,
wenn alle seine Koeffizienten verschwinden. Damit ist ¢;,, = 0 fiir alle 4 und v, und die
Losungsfunktionen sind linear unabhingig. []

Bemerkung: Wir sind eigentlich an reellen Losungen interessiert. Sind alle Nullstellen
A1, ..., A\ des charakteristischen Polynoms reell, so ist alles in Ordnung. Hat p(z) reelle
Koeffizienten und ist A = o + j3 eine komplexe Nullstelle, so ist auch X eine Nullstelle,
und es gilt:

e = e*(cos
eocai

c
(cos

(Bz) + j sin(Bz)),
(Bz) — jsin(fz)).

Az

Also kénnen wir die komplexen Losungen z”e”* und 27e* durch die linear unabhéngigen

reellen Losungen
x”e™ cos(fz) und x"e* sin(fx)

ersetzen.
Beispiel :
Wir betrachten die homogene lineare DGL 2. Ordnung
y" + 2ay’ + by = 0,

mit reellen Koeffizienten und der Anfangsbedingung y(0) = 1 und ¢'(0) = 0.
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Das charakteristische Polynom ist p(z) = 22+ 2az +b. Die Nullstellen der Gleichung
p(z) = 0 sind gegeben durch

—2a ++4a? — 4b
T = a a4 :—aj:\/z,

2

mit A :=a® —b.
1. A > 0. (starke Ddmpfung)

Dann ist p(z) = (x — A)(z — Ag), mit {\, Ay} = {—a £ V/A}. Die allgemeine
Losung hat die Gestalt
y(x) = c1e™M® + e,

Dann ist ¢/ (z) = c; A\ eM® + cM0e*2%, und das Einsetzen der Anfangsbedingun-
gen ergibt
c1+cy = 1 und Cl)\l -+ 02)\2 = 0.

Also ist ¢ =1 — ¢y und ¢1 A\ + (1 — ¢1) A2 = 0 Die gesuchte Losung hat deshalb

die Gestalt 1

TN
2. A = 0. (kritische Ddmpfung)

y(z) (AgeM® — \je?2?).

Dann besitzt p(x) die zweifache reelle Nullstelle —a. Also hat die allgemeine
Losung die Gestalt

y(x) = (¢1 + com)e .
Wegen /() = (co — a(cy + cax))e™** ergeben die Anfangsbedingungen:
ci =1und ¢y —acy =0, also c; = a.
Die gesuchte Losung hat die Gestalt
y(z) = (1 4+ ax)e *".
3. A < 0. (schwache Dampfung)

Setzt man w := /—A und A := —a+ jw, so hat p(r) die komplexen Nullstellen
A und A. In diesem Fall hat die allgemeine Losung die Gestalt

y(zr) = e (¢ cos(wx) + cosin(wx)).
Dann ist

v () = —ae (¢ cos(wr) + cosin(we))
+ e (—wey sin(wr) + wey cos(w))

= e Y[(cow — acy) cos(wz) — (acy + wey) sin(wz)].
Die Randbedingungen ergeben

a
c1 =1 und cow —ac; =0, also co = —.
w
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Das fiihrt zu der Losung

y(x) = e *(cos(wx) + gsin(wx)).

Man kann sie umformen zu einer gedampften Schwingung

y(x) = Ae”“sin(wz + ).

Es bleibt noch das Problem, eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL
y(n) + an_ly("_l) + e+ ary -+ agp = q(x)

zu finden.

Man kann auch in diesem allgemeinen Fall mit der Methode der Variation der Konstanten
arbeiten, aber in der Praxis ist das oft schwer durchfiihrbar. In gewissen Féllen kann man
stattdessen die partikuldre Losung durch einen direkten Ansatz finden. Wir werden uns
hier auf solche Fille beschréanken.

Partikulédre Losung durch Ansatz

Sei p(x) ein normiertes Polynom (mit reellen Koeffizienten), L := p(D). Die DGL
Lly] = f(z)e* mit einem Polynom f(x) vom Grad s besitzt eine partikulire Lésung
yp(z) = g(z)e*, mit einem Polynom g(z) und folgenden Eigenschaften:

1. Ist A keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms p(x), so hat auch g(x)
den Grad s.

2. Ist X eine m—fache Nullstelle von p(x), so hat g(z) den Grad m + s.

BEWEIS:  Sei A\; eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Dann enthélt p(D)
einen Faktor der Gestalt (D — A\g). Nun ist

(D = Ao)lg(@)e™] = (¢'(x) + A~ g(z) = A - g(2)) - €.

Ist A = Ak, so wihle man g(x) so, dal ¢'(z) = f(x) ist. Der Grad von ¢ mufl dann s + 1
betragen. Ist A sogar eine m—fache Nullstelle, so iteriert man das Verfahren.

Ist A # Mg, so mufl man g(z) so wihlen, dafl
g'(@) + (A=) g(x) = f(z)

ist. Zur Abkiirzung setzen wir p = A — X\g. Ist f(x) = ) bz
i=0

‘) so setzen wir g(z) mit

unbestimmten Koeflizienten an: )
g(z) =Y a;x’.
i=0
Dann ist

g' () + pg(x) = (a1 + pag) + (2as + pary)a + - - + (sa + pas1)r*" + paya®.
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Damit ¢'(z) + p - g(z) = f(z) ist, muB also gelten:
poas = b,
S-as+p-as—1 = bs—la
2captp-a; = b
und a;+pu-ay = bg.
Dieses lineare Gleichungssystem kann man sehr leicht nach ag, a1, ..., a1, ag auflésen.

Ist
L=(D—-X)"o(D—X)™o0...0(D—\)™,

so wende man das gewonnene Ergebnis mehrfach an.

Beispiele:

1. Zur DGL " — y = (3 + 2z + z%)e® gehort das charakteristische Polynom p(z) =
2 —1=(z—1)(z+1). Also ist {e*,e "} ein Fundamentalsystem fiir die homogene

Gleichung.

Die Inhomogenitét hat die Gestalt f(x)e”, mit dem quadratischen Polynom f(z) =
3+2x+22. Da 1 eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, gibt es
eine partikuldre Losung der Gestalt y,(x) = g(x)e®, mit einem Polynom g(x) vom

Grad 2+ 1 = 3. Um ¢ zu bestimmen, gehen wir wie im obigen Beweis vor.

Zunéachst suchen wir ein Polynom h(z) mit A’ = f. Offensichtlich ist
2 L 3y 2
(Bx 4+ +§x ) =3+ 2z + 2.
Setzen wir h(z) := 3z + 2 + 32°, so ist

(D - Dh(2)e’] = f(a)e”

Nun miissen wir noch ein Polynom g(x) = ag + a1x + asx?® + azx® finden, so dafl
(D+1)[g(x)e*] = h(x)e” ist, also ¢ (x)+p-g(z) = 3z+a?+523 mit p = 1—(—-1) = 2.

Das fiihrt auf das Gleichungssystem

2-as

2-as+3-as
2-a1+2-as
2-a0+1-aq

O W =Wl
|

fiir die Koeffizienten a;. Die Auflésung ergibt

5 D 1 1
g(x) = —3 + 1 + 1x2 + gx?’.

Einsetzen zeigt, dafl g(z) - e* tatséchlich die DGL 16st:
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Ist ndmlich y,(z) := g(x) - e* = (=2 + 3z + 12 4 $2%)e”, so ist
5 1 1
vp(@) = ypl@) + (] + 5+ 5a¥)e”
" ) 1 1 2\ @ 1 T
und y,(z) = yp(x)+ 2(1 UPLREST )e* + (5 + x)e
= yp(z) + (34 21 + 2?)e”,
also ) (x) — yp(x) = (3 + 22 + 2%)e”.
2. In der Praxis wird man wohl nicht wie oben in mehreren Schritten vorgehen, sondern

man wird sofort g(x) mit unbestimmten Koeffizienten anzusetzen und in die DGL
einsetzen. Ein Koeffizientenvergleich fiihrt dann zum gewiinschten Ergebnis. Wir
wollen auch diese Methode an einem Beispiel ausprobieren.

Das charakteristische Polynom der DGL 4" + 3y” + 3y’ + y = xe ™ ist
p(x) =2 +32°+3z+ 1= (z+1)°
x = —1 ist dreifache Nullstelle von p(x), das bedeutet, daf die drei Funktionen
file) =€, fole) =ze™ und fy(z) =2’

ein Fundamentalsystem bilden.

Die Inhomogenitéit hat die Form f(x)e* mit f(z) = x und A = —1. Da \ dreifa-
che Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, machen wir fiir die partikulére
Losung den Ansatz

yp(r) = g(x)e™,  mit g(z) = ax’ + br® + cx® + dx +e.
Dann gilt:

yp(@) = (g'(x) = g(a))e™,

yy(@) = (¢"(x) —2¢'(x) + g(z))e"

und y'(@) = (g"(x) = 39" (x) +3¢'(x) = g(x))e ",
)

also v () + 3y, () + 3y, (z) + yp(x) = g" (v)e™".

Nun ist ¢'(x) = 4az3+3bx*+2cx+d, ¢"(z) = 12a2*+6bx+2c und ¢" (z) = 24ax+60b.
Setzt man das ein, so erhélt man die Bedingungsgleichung

24ax + 6b = x.

1
Der Koeffizientenvergleich liefert « = — und b = 0. Die Koeffizienten ¢ und d

tauchen gar nicht auf und kénnen daher = 0 gesetzt werden. Als partikuldre Losung
ergibt sich

—T

1
ple) = oot e

Die Probe zeigt, dafi das richtig ist.

Die allgemeine Losung lautet nun

1
y(z) = (c1 + cor + c3a® + ﬂm‘l)e_m.
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Hat die rechte Seite z.B. die Gestalt f(x)e’ cos(wz) oder f(z)e  sin(wz), so mufl man
es mit einer anderen Methode versuchen:

Zusammengesetzte Inhomogenititen

1. Sind die Funktionen y; Lésungen der DGLn p(D)[y] = fi(x), so ist y =
11 + -+ CrYr L(jSUTLg der DGL p(D)[y] = lel(x) +- 4+ Crfr(x)'

2. Hat p(x) reelle Koeffizienten und ist Y =y, + jya Losung der DGL p(D)[y] =
fi(x) + jfo(z), so ist y1 Losung der DGL p(D)[y] = fi.

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) Hat p(x) reelle Koeffizienten, so ist p(D)[y1 + jyo] = p(D)[11] + jp(D)[yo]. Ist dieser
Ausdruck = fi(x) + jfo(z), so muBl insbesondere p(D)[y1] = fi(x) sein. ]

Beispiel :

Wir betrachten die DGL y” + 4y = z* + 5 cos(2z). Das charakteristische Polynom
zur DGL ist
p(x) = 2" +4 = (v +2j)(z — 2j).

Also bilden die beiden Funktionen fi(z) = cos(2z) und fy(x) = sin(2x) ein Funda-
mentalsystem fiir die homogene Gleichung.

Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL suchen wir jeweils partikulére
Losungen fiir die beiden DGLn y” + 4y = 2? und y” + 4y = 5 cos(2z). Die Summe
ist dann die gesuchte spezielle Losung.

Fiir die DGL y” + 4y = 2 machen wir den Ansatz y,(x) = az? + bz + c. Einsetzen
2

und anschliefender Koeffizientenvergleich liefern y,(z) = 322 — £.

Bei der DGL y” 4 4y = 5 cos(2z) gehen wir folgendermafien vor:

Statt fiir die vorliegende DGL suchen wir zunéchst nach einer partikuldren Losung
fiir die DGL y” + 4y = 5e3?®. Deren Realteil ist dann die gesuchte partikulire
Losung der Ausgangsgleichung. Da 2j Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist,
machen wir den Ansatz y,(z) = cze®*. Einsetzen in die DGL und anschliefender
Koeffizientenvergleich liefern y,(z) = —2jze*®. Damit ist y,(z) = Re(y,(2)) =
2xsin(2x) eine spezielle Losung der DGL y” + 4y = 5 cos(2z).

Die allgemeine Losung der DGL y” + 4y = 2% + 5 cos(2z) ist nun insgesamt

1 1 5
y(x) = ZxQ ~3 - 2% sin(2z) + ¢; cos(2x) + o sin(2x).



