Kapitel 1

Funktionentheorie

81 Holomorphe Funktionen

Wir kennen schon den Korper C der komplexen Zahlen (Teil A, Kapitel I, §6) und haben
einiges iiber die Geometrie von C gelernt (Teil A, Kapitel IV, §1). Insbesondere wissen wir,
was Konvergenz und Stetigkeit in C bedeutet, und wir haben auch schon einige Beispiele
von komplexen Funktionen kennengelernt:

1. Komplexe Polynome: p(z):= a,z" + -+ a1z + ao.

p(z) ist auf der gesamten komplexen Ebene definiert und stetig, und es gilt der
Fundamentalsatz der Algebra. Ist p(z) nicht konstant, so hat p(z) wenigstens eine
Nullstelle in C. Insbesondere zerfillt jedes komplexe Polynom in Linearfaktoren.
Tritt ein Linearfaktor (z — ¢) in der k—ten Potenz auf, so sagt man, p(z) hat in ¢
eine k-fache Nullstelle (oder eine Nullstelle mit der Vielfachheit k). Ist a,, # 0, also
deg(p) = n, so besitzt p genau n Nullstellen, vorausgesetzt, man z&hlt sie alle mit
ihrer Vielfachheit.
p(2)

2. Rationale Funktionen: R(z):= @, mit Polynomen p und gq.
Da p(z) und ¢(z) beide in Linearfaktoren zerfallen, kann man so lange kiirzen, bis
Zéhler und Nenner keine gemeinsame Nullstelle mehr haben. Wir nehmen an, daf3 p
und ¢ schon selbst diese Eigenschaft besitzen. Dann nennt man jede Nullstelle des
Nenners ¢(z) eine Polstelle der rationalen Funktion R. Offensichtlich ist R(z) aufler
in den endlich vielen Polstellen iiberall auf C definiert und stetig.

3. Eine spezielle Klasse von rationalen Funktionen bilden die (gebrochen) linearen

Transformationen:

b
T(z) = azj—_d’ mit ad — be # 0.

cz
Ist ¢ =0, so ist T eine affin-lineare Funktion, also ein Polynom vom Grad 1.

Ist ¢ # 0, so setzt sich T folgendermaflen zusammen:
T(z) =Ty0l0T(z),

mit den affin-linearen Funktionen
bc — ad

Cc

Ti(z)=cz+d und Tyh(w):=Aw+ B (mit A= und B = g)
¢

und der Inversion

w:I(u):i.
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I hat eine einzige Polstelle bei u = 0, also hat T' eine einzige Nullstelle bei z =
d
(1)7(0) = ==

4. Kompleze Potenzreihen:  f(z) = c¢,(z —a)™.
n=0

Zu einer solchen Potenreihe gehdrt der Konvergenzradius R. Im Innern der Kreis-
scheibe Dg(a) = {2z € C | |z —a| < R} konvergiert f(z) absolut und gleichmafig
(gegen eine stetige Funktion), auflerhalb von Dg(a) divergiert die Reihe. Dabei soll
hier mit der Redeweise ,,im Innern® gemeint sein: auf jeder abgeschlossenen Kreis-

scheibe D,(a) C Dg(a).

c
Wenn fast alle ¢, # 0 sind und der Grenzwert lim | — | existiert, dann stimmt
n—oo " ¢,

dieser Grenzwert mit dem Konvergenzradius R iiberein. Ist co = 0 fiir alle k, aber
Cok+1

Cory1 7 0 fur fast alle k, so stimmt lim | | mit R? iiberein, und das gilt auch,

n—o0 C2k+3
wenn die Koeffizienten mit ungeraden Nummern verschwinden und der Limes fiir

die geraden Nummern existiert.
Wichtigstes Beispiel ist die komplexe Ezponentialfunktion

OOZTL

exp(z) = ) —.
= n!

Sie steht iiber die Eulersche Formel in Beziehung zur reellen Exponentialfunktion
und zu den reellen Winkelfunktionen:

exp(z + jy) = €* - (cosy + jsiny).

Daraus kann man ablesen, dafl die komplexe Exponentialfunktion periodisch ist, mit
der Periode 27j. Auf der reellen Achse (wo y = 0 ist) stimmt sie mit der reellen
Exponentialfunktion iiberein.

Im iibrigen konnen auch rationale Funktionen als Grenzwerte von Potenzreihen
auftreten, wie man am Beispiel der geometrischen Reihe sieht:

> 1
> M= ——, fir|z| <Ll
= 11—z

Zunéchst einmal wollen wir das Problem mit dem Konvergenzradius noch etwas besser in
den Griff bekommen:

Erinnern wir uns: Ist (z,) eine Folge von komplexen Zahlen, so heifit eine komplexe Zahl
2o Héiufungspunkt von (z,), wenn in jeder Umgebung von z, unendlich viele Folgeglieder
z, liegen.

Beispiele :

1. z, :=(=1)" hat die Haufungspunkte —1 und +1.
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1 firn=0,4,...
2.z, =j" = j firn=1,5,.. hat 4 Haufungspunkte
A -1 firn=2,6,... '
—j firn=3,7,...

Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie exakt einen Haufungspunkt besitzt.

Definition.

Ist (a,) eine reelle Folge, so heifit der groBte Haufungspunkt dieser Folge der Limes
superior von (a,), in Zeichen:  lim a,,.

Beispiele :

1. m (—1)" = 1.

— 1
2. im[(-1)"+ (83— =) =4.
n
I.1.1 Formel von Cauchy-Hadamard. Sei f(z) = > cu(z — a)" eine kompleze
n=0

Potenzreihe und ¢ := lim {/| c, |.

Dann gilt fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe:

1
1. Wenn c eine endliche Zahl > 0 ist, dann ist R = —.
c

2. Wenn ¢ = oo 1ist, dann ist R = 0.

3. Wenn c =0 ist, dann ist R = oo.

BEwEIs:  O.B.d.A. sei a = 0. Das Konvergenzverhalten hangt nur von den Koeffizienten
ab, nicht vom Entwicklungspunkt.

1) Essei 0 < ¢ < 0.

1
a) Wir wihlen eine reelle Zahl r > 0 so, dafi — > ¢ ist. Das ist stets moglich: Ist ¢ = 0, so
r

1
kann r beliebig gewéhlt werden. Ist ¢ > 0, so mufl man r zwischen 0 und — wihlen.
c

Da ¢ der grofite Haufungspunkt der Folge ({/] ¢, |) ist, mufl dann gelten:

1
len| < =, fiir fast alle n,
r
also e, |r" < 1 fiir fast alle n.

Fiir | z| < r ist demnach

z z
lenz™ | = Jear™ [ [ =" <[ =%,
r T



§ 1 Holomorphe Funktionen 473

wobei ¢ := |E| eine reelle Zahl mit 0 < ¢ < 1 ist. Also wird die Potenzreihe in D,.(0)
T

durch eine geometrische Reihe majorisiert und ist konvergent. Damit mufl R > r sein,

und da r beliebig war, mufl sogar R > — sein (im Falle ¢ > 0) bzw. = oo im Falle ¢ = 0.
¢

1 1
b) Ist ¢ > 0, so wihlen wir noch eine beliebige Zahl s mit — < s < co. Dann ist ¢ > —,
c s

1
und es gibt unendlich viele n mit {/| ¢, | > —. Aber dann ist auch
5

| ¢, |s™ > 1 fiir unendlich viele n.
Das bedeutet, daf§ die Potenzreihe fiir | z| = s nicht konvergieren kann. Also ist R < s

1 1
und — weil s beliebig war — sogar R < —. Mit (a) folgt daraus, daf§ R = — ist.
c c

2) Ist ¢ = o0, so ist die Folge {/|c, | unbeschriankt, und damit auch fiir beliebiges r > 0

die Folge r{/|¢,|. Es folgt, dafl dann auch r"|¢, | unbeschriankt ist. Damit kann die

Potenzreihe fiir kein z # 0 konvergieren, es ist R = 0. ]
Ist f(z) = ) ana™ eine reelle Potenzreihe, so kann man f auch als komplexe Reihe
n=0

auffassen, und ihr Konvergenzradius im Reellen stimmt mit dem im Komplexen iiberein.
Das liefert weitere Beispiele komplexer Funktionen, etwa

: B G VA o
sin(z) = Zmz

=0

E

= (=8
und  cos(z) = Y (Zk)!z :

-
[e=]

Wir wollen nun lernen, mit dem Unendlichen zu rechnen. Dazu ergénzen wir die komplexe
Zahlenebene um ein weiteres Element ,,00%, das selbst nicht zu den Zahlen gehért:

C :=CuU {oo}.

Anschaulich stellen wir uns vor, daf§ der Punkt oo weiter vom Nullpunkt entfernt ist als
jede komplexe Zahl. Daher sagen wir:

Definition.

Eine Teilmenge U C C heifit Umgebung von oo, falls gilt:

1. o€ U.
2. Esgibteinr > 0,sodaB {z € C||z|>r} CU ist.

Zur Erinnerung: Eine Teilmenge U C C heifit Umgebung einer komplexen Zahl z;, wenn
eseine > 0gibt,sodaB {z € C| |z — 2| <e} C U ist.

Der Umgebungsbegriff verschafft uns eine geometrische Struktur auf C. Bevor wir das
néher untersuchen kénnen, miissen wir etwas aus der Mengenlehre nachholen:
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Sind A und B zwei beliebige Mengen, so ist

AUB = {x|z€ Aoderzc B}
und ANB = {z|x€ Aundzx € B}.

Sind Ay, As, ..., A, irgend welche Mengen, so ist

AjUAU...UA, = {x]|x€ A oderz e Ay oder ... oder z € A,}

{z| Jie{l,...,n} mit x € A;}

und A;NAsN...NA, = {z|z€A undz € Ayund ... und z € A,}
= {z|xeAfiralleiec{l,...,n}}.

Manchmal ist es notwendig, unendlich viele Mengen zu vereinigen oder miteinander zu
schneiden. Man versieht die Mengen (wie bei endlichen Systemen) mit einem Index, und
die Indexmenge kann nun eine beliebige Menge sein.

Sei also ein System von Mengen A;, ¢ € I, gegeben. Dann definiert man:

U4 = {z]| Jielmitzed}
icl

und (4 = {z|zeAfirallei e I}.
icl

Ein System von Mengen (A;);cr heiit endlich, wenn I eine endliche Menge ist. Es heifit
abzihlbar, wenn I = N ist. Ist das System weder endlich noch abzéhlbar, so nennt man es
tiberabzdhlbar.

Jetzt kehren wir zur geometrischen Struktur von C zuriick:

Definition.
Sei M C C eine Teilmenge.

1. Ein Punkt 2y € M heif3t innerer Punkt von M, falls es eine Umgebung von zj
gibt, die ganz in M enthalten ist. (Dabei kann auch zy = oo sein)

2. Die Menge M heifit offen in C, falls jeder Punkt von M ein innerer Punkt ist.
Das System aller offenen Mengen in C besitzt folgende Eigenschaften:
T1 Die leere Menge ist offen.
T2 C ist offen.
T3 Sind M, ..., M, offene Mengen in C, so ist auch M; N...N M, offen in C.

T4 Ist (M;)er ein beliebiges System von offenen Mengen in C, so ist auch U M; offen
iel

in C.
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Die Mathematiker sagen nun:

Ist X irgend eine Menge, zusammen mit einem ausgezeichneten System von Teilmengen,
das die Eigenschaften T1 — T4 besitzt, so heifit X ein topologischer Raum, und die aus-
gezeichneten Teilmengen werden offene Mengen genannt. Beispiele sind R, R”, C und C.
Man kann viele Sétze iiber abstrakte topologische Rdume beweisen, die dann natiirlich
fiir alle Beispiele gleichzeitig gelten.

Wir fithren weitere Begriffe fiir C ein, die man so auch bei allen anderen Beispielen
topologischer Rdume benutzt, die bei uns vorgekommen sind:

Definition.

Eine Folge von Punkten (z,) in C konvergiert gegen einen Punkt zy, wenn in jeder
Umgebung von zj fast alle Folgeglieder liegen.

Ein Punkt zy € C heiit Randpunkt einer Menge M C C, wenn es eine Folge (z,) in
M und eine Folge (w,) in C\ M gibt, die beide gegen 2, konvergieren.

Eine Menge M C C heifit abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte enthélt.

Man kann zeigen, dafl eine Menge genau dann abgeschlossen ist, wenn ihr Komplement
offen ist. Daher gilt:

Al Ganz C ist abgeschlossen.
A2 Die leere Menge ist abgeschlossen.

A3 Sind M, ..., M, abgeschlossene Mengen in C, so ist auch M;U. . .UM, abgeschlossen
in C.

A4 TIst (M;);er ein beliebiges System von abgeschlossenen Mengen in C, so ist auch
() M; abgeschlossen in C.

iel
Zum Beweis benutzt man folgende Aussage aus der Mengenlehre:

Ist (M;);e; ein System von Teilmengen einer , Grundmenge“ X und bezeichnet man fiir
jede Teilmenge T' C X das Komplement X \ 7' mit 7", so ist

() - ma () - o

iel iel i€l iel

Wie iiblich bezeichnet man die Menge der inneren Punkte einer Menge M C C mit ]\04
und die Menge der Randpunkte mit M. M := M U OM heifit abgeschlossene Hiille von
M.

Wir geben nun eine anschauliche Deutung des Raumes C:
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Sei S :=5%={(z,h) e CxR||z|°+h*=1},n:=(0,1) € S der ,Nordpol“. Dann wird
die stereographische Projektion ¢ : S\ {n} — C folgendermaflen definiert:

Ist x = (2,h) € S\ {n}, so trifft der Strahl, der von n ausgeht und bei x die Sphére S
durchstoBt, im Punkt ¢(x) die komplexe Ebene:

Ist w = p(z, h), so liegen w und z auf dem gleichen Strahl in C, der von 0 ausgeht. Also
mufl w = Az sein, mit einem reellen Faktor A > 0.

Wir unterscheiden zwei Félle: Ist h > 0, so ist z # 0, A > 1, und nach dem Strahlensatz
besteht das Verhéltnis
h:l=|w—z|:|w|.

A—1 1
N und daher A = T
Ist =1 < h < 0, so ist ebenfalls z # 0 und 0 < A < 1, und man kommt zum gleichen
Ergebnis. Schlieflich ist ¢(0, —1) = 0. Somit ist die stereographische Projektion gegeben
durch

Also ist h =

1
1—h

90(27 h) =

- Z.

Diese Abbildung ist bijektiv! Ist ndmlich w = ¢(z, h) = - 2z, so gilt:

b
1—~h
z=tw(mitt €R), |z +h?=1und h < 1.

Das liefert die folgenden Bestimmungsgleichungen fiir ¢ und h:

—— =1 und B|w|P+h=1, (mit h < 1).
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Einsetzen fiihrt zu einer quadratischen Gleichung fiir h:
21+ |w]?) = 2h|w|* + (w|* = 1) =0.

Die Auflésung einer solchen Gleichung sollte inzwischen wohl jeder beherrschen. Es ergibt

sich:
_ 2w |w[2—1>
1
o (w) = , )
(w) (\w]2+1 \w|2+1

p und ! sind beides stetige Abbildungen, wobei man — genau genommen — die Stetigkeit
auf S erst einmal mit Hilfe der Folgenkonvergenz definieren miifite. Es ist aber anschaulich
klar, was gemeint ist.

Néhert sich x € S dem Nordpol, so wandert ¢(x) immer weiter ins Unendliche. Und
fiir eine Folge (x,,) auf S\ {n}, die gegen n konvergiert, strebt ¢(x,) in C gegen oo, in
dem Sinne, wie wir es oben definiert haben. Deshalb kann man sich S als ein Modell des
topologischen Raumes C vorstellen, und n verkérpert dabei den Punkt co. Zwar stimmen
im Modell die Entfernungen nicht mehr, und das wird um so schlimmer, je weiter man sich
vom Nullpunkt entfernt, aber man kann zeigen, dafl sogar die Winkel erhalten bleiben,
und vor allem bleiben alle Nachbarschaftsbeziehungen erhalten.

1 _
Wir wollen das Verhalten der Inversion /(z) := — auf C untersuchen:
2

Sei (z,) eine Folge in C, die gegen 0 konvergiert. Dann konvergiert auch r,, := | z,, | gegen

1
Null, und zu jedem R > 0 gibt es ein ng, so dal 0 < r, < = ist, bzw. — > R, fiir n > ny.
r

Aber das bedeutet, dafl es zu jeder Umgebung U von oo ein ng gibt,nso daB I(z,) € U
liegt, fiir n > ng. Also ist
1

lim — = oo.
z—0 2z

Konvergiert dagegen (z,) in C gegen oo, so ist (z,) in C eine unbeschrinkte Folge, und

da | z, | tiber alle Grenzen wichst, strebt gegen Null. Also gilt:

|Zn|

o1
lim — =0.
Z—00 z

Damit ist I eine stetige Abbildung von S nach S.

Definition.

Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifit in 2o € U komplex differenzierbar,

falls
o)t )= o)

Z—Z20 z — ZO

existiert und endlich ist.

f'(20) nennt man die (komplexe) Ableitung von f in z.
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Beispiel :
Sei f(z) := 2z". Dann ist

n—1
f(2) = flao) = 2" —2p = (z—20) - ) _2'25
=0
Also existiert ) — fz0) .
. Z)—J ko) _ . in—i—1 _ _n-1
i e DIEE A

0
f ist in zy komplex differenzierbar, mit f'(z) = nzy
Das sieht genauso aus wie im Reellen! Tatséchlich gibt es noch mehr Gemeinsamkeiten:

1.1.2 Satz. f,9 : U — C seien beide in zg € U komplex differenzierbar, a,b € C
seiren Konstanten.

1. a-f4+b-gund f-g sind ebenfalls in zy komplex differenzierbar, und es gilt:

(a-f+b-9)(2) = a-f(20)+b-9'(2)
und  (f-9)'(20) = ['(20)-9(20)+ f(20) - 9'(20)-

2. Ist g(zo) # 0, so ist auch noch g(z) # 0 nahe zo, f ist in zg komplex differenzierbar,
g
und es gilt:

<f>, (20) = f'(z0) - 9(20) — f(20) - gl(zo)‘
g

9(20)?

3. Ist f inwg := g(z0) komplex differenzierbar, so ist fog in zy komplex differenzierbar,
und es gilt:

(fo9)(20) = f'(wo) - g'(20)-

Der BEWEIS geht genauso wie im Reellen. Niitzlich ist dabei das folgende Differenzier-
barkeitskriterium:

1.1.3 Satz. Ser U C C offen, zg € U ein Punkt und f : U — C eine Funktion. Dann
sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist in zg komplex differenzierbar.
2. Es gibt eine Funktion A : U — C, so daf gilt:

(a) A ist in zy stetig.
(b) Fiir z € U ist f(z) = f(20) + A(z) - (2 — 20)-

BEWEIS:
1) Ist f komplex differenzierbar in zg, so definieren wir A durch
f(z) = [ (%)

A(z) == 7T %0
f'(z0) falls z = 2

falls z # 2
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Aus der Definition der komplexen Differenzierbarkeit folgt sofort, dafi A in z, stetig ist.
Auferdem ist A(z) - (z — 2z0) = f(2) — f(20) fur z # 2o, und fiir z = 2 ist die Gleichung

trivialerweise erfiillt.

2) Umgekehrt gebe es eine Darstellung von f in der gewiinschten Form, mit einer in 2
stetigen Funktion A. Dann ist

Az) = J(z) = J(z0) fir z # 2.

Z— 20
und daher existiert der Grenzwert

lim J(2) = /(z0) = A(zp).

Z—20 z — ZO

Definition.

Sei U C C offen, M C U eine Teilmenge und f eine auf U definierte komplexwertige
Funktion. Ist f in jedem Punkt von M komplex differenzierbar, so heift f auf M
komplex differenzierbar.

f heiit auf M holomorph, wenn es zu jedem Punkt z € M eine offene Umgebung
W gibt, so dal f auf W definiert und komplex differenzierbar ist.

Ist f auf M komplex differenzierbar, so liefert die Ableitung z — f’(z) eine neue Funktion
auf M.

Bemerkung: Ist f in 2y, aber auf keiner offenen Umgebung von zy definiert, so kann f
nach unseren Definitionen in zy komplex differenzierbar sein, nicht aber holomorph. Das ist
manchmal eine zu starke Einschriankung. Wir nennen f auch dann in zy holomorph, wenn
es eine offene Umgebung W (zy) und eine auf W komplex differenzierbare Funktion f gibt,
die auf dem Durchschnitt von W und dem Definitionsbereich von f mit f iibereinstimmt.
Man nennt fdann eine holomorphe Fortsetzung von f.

Beispiele:

1. Die Polynome p(z) = Zaizi sind auf ganz C komplex differenzierbar und dort
i=0
demnach auch holomorph.
2. Rationale Funktionen sind auf ihrem ganzen Definitionsbereich (also aulerhalb ihrer
Polstellen) holomorph.

3. Sei f(z) == | z|° = zz. Dann ist f(2) = f(0) + A(z) - (z — 0), wobei A(z) := Z stetig
in 0 ist. Also ist f in z = 0 komplex differenzierbar.

Wir wollen zeigen, dafl f in keinem anderen Punkt von C komplex differenzierbar
ist. Zunéchst ist klar: Ware f(z) in einem zy # 0 komplex differenzierbar, so wire

dort auch zZ = — - f(2) komplex differenzierbar. Wir betrachten nun die Folge
z

sn
) J

Zn = 2o+ —.
n
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Offensichtlich strebt z, gegen zg, aber es gilt:

moE AT ST A
Zn — 20 Zo-i—*—Zo 7

und diese Folge hat keinen Grenzwert!

Insbesondere ist f(z) = 2Z nirgends holomorph.

Weitere Beispiele liefern die Potenzreihen:

o

I.1.4 Satz. Sei f(z) =Y cu(z—a)" eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a und
n=0
Konvergenzradius R. Dann ist f(z) in Dgr(a) holomorph, und die Ableitung f'(z) gewinnt

man durch formales gliedweises Differenzieren:
o0
=Y n-c(z—a) "
n=1

BEwEIs:  Wir wissen schon aus Teil A, Kap.IV, Satz 4.1., daf} die formal gliedweise
differenzierte Reihe -
=Y n-cy(z—a)""
n=1

den gleichen Konvergenzradius wie f(z) hat.

Nun miissen wir jedoch erst einmal die komplexe Differenzierbarkeit von f(z) in einem
beliebigen Punkt zy € Dg(a) zeigen. Um die Schreibarbeit zu verringern, nehmen wir an,
da der Entwicklungspunkt a = 0 ist:

N

Ist Fiy(2) := ) c,2" die N—te Partialsumme von f(z), so gilt:
n=0

f(2) = f(20) = Nh_f)ﬂoo Fn(z) — ]\}I_I};O Fn(20) = Nh_fgo(FN(Z) — Fi(20))-

Es ist aber

N
Fn(z) — Fn(20) = Y ca(z"—2)
n=1

=

— CnZ—ZU Zzznzl

(2 z)- An(e),

I
—

mit
n—1
z n i— 1

An(z) = Zl

Wir wéhlen ein r mit 0 < r < R, so daB | zo| < r ist. Fiir z € D,(0) gilt dann:

‘anzzznzl‘ S ’Cn’.Z‘Z’Z’ZO‘n_z_l
=0

n—1

< leal n-r
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Da f*(z) auf D,.(0) absolut und gleichméfig konvergiert, konvergiert insbesondere die
Reihe > n|c, [r"

n=1
Nach dem Weierstraf-Kriterium (Teil A, Satz IV.3.3.) konvergiert dann Ay (z) gleichméBig
auf D,(0) gegen die stetige Funktion

N—oo

A(z) == lim Ay(z chZzl A
n=1 =0

Also ist f(2) — f(z0) = (2 — 20) - A(2), mit einer in 2, stetigen Funktion A(z). Damit ist
f in zo komplex differenzierbar, und

f'(20) = ch n-zy
hat den gewiinschten Wert. ]
Beispiele :
1. exp(z) = Z Z—' ist auf ganz C holomorph, und es gilt:
= n!
exp'(z) = > n-
n=1
B i 2N 1
B n=1 n
= Z 7' = eXp
n—=o v
: = (D e -
2. sin(z) = Z mz und cos(z " sind auf ganz C holomorph
=0 : k=0
und es gilt:
sin(z) = i(Zk +1)- ﬂz”C
= (2k + 1)!
= (=P
= 2% = cos(z)
kz:%) (2k)!
und
cos'(z) = i%- (_1)k22k_1
= (2k)!
I
= 2k -1)!



482 KAPITEL I FUNKTIONENTHEORIE

Es folgen einige Sétze iiber die Exponentialfunktion, den Sinus und den Cosinus:

1.1.5 Eulersche Formel. Fiir alle z € C ist

exp(jz) = cos(z) + jsin(z).

BEwWEIS:  Da alle vorkommenden Reihen auf ganz C absolut und gleichméfig konver-
gieren, kénnen wir recht sorglos mit den unendlichen Reihen arbeiten:

. Oo_lk% e —1)* 2k+1
cos(z) + jsin(z) = Z<<2k§'z +‘]k2:%(2(k+>1)!z

: )2k o'} (jz)2k+1

_ w3z
=2 (2k)! +Z(2k+1)!

Aus der Reihenentwicklung entnimmt man sofort, dafl gilt:
cos(—z) =cos(z) und sin(—z) = —sin(z).
Damit ist

exp(jz) = cos(z)+ jsin(z)

und  exp(—jz) = cos(z)— jsin(z).

Daraus folgt (wenn wir auch e statt exp(w) schreiben) :

1 .
cos(z) = 5(6‘]2 + e 7).

*
2
SchlieBlich bleiben auch noch die Additionstheoreme giiltig:

1.1.6 Satz.

sin(z) = — (3% — e797).

1. eFtW =¢e* . e,
2. cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).

3. sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w).

BeweEls:  Die Formel (1) fiir die Exponentialfunktion folgt genauso wie im Reellen, wir
haben sie auch schon fiir die Formel

"IV = ¢”(cos(y) + j sin(y))



§ 1 Holomorphe Funktionen 483

benutzt.
2) Es ist
cos(z +w) + jsin(z +w) = G = ez v
= (cos(z) + jsin(z)) - (cos(w) + j sin(w))
= (cos(z)cos(w) — sin(z) sin(w)) +
+ j(sin(2) cos(w) 4 cos(z) sin(w)).

Leider tut es hier noch nicht ein einfacher ,, Koeffizientenvergleich“, denn die Koeffizienten
sind komplex, nicht reell. Aber wir haben noch eine weitere Formel:

cos(z +w) — jsin(z +w) = eAETW = g7z, v
= (cos(z) — jsin(2)) - (cos(w) — j sin(w))
= (cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)) —
— j(sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)).
Addition der beiden Gleichungen liefert das erste Additionstheorem, Subtraktion das zwei-
te. ]

1.1.7 Satz.  Firalle z € Cist sin*(z) + cos?(z) = 1.

BEwEIs: Es ist

1, . . 1, . .
sin?(z) +cos?(z) = —-(el* —e 9?2 4 1(6“ + e73%)?

4
1 .. . . .
= Z(eQJz +24 e HE_eHEp o) = 1,

]

Wir wollen jetzt untersuchen, was man sich anschaulich unter der komplexen Ableitung
vorzustellen hat. Dazu zunéchst ein paar Vorbemerkungen:

Durch die Zuordnung (z,y) +— x4+ jy ist ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen zwischen

R? und C gegeben. Jede zweireihige reelle Matrix A := ( (; g ) definiert durch

La(z + jy) = (ax + By) + j(yz + dy)
eine R-lineare Abbildung L4 : C — C. Wann ist diese Abbildung zugleich C-linear?
Auf jeden Fall muff dann L(z) = L(z - 1) = z - L(1) sein. Daher gilt:
B43d=La(j) =] -La(l) =] (a+]j7)=—7+]o,
also f = —y und 6 = a.

—B

La(z +jy) = (ax+By)+j(—pz+ ay)
(z+]y) - (@ —=]B)

= (z+jy)-La(1)

Ist umgekehrt A := < @ g ), SO ist
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und L4 damit C-linear. Wir haben also gezeigt:

L4 ist genau dann C-linear, wenn A von der Form A = ( _046 g ) ist.

Sei nun U C C offen, f : U — C eine Funktion, zy € U. Wir schreiben
f(2) = g(2) + jh(2),
mit reellwertigen Funktionen g und h. Ist f in z5 komplex differenzierbar, so ist
f(z) = f(20) + A(2) - (= — 20),
mit einer in 2y stetigen Funktion A und A(z) = f'(20).

Setzen wir jetzt L(w) := f'(20) - w und r(w) := (A(20 +w) — f'(20)) - w, so ist L C-linear
(und damit erst recht R-linear), und es gilt:

1. f(2) = f(20) + L(z — 20) + 7(2 — 20).

BEwEIs: Esist

f(z0) + L(z = 20) +7(2 = 20) = f(20) + ['(20) - (z = 20) + (A(2) = ['(20)) - (2 = 20) = f(2),

und

r(w) : w
= (Az0 + w) — f'(20)) -
| w] | w]
konvergiert fiir w — 0 selbst gegen Null. []

Also ist die f zugrunde liegende Abbildung von R? nach R? in z, total (reell) differenzier-
bar, mit Df(z9)(w) = f'(z0) - w. Die reelle Funktionalmatrix A von f in 2, ist gegeben

durch
A [ 9(20)  gy(20)
ha(z0)  hy(20)
Weil Ly = Df(z) C-linear ist, mufl gelten:

hi(20) = —gy(20) und  hy(20) = g.(20)

Ist umgekehrt bekannt, dal f in 2y reell differenzierbar ist, und gelten die gerade nach-
gewiesenen Beziehungen zwischen h,, hy, g, und g,, so folgt: L(w) := Df(z)(w) ist
C-linear. Also gibt es eine komplexe Zahl a, so da} L(w) = aw ist. Und dann gilt:

f(z) = f(z0) _ L(z — 20) — (2 — ) r(z — 20)

= =a— — —a fir z — 2.
Z— 20 Z— 20 Z— 20

Das bedeutet, dafl f in zo komplex differenzierbar ist, mit f'(zy) = a = D f(20)(1). Wir
haben bewiesen:

1.1.8 Satz. Sei U C C offen, f =g+ jh: U — C eine Funktion und zy € U. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:



§ 1 Holomorphe Funktionen 485

1. f ist in zg komplex differenzierbar.
2. [ ist in zy (total) reell differenzierbar und die reelle Ableitung D f(zo) ist C-linear.

3. f istin zo (total) reell differenzierbar, und es gelten die sog.

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

dg _ 0Oh dg B _@
%(ZO) = a*y(zo) und @(ZO> =5 (20)-

In jedem dieser Fille ist

F(a0) = 52 Gn) + 3 g an) = 5 (an) = 3 )

Setzt man noch (fir beliebige reell differenzierbare Funktionen f)

af 0Oy .Oh

3?(20) = afx(zo) +J%(z0>

of,_ _ 99 .Oh
und 87/(20) = 8y(zo> +] 3y (20),

so gilt fiir komplex differenzierbares f :

P =2 0/ of ., _.0f

1 )
TE(ZO) = —J@(ZO) =3 <835(20> — Jay(20)> :

Zum BEWEIS der Formeln:
Ist f in 2y komplex differenzierbar, so ist D f(zo)(w) = f'(20) - w, also
f'(z0) = Df(20)(1) = gu(20) + jha(20) = fulz0)
und
i f'(20) = Df(20)(§) = gy(20) + jhy(20) = fy(20)-
Daraus folgen alle gewiinschten Gleichungen. ]
ACHTUNG! Die partielle Differenzierbarkeit von f allein reicht nicht aus!
Beispiele:
1. Sei f(z) := 2. Dann ist
g(z,y) =2 —y* und h(z,y) = 22y.

Also ist g, = 2z, g, = —2y, h, = 2y und h, = 2z. Die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen sind erfiillt!

AuBerdem ist f'(2) = g.(2) + jhe(2) =22+ j -2y =2 (z + jy) = 2z.
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1
2. Sei f(z) := B auf C\ {0}. Ist z = 2 + jy, so ist

1 1 1 ( i)
- = — .7 = —_
z 2z 2 + y? )
also
T —Y
9(z,y) e und  h(z,y) = R
Dann ist ) ) )
y - Yy
Fo = g2 — Py nd e = @y "
Es folgt:
F2) = gt jhy = Wm ) Hi 20y (e =gy 2 1
S e R E EE L

Das formale Rechnen im Komplexen ist meist viel einfacher als der Umweg iiber’s Reelle!
Dennoch liefern reelle Betrachtungen zusétzliche Informationen:

1.1.9 Satz. Sei U C C offen, f: U — C holomorph und f'(z) # 0 fir alle z € U.
Dann ist f als reelle Abbildung orientierungserhaltend.

BEwEIS:  Wir miissen die Funktionaldeterminante ausrechnen:

e = aa( 1m0

]

Eine reellwertige Funktion auf C kann — wenn sie nicht konstant ist — niemals holomorph
sein. Um das einzusehen, miissen wir etwas ausholen:

Eine (auf einer offenen Menge U C C definierte) Funktion f heifit lokal-konstant, wenn es
zu jedem z € U eine Umgebung gibt, auf der f konstant ist.

1.1.10 Hilfssatz. Fine offene Menge G C C ist genau dann ein Gebiet (also zusam-
menhdngend), wenn jede lokal-konstante Funktion auf G schon konstant ist.

BEWEIS:  Sei z € G fest gewahlt und
G* :={z € G| Es gibt einen stetigen Weg von zy nach z in G }.

1) Ist G ein Gebiet, so ist G* = G. Sei f : G — C lokal-konstant, ¢y := f(z0). Wir nehmen
an, es gibt ein z € G mit f(z) = ¢ # co. Die Menge B 1= {z € G | f(2) = ¢} ist
offen, und es gibt einen stetigen Weg « : [0,1] — G mit «(0) = zo und «(1) = z. Dieser
Weg mufl 0B in einem Punkt z; treffen (man beweist das dhnlich wie Aufgabe 19 im 2.
Semester). Offensichtlich ist ¢; := f(21) # ¢, und es gibt eine Umgebung von z;, auf
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der f(z) = ¢; ist. Aber dann kann z; kein Randpunkt von B sein. Widerspruch! Also ist
B =G, f ist konstant.

2) Jede lokal-konstante Funktion auf G sei schon konstant. Betrachte speziell die Funktion
f, die =1 auf G* und = 0 auf G \ G* ist.

G* ist offen: Ist z € G* und D.(z) C G, so gehort auch noch ganz D.(z) zu G*.
G\ G* ist offen: Ist z € G\ G* und D.(z) C G, so kann kein Punkt von D.(z) zu G*

gehoren.
Also ist f lokal-konstant. Aber dann folgt, dafl sogar f(z) =1 sein muf}, also G* = G. []

1.1.11 Hilfssatz. Ser U C C offen, f : U — C eine Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. f ist lokal-konstant.

2. fist auf U komplex differenzierbar, und es ist f'(z) = 0.

BEweEls: (1) = (2) ist trivial.

(2) = (1): Wegen f'(2) = ¢.(2) + jhs(2) und wegen der Giiltigkeit der Cauchy-
Riemmanschen DGLn ist Df(z) = 0 fiir alle z € U. Aus der reellen Analysis folgt dann
z.B., daf f auf jeder Kreisscheibe in U konstant ist. ]

Nun folgt:

1.1.12 Satz. Ser G C C ein Gebiet. Ist eine holomorphe Funktion f : G — C nicht
konstant, so kann f nicht nur reelle oder nur rein imagindre Werte annehmen.

BeweEls:  Ndhme etwa f = g + jh nur reelle Werte an, so wire h(z) = 0, also g, =
h, = 0 und g, = —h, = 0. Mit dem 2. Hilfssatz folgt dann: f ist lokal-konstant. Aus
dem 1. Hilfssatz entnehmen wir dann, dal f konstant ist, aber das hatten wir gerade
ausgeschlossen. ]

Beispiel :
f(z + jy) := x kann nicht holomorph sein.

Tatséchlich ist g, = 1 und h, = 0.

Ist z # 0 eine komplexe Zahl, so gibt es eine Darstellung
z=r-elt,

mit 7 > 0 und ¢t € R. Man nennt dann arg(z) := ¢ ein Argument von z. Es ist nur bis
auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 bestimmt. Beschrankt man die Werte von ¢ auf ein
halboffenes Intervall der Lénge 27, so wird das Argument dadurch eindeutig gemacht und
eine , Argumentfunktion® z — arg(z) eingefithrt. Fiir z = 0 ist das Argument allerdings
nie definiert.
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LaBt man das Argument im Intervall [0, 27) laufen, so ist arg(z) der Winkel, den z ge-
gen die positive x-Achse einnimmt. M6chte man die Winkel auch in negativer Richtung
messen, so sollte man das Argument besser im Intervall [—m, ) laufen lassen. Dann ist
insbesondere

arg(z) = —arg(z).

Schwieriger wird es, wenn man Winkel addiert und dabei aus dem Bereich erlaubter Ar-
gumente herauskommt. Ich will das am Beispiel des Argumentbereiches [0, 27) erldutern:

Fiir kleine Argumente (deren Summe < 27 ist) gilt die Formel

arg(z1 - 22) = arg(z1) + arg(z»).

Ist die rechte Seite jedoch > 27, so mufl man von diesem Wert 27 subtrahieren, um den
wahren Wert der linken Seite zu erhalten. Analog funktioniert das bei der Subtraktion:
Erhélt man einen Wert < 0, so mufl man 27 addieren.

Bei anderen Argumentbereichen verfahrt man sinngeméasf.

Definition.

Sind z,w komplexe Zahlen # 0, so heif3t
[(z,w) = arg(wz) = arg(w) — arg(z)
der Winkel zwischen z und w.

Sind a, B : [0, 1] — C zwei glatte Wege mit a(0) = 5(0) =: zo, so versteht man unter
dem Winkel zwischen diesen beiden Wegen in z, (in Zeichen: /(o 8)) den Winkel

£(&(0), 5(0)) zwischen den Tangenten an o und g in 2.

Wihlt man alle Argumente im Bereich [0, 27), so liegt auch der Winkel immer in diesem
Bereich. Die Richtung des Winkels wird dann nicht beriicksichtigt!

Es soll jetzt untersucht werden, wie sich Winkel unter holomorphen Abbildungen trans-
formieren. Sei U C C offen, zy € U, f : U — C holomorph mit stetiger Ableitung und
a =y + jag : [0,1] — U ein glatter Weg mit «(0) = zp. Die Ableitung von « hat die
Form &(t) = o/ (t) + jod(t).

foa:]0,1] — C ist wieder ein stetig differenzierbarer Weg. Ist f = g + jh, so ist
foalt) =glan(t) +jaa(t) +J - hlon(t) + jao(t)).
Die Kettenregel liefert:
(fea)(t) = (g0a)*(t) +ij(hoa)(t)
= gala(t))ay(t) + gy((t))a(t) + jlha ((t)) ey (8) + hy(a(t))ay(t)]
- af () () + 5 (e

= ((t)) Oé’l(t) f'(a(t)) - jas(t)
= [a(t) - &().
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Ist f'(z0) # 0, so ist

arg((f o @)*(0)) = arg(f'(20)) + arg(&(0))
und daher
L(foa,fop)=L(a,p)
fiir beliebige stetig differenzierbare glatte Wege.

Allgemein nennt man eine stetig differenzierbare Abbildung f mit J;(2o) # 0 in 2y win-
keltreu, wenn /(foa, fo3) = /(a, B) fiir beliebige glatte Wege «, 5 mit a(0) = £(0) = 2
ist.

Definition.

Sei U C C offen und f : U — C eine (reell) stetig differenzierbare Abbildung.
f heiBt (lokal) konform, wenn gilt:
1. f ist winkeltreu.

2. f ist orientierungserhaltend.

Wir haben inzwischen gesehen, dafl holomorphe Funktionen, deren Ableitung f’(z) stetig
und iiberall # 0 ist, lokal konform sind. Es gilt aber auch die Umkehrung:

1.1.13 Satz. Ser U C C offen, f:U — C reell stetig differenzierbar.
f ist genau dann lokal konform, wenn f holomorph und f'(z) # 0 fir alle z € U ist.

BEwEIS:  Wir miissen etwas aufpassen. Solange wir nicht wissen, ob f holomorph ist,
kénnen wir die Cauchy-Riemannschen DGLn nicht verwenden! Also miissen wir foa und
(f o @)® noch einmal ausrechnen, diesmal unter der schwécheren Voraussetzung, dafi f
nur reell stetig differenzierbar ist. Fiir z = a(t) gilt:

(foa)'t) = (goa)*(t)+j(hoa)(t)
= Ga(2)0) (1) + gy(2)3(t) + jlha(2) ) () + hy(2) (1))

_of of .\
= aix(@oﬁ(t) + @(2)0‘2(7&)
g af 1 ..

= 5-(2)- ;[&(t) + &) + @(2) : ;j[a(t) —&()]
- N5l e)ao L (Lo vZe)

Sei zp := a(0). Ist &(0) # 0, so ist auch (f o @)*(0) # 0. Das kann man bereits in der 2.
Zeile erkennen, denn es ist ja det D f(z) > 0.

Man definiert nun formal die sogenannten Wirtinger-Ableitungen

of 1 (0f .Of
o = 5(e-i3e)

of . 1(of . .of
o = 5(fe+ife)

und



490 KAPITEL I FUNKTIONENTHEORIE

Sie sind schwer anschaulich zu deuten, aber recht brauchbar zum Rechnen. So sind z.B.

die Cauchy-Riemannschen DGLn dquivalent zur Gleichung e 0.
Z

Wir haben gezeigt:

(Foa)() = 2 (2) &)+ 2L (2) - &ar).

Ist f konform, so gilt fiir beliebige glatte Wege a, 8 mit «(0) = 3(0) = 2o :

arg((f 0 )*(0)) — arg((f © 5)"(0)) = arg(&(0)) — arg(53(0)).

Man kann das auch so formulieren:

ar (£ 02)*(0) =ar ow)® — arg(& ist unabhangig von «
g( o ) ((f 0 @)"(0)) — axg(&(0)) ist unabhiingig von a.
Also hat

O (v 4 9 (. 8O

konstantes Argument, auch wenn &(0) beliebige Werte # 0 durchliuft. Das ist nur méglich,

wenn a—f(zo) = 0 ist, und das fiir jedes 2. Also ist f holomorph.

0z
Da f orientierungserhaltend sein soll, mufl f/(z) # 0 sein. ]

Beispiele :

1. Sei f(z) := 22. f ist iiberall holomorph, aber es ist f/(0) = 0. Im Nullpunkt kann f

demnach nicht konform sein. Da (f o a)*(0) = f/(0) - &(0) = 0 fiir alle Wege « ist,
konnen wir die Winkeltreue nicht auf dem iiblichen Wege tiberpriifen.

Ist etwa a(t) := ¢ und B(t) :=t- e, mit 0 < A < 5, so beschreiben o und 3 zwei
Geraden durch 0, die den Winkel X\ einschlieflen.

Dann sind f o a(t) =t? und f o B(t) = t? - ¥ zwar keine glatten Wege mehr, aber
ihre Spuren sind wieder zwei Geraden durch 0, die nun den Winkel 2\ einschlielen.
Durch f werden im Nullpunkt alle Winkel verdoppelt!

Anders verhilt es sich, wenn wir einen Punkt zy # 0 untersuchen. Sei etwa «(t) :=
1+tund B(t) :=1+t-e* Dann ist a(0) = £(0) = 1 und /(a, 8) = X. Weiter ist
foalt)=1+2t+t> und fopB(t) =1+ 2el* + 2%,

und daher (foa)*(0) = 2 und (foB3)*(0) = 2e3*. Alsoist /(foa, foB) = A = /(a, ).
Das ist nicht verwunderlich, denn auflerhalb von z = 0 ist f konform.

2. Sei f(z) := z. Dann ist f stetig differenzierbar und J;(2) = —1 # 0. Da f nicht
orientierungserhaltend ist, kann f nicht konform sein. Es ist aber

(f 00)*(0) = &(0).
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Ist arg(a(0)) = ¢ und arg(é(())) =5, S0 ist
arg((f o £)%(0)) — arg((f 0 @)*(0)) = —s — (=t) = —(s — 1).

f erhélt zwar die Winkel, dreht aber deren Orientierung um. Insbesondere ist f
nicht holomorph.

Die Konformitat liefert Moglichkeiten, holomorphe Funktionen im Bild darzustellen. So
wird z.B. das durch die Geraden {x = const.} und {y = const.} gegebene orthogonale
Liniennetz wieder auf ein orthogonales Liniennetz abgebildet.

Wir kommen jetzt zu einer ersten Anwendung der holomorphen Funktionen:

Sei F := p + jq ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U C C.
Wir nehmen an, dal F' quellenfrei und wirbelfrei ist. Letzteres wird durch die Bedingung

dq op
() - =
ox Jy
ausgedriickt. Das ist gerade die , Integrabilitédtsbedingung“ aus Kap. I, §1, im Falle n = 2.
Also ist F zumindest lokal ein Gradientenfeld. Wir nehmen zusétzlich an, dal das sogar

global der Fall ist, daf3 es also eine zweimal stetig differenzierbare Potentialfunktion g mit
Vg =F auf U gibt.

Wegen der Quellenfreiheit von F ist Ag =V e Vg =divF = 0.

Definition.

(2)=0firzeU

Sei U C C offen. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion g auf U mit
0? 0?
ox?  Oy?

heifit harmonisch. Der Differentialoperator A heif3t Laplace-Operator.

Ag

Wir haben gesehen: Das Potential eines quell- und wirbelfreien Vektorfeldes ist eine har-
monische Funktion.

Beispiel :
Sei f: U — C holomorph, g := Re (f) und h := Im (f).

Dann folgt aus den Cauchy-Riemannschen DGLn:
Ag = 0y(9s) + 0y(gy) = Ox(hy) — Oy(hs) =0

und
Ah = 0,(hy) + 0, (hy,) = —0.(g,) + 9,(g.) = 0.

Realteil und Imagindrteil von holomorphen Funktionen sind harmonisch!

In diesem Fall ist F(2) := Vg(2) = g,(2) + jgy(2) = 9.(2) — jha(2) = f'(2).
Man nennt f ein komplexes Potential fiir F. und verifiziert leicht:

Vh(z) = ha(2) + 3hy(2) = =9y(2) + Jg2(2) = J(92(2) +igy(2) = j - F(2).
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Sei wieder F = p + jq ein quell- und wirbelfreies Vektorfeld mit Potential g. Dann ist
auch jF = —q + jp ein stetig differenzierbares Vektorfeld, und es gilt:

dp d(—q)
%(2) - By

Also erfiillt auch jF das Integrabilitédtskriterium, und jF besitzt lokal ein Potential h.
Dann haben wir:

(2) = pz(2) + qy(2) = divF(z) = 0.

J-(92(2) +gy(2)) = J - F(2) = ha(2) + jhy(2),

also g, = h, und —g, = h,. Das bedeutet, daf8 f := g+ jh komplex differenzierbar ist! Das
obige Beispiel war also der Normalfall! Zumindest lokal besitzt ein quell- und wirbelfreies
Vektorfeld in C immer ein komplexes Potential.

Ist F(2) = p(2) 4+ jq(z) = f'(z) ein Vektorfeld mit dem komplexen Potential f = g + jh,
so nennt man die Kurven

{z| g(2) = const.}  Aquipotentiallinien
und  {z | h(z) = const.}  Feldlinien.

Da g das reelle Potential von F ist, liegt die Bezeichnung ,, Aquipotentiallinien® nahe. Es
handelt sich um die Niveaulinien der Funktion g. Die Feldlinien sollten dazu senkrecht,
in Richtung der Gradienten von g, verlaufen. Tatséchlich gilt:

Ist f = g+ jh holomorph, so ist Vg e Vh = 0.
Denn wegen der Cauchy-Riemannschen DGLn ist
VgeVh=g, -hy+gy,-hy=hy -hy—hy-hy,=0.

Wenn aber grad g senkrecht auf grad h steht, dann verlaufen die Niveaulinien von A in
Richtung des Gradienten von g.

Beispiel :

1
Das Feld eines Dipols (in der Ebene) kann mit dem komplexen Potential f(z) = —
z

beschrieben werden. Dann ist

. € . -y

g(z +jy) = PR und Az + jy) = PO
Also ist

1\2 , [1)?

g(z) =c <= <x—26) +y —(20)

, 1\2 /1)
d h(z) = —) =(=) .

wd @) =e =t (o) = (50)

Aquipotentiallinien und Feldlinien sind jeweils Kreise, die Scharen stehen aufeinan-
der senkrecht.

Das Feld ist gegeben durch

1 =22 yoz —2xy
- - (x2+y2)2 J (x2+y2)2'
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et

h =const. >
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§2 Integration im Komplexen

Definition.

Sei f =g+ jh: [a,b] — C eine stiickweise stetige komplexwertige Funktion. Dann
erklart man das Integral iiber f durch

/abf(t)dt ::/;g(t)dtﬂ/;h(t)dt

Es gelten die bekannten Regeln:
1.2.1 Satz.

1. Das Integral ist linear, d.h. fiir Funktionen fi, fo und Konstanten cq,co € C ist

/ab(clfl(t) teafo(t))dt = c1 - /ab Fi(t) dt + cs - /abe(t) dt

2. FEs ist
b b
/af(t)dt:/af(t)dt.

3. Ist F=G+jH und F' :=G' + jH' = f, so ist
b
/ F(t)dt = F(b) — F(a).

4. ¢ e, d] = [a,b] stetig, stickweise stetig differenzierbar und streng monoton wach-
send, so ist

b d
| fwdt= [ () (s) ds

|/ dt|</|f )| dt.

BEWEIS:  Die meisten Aussagen sind trivial. Durch Zerlegung in Realteil und Ima-
gindrteil lassen sie sich sofort auf die entsprechenden Sétze aus der reellen Integrations-
theorie zuriickfiihren.

5. Es gilt die Abschdtzung

Wir beschrénken uns hier auf einen Beweis der letzten Aussage, die im Komplexen nicht
ganz so selbstverstéindlich ist:

Sei z := / t)dt = r- e, mit 7 > 0 und A = arg(z). (Im Falle z = 0 ist nichts zu

zeigen)

, b
Dann ist e 3% - 2z = r = |/ f(t)dt|, also

]/abf(t) dt| = Re <e“-/abf(t) dt) - /:Re(e“~f(t))dt
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Da fiir eine komplexe Zahl w = u+ jv stets Re (w) = u < vu? 4+ v? ist und die gewiinschte
Ungleichung fiir reellwertige Funktionen bekannt ist, folgt:

[ rwyar = ["Re(e 3 e < [[1e sy ar= [0t
§

Die Komplexe Differenzierbarkeit wurde formal genauso wie im Reellen definiert, so dafl
sich viele aus dem Reellen bekannte Regeln ganz einfach ins Komplexe iibertragen lieflen.

Wir wollen nun nach dem Muster der reellen Analysis auch komplexe Integrale / f(2)dz

einfithren. Dazu miifiten wir erst einmal Riemannsche Summen der Gestalt
n
D> f(E) - (2 — zk1)
k=1

betrachten. Und hier beginnt die Schwierigkeit. Wie sollen die Punkte z; und wie die
& gewahlt werden? Intervalle gibt es im Komplexen nicht! Wir kénnten Punkte auf der
Verbindungsstrecke nehmen, aber die Funktion f braucht dort iiberhaupt nicht definiert zu
sein. Also verbinden wir Anfangspunkt z und Endpunkt w durch einen Weg « : [a,b] — C,
der ganz im Definitionsbereich von f verlauft, und wéhlen die Punkte auf dem Weg. Die
Riemannschen Summen bekommen dann die Gestalt

L n Of(tk) — a(tk_l)

> flal@))(alte) — alti-)) = > fa(&)) -

k=1 =1 t — th—1

(b — tp—1).

Wiéhlt man jetzt die Zerlegung a =ty < t; < ... < t, = b feiner und feiner, so streben
die Riemannschen Summen {iberraschenderweise gegen ein Integral, das wir schon mit der
vorhandenen Theorie beschreiben konnen, und das im Falle des Weges «(t) := t und einer
Funktion f : [a,b] — R mit dem bekannten Riemannschen Integral iibereinstimmt. Wir
konnen uns also den Umweg iiber die Riemannschen Summen sparen und das komplexe
Integral direkt definieren.

Als Definitionsbereich einer zu integrierenden Funktion brauchen wir jetzt immer eine
zusammenhédngende offene Menge, also ein Gebiet. Ein Integrationsweg in einem solchen
Gebiet G ist ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg « : [a,b] — G.

Definition.

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige komplexwertige Funktion und «
ein Integrationsweg in G. Dann wird das kompleze Kurvenintegral von f iiber «

definiert durch ,

/af(z) dz = / fla(t)) - a(t) dt.

a

Diese Definition erinnert an das Kurvenintegral zweiter Art. Wir wollen sehen, wie weit
die Ubereinstimmung geht:

Ist f =g+ jhund a = a1 + jag, so ist

[ feydz = [Tata(o) + iha(®)]-lot(0) + jes(e) d
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= [ola(®)4(t) — ha)ayt]dt +5 - [ la(a(t)a50) + ha(®)e 1) i
= [ota(e) ~ iha(e)] o &ty + § - [ Thlaln) + jolo()] o () dr

wobei fiir komplexe Zahlen z = a + jb und w = u + jv das euklidische Skalarprodukt
genauso wie fiir die reellen Vektoren z = (a,b) und w = (u,v) gebildet wird:

zew = au + bv.

Damit hat sich ergeben:

Re [ f:)dz = [ lo(o(t) — ih(a(t))] » 4(r) di

und

Im

S~

f2)dz = [ [h(a(®) + jgla(t))] o &) dt

Erinnern wir uns: Ist « ein glatter Weg in der Ebene, so werden Tangenten- und Normalen-
Einheitsvektor definiert durch
1 . 1
to(t) == — ca(t) und  ny(t):

& NECY

Der Normalenvektor ist so definiert, dafl {t,(¢),n,(¢)} fir jedes ¢ eine positiv orientierte
Basis bilden. (siche Skizze auf Seite 18)

- (a(t), —n (1))

Ist z=a+ jb, w=wu+ jvund w' := v — ju (so daB w e w' = 0 ist), so ist
(j-2)ew=(=b+ja)e (u+jv)=—ub+av=(a+jb)e(v—ju)=zew.

Also ist (j - f(2)) @ t, = f(2) e n,, und wir haben gezeigt:

/af(z)dzzfamotada—i—j-/amonadg,

Das erste Integral nennt man die Zirkulation des Vektorfeldes f(z) lings «, das zweite
den Fluff von f(z) durch a.

Im allgemeinen ist es allerdings viel giinstiger, im Komplexen zu rechnen.
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Beispiele :
1. Ein fundamentaler Baustein der Funktionentheorie ist folgende Formel:

2rj firn= -1

/aDT(ZO)(Z — )" dz = { 0 sonst.

Zum BEWEIS benutzt man die Parametrisierung «(t) := 2o +r - €', 0 < t < 27.
Dann ist

1 or 1. .
/ dz = / —e It rjeltdt
al —Z) o T
2m

= j- [ dt = 2rj,
0

und fiir n # —1 ist

2

/(z —zp)"dz = / (red)™ - rjelt dt

0
_ rnJrlj . /27r 6j(nJrl)t dt
0

2

1 .
— ntls [~ j(n+1)t — 0.
n (j(n+1)€ )’o
2. Wir betrachten die Wege «, 3,7 : [0, 1] — C mit

alt):=—=1+2t, B(t):=1+jt und ~(t):=(—1+2t)+ jt.

10

Dann ist

1 1
/ 7dz = /(—1+2t)-2dt+/(1—jt)-jdt
a+f 0 0

1, J 1
= 2o a0,
- 2-(—1+1)+j~(1—%)

L1
= .]_I_iv

2
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und

dez - /01(—1 Lot — )2+ §)dt

_ . 2—j o1
= (2+J)~(—t+Tt)‘O
= (2+j)~(—1+1—%)
— ‘+1

Das komplexe Kurvenintegral iiber f(z) := Zz hingt vom Integrationsweg ab! Wir
werden bald sehen, dafl das damit zusammenhéngt, da3 f nicht holomorph ist.

Definition.

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Eine Stammfunktion von f ist eine
holomorphe Funktion F' : G — C mit F’ = f.

1.2.2 Satz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige Funktion. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. / f(2)dz =0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G.

BEWEIS:

(1) = (2): Ist F eine Stammfunktion von f und « : [a,b] — G ein Integrationsweg,
so 1st

(Foa)(t)=F'(a(t)) - &(t) = f(a(t) - &(t),
also
b

[ $erdz = [ flot6) bt de = ['(F o 0)*(#)dt = F(a(b) ~ Flofa)).

a a

Damit verschwindet das Integral {iber jeden geschlossenen Integrationsweg.

(2) = (1): Sei / f(2)dz = 0 fur jeden geschlossenen Weg. Wir benutzen die Darstel-

lung
/C,f('z)dzz/,lm'derj'/aU'W]de.

Da es sich um die Zerlegung des Integrals in Realteil und Imaginérteil handelt, verschwin-
den auch die beiden reellen Integrale fiir jedes geschlossenes .. Nach dem Hauptsatz iiber
Kurvenintegrale bedeutet das, daf es reell differenzierbare Funktionen v und v auf GG gibt,
so daf} gilt:

Vu(z) = f(z) und Vou(z)=j- f(2).
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Ist f(2) = g(z) + jh(2), also f(2) = g(z) — jh(z) und j - f(z) = h(z) + jg(2), so folgt:

Ju ov
D) = 9 = 5)
und (((;Z(z) = —h(z) = —g:;(z).
Also erfiillt die reell differenzierbare Funktion F' := u + jv die Cauchy-Riemannschen
DGLn, d.h. F ist holomorph.
Auflerdem ist
ou v

P/(2) = 55() + 550 (2) = 9(2) + jh(z) = F(2).
0

1.2.3 Satz von Goursat. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe
Funktion und /A C G ein abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt:

/(Mf(z)dz:o.

BEwWEIS:  Es gibt einen sehr schonen trickreichen Beweis fiir den Satz von Goursat in
der vorliegenden Form (vgl. z.B. W.Fischer / I.Lieb: Funktionentheorie). Aus Zeitgriinden
benutzen wir hier einen einfacheren Beweis, der allerdings eine Zusatzbedingung erfordert:
Wir nehmen an, dafl f sogar stetig differenzierbar ist.

Sei B das Innere des Dreiecks A. Dann ist B ein Greenscher Bereich, und wir kénnen den
Satz von Green anwenden:

[ 1) = /aB(gdx—hdy)er/a (hdz + g dy)
oh 8g
_/B< 5 )~ 5 )dUQ—i-J/( ())dvg
oh ah
:/B(‘ax” o )d”2 J/( <>)‘“’2
= 0.
Dabei haben wir die Cauchy-Riemannschen DGLn benutzt. ]

1.2.4 Hilfssatz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und « : [a,b] — G ein
Integrationsweg. Dann st

| [ £(z)dz2| < Lia) -sup | £(2) |

«

BEWEIS: Es ist

[zl = 1 [ e a@ ]
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IN

[ 17y -1 60) ) di
< Turi!f!-/ab\!&(t)!\dt

= sup|f[- L().

«

]

Damit konnen wir nun den Satz von Goursat noch ein wenig verschérfen.

1.2.5 Satz von Goursat in verschirfter Form. Sei G C C ein Gebiet, f : G —

C stetig und bis auf endlich viele Punkte holomorph. Dann gilt fiir jedes abgeschlossene
Dreieck N C G :

/(Mf(z)dz:().

BEwEIs:  Wir konnen annehmen, daf3 f {iberall bis auf einen einzigen Ausnahmepunkt
2o holomorph ist. Nun unterscheiden wir mehrere Félle:

1. Fall: z, ist Eckpunkt von A.

Dann zerlegen wir A folgendermaflen in drei Teildreiecke:

Aus dem gewohnlichen Satz von Goursat folgt, dafl /a N f(z)dz = s f(z)dz = 0 ist,
A
also ’ ’
dz = / dz,
| f@dz= [ )

[7ANY

unabhéngig davon, wie z; und z; gewéhlt werden. Dann ist
| [ f(z)dz| < L(0A) -sup | f(2)],
an A

und die rechte Seite strebt gegen Null, wenn z; und 2| gegen zy wandern.

2. Fall: 2 liegt auf einer Seite von A\, ist aber kein Eckpunkt. Dann zerlegt man A in
zwei Teildreiecke, auf die beide jeweils der erste Fall anwendbar ist:
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3. Fall: z; liegt im Innern von A. Diesen Fall kann man auf den 2. Fall reduzieren:

/
/
/

/
e
/

/

Liegt zy auflerhalb A, so ist {iberhaupt nichts zu zeigen. ]

1.2.6 Satz. Ser G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich
viele Punkte holomorph. Dann besitzt f auf G eine Stammfunktion.

BEWEIS:  Es gibt einen Punkt a € G, so daf§ mit jedem anderen Punkt z € G auch die
Verbindungsstrecke o, , von a mit z zu G gehort. Wir definieren dann

F(z):= [ f(Q)dC.
Wir miissen zeigen, dafl I’ holomorph und F’ = f ist. Sei 2y € G und r > 0 so gewéhlt,
daB D,(z9) C G ist. Fiir z € G sei v, die Verbindungsstrecke von zy mit z, parametrisiert
durch  7,(t) =20 +t(2 — 20), t€[0,1].

Ist A das von 0, ., —, und —o, ,, berandete Dreieck, so liegt
dieses ganz in (G, und nach dem Satz von Goursat ist

| f©ydc =o.
Daraus folgt:
0 = [ ©dc~ [ fodc— [ fordc

_ P(2)— F(z) - /01 Flzo+t(z — 20)) - (2 — 20)dt
= F(2)— F(20) — (2 — 20) - A(2),

wobei .
A(z) == /0 Flzo +t(z — 20)) dt
stetig ist (Parameter-Integral!). Also ist F' in zy komplex differenzierbar, und

1

F/(Z()) = A(Zo) = /0 f(Z()) dt = f(Zo)
L

HinwEeis: Wir haben im Beweis nicht die Holomorphie von f benutzt, sondern nur die
Tatsache, dafl das Integral iiber f und den Rand eines abgeschlossenen Dreiecks in G
verschwindet!

Nun folgt:
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1.2.7 Cauchyscher Integralsatz. Ser G C C ein sternformiges Gebiet, f : G —
C stetig und bis auf endlich viele Punkte holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossenen
Integrationsweg o in G :

/af(z) dz=0.

Der BEWEIS ist jetzt trivial, die Arbeit wurde schon in den vorigen Satzen erledigt.

Beispiel :

Sei R > 0 und f : Dg(2) — C ho-
lomorph auflerhalb des Punktes z; € @
DR(Z()), 21 7§ 20-

Wir wéhlen ein » mit 0 < » < R und <0
ein € > 0, so daB noch D.(z1) C D,(2o) R
ist.

Behauptung: f(z)dz = / f(z)dz.
0Dy (20) 0D (z1)

Zum BEWEIS zeigen wir, dafl die Differenz der Integrale verschwindet. Dazu fas-
sen wir die , Differenz“ der Kreislinien als Kette von Wegen auf. Und diese Kette
schreiben wir wiederum als Summe zweier geschlossener Wege, auf die sich jeweils
der Cauchysche Integralsatz anwenden l&8t:

Bezeichnen wir die beiden Verbindungsstrecken vom kleinen inneren Kreis zum
grofilen duBeren Kreis (von oben nach unten orientiert) mit ¢ und 7 und die po-
sitiv orientierten Teil-Kreislinien mit aq, as und gy, fs, so gilt:

Br+o—ar+7)+(Be—T—az—0)=(B1+ fa) — (a1 + aa).

Die beiden geschlossenen Wege auf der linken Seite der Gleichung verlaufen jeweils in
einem sternformigen Gebiet, in dem f holomorph ist. Nach Cauchy ist das Integral
iiber diese Wege = 0, und daraus folgt auch schon die Behauptung.
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G = C* = C\ {0} ist ein Gebiet, aber nicht sternférmig. Tatséchlich ist der Cauchysche
Integralsatz nicht anwendbar, es ist z.B.

1
/ —dz =2mj # 0.
aD1(0) Z

Setzen wir aber R_ := {x € R | 2 < 0}, so ist die ,geschlitzte Ebene* G’ := C\ R_
1

sternformig (etwa bzgl. a = 1). Also gibt es auf G’ z.B. fiir f(z) := — eine Stammfunktion:
z

zd
F(z):= . CC

Das Integral kann dabei iiber jeden Weg zwischen 1 und z erstreckt werden, der ganz in
G’ verlauft, also z.B. iiber die Verbindungsstrecke. Der Cauchysche Integralsatz sagt, dafl
das Ergebnis nicht vom Weg abhéngt.

1
Die Funktion F'(z) ist holomorph, es ist F/(1) = 0 und F’(z) = —. Diese Eigenschaften
z

kennen wir schon (im Reellen) vom natiirlichen Logarithmus. Also stellt sich die Frage,
ob wir hier auch im Komplexen die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion gefunden
haben. Leider ist das nur bedingt richtig. Zunéchst gilt:

Behauptung: exp(F(z)) = z.
BEWEIS:  Mit einem kleinen Trick geht es ganz einfach:
Sei g(z) := z - exp(—F(z)). Dann ist g holomorph und
g'(2) = exp(=F(2)) + 2 (- F'(2)) - exp(—F (2)) = exp(—F(2)) — exp(=F(2)) = 0.

Also ist g lokal-konstant, und da der Definitionsbereich G’ ein Gebiet ist, ist g sogar
konstant: g(z) = ¢. Es folgt:
c-exp(F(2)) = 2.

Setzen wir speziell z = 1 ein, so erhalten wir 1 = ¢ - exp(F'(1)) = ¢ exp(0) = ¢. Also ist
exp(F(z)) = . ]
Das rechtfertigt schon einmal die

Definition.
zd¢ . : :
log(z) := / 3 heifit Logarithmusfunktion.
1

Damit log(z) die Umkehrabbildung zu exp(z) sein kann, mufl exp zunéchst einmal bijektiv
sein. Wir wissen aber, dafl exp periodisch ist (mit Periode 27j ) und daher garnicht bijektiv
sein kann! Wére nun auch F'(exp(z)) = z, so konnten wir zwei Punkte z; # 2o wihlen, fir
die exp(z1) = exp(z9) ist, und dann wiirde sich nach Anwendung von F' ergeben: z; = zs.
Das ist natiirlich absurd. Also untersuchen wir die Exponentialfunktion etwas genauer:

1.2.8 Satz. Set a € R beliebig. Dann st
exp:{z€Cla<Im(z)<a+2r} —>C"

bijektiv.
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BEWEIS:  Sei S, der Streifen

Se={2€Cla<Im(z) <a+2r}.

Im (z)
a+2m exp e? - el
Sa
a
Re (z)

1) Injektivitat:
Esist exp(z) =1 <= 2z =27jn, n € Z.
Also gilt:
exp(z) = exp(w) = exp(z—w) =1
= z=w+27mjn
—> z und w nicht beide im gleichen Streifen S,,.
2) Surjektivitét:
Sei w = reft € C*, alsor > 0,0 <t < 2r.
Wir setzen z := In(r) + j¢. Dann ist exp(z) = et = . et = .
Liegt z nicht im Streifen S,, so kann man ein k& € Z finden, so dal 2* := 2z 4+ 27jk in S,

liegt. Dann ist exp(z*) = exp(z) = w. ]

Definition.

)7 CF\Ryed — g’a

log(a) = (exp g

heiflt der durch a bestimmte Logarithmuszweig.
1.2.9 Satz. Ist z=7r-elt, mita <t <a+2m, so ist
log(,)(2) = In(r) + jt.
Insbesondere ist log_)(2) = log(2).

BEWEIs:  Durch redt — In(r) + jt wird eine Umkehrfunktion zu exp

3 gegeben, wenn
das Argument ¢ zwischen a und a + 27 lauft. ’
. zd
Ist z=r-el mit r >0 und —7 < ¢y < 7, so ist log(z) = / CC, wobei es egal ist, iiber
1

welchen Weg man integriert. Ist etwa ¢ty > 0, so konnen wir den Weg v := a + 3 wihlen,
mit

a(s) := s fiir s zwischen 1 und » und  B(t) := rel’ fiir ¢ zwischen 0 und t,.
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Dann ist
log(z) = /CC CC
- [Ey " jt
1 S 0

= In(r) + jto = log_.(2).
[]
Man nennt log(z) auch den Hauptzweig des Logarithmus.

Wir kénnen noch eine weitere Beschreibung des Logarithmus geben: Im Teil A wurde
gezeigt, dafl gilt:

In(1+x) = i (_1)n:r”+1 = i (_17)71_11'"

—on+1 n

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist = 1, also wird durch

-

eine auf D;(1) definierte und holomorphe Funktion gegeben.

n=1

Behauptung: Fiir |z — 1| < 1ist L(z) = log(2).

BEwels:  Im Konvergenzkreis ist
1)n 1
L'(z) = Z n- (z—1)"!

oo

= > (1-z""

n=1
)

= Y-y

n=0
1 1

1—(1—-2) 2

Also ist L(z) = log(z) + ¢, mit einer Konstanten c. Setzen wir z = 1 ein, so erhalten wir
c=0. []

Der Nullpunkt scheint ein uniiberwindliches Hindernis fiir den Logarithmus zu sein. Aber
was passiert dort genau?

Betrachten wir die beiden Wege

a,(t) :=el' und a_(t) == e fiir 0 <t < 7.

dz dz dz .
[y
ay 2 a_ 2 0D1(0) Z

Das bedeutet: Die Funktionswerte von log(z) bei Anndherung an den Punkt z = —1
von oben bzw. von unten unterscheiden sich um 27j. Dieser ,,Sprung* tritt entlang der
gesamten negativen Achse auf.

Dann ist
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Allerdings passen die Werte von log_,(z) bei Annéherung an die negative reelle Achse
von oben hervorragend mit den Werten von log () bei Annéiherung von unten zusam-
men. Durch Umrunden des Nullpunktes entgegen dem Uhrzeigersinn gelangt man also von
einem Zweig des Logarithmus zu einem anderen, genauer von log,y zu 1og, o). Umrun-
det man dann den Nullpunkt ein weiteres Mal, so landet man beim Zweig log, 4. usw.
Man nennt den Nullpunkt daher auch einen Verzweigungspunkt fiir den Logarithmus.

Die Zweige log_, ,oxx), k € Z, sind alle auf G' := C\R_ definiert. Verschafft man sich fiir
jedes k ein Exemplar von G, und verheftet man jeweils G, mit G, ; entlang der negativen
reellen Achse und so, daf§ die Logarithmuswerte aneinander passen, so erhéilt man eine
wendeltreppenartige Fliache aus unendlich vielen Bléttern, eine sogenannte Riemannsche
Fldiche, auf der der Logarithmus global definiert werden konnte.

Wie lautet nun das Kochrezept zum Bestimmen des Logarithmus?

Ist eine komplexe Zahl z = r - ei® gegeben, mit 0 < ¢t < 2, so wihle man ein a € R,
so daBl a < t < a + 27 ist. Wenn 2z nicht gerade auf der negativen reellen Achse liegt,
kann a = —7 oder a = 7w gewéhlt werden. In jedem Fall ist dann aber w := In(r) + jt ein
Element des Streifens S,, und exp(w) = z, also

log(,)(2) = In(r) + jt.

Beispiele :
1. Sei z = 2j. Dann ist 7 = 2 und ¢ = 7. Also kann a = —7 gewihlt werden, und es
ist log(2) = log(_(2) = In(2) +j3.
2. Sei z = —2j. Dann ist wieder r = 2, aber diesmal t = 37” Wir kénnen a = 7w wéhlen

und erhalten: log((z) = In(2) + j&.

Nun ist zugleich z = 2-e~™/2

der Gleichung

, also auch log_.(2) = In(2) —j7. Das ist ein Spezialfall

1Og(a,—i—%r) (Z) = log(a) (Z) + 27Tj

Da auch 0 < 37” < 27 gilt, hétten wir auch a = 0 wéhlen konnen. Das ergibt aber
nichts neues. Es ist log)(z) = In(2) + j 3.

Allgemein gilt fira <b<t<a+2r <b+2r und z =r - et :

log,)(2) = log,(2) = In(r) + jt.

Wir kommen zu zwei Anwendungen des Logarithmus:
Zunéchst konnen wir jetzt auch beliebige Potenzen in C definieren.
Definition.
Fiir komplexe Zahlen z und w setzt man 2% := exp(w - log(z)).
Dabei kann der Exponent w beliebig gewidhlt werden. z mufl im Definitionsbe-

reich des verwendeten Logarithmuszweiges liegen. Normalerweise benutzt man den
Hauptzweig, dann darf z nicht in R_ liegen.
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Das ist eine seltsame Definition! Die Potenz z" wird im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt sein, im schlimmsten Fall gibt es unendlich viele Werte. Betrachten wir einige
Beispiele:

1. Was ist j9 ? Benutzen wir die Beziehung j = e/> und den Hauptzweig des Logarith-
mus, so folgt:

j = exp(j - log(,ﬂ)(ejg)) = exp(j Jg) = e ™? =0.207879. ..

w/2 —2rk

Es kommen aber noch unendlich viele andere Werte in Frage, ndmlich e™™/“e ,

ke Z.
2. Die Wurzel aus einer komplexen Zahl z = red? ist die Potenz

1
2 = eXP(§ [log(_r)(2) + 2mjk])

= exp(; In(r) + jt +2mjk])

= exp(y In(r)) - exp(j( + k)
= 4+ elz.

Das ist ein ganz verniinftiges Ergebnis. Von den urspriinglich unendlich vielen Moglich-
keiten bleiben nur zwei iibrig.

3. Ahnlich ist es bei der n-ten Wurzel:

st 22k
Zl/n — '\n/; . 6‘];"‘_]?71'

C/F-ej%~(cn)k, k=0,....,n—1.
wobei (, eine n-te Einheitswurzel bezeichnet.

In den bekannten Fallen kommt also auch Bekanntes heraus.

Nun zu einer anderen Anwendung:

Durch 7 (t) 1= 2z + re?™* ¢ € [0, 1], wird der Kreis um z, mit Radius r parametrisiert,
und zwar so, dafl er k-mal durchlaufen wird. Nun ist

| d 1o . !
/ z / romjk - 2R gy — k/ dt = k.
vy 0 0

2rj Jy 2 — 29 27] re2mikt

Das Integral mifit, wie oft der Punkt 2y, von v umlaufen wird. Das verallgemeinern wir
jetzt auf beliebige Wege:

Definition.

Sei v ein beliebiger geschlossener Integrationsweg in C und z ein Punkt, der nicht
auf | v | liegt. Dann heif}t

dg

-z

1

die Umlaufszahl von v um z.
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Wir miissen iiberpriifen, ob die Umlaufszahl auch das leistet, was wir von ihr erwarten.

Ist v = 41 + jvo auf [a,b] definiert, so sind die Funktionen «y, s auf [a,b] definitions-
geméB stetig und daher beschrankt. Das bedeutet, dafl auch die Spur |y | des Weges eine
beschrinkte Menge ist. Es gibt also ein R > 0, so daf§ || ganz in Dg(0) liegt.

1.2.10 Satz. Verlduft die Spur des geschlossenen Weges v ganz in Dg(0), so ist
n(vy, z) = 0 fir alle z auferhalb von Dg(0).

BEwEIs:  Nach den Sétzen iiber Parameterintegrale hingt n(v, z) stetig von z ab. Wir
werden auflerdem weiter unten zeigen, dal die Umlaufszahl nur ganzzahlige Werte an-
nimmt. Beides zusammen ist nur moglich, wenn z +— n(vy, z) lokal-konstant ist, also z.B.
konstant auf dem Gebiet C\ Dg(0). Fiir 2 — oo gilt aber:

1 d¢ L(v) 1
In(r2)| = 5ol [ 25 1€ 52 sl 1Celrl = 0

Wir nehmen jetzt zur Vereinfachung an, da8 0 ¢ |~y | ist, und versuchen,

1 d
n.0) = 5 f

zu berechnen. Bei einem beliebigen Punkt geht’s analog.

Da der Weg v um den Nullpunkt herumléuft und ihn nicht trifft, kann auch ein von 0
ausgehender Halbstrahl stets nur einen Teil des Weges beriihren. Das bedeutet, dafl wir
eine Zerlegung

a=to<t1 <...<th_1<t,=0b

des Definitionsintervalls von + finden konnen, so dai y([t;—1,%]) jeweils ganz in einer
langs eines Halbstrahls aufgeschlitzten Ebene enthalten ist. Und dort existiert jeweils ein
Zweig f; des Logarithmus, der als Stammfunktion fiir % dienen kann. Sei z; := (t;), fir
1=0,...,n. Dann ist zy = z,,

2 dé‘ B
[ %= he = il

und

n

-/

=1

S~
&

= f:l[fi(zi)_fi(zi—l)]
= i[fi(zi) — fir1(z)] 4 (fa(20) — fi(20))
= 7§2ﬂj~ki+2ﬁj~kn

=1

n—1
i=1
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wobei die k; geeignete ganze Zahlen sind, denn in ein und demselben Punkt unterscheiden
sich zwei Logarithmuszweige hochstens um ein ganzzahliges Vielfaches von 27j.
Also ist n(y,0) = / — stets eine ganze Zahl. Nun wollen wir auch noch die Bedeu-

tung dieser Zahl herausbekommen:

Jede der Funktionen f; hat die Gestalt

fiz) =In[z ]+ jpi(z),
wobei ¢; im Definitionsbereich von f; als stetige Argumentfunktion dienen kann, denn es
ist ja
z=-exp(fi(2) =2 eI¥il?),

In einem festen Punkt unterscheiden sich zwei Argumentfunktionen héchstens um einen
Summanden der Form 27k, k € Z.

Wir ersetzen jetzt die Funktionen f; so durch andere Logarithmenzweige, dal die zu-
gehorigen Argumentfunktionen entlang v nahtlos aneinanderpassen:

Esist fiv1(z) = fi(z) — 2wjk;, fir i = 1,...,n — 1. Also setzen wir

filz) = Ao,

Jig(z) = fo2) + 2mjky,

f3(2) = f3(2) +2mj(ky + k2)

Faz) = fal2) +2mj (ks + ka4 knoa).

Die neuen Funktionen ﬁ sind Logarithmuszweige mit dem gleichen Definitionsbereich wie
die f;, und sie sind dort natiirlich Stammfunktionen von % Wir hétten die Umlaufszahl
auch mit ihrer Hilfe ausrechnen kénnen. Aus den vielen Spriingen (um 27jk;) ist nun
aber ein einziger Sprung geworden, der dort auftritt, wo sich der Weg ~ schliefit, also bei
20 = Zn-

Schreiben wir f;(z) = In|z |+ j@i(2), so wird durch

p(t) == @i(v(t)) fiir t € [ti1,ti]

eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — R definiert, die in jedem Augenblick ¢ das Argument von
7v(t) angibt. Und die Differenz ¢(b) — ¢(a) beschreibt die Gesamténderung des Arguments
beim Durchlaufen von 7. Da der Weg geschlossen ist, mufl diese Gesamténderung ein

1
ganzzahliges Vielfaches von 27 sein, und die Zahl 2—(@(()) — ¢(a)) gibt an, wie oft v den
T

Punkt 0 umléduft, gemessen in mathematisch positiver Drehrichtung.

Benutzen wir andererseits die ﬁ zur Berechnung der Umlaufszahl, so erhalten wir:

n(v,0) = 2;/7
Q]_Zi:fl Zz fz Zi— 1)]

=1
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= _ 1 - -
= o 2 1[fz(zz) fira(zi)] + ﬁj(fn(zo) — f1(20))
= (o) — (),

Also beschreibt die Umlaufszahl genau das, was man sich darunter vorstellt. Nun brauchen
wir blofl noch eine einfache Methode zu ihrer Bestimmung. Und das geht so:
02

D 01

Sei v ein geschlossener Integrationsweg und D C C eine kleine Kreisscheibe mit |y |ND #
&. Die Peripherie des Kreises werde von « in genau zwei Teilwege o1 und o9 zerlegt, das
Innere von D in zwei Teilgebiete und |~ | in einen Teil innerhalb von D (parametrisiert
durch ¢) und einen auBlerhalb von D (parametrisiert durch 4" ). In der Néhe von glatten
Punkten von + kann man diese Situation immer herstellen.

Ist « ein beliebiger Integrationsweg und z & | « |, so kann man immer noch

naz =

27j C
bilden, auch wenn das Ergebnis keine ganze Zahl ist und auch nicht mehr ohne weiteres

anschaulich gedeutet werden kann. Insbesondere ist dann
n(a+6,z) =n(a,z)+n(p,z) und n(—a,z)=—-n(aq,z).
Wir betrachten nun zwei Punkte zq, 2o € D, der eine ,links von v und der andere ,,rechts

von v“. Wir wollen sehen, wie sich die Umlaufszahl beim Uberqueren von ~ verhilt.

Da n(v, z) als stetige und ganzzahlige Funktion lokal-konstant ist, muf} sie auf jedem
Gebiet, auf dem sie definiert ist, konstant sein. Das werden wir jetzt mehrfach anwenden.
AuBlerdem benutzen wir, dafl n(v, z) = 0 ist, wenn man von z aus beliebig ferne Punkte
erreichen kann, ohne |7 | zu treffen. Es ist

n(y —o9,21) = n(y —o02,2)
= n(y — 02, 20) +n(o2 + 0, 22)
= TL(’)/ + 0, 22) = n(’7722)

und dann
n(v,z1) = n(y +o0,2)+n(or —0,2)
= n(y +o01,21)
= n(y +o1,21) +1—n(o1 + 02, 21)
= n(y — 02,21) +1
n(v, z) +
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Die Moral von der Geschichte ist nun:

1. ,,Weit draulen* ist auf jeden Fall n(~,z) = 0.

2. Uberquert man ~ (in einem glatten Punkt) so, daf 7 dabei von , links“ kommt, dann
erhoht sich die Umlaufszahl um 1.

Beispiel :

9 |
2

Definition.

Sei v ein geschlossener Integrationsweg in C. Dann heif3t
Int(y) :={z € C\ |v| [ n(y,2) # 0}

das Innere von 7.

Ein Gebiet G C C heifit einfach zusammenhdngend, wenn mit jedem geschlossenen
Integrationsweg v in G auch das Innere von v zu G gehort.

Jedes sternférmige Gebiet ist einfach zusammenhéngend, aber C* ist z.B. nicht einfach
zusammenhéngend, weil der Rand des Einheitskreises in C* liegt, wihrend das Innere des
Einheitskreises nicht zu C* gehort.

Ohne Beweis zitieren wir:

1.2.11 Satz. Seir G C C ein Gebiet, v ein geschlossener Integrationsweg in G und
n(y,z) =0 fir z € C\ G. Dann ist

/ f(2)dz=0
-
fiir jede holomorphe Funktion f auf G.

1.2.12 Folgerung. Ist G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, so ist
/ f(2)dz=0
Y

fiir jede holomorphe Funktion f auf G und jeden geschlossenen Integrationsweg v in G.
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83 Die Cauchysche Integralformel und ihre Folgen

Definition.

Sei G C C ein Gebiet und B C G eine offene Teilmenge. Wir sagen, B liegt relativ-
kompakt in G (in Zeichen: B CC G'), wenn B beschréinkt und B C G ist.

Ist B CC G, so kann B nicht bis an den Rand von G herankommen. Es bleibt immer
ein kleiner Abstand. Ist der Rand von B stiickweise glatt, so stellt er einen geschlossenen

Weg dar, der ganz in G verlauft.

G

1.3.1 Die Cauchysche Integralformel. Ser G C C ein Gebiet, f : G — C holo-
morph, zo € G und r > 0, so daf§ D := D,(z) CC G 1ist.

Dann gilt fiir alle z € D :

_ Lo S
f<z)_27rjaéc—zdc'

BEWEIS:

D/

Wir kénnen ein € > 0 finden, so dal auch noch D" := D, .(z) C G ist.

Sei z € D beliebig vorgegeben. Da f in G holomorph ist, gibt es eine in z stetige Funktion
A, auf G, so daB fiir alle ( € G gilt:

Q) =f(z)+ A0 - (C—2).
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Dann ist

f(Q) = f(2)
————= falls z
A =1 (== 7
f(z) falls ¢ = z.
Nachdem A, iiberall stetig und auflerhalb z sogar holomorph ist, kénnen wir auf der
sternformigen Menge D’ den Cauchyschen Integralsatz auf A, und den geschlossenen
Weg 0D C D’ anwenden:

o=/ AZ<<>d<

=/ iy ac f(z)-/aDCde

- /g (C) d¢ — f(2) - 27j - n(dD, )

D(— 2z
_ f(¢)
_ /aDC_ng—f(z)-zm

]

Beim Beweis der Cauchyschen Integralformel ist nun ganz deutlich die komplexe Diffe-
renzierbarkeit eingegangen. Dementsprechend hat der Satz Konsequenzen, die weit {iber
das hinausgehen, was man von einer reell differenzierbaren Abbildung erwarten wiirde.
Der ganze Paragraph ist diesen Konsequenzen gewidmet.

Beispiele :

62

dz berechnet werden. Indem man den Nenner in

1. Es soll das Integral
& aD3(0) 22 + 2z

Linearfaktoren zerlegt und eine Partialbruchzerlegung durchfiihrt, bringt man das
Integral in die Form, die auf der rechten Seite der Cauchyschen Integralformel steht:

e? 1 1
/ dz = / 22 | .e%dz
aD3(0) 22 + 2z aDs(0) |z z+2

1 e? 1 e?
= = —dz — = ——dz
2 JoaDs(0) 2 2 Jops(0) z — (—2)
1
= 97i-—. 0o_ -2
Ty g le —e]
= 7j(l—e?).

2. Sei C = 0D,(3]). Dann liegt j im Innern von C, und —j nicht. Daher gilt:

dz B 1 dz 1 dz
/0224—1 B Qj/cz—j_Zj/cz+j
1 .

== .

Hier kann man sehen, daff die Umlaufszahl ein Spezialfall der rechten Seite der
Cauchyschen Integralformel ist, ndmlich fir f(z) = 1.
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Wir kommen jetzt zur wichtigsten Folgerung aus der Cauchyschen Integralformel. Der
Entwicklungssatz 3.3 ist hochst {iberraschend und 148t die holomorphen Funktionen in
ganz neuem Licht erscheinen. Entdeckt wurde er von Taylor und Cauchy beim Versuch,
die Taylor-Entwicklung von komplex differenzierbaren Funktionen zu berechnen. Die Mo-
tivation erwéchst also aus der Idee, bekannte Sachverhalte aus dem Reellen ins Komplexe
zu iibertragen. Cauchys Integralformel lieferte schliellich das passende Hilfsmittel:

I.3.2 Hilfssatz (Trick mit der geometrischen Reihe).  Ist |z| < |(], so ist

1 1 & (2\"
c—z_c';)(c)'

Dabei konvergiert die Reihe im Innern des Kreises D|C|(O> gletchmdyfig.

1 o0
BEwEIS:  Bekanntlich ist Tow = > w" fiir alle komplexen Zahlen w mit |w| < 1.
B n=0
Daher liegt es nahe, folgende Umformung zu machen:
11 1
(—2z (¢ 1-— f

Damit der zweite Faktor als Grenzwert einer geometrischen Reihe geschrieben werden

kann, muf} |w | < 1 fiir w := z_ gelten. Aber das ist auf jeden Fall erfiillt, wenn | z | < | (|

ist. []
Jetzt sind wir auf den folgenden Satz vorbereitet:

1.3.3 Entwicklungssatz von Cauchy. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holo-
morph und zg € G. Ist R > 0 der Radius der grifiten (offenen) Kreisscheibe um zy, die
noch in G hineinpafit, so gibt es eine Potenzreihe

oo

p(z) = Z an(z — 29)",

n=0
die fir jedes r mit 0 < r < R auf D,(z) absolut und gleichmdiflig gegen f(z) konvergiert.
Auflerdem ist dann

1 )
. 3Dv{20)

BEWEIS:  Sei v(t) := 2o + redt, 0 < t < 27, die Parametrisierung von 9D, (z). Dann
gilt nach der Cauchyschen Integralformel fiir z € D, (2):
11 f(©)
= — dc.
f2) = 5 | o
Ist nun ¢ € |v| = 0D,(20), so ist |z — 20| < |C — 29 |. Wir kénnen den Trick mit der
geometrischen Reihe anwenden:

I 1
(—z  (C—2)—(z—2)
R

(=2 1 =2
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Da f auf der kompakten Menge 0D, (zy) beschrénkt ist, etwa durch eine Zahl C' > 0, ist

i< € (2l)

(¢ — zo)tt r r
und diese Reihe konvergiert fiir jedes feste z € D,(2).
Nach dem Weierstra-Kriterium (Teil A, Kap. IV, §3) konvergiert dann (fiir festes z) die
Reihe .
10 _ 0 3 ( - ) 5
(=2 (=2 ;S\C—20/) 5(C—2)"
gleichméBig in ¢ auf 0D, (z). Da die Partialsummen stetig in ¢ sind, kann man den Satz

tiber die Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung und Integration anwenden (Satz IV.3.4.
in Teil A):

_ 1 SO ge o~ (L f(©) o o)
fz) = 27 /8Dr(zo) (—=z dc = nz:% (27rj /8DT(ZO) (¢ — 2zp)"*! dC) (2= 20)"

Wir setzen

(z —20)"

ap, = 271r / _f(ZO>n+1 dc.
J 0Dy (20) 0
Nach dem Cauchyschen Integralsatz héngt a,, nicht von r ab, und da das obige Verfahren
fiir jedes r < R funktioniert, ist der Konvergenzradius der Reihe > R. Fiir 0 < r < R

konvergiert die Reihe absolut und gleichméfig auf D,.(zo). ]

1.3.4 Folgerung (Hohere Cauchysche Integralformeln). Sei G C C ein Gebiet
und f : G — C holomorph. Dann ist f auf G beliebig oft komplex differenzierbar, und fiir
z € G und D,(z) CC G ist

!
f(’“)(z)—;;‘. / (gif))kﬂdc fiir k € No.
JaDr(z)

BEWEIS:  Sei D := D,(z) CC Dgr(z9) C G. Dann kann f in D in der Form

o

f(z) = Z an(z — 29)"

n=0

geschrieben werden. Also ist f in zy beliebig oft differenzierbar, und es gilt:

k! f(©)

®)(2) = Kla = — / L\
JPG0) = Kae =505 J ) (€= 200

dc.

Definition.

Sei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f : G — C heifit in 2y € G in eine Potenzreihe
entwickelbar, wenn es ein r > 0 gibt, so dafl D := D,(zy) CC G ist und f auf D mit
einer konvergenten Potenzreihe iibereinstimmt.

f heiBt auf G analytisch, wenn f in jedem Punkt von G in eine Potenzreihe entwik-
kelbar ist.
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Analytische Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar! Man beachte aber, dafl
man i.a. nicht mit einer einzigen Potenzreihe auskommt.

1.3.5 Satz von Morera. Ser G C C ein Gebiet und f: G — C stetig.
Wenn /BA f(2)dz = 0 ist, fir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, dann ist f holom-
morph auf G.

BEwEIs:  Wie im Beweis zu Satz I1.2.6. (iiber holomorphe Funktionen auf sternformigen
Gebieten) kann gezeigt werden, dal f zumindest lokal stets eine (holomorphe) Stamm-
funktion F' besitzt. Aber F' ist beliebig oft komplex differenzierbar, und dann ist auch
f = F’ holomorph. []

Fassen wir nun zusammen:

1.3.6 Theorem. Sei G C C ein Gebiet. Folgende Aussagen tber eine Funktion f :
G — C sind dquivalent:

1. f st reell differenzierbar und erfillt die Cauchyschen DGLn.
fist komplex differenzierbar.

f 1st holomorph.

f st beliebig oft komplex differenzierbar.

f ist analytisch.

S G e

f st stetig und besitzt lokal immer eine Stammfunktion.

7. f ist stetig, und es ist / f(2)dz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A in G.
N

Wir haben eine erstaunliche Entdeckung gemacht. Eine einmal komplex differenzierbare
Funktion ist automatisch schon beliebig oft komplex differenzierbar. Das ist ein grofler
Unterschied zur reellen Theorie!

Und wir sind noch lange nicht am Ende. Die holomorphen Funktionen weisen noch viele
andere wundersame Eigenschaften auf.

1.3.7 Satz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und auflerhalb von zy € G sogar
holomorph. Dann ist f auf ganz G holomorph.

BEwWEIS:  Aus den Voraussetzungen folgt mit Satz [1.2.6., dal f lokal immer eine
Stammfunktion besitzt. ]

1.3.8 Konvergenzsatz von Weierstraf3. Ist (f,) eine Folge von holomorphen
Funktionen auf einem Gebiet G, die im Innern von G (also auf jedem relativ-kompakten
Teilgebiet) gleichmafig gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, so ist auch f holomorph.

BEwWEIS:  Sei A ein abgeschlossenes Dreieck in GG. Dann konvergiert (f,) auf 0A
gleichméfig, und man kann den Satz {iber die Vertauschbarkeit von Integration und Li-
mesbildung anwenden:

n—oo

/(9A f(z)dz = lim . fn(z)dz = 0.
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Also ist f holomorph. []

1.3.9 Riemannscher Hebbarkeitssatz. Set G C C ein Gebiet, 2y € G und [ auf
G \ {20} holomorph. Bleibt f in der Nihe von zy beschrinkt, so gibt es eine holomorphe
Funktion f auf G, die auf G\ {z0} mit f tbereinstimmdt.

BEWEIS:  Wir benutzen einen netten kleinen Trick:

Sei  F(z):= { J(2) - (2= 20) fikr 27 2,

0 fiir z = zp.

Wegen der Beschrianktheit von f ist F' stetig in G. Aulerdem ist F' natiirlich holomorph
auf G'\ {z0}. Nach Satz I1.3.7. muB F' dann auf ganz G holomorph sein.

Also gibt es eine Darstellung
F(z) = F(z) + A(2) - (2 — 20),

mit einer in 2y stetigen Funktion A. Da A(z) = f(z) auBerhalb von 2, holomorph ist,
folgt noch einmal mit I1.3.7., daf§ A sogar auf ganz G holomorph ist. Wir konnen f := A
setzen. []

Von besonderer Bedeutung ist der folgende Satz:

1.3.10 Identitatssatz. Sei G C C ein Gebiet (hier ist wichtig, daff G zusammenhdingend
ist!). Fir zwei holomorphe Funktionen f,g: G — C ist dquivalent:

1. f(2) = g(2) fir alle z € G.

2. f(2) = g(z) fir alle z aus einer Teilmenge M C G, die wenigstens einen Hiufungs-
punkt in G hat.

3. Es gibt einen Punkt zy € G, so daf f%(zy) = g™ (z0) fiir alle k € Ny ist.

BEwEIs: (1) = (2) ist trivial.
(2) = (3): Ist 29 € G Héufungspunkt der Menge M C G, so gibt es eine Folge (z,) in
M, die gegen zy konvergiert. Wegen der Stetigkeit ist

f(z0) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(20).

e Flea) = o) _ | 0l — ole0)
/ — 1 Zn) — Z(]:l- an—gZ():/
f'(z0) = lim p—— i, = 9'(20),
USw.
(3) = (1): Seih:=f—gund N := {z € G| h¥(z) = 0 fiir alle n € Np}. Dann
liegt 2o in IV, also ist N # @&. Auflerdem ist N offen: Ist ndmlich wy € N, so sind in der
Potenzreihenentwicklung von h in wq alle Koeffizienten = 0, und das bedeutet, daf3 h auf

einer ganzen Umgebung von w, identisch verschwindet.
Andererseits ist auch G \ N offen, denn es gilt:
G\N = {ze€ G| IkeN;mit h®(z) # 0}
= Uz e G [n(x) # 0},
k
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und das ist eine Vereinigung offener Mengen.

Die charakteristische Funktion von N ist demnach auf G eine lokal-konstante Funktion,
und da G ein Gebiet ist, muf sie konstant sein. Also ist G = N. ]

Die Menge M, die im Satz vorkommt, kann z.B. eine kleine Umgebung U eines Punktes
29 € G sein. Der Identitétssatz sagt: eine holomorphe Funktion auf G ist schon durch ihre
Werte auf U festgelegt. Das zeigt eine gewisse Starrheit der holomorphen Funktionen.
Wackelt man im Lokalen an ihnen, so wackelt stets die ganze Funktion mit!

Die Cauchysche Integralformel zeigt, daf§ der Wert einer holomorphen Funktion in einem
Punkt durch die Werte auf einer Kreislinie um den Punkt herum festgelegt sind. Noch
deutlicher kénnen wir das durch die folgende Formel ausdriicken:

1.3.11 Mittelwerteigenschaft. Ist f holomorph auf dem Gebiet G, zy € G und
D, (z) CC G, dann ist

f(z0) = 217r /027T f(zo 4 red?) dt.

Zum BEWEIS braucht man nur die Parametrisierung der Kreislinie in die Cauchysche
Integralformel einzusetzen.

Die hoheren Cauchyschen Integralformeln fithren zu einer Folge von Abschétzungen, von
denen hier nur eine angegeben werden soll:

1.3.12 Cauchy-Ungleichung. Unter den obigen Voraussetzungen ist

| f'(z0) | < sup | f(Q)]-

|¢—20 |=r

S|

BEWEIS: Es ist

L1 £(Q)
[ F(z0)] = gj /WZO)(C e dC]

2r f(z9 + rel?)

_ Jjt

= 27r | 2ot me dt |

< I | dt

< 2717“/0 |f(20+re)|

< 27?7“.27T.|8up| |f(§)|
C(—z0 |=r

]

Vor dem nachsten Satz brauchen wir noch einen

1.3.13 Hilfssatz.  Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Ist | f | konstant,
so ist auch f konstant.

BEWEIS:  Sei | f(z)| = c¢. Dann ist f(z) - f(2) = ¢*. Daraus folgt:

f(z)=0 oder f(z)#0 fir alle z € G.
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2

/()
f(z) = 2Re(f(z)) holomorph sein, und das ist nur moglich, wenn f konstant ist. ]

Letzteres bedeutet, dal f(z) =

auf G holomorph ist. Aber dann miifite auch f(z)+

1.3.14 Maximumprinzip. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Besitzt
| f| in G ein lokales Mazimum, so ist f konstant.

BEWEIS:  Wenn | f| in zy € G ein Maximum besitzt, dann gibt es ein r > 0, so daB
| f(2)] < | f(z0) | fiir |z — 29| < 7 ist.

Aus der Mittelwerteigenschaft folgt fiir 0 < o < r:

£l < g [ 170+ 06) |t < | ()]

Dann muf natiirlich iiberall sogar das Gleichheitszeichen stehen, und es folgt:

2m .
/0 (|f(20—|—Q€Jt)|—]f(zo) |) dt = 0.
Da der Integrand iiberall < 0 und g < r beliebig ist, folgt:

| f(2) | =1 f(z0) | fiir [z = 20| <7

Alsoist | f | auf D,.(zo) konstant, und nach dem Hilfssatz auch f selbst. Schliellich wenden
wir den Identitédtssatz an und erhalten, daf§ f auf ganz G konstant sein muf. ]

Man kann das Maximumprinzip auch so formulieren:

Eine nicht-konstante holomorphe Funktion nimmt nirgendwo in ihrem Definitionsbereich
ein lokales Mazimum an (worunter stets ein Maximum von | f | zu verstehen wdre).

1.3.15 Folgerung. Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig und holo-
morph auf G, so nimmt | | sein Maximum auf dem Rand von G an.

BEWEIS:  Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge muB | f | irgendwo auf G

sein Maximum annehmen. Wegen des Maximumprinzips kann das nicht in G liegen. Da
bleibt nur der Rand. []

Wer das Wundern noch nicht verlernt hat, sollte an dieser Stelle einmal innehalten und
sich bewuflt machen, wieviele erstaunliche Eigenschaften holomorpher Funktionen wir in
kurzer Zeit hergeleitet haben!

Definition.

Eine ganze Funktion ist eine auf ganz C definierte holomorphe Funktion.

Beispiele sind die Polynome, aber auch die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosi-
nus.

1.3.16 Satz von Liouville. Ist f ganz und beschrinkt, so ist f konstant.
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BEwEIs:  Sei f(z) < C fiir alle z € C. Aus der Cauchy-Ungleichung folgt fiir beliebiges
ze€Cundr>0:

1
FEls -0
Das ist nur moglich, wenn f’(z) = 0 ist, also f konstant. ]

Jetzt sind wir in der Lage, einen besonders einfachen Beweis fiir den Fundamentalsatz der
Algebra anzugeben:

1.3.17 Fundamentalsatz der Algebra.

Jedes nicht konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

BeweEls:  Wir machen die Annahme, es gebe ein Polynom p(z) vom Grad n > 1 ohne
Nullstellen. Es sei p(z) = a,2" + Ap_12" 4 - 4 a1z + ap mit a, # 0. Dann ist

mit einem Polynom

Q(w) =t Ay w+ -+ alwn_l + aown-

Da ¢(0) = a, # 0 ist, ist
1 1
lim f(z) = lim —-— =0

Also ist f eine beschrinkte ganze Funktion. Das geht nur, wenn f konstant ist, im Ge-
gensatz zur Annahme. []
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84 Isolierte Singularititen

Definition.

Sei U C C offen, zp € U und f : U\ {20} — C holomorph. Dann nennt man z, eine
1solierte Singularitdt von f.

Zunéchst einmal ist zp nur eine Definitionsliicke fiir f. Wie ,singular® f tatsdchlich in
zp ist, das miissen wir erst von Fall zu Fall herausfinden. Entscheidend ist, dafl} z; eine
1solierte Definitionsliicke ist, daf} es also keine Folge von singuldren Punkten von f gibt, die
sich gegen zy hauft. Der Logarithmus hat z.B. im Nullpunkt keine isolierte Singularitét,
weil man einen kompletten Halbstrahl aus C herausnehmen mufl, um log auf dem Rest
definieren zu konnen.

Wir wollen nun die isolierten Singularitéiten klassifizieren.

Definition.

Sei U C C offen und f holomorph auf U, bis auf eine isolierte Singularitét in einem
Punkt z € U.

L. 2o heift eine hebbare Singularitit von f, wenn es eine holomorphe Funktion f
auf U gibt, so daB f = f|i (2} ist.

2. zp heifit eine Polstelle von f, wenn li_>m f(2) = oo ist.
Z—20

3. 2o heif}t eine wesentliche Singularitit von f, wenn 2z, weder hebbar noch eine
Polstelle ist.

Man kann die drei Typen isolierter Singularitdten auf Grund des Werteverhaltens von f
in der Nahe von zy unterscheiden:

2o ist genau dann eine hebbare Singularitéat, wenn f in der Ndhe von 2y beschrinkt bleibt
(Riemannscher Hebbarkeitssatz). Eine Polstelle liegt genau dann vor, wenn die Werte
von | f(z)| bei Anndherung an z, unbeschrinkt wachsen. Und was passiert bei einer
wesentlichen Singularitdt? Ohne Beweis geben wir den folgenden merkwiirdigen Satz an:

I.4.1 Satz von Casorati-Weierstraf3. Hat f in zy eine wesentliche (isolierte) Sin-
gularitit, so kommt f(z) in jeder Umgebung von zo jedem beliebigen Wert beliebig nahe.

Das bedeutet: Ist wy € C ein beliebig vorgegebener Wert, so gibt es eine Folge von Punkten
(zn) mit lim z, = 29, so daff lim f(zn) = wo ist.

Beispiele :
1. Sei f(z) := fir | 2| <7 und z # 0. Es ist
sin z
: o - n 2n+1
ey = &
22 2
— L. (1= 2 4.
=Gt

= 2h(2),
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mit einer nahe 2y = 0 holomorphen Funktion ~ mit h(0) = 1. Aus Stetigkeitsgriin-
sin(z)

den gibt es dann ein kleines € > 0, so daf |
0 und z # 0 ist.

| =|h(z)| > 1— ¢ fiir z nahe bei
z

Alsoist | f(2) ©

1
| < in der Néhe von 0 beschrénkt. (Die Abschétzung
£

= sin(z) 1-—
gilt natiirlich nur fiir z # 0). Damit liegt eine hebbare Singularitidt vor. Der Wert,

der in 0 ergénzt werden muf, ist gegeben durch m =1

1
f(z) := — hat offensichtlich in z = 0 eine Polstelle.
z

1

Sei f(z) := exp(—). In zo = 0 liegt eine isolierte Singularitéit vor. Aber was fiir eine?
z

Setzen wir z, := % ein, dann strebt f(z,) = €™ gegen co. Also kann die Singularitét

nicht hebbar sein.

Setzen wir dagegen z, := —ﬁ j ein, so erhalten wir f(z,) = e*™J = 1. Also strebt
f(z,) in diesem Fall nicht gegen oo. Damit kann auch keine Polstelle vorliegen, die
Singularitét ist wesentlich!

Die Methode, den Typ einer Singularitdt iiber das Werteverhalten der Funktion heraus-
zubekommen, ist nicht besonders praktisch. Wir werden nach besseren Methoden suchen.
Zuvor miissen wir jedoch noch einen Satz iiber Nullstellen holomorpher Funktionen be-
welsen:

1.4.2 Satz. Sei U C C offen, f: U — C holomorph und f(zy) = 0 fiir ein z € U.
Ist f nicht konstant, so gibt es ein € > 0, ein k € N und eine holomorphe Funktion h auf

D =

1.

2.

3.

D.(zy), so dafs gilt:
DcU.
h(z) #0 fir z € D.

f(z) = (2 — z)¥ - h(z) fir z€ D.

Die Zahl k und der Wert h(zy) sind eindeutig bestimmit.

BeEwEIs:  Es gibt ein § > 0, so daB sich f auf Ds(2) in eine Potenzreihe entwickeln

laBt:

f(z) = ioan(z —2z)".

Da f nicht konstant ist, kénnen nicht alle a,, = 0 sein. Da f(z) = 0 ist, muBl ag = 0 sein.

Es gibt also ein eindeutig bestimmtes £ > 1, so dafl

a=a,=...=a,_1=0 und ap#0
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ist. Daraus folgt fiir z € Dj(20):

f) = S anlz—z)"

n=~k
oo
= (z—20)" D an(z — 2)" "
n=~k

= (z2—2)"- i}anM(z —2)"
= (2= 2)" - h(2),

mit

h(2) == ansr(z — 20)" = ar + ar1(2 — 20) + apra(z — 20)° + - -
n=0

Offensichtlich hat h(z) den gleichen Konvergenzradius wie die Entwicklung von f(z) um
20. Da h(zo) = ay # 0 ist, gibt es ein € mit 0 < e < 4, so dafl h(z) # 0 fiir alle z € D.(z)
ist.

Die Zahl k ist dadurch charakterisiert, dafl

fl)=F(20)=...= f* V(%) =0 und f®(z)#0
ist. Und nach den Cauchyschen Integralformeln ist

_ 1 f(©)
" % /8D5(ZO) (C - Zo>k+1 .

a

]

Die Zahl k nennt man die Ordnung der Nullstelle. Auch hier zeigt sich ein eklatanter
Unterschied zur reellen Theorie: Wahrend eine reelle beliebig oft differenzierbare Funktion
durchaus isolierte Nullstellen unendlicher Ordnung haben kann, ist das im Komplexen
wegen des Identitdtssatzes nicht moglich.

1.4.3 Folgerung. f hat in zy genau dann eine Polstelle, wenn es eine Umgebung
W = W (zy), eine holomorphe Funktion h auf W und ein k € N gibt, so daff h(zy) # 0

1st, und
1

(z — 2o)F

Die Zahl k ist eindeutig bestimmi.

f(z) = ~h(z) fir ze€ W\ {z}.

BEWEIS: [ hat genau dann in 2, eine Polstelle, wenn ILm f(2) = oo ist, und das ist
Z—20

1 1
genau dann der Fall, wenn 1i_>m m = () ist, wenn also — in z; eine hebbare Singularitit
z2—20 2z

hat, in der man den Wert 0 ergéinzen kann. Das bedeutet, daf} es ein £ € N und eine
holomorphe Funktion h in der Ndhe von zy gibt, so dafl gilt:

1

8 =(z—20)"-h(z) und h(z)# 0 nahe z.
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Das ist gleichbedeutend mit

1 o1
f(z) = s h(z), mit h(z) := )

Die Zahl k heifit hier die Polstellenordnung von f in z.

1
Ist f(2) = -——— - h(z), mit einer holomorphen Funktion h, so kénnen wir & in 2o in
Z —

eine Taylorreihe entwickeln:
h(z) = Z @n(Z - Zo)n, fir ‘ Z— 2 | < r.
n=0

Aber dann gilt fiir 2 # zo und |z — 2o | < 7:

= n— ao a
f(2) = an(z —z)" F = (Z_Zo>k+(Z_Zo)k_l+~'—|—ak+ak+1'(z—zo)+~-

n=0

Betrachten wir dagegen die wesentliche Singularitét f(z) := exp(1/z), so erhalten wir fiir
z2#0:

& LN 1 5 1 4
f(z)—T;)m(Z) =147+ 52 g

Die Reihe erstreckt sich iiber unendlich viele negative Potenzen von z. Wir werden sehen,
daB es immer moglich ist, eine holomorphe Funktion um eine isolierte Singularitit z
herum in eine Reihe zu entwickeln, die sowohl positive als auch negative Potenzen von
z — zp enthalten kann.

Definition.

Eine Laurent-Reihe ist eine Reihe der Form

o0

L(z)= > an(z—20)"

n=—oo

Die Zahlen a,, heiflen die Koeffizienten der Reihe, zy der Entwicklungspunkt.

-1

H(z) == Y an(z—2)"

n=—oo

o0
= > a_u(z—2)"
n=1

= L2y
T oz—z (2—2)?

heiflit Hauptteil der Reihe,

o0

N(z) == Y an(z—2z)"

n=0

= a0+a1(z—z0)+a2(2—z0)2+-~
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heifit Nebenteil der Reihe.

Die Laurentreihe L(z) = H(z) + N(z) heifit konvergent, wenn Hauptteil und Ne-
benteil jeweils fiir sich konvergent sind.

I.4.4 Satz.  Sei L(z) = H(z) + N(z) eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt z,
R > 0 der Konvergenzradius des Nebenteils N(z) und r* > 0 der Konvergenzradius des
Hauptteils, d.h. der Konvergenzradius der Potenzreihe

1
H(a%—zo):a_lw%—a_guﬁ—l—---.

1. Ist r* - R <1, so konvergiert L(z) auf keiner offenen Teilmenge von C.
2. Istr*-R>1undr:= r%, so konvergiert L(z) auf dem Kreisring
K, p(z0) ={2z€C|r<|z—2| <R}
absolut und im Inneren des Kreisringes gleichmdflig gegen eine holomorphe Funkti-

on.

~ 1
BeEweIs:  Die Reihe H(w) := H(— + zy) konvergiert nach Voraussetzung fiir |w | < r*.
w

Dann konvergiert H(z) := H( ) fir |z — 20| > — =7
/r-*

Z— 20
Ist r*- R <1, s0ist R <r, und die Reihe kann nirgends konvergieren. Ist r*- R > 1, so
konvergieren Haupt- und Nebenteil beide fiir r < |z — 29| < R. ]

Laurentreihen konvergieren also auf Ringgebieten. Lafit man den inneren Radius gegen
0 und den &dufleren gegen oo gehen, so erhélt man C* als Beispiel eines ausgearteten
Ringgebietes.

Wir wollen nun sehen, dafl sich umgekehrt jede auf einem Ringgebiet definierte holo-
morphe Funktion dort in eine konvergente Laurentreihe entwickeln 148t. Dazu wollen wir
zunéchst die Cauchysche Integralformel verallgemeinern:

1.4.5 Cauchysche Integralformel fiir Ringgebiete. Sei G C C ein Gebiet, K =
K, r(z) CC G und f: G — C holomorph.

Dann gilt fir z € G\ 0K :

0 sonst.

1o fQ o, f(z) falls ze K
2ﬁjaéc_zd<_{

BEWEIS:  Der Beweis geht eigentlich genauso wie bei der Integralformel fiir Kreisschei-

ben. Ist z € K vorgegeben, so gibt es wegen der Holomorphie von f eine in z stetige
Funktion A,, so daB f(¢) = f(z) + A.(C) - (¢ — 2) fiir alle ( € G ist.

Dabei ist AL(CQ) = (—= Ao
1(2) falls ( = z.
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Da A, iiberall stetig und aulerhalb z holomorph ist, folgt mit dem Riemannschen Heb-
barkeitssatz, dafi A, sogar auf ganz G holomorph ist.

Wenn wir den Kreisring K an einer geeigneten Stelle aufschneiden, erhalten wir einen
geschlossenen Weg v mit folgenden Eigenschaften:

a) z € Int(y) und n(y,z2) = 1.
b) Int(y) C K C G.

c) Lg(() d¢ = /aKg(C) d( fiir jede stetige Funktion g auf G.

Eigenschaft (c) ist erfiillt, weil die Schnittverbindung zwischen dem &ufleren und dem
inneren Rand zweimal durchlaufen wird, mit umgekehrtem Vorzeichen.

Nach dem verallgemeinerten Cauchyschen Integralsatz (I1.2.11.) und wegen Eigenschaft
(b) ist

A AL(¢)d¢ = 0.

Wegen Eigenschaft (a) folgt wie im Beweis der Originalformel von Cauchy:

[a@dc= [ S ac— sy om

Zusammen ergibt das den ersten Teil der Behauptung.

f(©)

Ist 2 € G\ K, so ist der Integrand ~——* auf einer offenen Umgebung von K holomorph,
—Z

und es folgt wieder mit dem verallgemeinerten Cauchyschen Integralsatz, dafl das Integral
dariiber verschwindet. []

1.4.6 Satz von der ,,Laurent-Trennung®.

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K, r(zy) :={z € C|r < |z— 2| < R}. Dann gibt
es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen

fT:Dp(z) = C  und f~:C\ Dy(2)—C
mit
1. fT+f = f auf K, z(20).
2.1 f(2)| = 0 fiir | 2| = oo.
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BEwWEIS:  Wir beginnen mit der einfacher zu beweisenden Eindeutigkeit:

Es gebe zwei Darstellungen der gewiinschten Art:
f=R+h=(K+f
Dann definieren wir eine neue Funktion h : C — C durch

he) = { fi(2) = f5 (2) fiir 2 € Dp(z0),

fa(2) = fi(2) fiir z € C\ D,(2).

Diese Funktion ist auf ganz C holomorph, und fiir z — oo strebt sie gegen 0. Also handelt
es sich um eine beschrankte ganze Funktion, die natiirlich konstant sein mufl (Liouville).
Es ist nur hA(z) = 0 moglich.
Nun kommen wir zur Existenz von f* und f~:
Fiir o mit r < o < Rund | z — zy | # o setzen wir
1 [
Fo2) =5 | © g
2mj JoDy(z0) ( — 2

Da der Integrand holomorph ist, gilt das auch fiir F,, nach den Sétzen {iber Parameter-
integrale.

Ist |z — zo| < R, so gibt es ein p mit |z — zp| < p < R, und wir setzen

fT(2) = Fy(a).

Dabei kommt es nicht darauf an, welches ¢ wir nun genau nehmen. Ist ndmlich | z — zo | <
01 < o2 und C := 0D, (%) — 0D,, (29), so ist

Fo®) = Fule) = g [ A ac =0

nach der Cauchyschen Integralformel fiir Ringgebiete.

Ist andererseits ein o mit |z — 2o | < o gewihlt, so gilt auch noch fiir alle { aus einer
kleinen Umgebung von z die Ungleichung | { — 2o | < p. Das bedeutet, da8 o fiir alle diese
¢ giiltig ist. fT stimmt auf einer ganzen Umgebung von z mit F), iiberein und ist demnach
dort holomorph.

Entsprechend definiert man f~ : C\ D,(z9) — C durch f~(z) := —F,(z), wobei p die
Bedingung r < ¢ < min(R, | z — 2z |) erfiillen muf. Holomorphie und Unabhéngigkeit von
o folgen wie bei fT.

Ist nun r < 91 < |2 — 20| < 02 < R, so ergibt sich aus der Cauchyschen Integralformel
fiir Ringgebiete:

f(2) = Fou(2) = Fou(2) = [T (2) + [ (2).
Nun miissen wir nur noch | f~(2) | fiir | 2| — oo abschétzen:

O.B.d.A.sei | z| > R.
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| f7(2)] = |F,(2)] (ﬁirr<g<|z—zo|undg<R)
2 aDQC
1
< o -2mp-sup] (O|
2 oD, C =2 <— hier wird
1 inf [ — z|
= o infop, | — 2| sup|f( )| angenommen
1
= o —————sup | f(Q)],
|z — 20| — 0 Kr.r
1
R-— - su ,
TR SR O]
und dieser Ausdruck strebt gegen Null, fiir |z | — oo. []

1.4.7 Folgerung. Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K = K, p(20). Dann lifit sich
f auf K in eindeutiger Weise in eine Laurentreihe

L(z) = i an(z — z)"

entwickeln, d.h. die Reihe konvergiert im Innern von K absolut und gleichmdjig gegen f.

Fiir jedes o mit r < o < R und jedes n € Z ist

BeEwels:  Wir fithren die Laurentzerlegung durch:

f(2)=[7(2) + f(2),

wobei f* holomorph auf Dg(zp) ist, und f~ holomorph auf C\ D,(z). Dann kann man
/T in eine Taylorreihe entwickeln:

oo
Z an(z — 29)",
n=0

mit

_ L
an = —f( / . n+1d< r<o<R
™ abi

Dabei haben wir die héheren Cauchyschen Integralformeln benutzt (11.3.4).

Der Nebenteil mufl etwas anders behandelt werden:

1 1
Sei g(w) := f~ (20 + —). Dann ist g holomorph in D;,.(0) \ {0}. Da g(
w - —

ist, folgt:
lim g(w) = lim f~(z) =0.

w—0 Z—00
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Also kénnen wir auf g den Riemannschen Hebbarkeitssatz anwenden. Es gibt eine holo-
morphe Funktion g auf D;/,.(0), die auerhalb 0 mit g iibereinstimmt. Nun entwickeln wir
g in eine Taylorreihe:

> 1
glw) => byw", fir |w|< -
n=0 r
Da g(0) = 0 ist, ist by = 0. Also gilt fiir |z — 29| > r:

1

zZ— 20

f7(z) = gl

):ibn< ! )n: i an(z — 29)",

zZ— 20 N——o00
mit a_, :=0b, firn=1,2,3,...

Insgesamt ist
oo

f(z)= Y an(z—2)" frze K, g(z).

n=—oo

Die Reihe konvergiert im Innern des Ringgebietes absolut und gleichméfig. Sie kann also
fr r < o < R tiber 0D,(%y) gliedweise integriert werden. Das gleiche gilt dann fiir

f(Z) — i an(Z—Zo)n_N_l.

(Z _ ZO)NJrl

n=—oo

Benutzt man noch, dafl

/ (2 z)"dz—{%rj falls n = —1
— 2 -

0  sonst.
9D,(20)
ist, so erhélt man:
1 f(2) — 1 ~N-1
— dz = nt— — zo)" dz = ay.
5 / R z n;ma o (z — 20) z=ay
9Dy (z0) 9D, (20)
L
Beispiel :
1 J
Sei =
=Ty
Diese Funktion ist holomorph 0
fir z ¢ {0,j}.

Es gibt hier verschiedene Gebiete, in denen f in eine Laurentreihe entwickelt werden
kann.

Im Kreisring K, :(0):
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Wir wollen f nach Potenzen von % entwickeln. Der erste Faktor hat schon die
gewiinschte Gestalt, und fiir den zweiten gibt es ein Kochrezept:

in eine Laurentreihe um

Will man — allgemein — eine Funktion der Gestalt
Z— 20
a # zp entwickeln, so benutzt man den Trick mit der geometrischen Reihe. Fiir alle

zmit |z —a| <|z—alist

== <1,
20— a
also
I 1
z—2g  z—a—(z—a)
o 1
N _zo—a.l—ﬂ

z0—a

1 i(z—a)”
Z0—a ‘TH\z—a)

Ist |z —a| > |2z — al, so geht man analog vor:

1 1 1
zZ— 2 - z—a.l—%
1 e A AN
- z—a.nz%(z—c)'

Ist m > 2, so ist

1 (=™t ( 1 ><m—1>‘

(z—z2)™ (m—1) \z—z

Durch gliedweise Differentiation der Reihe fiir erhélt man die Reihe fiir die

zZ— 20
m-ten Potenzen.

Im vorliegenden Fall ist

und

(z—1j>2 :_<zij>,:_j',§”<§>n_l'}:_g)(”“)' (.1)

Also ist

1 & (n+1) ., 1 & (n+2)
f(Z)__i in Z" . :n "
S S
Im Kreisring K - (0):
Hier ist
1 1 2/(j\" &....1
c = Z() =207
2= oz T\z — z
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und
1 1 / - sn—1 1 - sn—1 1
(z—j>2:_<z—j> Bt F P
Also ist
- sn—1 1 - sn—3 1 = s—n—1 n
f(z)=>"] -n-ZM:ZJ (n=2)7 = > i (n+2)2",
n=1 n=3 n=-—o0o

wegen j " (—n—2) =" (n+2).
Im Kreisring Ko;(j):

Hier soll nach Potenzen von (z — j) entwickelt werden. Es ist

L () — e

z —J n=0 n=0
also
1 1
A ek
= Y-
n=0
S I UIEE
n=-—2
3 1 0
_ (Z_Jj)2+z_j+2%jn+1(’z_j)n'

Wir kénnten noch den Kreisring K (j) betrachten, aber darauf verzichten wir.

1.4.8 Satz. Sei U C C eine offene Umgebung von zg und 2y eine isolierte Singularitdt
der holomorphen Funktion f : U\ {z} — C. Auf einem Kreisring Ko .(zo) besitze f die

Laurententwicklung
[e.9]

f(z) = Z an(z — 2z)".

Dann gilt:
zo hebbar <= a, =0 firalle n <0,

zo Polstelle <= dn <0 mita, #0 und a;, =0 fir k <n,
2o wesentlich <= a, # 0 fiir unendlich viele n < 0.

BEWEIS: 1) z ist genau dann hebbar, wenn eine holomorphe Funktion f : D.(z) — C
)= f. Aber f besitzt eine Taylorentwicklung:

existiert, mit f
Ko,e(20
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2) zj ist genau dann eine Polstelle, wenn es in der Nihe von z, eine Darstellung
1
f() = =5 - h(2)

(z — 2)F

gibt, wobei gilt:
= by(z—2)", mit by # 0.
n=0

Aber dann ist

Zb z—z)" an+k

n=—=k
3) 2o ist wesentlich, wenn es weder hebbar noch Polstelle ist. Das 18t nur die Moglichkeit,
daB a, # 0 fiir unendlich viele n mit n < 0 ist. ]
Beispiele :
1.

: 1 3 2
G P [
z z 3!

besitzt keinen Hauptteil, hat also in z = 0 eine hebbare Singularitédt. Natiirlich ist

lim = = 1.
z—=0 z
2. .
1=
hat eine Polstelle 1. Ordnung in 0 und eine Polstelle 2. Ordnung in j. Die notigen
Laurentreihen haben wir schon ausgerechnet.
3. o .
1/z — Zan— - -
e nz::o !z + . + 552 +
hat in z = 0 eine wesentliche Singularitéit
4. )
f(z) = sin 2

ist holomorph fiir z # nw, n € Z.

sin z

Sei g(z) ==

Aber dann ist auch — holomorph auf D, (0), und man kann schreiben:
9

. Dann ist g holomorph und # 0 auf D,(0), mit g(0) = 1.

o
= Z apz", mit ag = 1.

Also ist
1 1

f(z) = > g( . Z Any12".

Das bedeutet, dal f in z = 0 eine Polstelle 1. Ordnung besitzt.
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Ist zp € C, U = U(z) eine offene Umgebung und f : U \ {2} — C eine holomorphe
Funktion mit einer Polstelle in zp, so kann man f zu einer stetigen Funktion f: U — C

fortsetzen, mit f(z) = oc.

Definition.

Sei G C C ein Gebiet. Eine meromorphe Funktion auf G ist eine stetige Funktion
f : G — C, die bis auf isolierte Polstellen holomorph ist.

Wenn sich die Polstellen von f im Inneren von G héufen, dann mufl auch der Haufungs-
punkt eine Polstelle sein, wegen der Stetigkeit von f. Aber dann erhélt man eine Polstelle,
die nicht isoliert ist, und das ist bei einer meromorphen Funktion nicht erlaubt.

Man kann zeigen: Ist G sogar beschriankt, so besitzt eine meromorphe Funktion auf G
hochstens endlich viele Polstellen.

1
Die Funktion —— ist Beispiel einer meromorphen Funktion, aber natiirlich auch jede

sin z
rationale Funktion. Wesentliche Singularitdten sind bei meromorphen Funktionen nicht
zugelassen.
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§5 Der Residuenkalkiil

Definition.

Sei B C Coffen, 2y € B, f : B\{20} — C holomorph und £ > 0, so da§ D.(z9) CC B
ist. Dann heifit

1
res., (f) == o [ | £(Q)d¢

das Residuum von f in zj.

Bemerkungen :
1. 2 braucht keine Singularitit zu sein! Ist f in zy holomorph, so ist res, (f) = 0.

2. res, (f) = a_; in der Laurententwicklung von f um zy. Insbesondere héngt f nicht
von dem gewéhlten € ab.

3. Es ist
res, (a- f+b-g)=a-res, (f)+b-res,(g).

4. Ist F holomorph auf B\ {20} und F’ = f, so ist res,,(f) = 0.

BEwWEIS: Es ist

(—apy = " EGPT B2l

Ist also f Ableitung einer Funktion F', so kann die Laurentreihe von f nur Terme
der Gestalt (z — zp)™ mit m # —1 enthalten. []

1 "
5. Ires;, <(Z—zo>k> =0 fir & 2 2.

6. Hat f in 2 eine einfache Polstelle, so ist

res,, (f) = lim (z — 29) f(2).

Z—r20

BEwEIS: Wir schreiben

flz) = a1 h(z), h holomorph in z.
zZ— 20

Dann folgt:

(z—20)f(2) =a_1+ (2 — 20)h(2) = a_ fiir z — 2.
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7. Man kann die vorangegangene Aussage noch verallgemeinern:

Hat f in zy eine m-fache Polstelle, so ist
1 : m m—
res., (f) = 77 lim (2 — 20)™ f(2)] "7V

(m — 1)! z=20

BEwEIS: Esist

JQ)= ottt s e )
also
(z—20)"f(2) = acm+ - +a_1(z — 20)" " + aglz — 2)™ + - -
Damit ist
[(z = 20)" f(2)]" ) = (m = D0a_y + (2 — 20) - (-.),
und es folgt die Behauptung. ]

8. Seien g und h holomorph nahe zg, g(z0) # 0, h(29) = 0 und A'(2) # 0.

Dann ist res,, (g) =

h

BEwEIS: Wir konnen schreiben:

g(z) = co+ (2 — %) -§~(z), mit ¢y # 0 )
und  h(z) = (2 —2)- (bs + h(2)), mit by # 0 und h(z) = 0.

Dann ist
9(z) _ ct+(z2—2)9()
h(z) (2 —20) - (b1 + h(2))
1 G, 9(2)

2=z bi+h(z) b +h(z)

Also hat f := % in 2 eine einfache Polstelle, und es ist

: _a  _c _ g(x)
= =) ) = s = T W)

Beispiele:

el”? el?

241 z—i)(z+1]j)

1. Sei f(z) :=

f hat einfache Polstellen bei j und —j. Es ist

. ) . e?

) <l DIC) = Iy
1.
= —3 )
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und analog
el

res_j(f) = lim (2 +j)f(z) = lim, :
z——]j z==j 2 —]

— 6 3

2
2. f(z):= T hat 4 einfache Nullstellen, insbesondere in
z

. 1

2o = ™I = cos% +J sin% = —\/5(1 + ).

Mit g(z) := 2% und h(z) := 1 + 2 ist

resZO(f) _ Q(Zo)

. 1
— (@A _— :
e 1 .

W

1.5.1 Der Residuensatz. Set G C C ein Gebiet und v eine einfach geschlossene
Kurve in G mit Int(y) C G. Weiter seien z,...,zy Punkte in Int(y) und f : G\
{z1,...,2n} — C eine holomorphe Funktion. Dann ist

1 N
o / FQd¢ = Y e, (9).

BEWEIS:
()
~y

Wir ergénzen den Weg ~y zu einem geschlossenen Weg +/, der alle Singularitéiten zq, ..., zy
umgeht (siehe Zeichnung!). 7/ besteht aus dem Weg ~, kleinen (negativ durchlaufenen)
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Kreisrdandern 0D, (zx), k = 1,..., N, und Verbindungslinien von 7 zu den Kreislinien. Die
Verbindungslinien werden jeweils zweimal durchlaufen, in entgegengesetzter Richtung.

AuBlerdem setzen wir

G =G\ {z,...,2n}

Dann ist auch G’ ein Gebiet, es ist Int(y') C G’ und f holomorph auf G’. Nach dem
Cauchyschen Integralsatz ist dann

[ #¢ydc=o,

also

[10@-% [ rod=o

5 k=1aD:(2,)
Daraus folgt:
1 4 Noq 4 N
o / () <—k§12ﬂ.w [ ) FQ)dC = s (1)

Beispiele :

1. Es soll / 6—4 dz berechnet werden. Das geht in diesem Falle auch sehr einfach mit
z

|z|:1
2mj d*(e”) 7]

3 dz? (>_3'

der Cauchyschen Integralformel: / 6—4 dz =
z

| z |:1
Mit dem Residuensatz macht man es so:

Die Laurentreihe des Integranden um z = 0 hat die Gestalt

1@ 1111 1
o2t 2l 3 222 62 24

Also ist

z

1
resg <€4) = Koeffizient bei 271 = —.
z 6

/ %dz = 2m]j - resy (24) = %

|z’:1

Daraus folgt:

2. Die Funktion
22— 22

I&) = e 9
hat einen doppelten Pol bei z = —1 und einfache Pole bei z = +2j.
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Es ist
(22 —2)(22+4) — (22 —22) - 22

(22 +4)2 ’

[(z+1)% f(2)] =

also
ves o (f) = Tim [(z 4+ 1)2- f(o)) = —22=3-(=2) 14

z——1 25 25
Andererseits ist
() = 1 22— 2z —4 — 4j
reso; = lim - - &
N =2 (24 1)2(2+2j)  (1+2)%]
—(1+j)  1+]

(—=34+4j)j  4+3j
(I+j)4-3j)  7+]
(4+3j)(4-3j) 25 °

und
0 . 2% —2z —4 +4j
Tes o: = 1m -
05-2] -2 (2 + 1)%(z — 2j) (1 —2j)(—4j)
1-j  1-j

(—3-4j);  4-3;
(1-)@+35)  7-j
(4-3j)a+3j) 2

Von den Polstellen liegen —1 und —2j in der Kreisscheibe Dy(—j) (es ist
|—=1—(=j)|=]-1+j|=+v2<2). Der Punkt 2j liegt auBerhalb. Daher ist

22— 22 i
[ Grpmrn® = 2 kel

0D2(—j)
, 4 7-j
— 97 |—
" l 2% " 251
2] ) 2m .
= 22 (=7—j) = —=(1-T1j.
o (—=7-13) 25( 7j)

Oft wendet man den Residuensatz in folgender Form an:

1.5.2 Das Argument-Prinzip. Ser G C C ein Gebiet und v ein einfach geschlos-
sener Weg in G mit Int(y) C G.

Weiter sei f auf G meromorph, n die Anzahl der Nullstellen von f in Int(y) und p die
Anzahl der Polstellen von f in Int(y). Beides werde jeweils mit Vielfachheiten gezihlt.

Dann gilt: ©
L@,
ﬁj 7/ d¢ =n —p.

f(©)

BEWwWEIS:  Ist zg € Int(), so kann man f in der Ndhe von zy schreiben als

f(z) = (z = 20)" - h(2),
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mit einer holomorphen Funktion h mit h(zy) # 0. Ist m > 0, so liegt eine Nullstelle der
Ordnung m vor. Ist m < 0, so hat f in 2, eine Polstelle der Ordnung m. Ist m = 0, so ist
f in zg holomorph und # 0.

Nun ist
ff2)=m-(z—20)""" h(2)+ (2 — 20)™ - I/ (2),
also
f') m - h(z) + (z — 20)h'(2)
f(2) (2 — 20)h(z)
m h(z)
Z— 29 * h(z)’

wobei der zweite Summand holomorph ist. Daraus folgt:

res,, <f/> =m.
\f

Nur bei den endlich vielen Nullstellen und Polstellen, die f eventuell in Int(y) besitzt,
kann ein Residuum # 0 herauskommen.

Nun folgt der Satz unmittelbar aus dem Residuensatz. ]
Zur Deutung des Argument-Prinzips betrachten wir einen einfach geschlossenen Weg
v la,b] = C

und eine meromorphe Funktion f, die auf der Spur von v weder Nullstellen noch Polstellen
hat. Dann ist f oy ein Weg, der den Nullpunkt nicht trifft, und es gilt:

_ 1 rd
n(f0770) - QijOVC
1L (fey)(®)
B 27rj/a fon(t) o
L ) (1)
= w5k Trow
_ 1 /')
2rj ) f(z)
= n-—p

Sei etwa 0 eine k-fache Nullstelle einer holomorphen Funktion f und v eine kleine Kreislinie
um den Nullpunkt herum. Dann ist n(f ov,0) = k. Der Weg f o~ umléuft den Nullpunkt
k-mal. Das bedeutet: Ist z = 7(t), so wird w := f(7(t)) k-mal angenommen. Und das gilt
fiir alle Werte in der Ndhe von 0.

Beispiel :

Die Funktion f(z) := 2? besitzt in z = 0 eine Nullstelle 2. Ordnung und ist ansonsten
holomorph ohne Nullstellen. 7y : [0, 27r] — C mit y(¢) := eJ* umrundet diese Nullstelle
einmal, ist also eine einfach geschlossene Kurve, auf der keine Nullstelle von f liegt.
Daher ist n(f o ,0) = 2. Und tatsichlich umléuft f o y(t) = %' den Nullpunkt
zweimal! Jeder Wert w # 0 wird zweimal angenommen, es gibt ja jeweils 2 Wurzeln.
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Eine besonders wichtige Anwendung des Residuensatzes stellt die Berechnung gewisser
reeller Integrale dar. Wir betrachten zwei Spezialfille:

Trigonometrische Integrale

Sei R(z,y) eine komplexwertige rationale Funktion. Wir wollen den Residuensatz anwen-
den, um Integrale vom Typ

2m
I::/ R(cost,sint)dt
0

zu berechnen. Zu diesem Zweck suchen wir eine holomorphe oder meromorphe Funktion
f, so daB wir das fragliche Integral als komplexes Kurvenintegral auffassen konnen:

I= / f(2)dz, mit y(t) =€, 0<t<2or
gl

1
Ist z = v(t), so ist z = cost + jsint und Z = —. Damit ergibt sich:
z

1 1
t = —(z24-
oS 2(z+ z)
) 1 1
und sint = Z(Z_ ;)
Da 7/(t) = jy(t) ist, ist
1 1 1 1 1
R(cost,sint) = —— R =(v(t) + —=), == (~(¢ —)-’y’t.
costoint) = 515 R (36000 + ) 010 =) 0
Setzen wir also . . . .
1
= tom (56 + D= ).
so erhalten wir:
2 1 2
/ Rlcost,sinf)di = < / (7(1)) - () dt
0 0
1
= T/f(z)dz
JJy
= 2m- Y res,(f)
2€D1(0)
Beispiel :
2m
Sei [ := / dt, , a > 1 reell. Hier ist
0 a-+sint
1
R —
(z,y) g
also 1 1 2] 2
J J
f(z) =~ 1
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mit 215 = j(—a +£ va? —1).
f hat zwei einfache Polstellen auf der imaginédren Achse. Da a > 1 ist, ist
(a—1)?=a*>-2a+1<a*—1, alsoa—1<+Va2—1.

Da in einem Dreieck stets eine Seite kleiner als die Summe der beiden anderen ist,
folgt — mit Pythagoras —, dal v/a? — 1 < a + 1 ist. Also ist

—1l<—-a+Vat—-1<1, dh 2z =j(—a+va®—1) € Di(0).
Andererseits ist | —a —va? — 1| =|a+ Va2 —1|>|a| > 1, also 2z, € D;(0). Dann

folgt:
2 dt
— = 271 -Tes,
/0 a+sint ™ - resz, (f)
9
= 27 - lim J
221 g — ZQ
7]
N 21 — 29
47 21

G5vaE—1 Jad—1

Uneigentliche rationale Integrale

Nun wollen wir Integrale der Form

I:= /OO f(z)dx

—0o0

p(z)

q(z)

Dabei miissen wir erst einmal kldren, wann solche Integrale existieren.

betrachten, wobei f(x) = sei, und p(x) und ¢(z) Polynome ohne reelle Nullstellen.

1.5.3 Satz. Sei p(z) ein komplexes Polynom n-ten Grades. Dann gibt es Konstanten
¢, C >0 und ein R >0, so daf§ gilt:

dz"<[pz)| <Clz|"  fir|z] = R
BEWEIS:  Sei .
p(z) =) a,2” wnd r(z):=> la | |z]"
v=0 v=0
Mit Hilfe der Dreiecks-Ungleichungen folgt fiir alle z € C:
lan |- [2]" =7r(z) < [p(2) | < [an]|-[2]" +7(2).

Fiir 2| >1und v <nist |z|" < |z[""", also

n—1 n—1
r(z)§Z|ay|-|z|n71:k-|z|"71, mit k=Y |a,|.
v=0 v=0
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Daraus folgt:
n n—1 n n—1
lan |- [2]" = klz[" <[p(z) | <lan|-[2]"+ K| 2[",

also k )
(Ianl—m)IZI” <Ip(2)| < (Jan|+ =) 2]"

| 2]

Wahlt IIlaIlR>L,SO ist E< | a, | und daher |an|—ﬁ>0.
| an | R R

k
& und C' = |a, |+ & 5O folgt die gewiinschte Beziehung fiir
2|2 R 0

Setzt man ¢ := |a, | —

1.5.4 Folgerung. Sind p(z) und q(z) Polynome mit deg(q) > deg(p) + k, so gibt es
eine Konstante C' > 0 und ein R > 0, so dafs

p(2) 1
| =31 <C-—
q(z) | 2|
fir|z| > R ist.
Auferdem folgt:
_ : p(z), . : )
1. Istk =1, so ist |z - ) | im Unendlichen beschrankt.

2. Ist k =2 und q(z) ohne reelle Nullstellen, so existiert das uneigentliche Integral

< p(z)
o ()
BEWEIS:  Ist
alz[" < [pz)| < Ci|z|"
umd el 2" < [q(2)] < Gyl 2]
fur | z| > R, so ist
p(2) —
| =S <O =,
q(2)
. : i
fur | z| > R, und mit C' := — und m —n < —k.
Ca
Ist k=1, so ist |2M| <C.
q(z)
Ist k = 2, so folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals aus dem Majoranten-Kriterium
und der Tatsache, dafl ¢(x) keine Nullstelle besitzt. []
Es seien nun die Voraussetzungen der Folgerung fir f(z) = pgzi erfiillt, mit £ = 2.
q(z

Insbesondere ist dann lergo f(z) = 0. Das bedeutet, daf es ein r > 0 gibt, so daf alle
Polstellen von f(z) in D,(0) liegen, und das kénnen auch héchstens endlich viele sein.
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Wir betrachten nun folgenden Weg:

Polstellen von f

Der Weg v sei zusammengesetzt aus der Strecke zwischen —r und r auf der reellen Achse
und dem Halbkreis 7,.(t) := redt, 0 <t < 7. Dann ist

/ f(z)dz+ f(x)dxz/f(z)dzz?wj - Y res.(f).

T - v Im (2)>0
Man beachte, dafl das Residuum héochstens in den Singularitdten # 0 ist, die Summe auf
der rechten Seite ist also immer eine endliche Summe!

Da | f(z)| < ’C|2 fiir grofle z ist, folgt:
z

\/ f(z)dz\gwrg:ic%Ofﬁrr%oo.

Also ist

/_O:Of(a:)dx:27rj- > res.(f).

Im (2)>0

Man kann sich fragen, ob wir die Existenz des Integrals bei dem gerade durchgefiihrten
Grenziibergang nicht automatisch mitbewiesen haben. Leider ist das nicht der Fall.

Erinnerung:
00 R
C.H. Lm g(t)dt = I%grolo LRg(t) dt

heiit Cauchyscher Hauptwert des uneigentlichen Integrals. Er kann existieren, auch wenn
das uneigentliche Integral divergiert. Wenn letzteres allerdings konvergiert, dann stimmt
es mit dem Cauchyschen Hauptwert iiberein.

Aus der obigen Rechnung kann man nur entnehmen, dal der Cauchysche Hauptwert exi-
stiert, denn wir haben die Grenzen —r und +r gleichzeitig gegen oo gehen lassen. Deshalb
waren die vorangegangenen Grad-Betrachtungen nétig, um die Existenz des uneigentli-
chen Integrals zu sichern.

Beispiel :

00 2

Wir wollen [ := / dx berechnen.

—ool+l’4

2

Die Funktion f(z) := ﬁ hat Polstellen in den Punkten
2

. c7ton 27k 2rk
= Coped™ = T COS(7T+47T) +jsin(7T+47T

)7
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fir £ =0,1,2,3. Dabei ist Im (2;,) > 0 fiir k =0 und k = 1.

Da alle 4 Nullstellen von 1 + z* verschieden sind, liegen in

. 1 : 1
_ jm/4 . s gm/4 .
=e""=—(1+4+j) und z=j"=—(j—-1)
V2
jeweils einfache Polstellen vor. Es ist
22 1
res,, (f) = 4—% =%
2 1
d z = L =-7 5
un res,, (f) o i
und demnach
Io= om0 (1)
= i _— J— - ([ — —
J 12 J V2 J
Tj s
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§6 Die Fouriertransformation

Wir miissen unsere Kenntnisse iiber Parameterintegrale etwas erweitern:

1.6.1 Satz. Sei B C R" eine offene Menge oder ein abgeschlossener Quader, I =
la,b] ein abgeschlossenes Intervall, h : I — R integrierbar, g : B x I — R stetig und

b
F(x) ::/ g(x,t)h(t) dt.
Dann gilt:
1. F st stetig auf B.

2. Ist B offen und g stetig differenzierbar nach x;, so ist auch F' stetig differenzierbar
nach x;, und es gilt:

oF b g

oz, %) = |, g O dt.

3. Ist B ein abgeschlossener Quader, so ist

/B F(x) dv, = / "h() /B g(x, 1) dvy, dt.

Den BEWEIS kénnen wir hier nicht bringen! (vgl. W.Walter, Analysis 11, 7.14 und 7.15)
Definition.

Sei f : [a,b] X [c,00) — R stiickweise stetig, und fiir jedes x € [a,b] existiere das
uneigentliche Integral

/cm fa,t)dt = Jim /Cdf(x,t) dt.

Das uneigentliche Parameterintegral / f(z,t)dt heiBt gleichmdiflig konvergent auf
[a, b], falls gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein dy = dy(e) > 0, so daB

|/cdf(x,t)dt—/:of(x,t)dt| <e

ist, fiir alle d > dy und alle = € [a, b].

1.6.2 Satz. Wie oben sei [ stiickweise stetig, und es existiere das uneigentliche In-
tegml/ f(z,t)dt. Auflerdem gebe es eine Funktion ¢ : [c,00) = R, so daff gilt:
1| f(z,t)| < p(t) fir alle x und t.

2. p st stiickweise stetig.

3. Das uneigentliche Integral / ©(t) dt konvergiert.

Dann konvergiert /OO f(z,t)dt auf [a,b] gleichmafsig.
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BEWEIS:  Sei e > 0 gewéhlt. Dann gibt es ein dy = dy(¢), so daf gilt:

d:
/2()0(t>dt<€ fir d0§d1<d2
d

1

Fiir alle diese dj,ds und alle z € [a, b] ist dann

da do do
|/dl f(x,t)dtlg/dl |f(x,t)|dt§/dl o(t)dt < e.

Daraus folgt:

Fiir d > dy und = € [a, b] ist |/oo f(z,t)dt| < e und daher
d

I/Cdf(x,t)dt—/coof(x,t)dﬂ = |/doof(a;,t)dt\ <e.

Also konvergiert das Integral gleichméfig. ]

Jetzt konnen die Satze iiber Parameterintegrale auf uneigentliche Integrale erweitert wer-
den:

1.6.3 Satz. Sei g : [a,b] X [¢c,00) — C stetig und h : [c,00) — C stiickweise stetig.
Das uneigentliche Parameterintegral

F(z) = / gz, O)h(t) dt
sei gleichmdfig konvergent fir x € [a,b]. Dann gilt:
1. F ist stetig auf [a,b].

2. Ista<a <V <D, soist

/b (/OO g(x, D)h(t) dt) dr = /COO ht) /:g(x,t) dx dt.

3. Sei b= +00, h absolut integrierbar tiber [a,00) und und fir jedes d mit ¢ < d < 0o
set

/aoo g(x,t)dx

gleichmapsig konvergent tber [c,d]. Dann ist

[ ([ atwonyar) ae= [“n) [~ gtw vy dear

sofern das Integral auf der rechten Seite existiert.

o0

R
(d.h., es muf P}im (h(t)/ g(x,t) d:v) dt existieren und < oo sein.)
—0 Je a
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Den BEWEIS kénnen wir hier nicht ausfiihren. Der Satz liefert genau das, was wir im
Folgenden bei den Integraltransformationen brauchen. Die Schwierigkeit besteht darin,
da wir das Riemannsche Integral benutzen, wéhrend in der Literatur in diesem Zusam-
menhang meist das Lebesgue-Integral verwendet wird. Es ist also nicht leicht, ein Zitat
fiir den obigen Satz anzugeben. Ich habe ihn in dem Buch von James S. Walker (Fourier
Analysis) gefunden, (6, 2.5). Allerdings wiirde ich dieses Buch nur Mathematikern zur
Lektiire empfehlen.

Zu ergénzen wire noch folgendes Resultat:

1.6.4 Satz. Die Funktionen g und h seien wie oben definiert, g stetig und h stiickweise
stetig. Auflerdem sei g nach x stetig partiell differenzierbar. Das uneigentliche Integral

[Z@@wwt

sei fiir jedes x € |a,b] konvergent, das uneigentliche Integral

/C 2 (a,)h(t) dt

konvergiere auf |a,b] gleichmdfig.

Dann ist F(x) = / g(x, t)h(t) dt stetig differenzierbar, und es gilt:

Fl(z) = / - gi(x,t)h(t) dt.

BEWEIS: Gleiche Quelle wie eben, (6, 2.8).

Sei nun f eine stiickweise stetige (C-wertige) Funktion auf R. AuBerdem sei f absolut
integrierbar

(d.h.: /OO | f(t)]dt existiert und ist < 0o ).

Dann existiert ~
F(w) = / f(t)e 3« dt
fiir jedes w € R.
Man schreibt auch ~
Fw)=fw) oder F=F[f]
und nennt F' die Fourier-Transformierte von f.

f heilit Originalfunktion oder Urbildfunktion, F heifit Spektralfunktion oder Bildfunktion.
Den Zusammenhang zwischen Originalfunktion und Bildfunktion macht man auch mit

folgender Symbolik deutlich:
f(t) o—e F(w)

1.6.5 Satz. Sei f stickweise stetig und absolut integrierbar. Dann ist die Fourier-

o~

Transformierte f stetig und beschrdnkt.
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BEWEIS:  Esist | f(t)e™3“!| = | ()|, und da f absolut integrierbar ist, konvergiert

w /_OO f(t)e 3t dt

~

gleichméBig auf jedem abgeschlossenen Intervall. Also ist f(w) dort stetig.

Weiter ist ~ - . -
Fe)l =1 fweae < [~ 5] de

und letzteres ist eine Konstante. Also ist f beschrankt. ]

Die Funktionen f = f(¢) sind im sogenannten Original- oder Zeitbereich angesiedelt. Man
kann sich darunter irgendwelche eingehenden elektromagnetischen Signale vorstellen. Mit
Hilfe der Fourier-Transformation wird das Signal wie beim Empfang durch eine Antenne
als kontinuierliche Uberlagerung von harmonischen Schwingungen dargestellt. Die im Bild-
oder Frequenzbereich angesiedelte Fourier-Transformierte F' = F(w) beschreibt, welchen
Beitrag die verschiedenen Frequenzen leisten.

Beispiele :

1. Wir beginnen mit dem ,, Rechteck-Impuls*

1 fur |t <1 ——r—
7T(t)'_{o fiir [¢] > 1. ; :

—1 1
Die Fourier-Transformierte F' = F|r] ist gegeben durch

1
Flw) = / eIt dt

-1

.
€
o~

™
—

I
—

. <€_jw —

a
[
€
S—

= - sin(w).

g\wg\u.g\u.

Fiihren wir die Schreibweise )
. sinx
si(x) ==

X

ein, so erhalten wir:
7(t) o—e 2si(w) .

2. Als néchstes betrachten wir den symmetrisch abfallenden Impuls

ft) = e—eltl,

f ist stetig und absolut integrierbar:

/O;|f(t)|dt:2/0°°e—atdt:2-

—at

e 0

—a o a
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//

\

Die Fourier-Transformierte ist gegeben durch

Flw) = / el tl it gy

—0o0

00 . 0
- [Ceenay [
0 —00

. |

a + jw
1 1
a+jw —a+ jw
—2a
w2 — a2
2a

[e.e]

Also haben wir:

_aM 2a

e o—e .
a? + w?

— (—a+jw)t dt

1 0

e~ (matjw)t

0 —a +Jw —00

2/a

Man beachte, dafl man zu vielen Standard-Funktionen nicht die Fourier-Transformierte

bilden kann (z.B. Konstante, sin, cos usw.) !

1.6.6 Satz. Die Fourier-Transformation hat folgende Eigenschaften:

1. Flh+ fol = FIAL+ FLf2.
2. Ista € C, so ist Fla- f] = a - F[f].

3. f(t —c) o—e f(w)e 3«

a

4. flat) o—e Mltl-f(”).
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BEwEIS: (1) und (2) sind trivial.
Zu (3):
/O:o f(t —c)e ¥ dt = /O:O f(s)edwlste) gg — gmiwe /O:O f(s)e™34% ds.
Zu (4):
Sei p(t) := at. Im Endlichen gilt (fir stiickweise stetiges g ) :

[ otaryar = % [ gtete)e ) dr

« a Ja

= 1/;59(8) ds

a «

Also gilt auch
[ pate = o [ pgetias = o7 (2).
o a

la

]

1.6.7 Satz. Sei f : R — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Auferdem
seien f und f' absolut integrierbar. Dann gilt:

~

f(t) o—e jw- f(w).

BEWEIS: Es ist

fla) = £0) = [ £ e

Nach Voraussetzung existiert dann

lim f(z) = lim [£(0) + /0 £(t) di]

TrT—r00 xr—r00 .
wd - lim f@) = lim [f(0)— [ f(2)de)

Da f absolut integrierbar ist, mufl dann

lin, /(@) = lim_f(2) =0

T—r 00

sein.
Weiter ist

[ e = poes [N~ [ poiwe

_N —-N -N ’

Fiir N, M — oo strebt der erste Summand auf der rechten Seite gegen 0 und der zweite
gegen jw - f(w). []
Bemerkung: Bei hoherer Differenzierbarkeit erhélt man die Formel

FO(t) o—e (jw)" - f(w)-

Auf die Einzelheiten gehen wir hier nicht ein.
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1.6.8 Satz. Sei [ stiickweise stetig und absolut integrierbar. Auferdem sei auch die
Funktion t — t - f(t) absolut integrierbar.

Dann ist f stetig differenzierbar, und es gilt:

~/

t-f(t)o—ej-f ()

BEWEIS:  Auf Grund der Voraussetzungen existiert die Fourier-Transformierte f. Au-

Berdem gilt: ‘
O(eIwt .
50 27 = - foe = 1 5]

und da ¢ - f(t) absolut integrierbar ist, ist

00 e_j"-’t)

gleichm#Big konvergent. Nach Satz 6.4. ist dann f stetig differenzierbar, und es gilt:

-~/

Fw = [ roeine = a
= —j /O:ot-f(t)e_j“tdt
= —j-Ftf@).

Daraus folgt die Behauptung. ]

Beispiele :
1. Wir betrachten einen etwas modifizierten Rechteck-Impuls:

2t>:{ A fiir [t] <

mar = A TED =0 g (¢ >

t\f\'ﬂwH

Dann gilt:

Taro—e A-T- si(Ew).

2. Als néchstes untersuchen wir einen modifizierten und verschobenen Rechteck-Impuls:

t—a, [ 1 fir|t—a|<T
0 fiir|[t—al|>T.
Wir gehen aus von der Beziehung — 7(t) o—e 2si(w).

Sei fi(t) = m(t — %). Dann st f(t) = ﬂ(;t . %) - fl(;t). Damit folgt:

f1(t) o—e F(w)e T = 2si(w)e T

und .
f(t) o—e T - f1(Tw) = 2T - si(Tw)e 3.
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3. Schlieflich betrachten wir noch die Fourier-Transformation einer amplitudenmodu-
lierten Cosinus-Schwingung;:

f) = e—eltl -cos(2t), Q,a € R, a > 0.

/N
VALY,

oIy 4

Wir erinnern uns an die Formeln

el? cos z + jsin z

und e % = cosz— jsinz.
_ 1.
Also ist cos z = i(er +e7%) und
Lo ale|g 5o —jou
f(t) = ¢ (P 7).

Zur Berechnung der Transformierten benotigen wir noch eine weitere Formel:

Behauptung:

BEWEIS dafiir: Es ist

Flw—wy) = / T (eIt gy
/

—
%
—~
~
N~—
Q
[y
€
(=]
~
=
o
L
€
S
Sy
o

[]

Nun haben wir:

*a|t| F — 27a
et o Pl =
. 2a
—alt Qt _
also  ealtlei® o o F(W_Q>_a2+(w—ﬂ)2
d —a’t‘ —jOt F( + Q) _ 2a
un e e o—e w _a2+(w+Q)2’
a a

und damit e_a|t‘cos(Qt) o—e
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1 _2a
a24+0?2

| |
T T

-0 9] w

1.6.9 Satz. f und g seien stiickweise stetig, beschrdnkt und absolut integrierbar.
Dann ist die Faltung (das Konvolutionsprodukt)

o0

(fg)) = [ f(t=r)gr)dr
eine stetige und absolut integrierbare Funktion auf R.
Auflerdem ist fxg=gx* f.

BEWEIS:  ¢(t) := f(t — 7)g(7) ist stiickweise stetig, und es existiert das Integral {iber
@ iiber jedem abgeschlossenen Intervall.

Sei | f(s)| < M auf R. Dann gilt fiir a < b:

[ Ve dr < [Cgr)|ar

Da g absolut integrierbar ist, ist auch ¢ absolut integrierbar. Also existiert (f*g)(t) fur je-
des t, und aus der Abschitzung folgt, daf das Integral (f*g)(t) auf jedem abgeschlossenen
Intervall gleichméfig konvergiert.

Auflerdem gilt (mit ¢(7) =t —7):
[ i =ngwyar = — [ rwglt — o)) dr
- _/ Y(a) f t_ u)
- /H fu)g(t —u) du.

Auf beiden Seiten existiert der Limes fiir a — —oo und b — +o00, und das liefert

(o)) = [ ft=g(r)dr= [ fwglt - u)du= (g [)(0).

Ist f sogar stetig, so folgt mit Satz 6.3., dafl f x g eine stetige Funktion auf R ist, und es

st
/ab](f*g)(tﬂdt _ /\/ £t — P)g(r) dr | dt

/a/_m|f<t—f>|-\g<7>yd7dt

< [T ho@)1- [ 156 =7 ldear

([ 1oman)- ([ 1sm1dr).

IA

IN
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Ist f nicht stetig, aber eine Funktion mit kompaktem Trager, so ist das Faltungs-Integral
ein eigentliches Integral iiber ein abgeschlossenes Intervall, und die Aussagen lassen sich
genauso leicht beweisen. Damit kommt man bei den meisten Anwendungen aus. Ist f eine
beliebige beschriankte stiickweise stetige Funktion, so wird der Beweis erheblich schwieri-
ger. (vgl. T.W. Korner: Fourier Analysis, Appendix C) ]

Beispiel :

Wir wollen sehen, was herauskommt, wenn man den Rechteckimpuls 7 mit sich
selbst faltet:

Es ist

(mxm)(t) = /OO m(T)m(t —7)dr = /1 (t —7)dr.

—00 —1

Der Integrand ist = 1, wenn |7 | < 1und |t — 7| < 1 ist, sonst ist er = 0. Nur wenn
|t| < 2 ist, tiberlappen sich die beiden Bereiche:

Z

—1 1 t

Ist = die Linge des Uberlappungsbereiches, so ist
x+(|t]—1)=1, alsox=2—]t]|.

Daraus folgt:
B 0 falls [¢| > 2
(mxm)(t) —{ 2 |t| falls |t] < 2.

Das ist ein Dreiecks-Impuls der Breite 4 und der Hohe 2.

-2 2 t

1.6.10 Satz. Die Funktionen f und g seien stiickweise stetig, beschrankt und absolut
integrierbar. Dann gilt:

~

(f xg)(t) o—e f(w) - §(w).
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BEWEIS:  Es gilt:

[e.9]

glw) f(t)e 3" dt

ot ( / O:o 7 g (7) dT) F(b) dt
[ e g ) dr
[ e fu 1) dr du
[ g () du

(f % g)(u)e 3" du.

o~

fw)-glw) =

83

88

Il
— S S S S S

8

Beispiel :
Es ist (7% m)(t) o—e T(w) - T(w) = 4si*(w).

1.6.11 Fourier-Integral-Theorem. Sei f absolut integrierbar und auf jedem abge-
schlossenen Intervall stiickweise stetig differenzierbar. Dann ist

;[f(x—) + f(z+)] = 217TC.H. /_O:O Fw)e?® dw. (Cauchyscher Hauptwert)

Wir verzichten hier auf den BEWEIS. Eine Beweis-Skizze findet sich bei Meyberg-Vache-
nauer (Hohere Mathematik 2, Kap. 11, Satz 6.3.), detailliertere Beweise in der einschlégi-
gen mathematischen Fachliteratur.

1.6.12 Folgerung. Erfillen f und g die Voraussetzungen des Fourier-Integral-Theo-
rems, und ist aufferdem

Fr) = lf@) + fe)] und  g(x) = Slo(e-) + g+

fir alle z, so gilt: R
f=9 = [f=g.

Auf den stetigen Funktionen ist die Fourier-Transformation also injektiv.
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Wir wollen jetzt ein wichtiges Beispiel behandeln:

Sei f(t) := e’ Die Funktion ist stetig, > 0 und absolut integrierbar. Also existiert die
Fourier-Transformierte

F(t) o—e F(w) = /_ O; F(t)e 3t dt.

f ist sogar stetig differenzierbar, und f(t) = —2t - =" = —2t - f(t) ist ebenfalls ab-
solut integrierbar. Wir haben deshalb zwei Darstellungsmoglichkeiten fiir die Fourier-
Transformierte von f'(¢):

f'(t) o—e —2jF'(w) (nach Satz 6.8)
und  f'(t) o—e jwF(w) (nach Satz 6.7)
Also ist
, w
F) = ~2Fw)
und  F(0) = /& (vgl. folg. Hilfssatz)
Das ist eine gewohnliche DGL 1. Ordnung mit Anfangsbedingung. Die Losung ist einfach:

Py = ) = =5

also
2

In F(w) = —% + const., d.h. F(w)=C- e~ @4
und wegen der Anfangsbedingung ist C' = /7. Also haben wir:
F(t) = e o—e F(w) = v/me /.
Daraus folgt:
1.6.13 Satz.

=(t/2) oo \/ome—@?/2)
BEWEIS:  Wir verwenden die Formel

flat) o— o F(2)).

la] 7 \a
Daraus ergibt sich (mit F(w) := /me~©/4):
e~ (/2) _ —(t/V2)? V2. F(\/éw) Vore @/2),
L

In der Literatur ist die Fourier-Transformation nicht einheitlich definiert. Setzen wir
~ 1

FUO] = = A0 = o= [ et

so ergibt sich:
f[e—(t2/2)] — o W?/2)

Die Funktion wird von der Fourier-Transformation fest gelassen!

Wir miissen noch eine Rechnung nachtragen:
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1.6.14 Hilfssatz. -
/ e~ dx = \/T.

R
BEWEIS:  Sei I(R) ::/

e~ dr und I = / e~ dx. Dann ist
0

—00

1
lim 1(R) = ;1.

R—o0

R 2 R 2 R R 2 2
I(R)2:/0 e’ da:~/0 eV dy:/o /0 e~ @) da dy.

Wir benutzen die folgenden geometrischen Figuren:

Nun ist

R Q(R) K(C)

R e
Dann ist K(R) C Q(R) C K(v/2R), und es gilt:

7/2 rR
/ e_($2+y2) dUQ = / / 6_T27’ d’/’ dQO
K(R) 0 0

w/2 1 2\ (R
= () I e

= L -
= %(1 — e,

Andererseits ist

also

LaBt man R gegen oo gehen, so folgt:

1
= 112, also I = /7.

IS

]

Wir wollen nun eine Methode kennenlernen, wie man die Riicktransformation praktisch
ausfithren kann:

Ist f(w) = / f(t)e 3 dt und f stetig, so ist bekanntlich

ﬂo:;QH/Zﬂmwww
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Wir nehmen nun zusétzlich an, dafl f Einschriankung einer meromorphen Funktion F' auf
C ist.

AcCHTUNG!! F ist hier nicht die Fourier-Transformierte, sondern deren Fortsetzung ins
Komplexe.

Wir nehmen aufierdem an, daf§ F' nur endlich viele Polstellen hat und daf8 z - F'(2) fir
grofles z beschriankt bleibt, und wir betrachten zunéchst nur den Fall £ > 0.

Dann benutzen wir folgenden Integrationsweg:

Yr

Nach dem Residuensatz ist

/F(z)emdz—l— Tf(w)ejmdw:%rj- > res.(F(z)el™).

r - Im (2)>0
Ist |z F(2)| <M fiir | z] > R, so gilt fur r > R:
| | F(2)e*dz| = |/ F(red®)jret® . &3 ()t gs |
Tr

< / 7” F( 6‘18) ‘e—rtsins ds
0

< M / —rtsins dS

— 9M - / —rtsins ds.

Um das verbliebene Integral auszuwerten, miissen wir die Sinusfunktion n&her untersu-
chen:

2
Ist 0 <s< 5 S0 ist sins > —s, also
T

—rtsi _rt2
e rtsin s S e rtﬂ_s'

Damit ist

/2 tsi
/ e Ttsins g
0

IN
O\:‘
~
N
@
!
=
ro
w
QL
Vo)

und es folgt:

M
—:(1 —e ™) =0 fiirr — oco.
-

|/ F(2)ed* dz| <
Yr
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Daraus folgt:

1) = 1C.H./Oo Flw)ed du

= — lim f(w)e!! dw

Qm r—00
= j- > res,(F(2)e'.
Im (2)>0

Die Formel gilt nur fiir ¢ > 0. Ist ¢ < 0, so mul man durch die untere Halbebene laufen
und erhalt:

fl)y=—=j- > res.(F(z)el*.

Im (2)<0
Wir wollen das Ergebnis auf rationale Funktionen F'(z) anwenden. Nach I1.5.4. gilt: Ist
F(z) = pEZ; mit deg(q) > deg(p) + 1, so ist |z - F'(z) | im Unendlichen beschrinkt. Fiir
q(z

unsere Zwecke reicht diese Bedingung, denn fiir die Riicktransformation brauchen wir nur
den Cauchyschen Hauptwert, nicht die Existenz des uneigentlichen Integrals von —oo bis
+00.

Beispiel :

Gegeben sei die Funktion f (w) == i d mit einer Konstanten a > 0. Dann ist f
w2+ a

Einschriankung einer meromorphen Funktion

2a
(z —Jja)(z + ja)’

F(z):=

die zwei einfache Polstellen aufweist. Sie erfiillt alle Bedingungen, die wir brauchen,
um die Riicktransformation vornehmen zu kénnen.

Es ist
. 2 1
resj, (F(2)el*) = 20 et ot
2ja J
. 2 1
und  res_j,(F(2)e*) = a. e = — e,
—2ja -]

Daraus folgt:

Fir ¢ > 0ist f(t)=1j- resja(F( )ed#t) = e~at,
und fiir ¢ < 0ist f(t) = —j - res_jo (F(2)ed*") = a™.

Zusammen ergibt das:
rty = el

Das ist genau das, was wir erwartet haben.

Wir beschliefen den Paragraphen mit einem Ausblick auf weitere Aspekte der Theorie
der Fourier-Transformationen:
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Definition.

S 1= {f € C*(R,C) | sup|a"f(x) | < o fiir p,g € Ny}
zeR
heit Raum der stark abfallenden Funktionen.

S ist ein Vektorraum von komplexwertigen Funktionen. Die Funktion e v’ gehort dazu,

und natiirlich jede C'**°-Funktion mit kompaktem Tréger. Mit f gehort auch die Ableitung
f' zu S. Das Produkt eines Elementes von S mit einem Polynom gehort wieder zu S. Zu
jedem f € S existiert die Fourier-Transformierte f , und auch sie liegt wieder in S. f 1483t
sich aus f zuriickgewinnen, mit der Umkehrformel

£0) = o [ Flw)ddo

T2 )
Man kann eine Funktion ¢ € § mit folgenden Eigenschaften konstruieren:
1. p(t) > 0 fiir alle t und p(t) =0 fur |¢| > 1.

2. p(—t) = ¢(t) fiir alle t.

3. ¢(t) streng monoton wachsend fiir —1 <t < 0.
4, / p(t)dt = 1.
5. o @(0) = 0 fiir alle ¢ > 1.
-1 1
Wir setzen
0=~ ol2)
Pell) -= - ¥ -

Dann hat ¢. dhnliche Eigenschaften wie ¢, aber der Tréger schrumpft nun auf ein Intervall
der Léange 2¢, und das Maximum bei 0 wéchst mit fallendem . Das Integral iiber die ganze
Achse behilt immer den Wert 1.

Sei nun f auf R stetig und absolut integrierbar und ¢, € R.
1.6.15 Behauptung.

lim [ J(O.(t ~ to) dt = f(to).

e—0
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BEwWEIS:  Wir konnen den Beweis nur skizzieren: Es ist

| iedt—t)dt—ft=0) = [ (F(t) = Flto))eult — to) dt
- e () v - s ar

€ J—o £

= [ )=+ t0) — (1) ds,

und dieser Ausdruck strebt gegen 0 fiir ¢ — 0. ]

Ist f stetig und absolut integrierbar, so wird durch
Lle = [ fWewdr, (g es)
eine Abbildung (ein Funktional, ein Operator)
Ty: S = C
definiert. Man iiberzeugt sich sofort davon, dafl T% linear ist, wir kénnen also auch von

einer Linearform auf & sprechen.

Wir haben oben gezeigt, daB man die Funktionswerte von f aus den Integralen T[],
p € S, wieder berechnen kann. Anders ausgedriickt:

Sind f, g zwei stetige und absolut integrierbare Funktionen, und ist T[] = T[] fur alle
p € S, soist auch f=g.

Das lineare Funktional 7% ist somit nur eine andere Erscheinungsform der Funktion f.
Wir konnen f und 7 miteinander identifizieren. Aber die Beschreibung einer Funktion
als Linearform auf dem Raum der stark abfallenden Funktionen erlaubt es jetzt, den
Funktionsbegriff zu verallgemeinern:

Definition.

Eine Linearform 7' : & — C nennt man eine verallgemeinerte Funktion oder (tem-
perierte) Distribution.

Bemerkung:  Generell nennt man lineare Funktionale auf einem Funktionenraum
Distributionen. Von ,temperierten* Distributionen spricht man, wenn der Grundraum
der Raum S der stark abfallenden Funktionen ist. Sehr wichtig ist auch der Raum der
Schwartzschen Distributionen, die Linearformen auf dem Raum der C°°-Funktionen mit
kompaktem Tréger sind.

Eigentlich ist unsere Definition der verallgemeinerten Funktionen unvollstindig. Wir miif3-
ten genaugenommen noch fordern, dafl 7" in folgendem Sinne stetig ist:

Wenn (¢,) in S gegen ¢ konvergiert, dann konvergiert auch T'[p,] in C gegen T[¢].

Aber dazu miiiten wir wissen, wie die Folgenkonvergenz in S definiert ist, und auf diese
Details wollen wir hier nicht eingehen. Fiir den Anwender sind sie nicht so relevant.
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Die Menge aller Distributionen (also aller Linearformen auf S) bezeichnen wir mit D.
Wir haben gesehen, dafl die Zuordnung

f|—>Tf

(von der Menge der stetigen absolut integrierbaren Funktionen auf D) eine injektive
Abbildung ist, so dafl wir jede solche Funktion f auch als Distribution auffassen kénnen.
Umgekehrt geht es nicht! Es gibt Distributionen, die nicht irgendwelchen Funktionen
entsprechen.

Beispiel :

Durch
dlie] := ¢(0)

wird eine Distribution definiert, die sogenannte Dirac’sche §-Distribution.
Dazu muf nur nachgerechnet werden, daff ¢ linear auf S operiert, aber das ist trivial.
Angenommen, es gébe eine Funktion f, so dal § = T} ist!

Dann wire (fiir tp € R)

flte) = lim [ F0)pe(t — to) dt
— lim Tyl (t — to)
= ll_I)I[l) 5[‘;05(t - tO)]
= lig%%(—to)
B { oo firty =0

0 sonst.

Aber eine solche Funktion gibt es nicht!

Die Distributionen sind also wirklich ,,verallgemeinerte Funktionen®.

Wir betrachten nun eine Distribution 7" = T%, die zu einer stetig differenzierbaren
Funktion f gehort. Ist auch f’ absolut integrierbar, so kénnen wir f’ als Distribution
auffassen:

Tolel = [ 7o) d

= Jwe®) [T - [ s a
= -1yl

Wir haben ein Gesetz gefunden, dafl sich auf beliebige Distributionen verallgemeinern
1aBt.

Definition.

Ist T' € D eine beliebige Distribution, so definiert man die Ableitung T" von T durch

T'[p] == =T’
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Bei stetig differenzierbaren Funktionen mit absolut integrierbarer Ableitung ist die dis-
tributionelle Ableitung nichts anderes als die gewohnliche Ableitung.

Beispiel :

Wir beginnen mit der Funktion

f(t)::{o fir t <0

$t2 fiir t > 0.

f ist stetig differenzierbar, aber leider nicht absolut integrierbar. Da jedoch mit
v € S auch t"p(t) fiir jedes n > 0 eine stark abfallende Funktion ist, wird auch
durch

Tyl = [ ety =5 [T e

eine Distribution definiert.

Nun ist

(Tp)'Tel = —T¢l¢]

Auch hier ist die distributionelle Ableitung gleich der gewohnlichen Ableitung. Die

Funktion
0 firt<0

f/(t):{t fir t > 0

ist stetig, aber nicht absolut integrierbar. Wie schon f selbst definiert f’ aber den-
noch eine Distribution.

/' hat eine Knick-Stelle und ist daher im gewohnlichen Sinne nicht mehr differen-
zierbar, wohl aber im Distributions-Sinne:

(Ty)'lp] = —Tple]

wobei H die sogenannte Heaviside-Funktion ist, definiert durch

0 furt <0
H{(t) '_{ 1 fiirt > 0.



564 KAPITEL I FUNKTIONENTHEORIE

H ist nun nicht einmal mehr stetig! Dennoch ist Ty eine Distribution. Man beachte
aber, dafl H durch Tp nicht mehr eindeutig bestimmt ist. Wir konnen den Wert
von H in t = 0 beliebig abédndern, ohne dafl sich Ty &ndert. Die Injektivitédt der
Zuordnung f — T gilt nur fiir stetige Funktionen!

Nichts kann uns daran hindern, Ty erneut zu differenzieren:

(Tu)'le] = ~Tuly
= 90( ) \ #(0).
Also ist (Ty) = ¢ die Dirac-Distribution!

Und nun differenzieren wir 6 ein weiteres Mal:

Offensichtlich kann man das beliebig oft so weitertreiben und erhélt schliellich

0[p] = (=1)" - ")(0).
Distributionen sind immer beliebig oft differenzierbar.

Nun kommen wir endlich wieder zu den Fourier-Transformationen zuriick.

Ist f stetig und absolut integrierbar, so existiert die Fourier-Transformierte f . Sie ist
stetig und beschrénkt und definiert daher eine Distribution. Dann gilt:

e = [ Fwewa
_ /°° o) /°° F(s)e~is ds dt

—00 —00

= [ 16 [ eeitdrds

= [ r@s)ds
= Tylg].
Also bietet sich folgende Verallgemeinerung der Fourier-Transformation an:

Definition.

Ist T eine Distribution, so wird ihre Fourier-Transformierte T definiert durch

Tlp) = T[@).
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Beispiel :

Wir berechnen die Fourier-Transformierte der Dirac-Distribution:

Also ist 6 = 1.

Da mit ¢ stets auch ¢ zu & gehort, definiert die Fourier-Transformation 7' +—> T einen
Isomorphismus

F:D—D,
mit F~!'T[p] = T[F'p]. Dann gilt:
1 oo .
FITle] = Tt o / o(s)e3* ds]
T J—o0o
1 o .
= 5= Tt — /_OO o(s)e 303 ds]
1 _
= o0 T[t — ¢(—t)]
7r
1
= —.T*3
5 12l

mit T*[t — (t)] ;= T[t — 1 (—t)]. Also gilt:

1
Fi'T=_—. F(T™).
27
Mit dieser Umkehrformel kann man die Fourier-Transformierten weiterer Funktionen be-
stimmen.
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§7 Die Laplacetransformation

Die Arbeit mit der Fourier-Transformation bereitet gewisse Probleme. Viele wichtige
Funktionen lassen sich nicht transformieren, oder hochstens als Distribution. Aulerdem
hat man es in der Praxis selten mit Funktionen zu tun, die fiir alle Zeiten existieren.
Einschaltvorgénge werden zu wenig berticksichtigt.

Wir wenden uns nun Funktionen f mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 zu. Normalerweise existiert
auch deren Fourier-Transformierte nicht. Wir erzwingen daher die Konvergenz des Fourier-
Integrals, indem wir einen , konvergenzerzeugenden Faktor® einfiihren, d.h. wir ersetzen

f(t) durch f(t)e ', a > 0. Dann ist

Flf@e ] = [ fe it ar

0

Dieses Integral existiert z.B., wenn f(¢) stiickweise stetig und f(¢)e~*" absolut integrierbar
ist.

Definition.

Eine stiickweise stetige Funktion f : Rj := {t € R | t > 0} — C wdchst hichstens
exponentiell von der Ordnung v, wenn es Konstanten M > 0 und 7" > 0 gibt, so dafl

[ f&)] < M-
fiir ¢ > T ist.

1.7.1 Satz. Wenn f : R§ — C hdchstens exponentiell von der Ordnung v widchst,
dann konvergiert das uneigentliche Integral

F(z):= /OOO f(t)e *dt

absolut fir alle z € C mit Re (z) > 7.

BEwWEIS:  Wir schreiben z in der Form z = z + jy, mit x > ~. Dann gilt fiir t > T':
| f)e™ | = | f(£)]- e~ < M - 02t = M . e~lr==lt,

Diese Funktion ist absolut integrierbar, denn es ist

T
[Felrelear - <__ ! .€—|v—xv> A S e e P
. -] 1~y —v]
und dieser Ausdruck bleibt beschriankt fiir 77 — oo. []

Definition.

Sei f:R§ — R stiickweise stetig. Das uneigentliche Integral

F(z):= /000 ft)e dt
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heifit Laplace-Transformierte von f, sofern es fiir ein z € C absolut konvergiert.

Man schreibt auch
F(z) = L)),

oder — wenn keine Verwechslungsgefahr besteht — wie bei der Fourier-Transformation
f(t) heiBt Urbildfunktion, F(z) Bildfunktion.

1.7.2 Satz. Wenn die Laplace- Transformierte F(z) von f(z) fir ein zy € C absolut
konvergiert, dann tut sie das auch fir alle z € C mit Re (2) > Re (z).

y

02/

7
BEWEIS:  Sei zp := u+ jv und z = x + jy, mit x > u. Dann ist
|e—zt| — e—art S e—ut — |€_Zot |
Daraus folgt die Behauptung. ]

Das Infimum « aller reeller Zahlen > 0, so dafl

/0 - ft)e " dt

fiir Re (2) > 2 absolut konvergiert, heifit die Abszisse absoluter Konvergenz fiiv L[f(t)].
Die Halbebene, die links von der vertikalen Geraden {z | Re(z) = a} begrenzt wird,
ist das genaue Konvergenzgebiet des Laplace-Integrals. Der Rand gehort entweder ganz
dazu oder iiberhaupt nicht. Da f(t) = 0 fiir ¢ < 0 ist, kann auch die ganze Ebene als
Konvergenzgebiet herauskommen.

Beispiele:

1. Sei f(t) = 1. Da wir nur Funktionen betrachten, die = 0 fir ¢ < 0 sind, lassen wir
diese zusatzliche Bedingung meistens weg.

R 1 R
/ 1-e?dt = (—e‘“) ‘
0 z 0

1
- (1-— —zR
(1 =),

Es ist

1
und dieser Ausdruck konvergiert fiir Re (z) > 0 gegen —. Also haben wir:
z

1
lo—e — (fiir Re (2) > 0)
z
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2. Die Funktion f(t) := e* wichst hochstens exponentiell von der Ordnung a. Also
konnen wir die Laplace-Transformierte bilden:

L™ = / ete ™t dt
0

= / ela=2)t gt
0

_ <1€<a—z>t> *
a—z 0

falls Re (a — z) < 0 ist, also Re (z) > a.

3. Sei f(t) := cos(wt) = 3 (el 4 ¢73+!). Dann folgt:

/O - ft)e *dt

LIf®)]

1
= Z (w=2)t gt / —(jw+2)t ]
3L
S B = 4 L e *
2 |jw—=z —(jw+ %) 0
B PR DR B
2t jw—2z  jw+z
B z
224 w?

fiir Re (jw — z) < 0 und Re (jw + z) > 0, also Re (z) > 0.

Analog erhélt man:
w

L[sin(wt)] = PR

Bemerkung: Die Laplace-Transformierte

F(z) = /O T rhe dt

ist als Parameterintegral im Bereich der absoluten Konvergenz eine holomorphe Funktion
von z. (Zum genauen Beweis vgl. G. Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformation, 3.
Kap., §2, Satz 1.). Es kann allerdings vorkommen — wie die vorangegangenen Beispiele
zeigen — , dafl F'(z) auf ein grofleres Gebiet holomorph fortgesetzt werden kann. Man wird
dann auch die fortgesetzte Funktion als Laplace-Transformierte von f bezeichnen.

Beschriankt man sich auf reelle Parameter s, so endet der Existenzbereich von F'(s) stets
bei der Abszisse der absoluten Konvergenz.

1.7.3 Eigenschaften der Laplace-Transformation.
Sei f(t) o—e F(2) und g(t) o—e G(z). Dann gilt:

1. Linearitdt: a-f(t)+b-g(t) o—ea-F(z)+b-G(2).
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2. Ahnlichkeitssatz:

f(at) o—e i : F(iz) (firaeR,a>0)

3. Verschiebungssatz (Verschiebung im Zeitbereich):
fit—=T)o—ee™ - F(z). (firTER)
(Man beachte, daf$ f(t —T) links vom Nullpunkt abgeschnitten werden mujs!)

4. Dampfungssatz (Verschiebung im Bildbereich):

e . f(t) o—e F(s+c). (firceC)

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) Ist a € R, a > 0, so gilt:

Llf(at)] = /Ooof(at)e”dt
1
1
1

_ (2).
3) Es ist
Llf(t—T) = /0°° F(t —T)e* dt
= /OOO f(r)e=*+0) qr
= T, /0 f(r)e *"dr
— —2T F(Z)
4) Es ist
fctf / f —(z+c)t
= F(z+¢).
[]
Beispiele :

1. Als erstes betrachten wir die Sprungfunktion

or(t) = 0 firte<T
=Y 1 fiirt > T.
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| T

Ist H die Heaviside-Funktion, so kann man schreiben:
or(t)=H({t—-T).

Fiir die Laplace-Transformation besteht kein Unterschied zwischen H und der Funk-
tion 1. Also gilt:

Clop(t)] = LIH(E—T)] = e~ - £[1] = i e

2. Als néchstes betrachten wir den Rechteck-Impuls

1 fir0<t<T
0 sonst.

)= {

Es ist mp(t) = oo(t) — or(t), also

Clrp(t)] = i(1 T,

3. Nun untersuchen wir die folgende Zackenfunktion:

at fir0 <t <T

1) ::{ 0 sonst.

Ist g(t) = at, so ist

at fur0<t<T
al firt>T.

0 firt<o
(g-H)(t)(g-H)(tT){
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Also folgt:
ft)y="(g-H)t)—(g-H)(t —=T) —al- op(t).

Wir konnen jetzt die Laplace-Transformierte von f bestimmen, wenn wir L[t] ken-
nen. Es ist aber

Llt] = /0 et dt
= (t . (—ie“)) ’zo +i /OOO e *dt

oo

fir Re (z) > 0.
Also ist

LIF@ = Llg®)] = Llg(t = T)] = aT - Llor(1)]
= a-Llt]—a- L[t = T)—aTLlor(t)]

a _ 1 _ 1
= —g—a-eZT — —aT e . =
z z z
a _ —
= S(l—e*" —2Te )
z

Wir untersuchen jetzt, wie sich Differentiation und Integration im Zeitbereich auswirkt.
Dabei wollen wir die Klasse derjenigen Funktionen, die wir Laplace-transformieren kénnen,
geringfiigig erweitern:

Definition.
Unter einer L-Funktion verstehen wir eine Funktion f : R — C mit folgenden
Eigenschaften:
1. f(t)=0firt<D0.
2. f ist stiickweise stetig fiir t > 0.
3. f ist bei 0 uneigentlich integrierbar.
4. Das Laplace-Integral
/ ft)e *tdt
0

existiert fiir wenigstens ein z € C mit Re (z) > 0 (und dann natiirlich fiir alle
¢ mit Re (¢) > Re(2)).

Selbstverstéandlich ist jede stiickweise stetige Funktion mit hochstens exponentiellem Wachs-
tum eine L-Funktion.
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1.7.4 Satz. f(t) set = 0 firt < 0 und differenzierbar fir t > 0, und f' sei eine
L-Funktion.

Dann ist f selbst eine stiickweise stetige L-Funktion, und mit F(z) := L[f(t)] gilt:
f'(t) o—e z-F(2) — f(0+).

BEwEIs:  Da f’ eine L-Funktion ist, existiert das uneigentliche Integral

/Ot f(r)dr = ll_l% Et f(m)dr =lm(f(t) — f(e)),

e—0

und damit existiert auch
f(0+) = lim f(e),
und es ist .
| @) dr = 56) = fo+).
Weiterhin existiert nach Voraussetzung fiir ein z mit Re (z) > 0 das Integral
Lrw = [ rweta
0
= e 7= [Tz at
0
— f(04) + 2 /O Flt)e* dt
= —f(0+)+ 2z F(2).

Die Existenz von F(z) ergibt sich dabei automatisch, weil alle anderen Terme konvergie-
ren. Damit ist auch klar, dal f eine stiickweise stetige L-Funktion ist. ]

Mit vollstandiger Induktion zeigt man leicht:

1.7.5 Satz. Sei f(t) fiirt > 0 n-mal differenzierbar, und f™ eine L-Funktion. Dann
ist auch [ eine L-Funktion, und fir die Laplace-Transformierte F(z) von f gilt:

FO(t) o 2™ F(2) = 2" f(04) = 272 f1(0+) — ... = [0 (04).

1.7.6 Satz. Sei f(t) stetig firt > 0 und von hichstens exponentiellem Wachstum.
FEs existiere f(04) und damit die Laplace-Transformierte F(z) von f(t). Dann existiert
auch die Laplace-Transformierte von

ne) = [ o

und es gilt:

h(t) o—e iF(z)

BEWwWEIs:  Da I/(t) = f(t) fir ¢t > 0 ist, folgt aus den vorangegangenen Sétzen, daf die
Laplace-Transformierte von h existiert. Aulerdem ist h in ¢ = 0 stetig, mit ~(0) = 0.

Also ist F(2) = = - L[h(t)] und h(t) o—e iF(z). 0
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Beispiele :
1. Die Funktion f(t) = ¢ erfiillt alle nétigen Voraussetzungen. Also ist
1
Ll = Ll(=t")]

n

Sl |
5
~
S

1
Nachdem L[t] = —; ist, folgt aus der obigen Reduktionsformel:
z

n!
ZnJrl !

t" o—e
2. Es ist (sin®t)’ = 2sint cost = sin 2t.

Also ist

NP IRRI S _ 2
L[sin“t] = . L[sin 2t] = L

Ahnlich sieht es bei der Differentiation und Integration im Bildbereich aus:

1.7.7 Satz. Aus der Beziehung f(t) o—e F(z) folgt:
t"- f(t) o—e (=1)" - F™(2).

BeweEls:  Die Laplace-Transformierte F(z) ist holomorph in z, also beliebig oft diffe-
renzierbar. Auflerdem lassen sich Differentiation und Laplace-Integral miteinander ver-
tauschen (vgl. Doetsch, wie oben). Also gilt:

Fi(z) = jz /0 T e dt
_ /Omai (f(t)e") dt
= [T a
= —/Oootf(t)e—ztdt.
Damit ist ¢ - f(t) o—e —F'(2).

Mit vollstandiger Induktion folgt die allgemeine Formel. ]

1
1.7.8 Satz. Sei f stiickweise stetig und ;f(t) Laplace-transformierbar.

Aus f(t) o—e F(z) folgt: )

LI(0) o—e [T F(Q)dc.

Dabei kann diber einen beliebigen Strahl in C integriert werden, der von z ausgeht und mit
der positiven z-Achse einen spitzen Winkel einschliefit. Ist z reell, so kann man entlang
der positiven reellen Achse integrieren.
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BEWEIS:
- 1 N
F(z):= E[gf(t)] sei auf der Halbebene H, := {z € C | Re(z) > «a} definiert. Dort ist F'
dann auch holomorph, und es gilt:

F'(z) = =L[t -~ f()] = —F(2).

Daraus folgt fiir ein beliebiges zy € H, :

[ F©dc = - [ Foa
= —(F(z) - Fla),

also

Pz) = Fzo)+ [ PO dc.

Dabei kann iiber einen beliebigen Weg in H, integriert werden, z.B. iiber die Verbin-
dungsstrecke zwischen z und z,. Lassen wir nun zy gegen oo gehen, so strebt

Fla)= [ 1 F#)e" dt

gegen Null,! und es folgt die gewiinschte Formel. ]
Beispiel :

int
Die Funktion % ist iiber [0, 00) nicht absolut integrierbar (Beweis siche 1. Seme-

ster), aber sie hat hochstens exponentielles Wachstum und ist von da her Laplace-
transformierbar.

Es gilt: sin(wt) o—e (fiir Re (2) > 0). Daraus folgt:

22 + w?
sin(wt) /OO W %
t z CZ + w?
1 oo 1
= - —d(.
ol oy +1™
Fiir reelles x > 0 erhalt man dann:

sin(wt) 1/00 1 du
t wle (u/w)?+1

o]
= d
/z/w s2+1 s

= arctan(s) ’Oj

T x
= —_ t -
5 ~arc an(w)

w
= arctan(—).
()

'Hier ist eigentlich ein sorgfiltiger Grenziibergang erforderlich, den ich aber nicht ausfiihren will.
Damit alles klappt, mufl Re (zg) stets positiv bleiben. Auf Geraden, die mit der positiven x-Achse einen
spitzen Winkel einschlieflen, ist diese Voraussetzung erfiillt.
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Letzteres gilt wegen der Gleichung

1
arctan(y) + arctan(—) = arctan(oco) =
Y

SE

Wie weit 148t sich unser Ergebnis ins Komplexe iibertragen? Wir wissen, dafl das
Laplace-Integral in der ganzen rechten Halbebene absolut konvergiert und dort ho-
lomorph ist. Aber was ist das fiir eine Funktion? Der Arcustangens ist wegen der
Periodizitéat der Winkelfunktionen im Komplexen nicht eindeutig definierbar. Wegen

1, . 1 .
sin(z) = —(e?* —e*) und cos(z) = 5(6” +e7%)

J
o sin(z) 1 el*—e 3% 1 X1
tan(z) = cos(z) T j drqed o4l
Also setzt sich der Tangens aus den Funktionen
. 1 ¢(—-1
f(z) =€ und  g(C):= R

zusaminerl.

Sei Gy := {z € C | —g < Re(z) < g} Dann bildet z — 2jz das Gebiet Gy
biholomorph auf das Gebiet
{zeC|—nm<Im(z) <7}

ab, also f das Gebiet Gy biholomorph auf C\ R_.

g ist eine gebrochen lineare Transformation (vgl. Mathematik A, Kap. IV, §1), mit
den Koeffizienten a = 1, b = —1, ¢ = j und d = j. Daraus kann man ablesen,
daB g die reelle Achse auf die imaginédre Achse abbildet. AuBerdem ist g(—1) = oo,
g(0) = j, g(1) = 0 und g(oc0) = —j. Also bildet g das Gebiet C \ R_ biholomorph
auf

G=C\{t | t| =1}
ab.

Der komplexe Arcustangens ist nun die Funktion
arctan = f Log ' : G — Gy,

mit

Lo
arctan(z) = — - log + ‘]z
2] 1—-j=z
Insbesondere ist der komplexe Arcustangens auf der Halbebene {Re (z) > 0} defi-
niert und holomorph. Wir koénnen somit schreiben:

sin(wt)

t

w
o—e arctan () .
z
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Ich erinnere nun an die Faltung
(Fx9)®) = [ flt=nyg(r)dr

Ist f(t) = g(t) = 0 fiir t < 0, so wird daraus das Faltungsintegral
t
(fx)®) = [ f(t=r)g(r)dr.

1.7.9 Satz. Sind f und g stickweise stetig, so existiert das Faltungsintegral f x g,
und es gilt:

1. fxg=gxf.

2. (fxg)xh=fx(gxh).

BEwEIS:  Die Existenz ist klar, es wird ja nur iiber ein endliches Intervall integriert.

Das Kommutativgesetz haben wir schon fiir absolut integrierbare Funktionen auf R nach-
gewiesen.

Zum Beweis des Assoziativgesetzes berechnen wir beide Seiten:

(Fra)eh(t) = [ frglt=r)hir)dr
::Aing@—T—QMQMﬂdmh
_ ﬂjlaﬂt—UMQy—TﬂKﬂdudn

wobei die Substitution u(s) = 7 + s gemacht wurde.

Andererseits ist
Frlgeh)) = [ f(=whg s hw)du
/ / f(t —w)g(u—1)h(7) dr du.
In beiden Féllen wird die Funktion Fy(7,u) := f(t — u)g(u — 7)h(7) iiber

A= {(ru)eR*|0<7 <t 7<u<t}
= {(ruw)eR*|0<7<u, 0<u<t}

integriert,.

A ist sowohl ein Normalbereich bzgl. EEREREAN
der 7-Achse, als auch ein Normalbe-
reich bzgl. der u-Achse.
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Dabher ist

t rt

(fxg)xh(t) = Fy(r,u)dudr

Fi(7,u) dvy

hbo

o

/u Fy(r,u)dr du
= [x(gxh)(®).
L

Die Faltung verhilt sich weitgehend wie ein normales Produkt, es gilt auch das Distribu-
tivgesetz. Allerdings ist 1% f # f:

1x f(t) = /Otf(T) dr.

1.7.10 Satz. Sind f und g stiickweise stetig und von hdchstens exponentiellem Wachs-
tum, so ist f * g stetig und ebenfalls hdchstens von exponentiellem Wachstum. Auflerdem
qgilt:

Wenn f(t) o—e F(2) und g(t) o—e G(2), dann

(f *g)(t) o—o F(2) - G(2).

BEwWEIs:  DaB fxg hochstens von exponentiellem Wachstum ist, kann man leicht nach-
rechnen. Dariiber hinaus gilt:

F(z)-G(z) = /OOO f(u)e™*" du - /OOO g(v)e " dv

= e # [ f(t —v)g(v)dvdt
0
= [T(rg e ar
0
= L[f=*g(t)].
[]
Beispiele :
1. Es gilt:
1 at
e—O €
zZ—a
und L o
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also

1 at bt
(z—a)(z—0) e xe

t
_ / ea(t T)ebT dr
0
t
_ eat / 6(b—a)’r dr
0

(b—a)T
_ w(e )y
b—a )0

1

_ at  _ ~ (b—a)t __ 1
e b—a(e )

_ 6bt_eat

N b—a

2. Wir wollen noch ein etwas schwierigeres Beispiel durchrechnen:

Es ist
t
Vix Vi = / (t—7)rdr
0
t/2
- /t/2 (1—7(s)7(s)7(s)ds (7(s):=s+ )
t/2 2 2
= ts+——(s24+ — +st)d
/t/?\/8+2 (524 7 Fst)ds
t/2 $2
:/ — —s%ds
—t/2
t o t/2 2s
= - 1—(22)2d
2 /t/2 (t) °
2 /2 . 2s
= S [ I=elre s (pls) =)
—t/2
t* 1
= Z/ V1—zx2dx
-1
_ P _ s
423
Also ist
T 9 T2 T
t - == L[ ==.2 =
LV LIV = 5 - LI = 5 5= 15
und

3. Das vorige Beispiel ist ein Spezialfall der Transformation der Funktion ¢, mit po-
sitivem reellen a.
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t* = e*!"* hat hochstens exponentielles Wachstum, ist also Laplace-transformierbar.
Mit der Substitution u(t) = zt erhélt man:

L] = /Ooto‘e_tht
0
t o
/ <U(>> e O/ (t) dt
0 z
/ (u e “du
0 z
1 e o, —Uu
= za“/o u®e " du

1
= T(a+1).

o0
o0

1
z
1
P

Die ,,Gamma-Funktion“ I'(z) := / u”te " du wurde im 1. Semester (Kap. III,
0
§5, 4. Beispiel nach Satz 5.4.) eingefiihrt.

Das Ergebnis aus dem vorigen Beispiel (o = % ) erhdlt man iiber die Beziehungen

M(z+1)=2-T() und r(é) _

Die Rekursionsformel haben wir bewiesen, aber den Wert bei x = % konnten wir
damals nicht berechnen. Jetzt ergibt er sich natiirlich aus der Theorie der Laplace-
Transformationen.

Wir wollen uns nun mit der Riicktransformation befassen:

Sei f stiickweise glatt und von hochstens exponentiellem Wachstum:
[fO)]<M-e,

fiir grofie . AuBlerdem sei natiirlich f(¢) = 0 fiir ¢ < 0.

Sei x > v fest, aber beliebig gewihlt. Dann ist auch f,(t) := e " f(¢) stiickweise glatt
und = 0 fiir t < 0. Daher ist f, Laplace-transformierbar und erfiillt die Voraussetzungen
des Fourier-Integral-Theorems. Es ist

ﬁ@)==/mﬁﬁk”“ﬁ
_ / f —(z+jw)t
= F(z+jw),
wenn wir mit F'(z) die Laplace-Transformierte von f bezeichnen. Und dann ist

SR+ L) = ot [ Fw)d

1 A .
- %1}1_1)1;0 7AF(:p+jw)eJ°Jtdw,
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also
Loy + £ = St [ P+ jw)ed
2 = 271' AE;I;O 4 T J w)e W
1 A

= %Alg%o 9 F(z + jw)el®H<t dy
1 . z+jA ;

= — lim F(2)e*" dz,
2m) A—oo Jy—jA

wobei iiber den Weg w +— x + jw integriert wird. Damit haben wir bewiesen:

1.7.11 Komplexe Umkehrformel. Sei f :[0,00) — R stickweise glatt und von
hichstens exponentiellem Wachstum, F(z) die Laplace-Transformierte von f(t), mit v
als Abszisse der absoluten Konvergenz. Dann ist

S+ F) = g CH [T R e

2] —joo

Die Integration ist iber die Gerade {z | Re(2) = x} zu erstrecken, wobei x > ~ beliebig
gewdhlt werden kann. Ist f int stetig, so steht auf der linken Seite der Gleichung einfach
nur der Wert f(t).

Die komplexe Umkehrformel kann nur auf solche holomorphen Funktionen angewandt
werden, die Laplace-Transformierte sind. Wir hatten mehrfach eine gewisse Analogie zur
Theorie der Potenzreihen festgestellt. Man kann sich nun fragen, ob jede holomorphe
Funktion, die auf einer rechten Halbebene holomorph ist, schon automatisch die Laplace-
Transformierte einer geeigneten Urbildfunktion ist. Leider gilt das nicht, es lassen sich
leicht Gegenbeispiele angeben.

Das Problem, ein vollstandiges Kriterium dafiir anzugeben, wann eine holomorphe Funk-
tion eine Laplace-Transformierte ist, ist ungelost. Es gibt bis jetzt nur hinreichende Kri-
terien. So reicht es z.B., wenn F'(x + jy) auf jeder vertikalen Geraden absolut integrierbar
ist und lokal gleichméBig in x fir |y | — oo gegen Null konvergiert. Etwas konkreter ist
folgender Satz:

1.7.12 Satz.  Sei F(z) in der Halbebene {z | Re(z) > x; > 0} holomorph und von
der Gestalt

()= < 4 22

2o plte’
mit 0 < o <1, € > 0 und einer fir Re(z) > x1+ 9, 6 > 0, beschrinkten Funktion g.

Dann ist F(z) die Laplace-Transformierte einer Funktion f(t).

Zum BEWEIS vgl. Doetsch, 7. Kap., §2, Satz 4.

Wir kommen nun zu den verschiedenen Methoden, die Riick-Transformation praktisch
durchzufiihren.

Riicktransformation mit Hilfe von Tabellen:

Die folgende Tabelle kann benutzt werden:
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F(z) () F(z) ()
1 1
2 o 1 ;e_ZT ——o or(t)
1
o e “(1—e*) e—  mp(t)
z—a 2
1 ebt _ eat 2 ) Qt
o ————— e—o0 sin
(z—a)(z—0) b—a 2(22+4)
1 in(wt
- o t arctan(—) e—o sin(wt)
z t
1 1 n—1l z
n o (n— 1)!t R e——o cosh(wt)
Z w .
o o cos(wt) a7 sinh(wt)
i o sin(wt) L o0 2,/L
22 + w? 2z i

Riicktransformation durch Partialbruch-Zerlegung

Diese Methode ist anwendbar, wenn die gegebene Bildfunktion eine rationale Funktion
der Gestalt

mit Polynomen P und @ mit deg(P) < deg(Q) ist. Wir werden etwas spéter untersuchen,
wann man der Funktion F' ansehen kann, daf sie eine Laplace-Transformierte ist.

Sind ay, .. ., a; die (komplexen) Nullstellen des Nenner-Polynoms @Q(z), mit Vielfachheiten

mi, ..., my, so gilt:
k my;

=2

i=1v=1 Z - al
mit geeigneten komplexen Koeffizienten A;,. Das ist die komplexe Version des Satzes, der
in Teil A, Kap. III, §4, angegeben wurde.

Man braucht nun lediglich die Formel

1
e oce¢

(z —a)" (n—1)

Beispiel :
222 - 92+ 19

Sei F(z) := G131

Die Partialbruchzerlegung fithren wir mit Hilfe eines Ansatzes durch:

A B C

F —
(2) z—|—3+z—1+(2—1)2
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(z—1)2A+ (2 +3)(z—1)B+ (2 + 3)C
(z+3)(z—1)2
(A+B)z>+ (-2A+2B+C)z+ (A—3B+3C)
(z+3)(z—1)?

Das ergibt das lineare Gleichungssystem

A+ B - 2
24 + 2B + C = -9,
A — 3B + 3C = 19.

Wir 1osen es nach dem Gauflschen Verfahren:

—
|

O R R W N
= OlWw Rk OoOlw i~ O
|
(@)

cCo oo~
|

Alsoist C' =3, B=—-2und A =4, d.h.

(2) 4 2 n 3
z) = — :
z+3 z—-1 (z—1)?

Daraus folgt:
F(z) e—o 4e™% — 2¢' 4 3te’.

Riicktransformation mit Residuenkalkiil

Sei F'(z) eine meromorphe Funktion auf C, so dal z - F'(z) fiir 2 — oo beschrénkt bleibt.
Dann ist F' auflerhalb einer geniigend grofien Kreisscheibe holomorph, und es gibt dort
eine Laurententwicklung

2 F(2) =) apz ™
n=0
Also ist -
(%)) “n
F(z) = ;+§-n§an+12 :
und das bedeutet, da8 F'(z) eine Laplace-Transformierte ist. (Satz 7.12)

Ist F'(z) holomorph in der Halbebene {z | Re(z) > z; > 0}, so erhélt man die Urbild-

funktion f(¢) durch die komplexe Umkehrformel:
Lir t L [ P)etd
SU) (1) = 5= Jim |7 PR b

Wir betrachten nun folgende Figur:
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P1 T+ jA
n
o
P2 r—jA
Dabei sei
o(r) == z+jr, (“A<7T<A)
o1(1) = (z—7)4jA, (0<7<x)
wo(T) = T—jA, (0< 7<)
und (1) = A, (g <7< 3;)

C =0+ @1 + 1+ @9 ist ein geschlossener Weg, der bei geniigend groflem A alle Singula-
ritdten von F(z) in seinem Inneren enthélt. Nach dem Residuensatz ist also

1/CF(z)ethz: > res,(F(z)e™).

27Tj Re (2)<z1

Wir kénnen die Werte von f aus den Residuen von F(z)e* berechnen, wenn wir zeigen
konnen, daf die Integrale iiber ¢y, w9 und n fiir A — oo verschwinden.

Wir halten ¢ fest. Bei den Wegen ¢; kommt es nicht auf den Durchlaufungssinn an. Daher
gilt — wenn |z - F(2)| < Cist —:

[ F)etdz| = | [ F(r+ja)rsiviar)
i 0
< Z/Ome”dr
C 1 Tty |
- a1 (;e ) 0
= C(’“—l)—>0 (fir A — o0)
= At € u o0

Es ist n(r) = AcosT + jAsin7. Wir benutzen, dafi der Cosinus symmetrisch zur Achse

7 = 7 ist, und daf gilt:
2 .o
cosT<1——7 fir-—<7<m.
s 2
Dann folgt nédmlich:

(3m)/2
y/F(z)eztdz| < C-/ A e gr
n A Jrp2
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(3m)/2

— C/ eAtCOST dr
w/2

= 92C. eAtCOST dr
/2

< QC’-eAt-/ 6_27de7'
w/2

— 2C€At A (_W6—27‘?t7—> ’71'

2At /2
— 9C At . (_77 —2At _ _—At )
Ce 2At(€ e )
= i:(l —e ) = 0 (fir A — o)

Damit haben wir bewiesen:

1.7.13 Satz.  Ist F(z) meromorph auf C und holomorph fir Re (z) > v und z - F(z)
beschrankt fir = — oo, so ist F(z) die Laplace-Transformierte einer Funktion f(t), und

es qilt: .
5 (f(t=) + f(t+)) = res; (F(z)e™).

2 Re (2)<vy

P(z)
Q(z)

Die Voraussetzungen des Satzes sind z.B. erfiillt, wenn F(z) =

P und @, so daf

ist, mit Polynomen

deg(Q) > deg(P) + 1
ist.
Der vorangegangene Satz lafit sich auf die Situation verallgemeinern, daf§ F'(z) unendlich

viele Singularitéten besitzt. Voraussetzung ist dann aber ein einigermafien kontrolliertes
Wachstum von F'.

Nachzutragen ist noch die Laplace-Transformation von periodischen Funktionen:

Sei f :]0,00) — R periodisch mit Periode T. Dann gilt fiir die Laplace-Transformierte:

F(z) = /0 T F(t)e*t dt

- > " et at

n=0""T
> T

= Z/o f(t+nT)e *tnT) gt
n=0

o0

= 2)/; ft)e e =T at
— (i e_Z"T> -/OT f(t)e " dt.

n=0

Der Vorfaktor ist eine geometrische Reihe:

0o ot o0 1 >n_ 1
ZG _Z(ezT _1_672T.

n=0 n=0
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Beispiel :

1 fir2na<t<(2n+1)a

Sei a > 0 und f(t) ::{ 0 fiir (2n+ 1)a <t < (2n + 2)a.

Dann ist

/OTf(t)eZt dt = /Oa e dt = (—1,2 : e”)

1 — o
2(1 — e—202)

also
F(z) =

Eine beliebte Anwendung der Laplace-Transformation stellt die Losung linearer DGLn
mit konstanten Koeffizienten dar.

Man kann zeigen, dafl die Losungen einer solchen DGL Funktionen von héchstens expo-
nentiellem Wachstum sind (vorausgesetzt, das trifft auf die Inhomogenitét zu!). Auf einen
Beweis wollen wir hier nicht eingehen, weil das fiir die praktische Anwendung keine grofle
Rolle spielt.

Wir beginnen mit einer DGL 1. Ordnung:
v +ay = g(t), mit Anfangsbedingung y(0) = A.
Man kann nun schrittweise vorgehen:

1. Laplace-Transformation

Sei y(t) eine Losung, Y (z) := Lly(t)] und G(z) := L[g(t)]. Wendet man auf beide
Seiten der DGL die Laplace-Transformation an, so erhélt man:

(2-Y(2) —y(0)) +a-Y(z) = G(2),

also
(z4+a)-Y(z) — A=G(2).

2. Losung im Bildbereich

Wir 16sen die gewonnene Gleichung nach Y'(z) auf:

G(z) +A.

Yiz) = Z4+a
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3. Riicktransformation

Wir suchen nun die Urbildfunktion y(t) zu Y'(2):

i) = £ (CE A

Dabei konnen alle drei vorgestellten Methoden der Riick-Transformation zum Ein-
satz kommen. In der Praxis wird man es meist mit Tabellen versuchen.

Bemerkung: Wir haben im 2. Semester gelernt, dafl sich die allgemeine Lésung der
DGL aus der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Gleichung und einer par-
tikuldren Losung der inhomogenen Gleichung zusammensetzt. Das Verfahren mit der
Laplace-Transformation liefert gleich die allgemeine Losung, in Abhéngigkeit von den
Anfangsbedingungen.

Beispiel :

Wir betrachten die DGL
Y + 2y =2t — 4,

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.

1. Schritt: Laplace-Transformation!

2 4

Y(2)=142-Y(2)=L]2t —4] = — — —.

V() - 142V () = L4 = 5 -

2. Schritt: Losung im Bildbereich!
2 4
2) Y(z)—1 = = — -
(= +2) V() 2-2
2 4 1

| Y = — .
e (=) 22(z +2) z(z+2)+z+2

3. Schritt: Riick-Transformation:

Die Funktionen, die als Summanden auf der rechten Seite auftreten, finden sich nicht
alle in der Mini-Tabelle, die wir aufgestellt haben. Es ist

1 1—e 2
—_— e—O
z2(z+2) 2
1
und — o ¢ 2,
z+2
1
Wir miissen noch die Urbildfunktion zu m finden. Wir tun dies mit Hilfe der
22(z
Partialbruch-Zerlegung.
Ansatz: 4 b L az(z +2) +b(z + 2) + c2?
z 22 242 22(z+2)

(a+c)z? + (2a + b)z + 2b
22(z+ 2)
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Das fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

a + c = 0,
20 + b = 0,
2b = 1.
. 1 1 .
Also ist b = 37 0="7 und ¢ = -, und damit
172 1 1 4 1
o - dE-tedy)-
(2) 2 \ 22 z+z+2 z(z+2)+z+2
1 1, 3 4
S22 22 20242 2(2+2)
1 3
o t—§+§e_2t—2(1—e_2t)
5 7
_ o2 L
2 3¢

Als néchstes betrachten wir eine DGL 2. Ordnung:
y" +ay + by =g(t), mit Anfangswerten y(0) = A und y'(0) = B.
Auch hier gibt es die drei Schritte:
1. Laplace-Transformation

(- Y(2)—2-A=DB)+a-(2-Y(2) —A) +b-Y(2) = G(2),

also

(24 az+b)-Y(2) = (z+a)A - B =G(2).

2. Losung im Bildbereich

G@%Hz+@A+B.

Y pr—
(2) 224+ az+b

3. Riicktransformation Hier kann man auf die bekannten Methoden zuriickgreifen.
Beispiel :
y" 4+ 4y = sin(wt).

1. Schritt: w
2?Y(2) — zA — B+ 4Y(2) = L]sin(wt)] =

22 + w?’
also
2 _
(z2+4)Y(2) = N +z2A+ B.
2. Schritt:
w z 1

Y(z) = A ——~2 4+ pB.——
(2) (22 4+ w?)(22 +4) - z2+4+ 22+ 4’
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fiir Re (z) > 0. 3. Schritt: Die gesuchte Losung ist

y(t) =w- L7 ] + Acos(2t) + gsin(%).

@+ (2 +4)
Zur Berechnung des ersten Termes miissen wir Félle unterscheiden:

a) der Fall w? # 4:

In diesem Falle hat )

&+ )+ )

4 verschiedene einfache Polstellen, namlich z = +jw und z = +2j. Es bietet sich
die Residuen-Methode an:

F(z):=

ft) = LTF(2)]
= resju(F(2)e™) + res_ju(F(2)e™) + resg; (F(2)e™) + res_o5(F(2)e™)
1

— s (_ejwt + e—jwt) + 1 . (e2jt . 6—2jt)

2jw(w? —4) dj(w? —4)
1 . 1 .
— —m -sin(wt) + m sin(2t)
_ wsin(2t) — 2sin(wt)
N 2w(w? —4)

Also ist
 wsin(2t) — 2sin(wt)

y( ) - 2(w2 _ 4)
b) der Fall w? = 4 (Resonanzfall):

B
+ Acos(2t) + Bl sin(2t).

Ist w? =4, so ist

+2 z 1

Yz)=——"4+A ——+B - ———
(2) <Z2+4)2+ 22+4Jr 2244’
also B
_ -1 :
y(t)y=+2-L [m + Acos(2t) + 5 sin(2t).
Wir kennen die Beziehung
: n(21)
[ ._O —
214 g SHEY),

und verwenden den Faltungssatz:

1 1 . 2
m =1 (Lsin(2t)])
= 411 - L]sin(2t) * sin(2t)], also
I T .
[<22 ) Z/o sin(2(t — 7)) sin(27) dr
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— le . <sin(2t) /Ot cos(27) sin(27) dt — cos(2t) /Ot sin?(27) dT)
- 3 (sin21)- $5n%(21) — cos(21) (5 — 7 sin(21) cos(20)))
_ 116 - (sin(2¢) — 2t cos(21)).

Also ist in diesem Falle
1 B
y(t) = j:g - (sin(2t) — 2t cos(2t)) + A cos(2t) + 5 sin(2t).

Die Amplitude von y(¢) nimmt im Resonanzfall beliebig hohe Werte an.

In einem ganz einfachen Fall wollen wir uns noch ansehen, wie Systeme von DGLn 1.
Ordnung behandelt werden:

Beispiel :
Wir betrachten das bekannte System
ho= v
Yo = —uu,

mit den Anfangsbedingungen y;(0) = 0 und y»(0) = 1. Bezeichnen wir die Laplace-
Transformierten von y; bzw. yo mit Y7 bzw. Y5, so folgt:

z-Y1(2) =11(0) = Ya(z),
2-Y5(2) =12(0) = —Vi(2).

Das ergibt folgendes Lineare Gleichungssystem:

(i 2)0G)-0)
b)) = ()

Also ist

Nichts anderes haben wir erwartet!

In den Anwendungen der Integraltransformationen wird haufig mit Distributionen gear-
beitet. Deshalb soll hier noch beschrieben werden, wie man die Laplace-Transformation
einer Distribution bildet.
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Wie am Ende des vorigen Paragraphen bezeichne D den Raum der (temperierten) Distri-
butionen. Fiir T' € D sei D*T die durch

D*Tp] = (=1)* - T[]

definierte k-te Ableitung von T'. Ist g eine stiickweise stetige beschrankte Funktion auf R,
so kann man g auch als Distribution 7, auffassen, mit

Definition.

Eine Distribution T" heiflt von endlicher Ordnung, falls es eine stetige Funktion A
auf R und ein k£ € Ny gibt, so daf§

T = DT,
ist. Das kleinste k£ mit dieser Eigenschaft heift die Ordnung von T

Die Dirac’sche Delta-Distribution ist die (distributionelle) Ableitung der Heaviside’schen
Sprungfunktion H. Das weist sie noch nicht als Distribution von endlicher Ordnung aus,
denn H ist ja nicht stetig. Allerdings ist H seinerseits die distributionelle Ableitung der
stetigen ,, Knick-Funktion*

0 firt<o

ht) = { t furt > 0.

Also ist § = D?Tj}, eine Distribution 2. Ordnung.

Jede beschrankte stetige Funktion auf R ist eine Distribution 0-ter Ordnung, die Heaviside-
Funktion ist eine Distribution 1. Ordnung.

Wir erinnern nun an die L-Funktionen (Seite 208). Eine stetige Funktion f auf R ist genau
dann eine L-Funktion, wenn gilt:

1. f(t) =0 fiir t < 0.

2. Die Laplace-Transformierte F'(z) = L[f(t)] existiert fiir wenigstens ein z € C mit
Re (z) > 0.

Ist eine solche L-Funktion sogar k-mal stetig differenzierbar, so folgt aus (1) und der
Stetigkeit der Ableitungen, dafl

ist. Wir setzen
D, :={T € D| 3k € Ny, stetige L-Funktion h mit 7' = D*T,.}.

Ist f eine k-mal stetig differenzierbare L-Funktion, so ist auch f®) eine L-Funktion, und
es gilt:
LIFP0)] = =" L)),

Das liefert die Motivation fiir folgende Definition:
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Definition.

Ist T = D*Tj}, eine Distribution der Ordnung k in D, so definiert man die Laplace-
Transformierte £[T] durch
L[T] := 2% - L[h(1)].

Bemerkungen :

1. Aus der Definition folgt unmittelbar, dal auch die Laplace-Transformierte einer
Distribution eine (in einer rechten Halbebene) holomorphe Funktion ist.

2. Im Gegensatz zu der Transformation von Funktionen tauchen bei der Transfor-
mation von Distributionen auch positive Potenzen von z auf. Das wird bei den
nachfolgenden Beispielen noch deutlicher.

3. Ist T'=T,, mit einer stetigen L-Funktion g, so ist

In diesem Falle stimmt die neue Definition mit der alten iiberein, und man kann
zeigen, dafl das auch auf stiickweise stetige L-Funktionen zutrifft.

Beispiel :

Die Delta-Distribution liegt in D, denn es ist ja 6 = D?T}, mit der Knick-Funktion
h, die eine stetige L-Funktion ist. Es gilt:

Lo =2 LIht)] =2 = =1
Fiir die verschobene Delta-Distribution 6(t — 7") mit

3(t = T)lg] == ()
und A(t) := h(t —T) gilt:

D*Tilp] = T[]

— /_ Z T(t)" (t) dt
— [ Tt =T () dt
_ /_ Z h(s)¢" (s + T) ds

= Til¢"(s+T)]
= D’Tilp(s +T)]
= Olp(s+T)] = o(T) = o(t = T)[e].

Also ist
Lot —T) =2 Lh(t—T) =2* e‘ZTE[h(t)] — T,
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Schliefflich gilt fiir hohere Ableitungen der Delta-Distribution:

L[DFs) = L[D*Ty)
= M2 Lh(t)]

k2 L k

= Z - = 2.
2’2

Auf diese Weise tauchen positive Potenzen von z als Laplace-Transformierte auf,
und wir konnen unsere kleine Tabelle fiir die Riicktransformation ergéinzen durch

e 2K a0 6 (t —T).

Zum Schluf soll angedeutet werden, wie die Laplace-Transformation in der Elektrotechnik
zur Systemanalyse benutzt wird.

Es geht um folgende Standard-Situation:

t t
f(t) System y(t)
Eingangsfunktion Ausgangsfunktion
(Erregung) (Antwort)

Unter dem ,,System“ ist hiufig ein elektrisches Netzwerk zu verstehen. Die Eingangsfunkti-
on ist normalerweise eine stiickweise stetige L-Funktion, kann aber auch eine Distribution
sein. Dementsprechend ist auch die Systemantwort eine Funktion oder eine Distribution.

Beliebige Systeme sind kaum zu bearbeiten. Daher stellt man an das System gern einige
Minimalforderungen:

1. Linearitat:

Das System wird durch einen linearen Operator S beschrieben.

Das bedeutet, daf eine Uberlagerung von Eingangssignalen auch eine entsprechende
Uberlagerung der Ausgangssignale zur Folge hat.

2. Zeitinvarianz:
S(fE=1))=yt-T).

Das bedeutet, daf die Ubertragungseigenschaften des Systems nicht vom Zeitpunkt
der Messung abhéngen.

3. Kausalitat: Ist f(¢) = 0 fiir ¢ < 0, so soll auch y(¢) = 0 fir ¢t < 0 sein. Die Wirkung
kann nicht zeitlich vor der Ursache eintreten.
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Zusétzlich werden meist noch Stabilitdtsbedingungen gestellt. Wenn das Eingangssignal
fiir ¢ — oo nach Null abklingt, so soll das auch fiir das Ausgangssignal gelten.

Die Grundaufgabe der Systemanalyse besteht darin, aus dem Eingangssignal das Aus-
gangssignal zu bestimmen.

In vielen wichtigen Fiéllen wird das System durch eine Differentialgleichung beschrieben:
y(t) = S[f(t)] ist Losung der DGL
Y™ 4 oy ey + oy = f(1),
unter der Anfangsbedingung y(0) = ¢/(0) = y™~ Y = 0.
Man kann nun die Laplace-Transformation anwenden und erhéalt:
p(2) - Y(2) = F(2),
wobei Y (z) = L[y(t)], F(z) = L[f(t)] ist, und
p(z) ="+ 12"+ ez + oo

Man kann diese Beziehung auch in folgender Form schreiben:

Y(z) = G(2) - F(2),

.. 1
wobei die sogenannte Ubertragungsfunktion G(z) = —— nur von den Konstanten ¢, ¢1,
z

..., C,_1 abhéngt, also durch den inneren Aufbau des Systems bestimmt ist. Man spricht
auch von der Systemfunktion. Die Urbildfunktion

g(t) = L7G(2)]
heifit Greensche Funktion oder Gewichtsfunktion.
Ist f(t) irgend eine Eingangsfunktion, so ist die System-Antwort y(¢) gegeben durch
Lly(t)] = Llg®)] - LI (1)] = L[g(t) = f(1)].
Also ist
y(t) = g(t) « f(t)

durch die Eingangsfunktion und die Gewichtsfunktion bestimmt.

Meistens arbeitet man nur noch auf der Frequenz-Seite, wo der Zusammenhang zwischen
Eingangs- und Ausgangssignal besonders einfach ist. Das ermoglicht es z.B., komplexe
Systeme zu vereinfachen:

Beispiele :

1. Hintereinanderschaltung:
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Wenn G bzw. G die jeweiligen Ubertragungsfunktionen sind, dann gelten die Be-
ziehungen

Y=G-F ud Y,=G;-Y.
Daraus folgt: Y, = (GG,) - F.

Das System kann folgendermaflen vereinfacht werden:

GGy

2. Riickkoppelung:

Y, Y

Hier ist
Yi=G-(F-Y;) und Yo=H"-Y].

Damit ist Y} = G- (F — HY}), also Y1 (1+ GH) = GF'. Aufgelost nach Y; ergibt das:

G
Y, = - F.
"1+ GH
Das vereinfachte System sieht nun so aus:
F G ¥,

GH +1

Die Systemfunktion G(z) — und damit das Verhalten des Systems — kann ermittelt werden,
wenn man die Systemantwort auf gewisse spezielle Erregungen kennt.

Sei etwa H (t) die Heavisidesche Sprungfunktion. Wahlt man H(t) als Eingangssignal, so
erhilt man als Ausgangssignal die , Sprungantwort® yg (), mit

ya(t) = g(t) * 1 = 1% g(t) = /Otg(T) i



7 Die Laplacetransformation 595
§ p

Also ist p
Yu
t) = —(t).
o(t) = (1)

Wihlt man als Eingangssignal die Dirac’sche é-Distribution, so erhélt man als Ausgangs-
signal die sogenannte ,,Impulsantwort“ ys. Es mufl im Distributionssinne gelten:

D"ys 4 ¢u1 D" ys + -+ + ¢ Dys + coys = 6.
Wendet man die Laplace-Transformation an, so erhélt man:

p(z) - Yalz) = 1.

1 ..
Damit ist Ys(z) = o) = ((z) die Ubertragungsfunktion, und y; ist die Gewichtsfunktion
p(z

g(t), allerdings als Distribution aufgefaft. Schickt man also den Impuls 4, etwa realisiert
durch einen starken Stof, in das System, so kann man durch Messung der Ausgangsfunk-
tion die Gewichtsfunktion ¢(t) experimentell bestimmen.



