Kapitel V

Differentialrechnung in mehreren Variablen

81 Partielle Differenzierbarkeit

Wir haben schon beim Ubergang von R nach C gesehen, daf die Lagebeziehungen der
Punkte zueinander in der Ebene komplizierter sind als auf einer Geraden. Nun wollen wir
sogar den Schritt in den n-dimensionalen Raum wagen.

Punkte des R" schreiben wir als Zeilenvektoren:

x = (T, ..., Ty).

Wenn es notig ist, Punkte zu numerieren (xg, Xi, ...), so schreiben wir die jeweilige
Nummer oben an die Komponenten:

xo = (29,...,2%), x; = (21,...,2}), ...

r¥n rn

Definition.
Sei xg = (29,...,2%) € R", r > 0. Dann heif}t
By(xo) = {x € B" | [ x—xp] <7}
eine offene Kugel (oder ein offener Ball) um x, mit Radius 7.

Héufig nennen wir B,(xq) auch eine r—Umgebung von xq. Eine beliebige Menge
U C R" heiit eine Umgebung von Xq, wenn es ein r > 0 gibt, so dal B, (xo) ganz in
U enthalten ist.

Genau wie in C definieren wir:
Definition.
Sei M C R" eine Teilmenge.
1. Ein Punkt a € M heifit innerer Punkt von M, falls es ein € > 0 gibt, so dafl
B.(a) ganz in M liegt.

2. Die Menge M heiflt offen, falls jeder Punkt von M zugleich innerer Punkt von
M ist.

3. Die Menge M heifit abgeschlossen, falls R" \ M offen ist.

4. Ein Punkt a € R" heifit Randpunkt von M, falls jede e~Umgebung von a sowohl
Punkte von M als auch Punkte von R" \ M enthiilt.
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Auch hier gilt: Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte
enthélt.

Definition.
Sei M C R" eine beliebige Teilmenge.

1. Die Menge aller Randpunkte von M bezeichnet man mit 0M.
2. Die Menge M := M U OM nennt man die abgeschlossene Hiille von M.

Beispiel :
OB.(a) ={x € R" | ||x —a|| = r} ist die ,,Schale* der Kugel.

B.(a) = {Vz € R" | ||[x—a]l| < r} ist die abgeschlossene Kugel, die sowohl das
Innere als auch die Schale umfaft.

Die Konvergenz von Folgen wird wie iiblich definiert:

FEine Folge von Punkten x, des R"™ konvergiert gegen Xy, wenn gilt:

Ve >0 3y, so daB || x, — x¢ || < e fur alle v > 1 ist.

Die Art und Weise, wie sich eine Folge ihrem Grenzwert nédhert, kann recht kompliziert
sein. Es gilt aber:
X, Xy <= o/ =l firi=1,...,n.

Auf diese Weise kann man den Konvergenzbegriff im R" auf den in R zuriickfiihren.

Sei nun D C R” eine Teilmenge und f : D — R* eine Abbildung. Es gibt mehrere Stufen
der Kompliziertheit:

a) n =1 und k = 1. Das ist die Situation der reellen Funktionen von einer Verdinder-
lichen, die wir in Kapitel III betrachtet haben.

b) n = 1 und k beliebig. Dann sprechen wir von einer vektorwertigen Funktion oder
einer parametrisierten Kurve oder einem parametrisierten Weg. f = (f1,..., fx)
ist genau dann stetig bzw. differenzierbar, wenn alle Komponenten es sind. Veran-
schaulicht wird ein Weg durch seine Spur im R¥. Dabei geht allerdings Information
verloren, wir konnen der Spur nicht ansehen, in welcher Richtung und mit welcher
Geschwindigkeit sie durchlaufen wird.

c) n beliebig und k = 1. Das ist der Fall einer reellen Funktion von n Verdnderlichen.
Die Stetigkeit einer solchen Funktion definiert man wie iiblich mit Hilfe von Folgen,
aber die Differenzierbarkeit ist nicht so einfach zu beschreiben. Das wird im Wesentli-
chen der Inhalt dieses Paragraphen sein. Uber die Veranschaulichung einer Funktion
von mehreren Verénderlichen werden wir weiter unten sprechen. Allerdings darf man
nicht zu sehr an geometrischen Vorstellungen kleben: das Bruttosozialprodukt ist
z.B. eine Funktion von sehr vielen Variablen, und dieser funktionale Zusammenhang
kann nicht mehr geometrisch dargestellt werden.
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d) n und k beliebig. Dann besteht f = (fi, ...

, fx) aus k Funktionen von n Verénder-
lichen. Vieles kann man daher auf den Fall (¢) zuriickfiihren. Man spricht auch von
einem Vektorfeld, insbesondere, wenn k = n ist. In diesem Falle wiirde man ver-
suchen, in jedem Punkt x den Vektor f(x) zu zeichnen. Natiirlich kann man das
in der Praxis nur in endlich vielen Punkten tun. Ist f sogar konstant, so erhalten
wir genau das Bild, das wir bei der Einfiihrung des anschaulichen Vektorbegriffs (in
Kapitel I) benutzt haben.

Der Ubergang von ,skalaren GréBen® (k = 1) zu ,vektoriellen GréBen® (k beliebig) be-
reitet i.a. keine grofien Schwierigkeiten, wohl aber der Ubergang von einer Veréinderlichen
(n = 1) zu mehreren Verénderlichen (n beliebig). Deshalb beschéftigen wir uns zunéchst
mit (skalaren) reellen Funktionen von n Verdnderlichen.

Beispiel :

Sei D := B1(0) ¢ R* und f: D — R definiert durch
f(zy,m5) := 22 + 22.
Wie kann man sich eine solche Funktion veranschaulichen? Der Graph
Gy = {(21,29,2) ER® | 2 = f(21,72)}
ist ein Fléche iiber D':

1

Eine andere Moglichkeit der Darstellung ist die Benutzung von ,, Héhenlinien®. In D
werden die Niveaumengen F, := {x € D | f(x) = ¢} dargestellt, in unserem Beispiel
sind das Kreislinien:

7
&
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V.1.1 Satz. Die Funktionen p; mait
pi(x) =pi(x1,...,x,) i=x; firi=1,....,n

sind auf dem ganzen R™ stetig.

BeEweEIs:  Eine Punktfolge x,, = (2, ..., 2") konvergiert genau dann gegen einen Punkt
xo = (2%,...,2%), wenn fiir jedes i die Folge (x%) gegen z? konvergiert. Aber damit ist
auch schon der Satz bewiesen. ]

V.1.2 Folgerung. Polynome der Gestalt

_ i1 .12 7
p(zr) = >, Qiyiy..in Ty Ty * " Xy
Zl+12++ln§m

2 m
= @ago..0 + @10..0T1 + -+ -+ Q0..01Tn + Q20..0T] + -+ -+ Qo..0omT,

sind stetige Funktionen auf R".

BEwEIs:  Da man die Konvergenz im R" iiber die Komponenten auf die Konvergenz
in R zuriickfithren kann, iibertragen sich auch alle Grenzwertsétze. Summe und Produkt
von konvergenten Folgen ist wieder konvergent. Damit folgt die Behauptung aus dem
vorangegangenen Satz. []

Die Schreibweise von Polynomen von mehreren Verénderlichen bereitet vielleicht am An-
fang etwas Schwierigkeiten. Hier ist ein Beispiel:

11 .0 2 2
Z aililelx; = Qgo + A10T1 + Qg1 T2 + A20T7 + a11x122 + A2y .
i1 +i2<2

Die grofite Zahl d, zu der es Indizes 41,...,4, mit ¢; +--- 4+, = d und a;, _;, # 0 gibt,
nennt man den Grad des Polynoms.

Auch wenn die Konvergenz einer Folge im R" auf die Komponentenfolgen zuriickgefiihrt
werden kann, bei der Stetigkeit ist Vorsicht geboten:

Ist f(z,y) in der Nihe des Nullpunktes im R? definiert, und sind die Funktionen x
f(z,0) und y — f(0,y) stetig in Null, so braucht f(x,y) noch lange nicht stetig im
Nullpunkt zu sein!

Beispiel :

Sei

S i () # 0,0
f(x,y) — 2+ ur (r,y )
0 fir (z,y) = (0,0).
Dann sind f(x,0) =0 und f(0,y) = 0 jeweils stetig. f ist aber nicht selbst in (0, 0)
stetig: Sei (a,) eine Nullfolge in R. Dann konvergiert x, := (a,,a,) gegen (0,0), und
Qay

es ist 3
| @ -
A0 = G et~ B T
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Soweit sieht das noch gut aus. Aber wenn man y,, := ((a,)?, a,) setzt, so konvergiert

auch diese Folge gegen (0,0), und es ist
. o (a)t 1
z}ggof(y”> - Vh—{gom )

Das diirfte nicht passieren, wenn f im Nullpunkt stetig wiére.

Definition.

1. Eine Teilmenge M C R" heifit beschrankt, wenn es ein R > 0 gibt, so dafl M
in Br(0) enthalten ist.

2. Die Menge M heifit kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschréankt ist.

Abgeschlossene Biille sind z.B. kompakt.

Funktionen auf kompakten Mengen verhalten sich so dhnlich wie die auf abgeschlossenen
Intervallen. Insbesondere gilt:

V.1.3 Satz. Ist K C R" kompakt und f : K — R stetig, so nimmt [ auf K sein
Minimum und sein Maximum an.

Den Beweis konnen wir hier nicht bringen. Er ist recht kompliziert, obwohl er letztlich
aus dem entsprechenden Satz in R folgt.
Analog zur Theorie einer Verdnderlichen gilt auch hier:

Ist D C R" offen, a € D, f: D — R stetig und f(a) > 0, so gibt es eine e~Umgebung
U.(a) C D, so daf8 f(x) > 0 fiir alle x € U.(a) ist.

Daraus folgt: Sind fi,..., fx stetige Funktionen auf einer offenen Menge D, so ist auch
M:={xeD]| fi(x)>0,..., fu(x) >0}

eine offene Menge. Und das gleiche gilt, wenn man iiberall ,,<“ statt ,,>* schreibt.

Definition.

Sei B C R" offen, a € B und f : B — R eine Funktion. Fiir v. € R" bezeichnet man
t —
D, f(a) :=lim fla+tv) = fa)

t—0 t

als Richtungsableitung von f in a in Richtung v (sofern der Grenzwert existiert).

Was bedeutet das anschaulich?

a(t) := a+ tv definiert eine parametrisierte Gerade L C R". Sie geht durch den Punkt a
und hat den Richtungsvektor v. Die Funktion

fu(t) = foalt) = fla+iv)

ist eine gewohnliche Funktion einer Verdnderlichen, und die Richtungsableitung von f in
a mit Richtung v ist nichts anderes als die gewohnliche Ableitung (f1)'(0).

Den Graphen von fi erhilt man, indem man den Graphen von f mit der iiber der Geraden
L gelegenen Hyperebene {(x,z) € R" x R | x € L} schneidet.
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Beispiel :
Sei f : R? — R definiert durch f(x,y) := 1—2?—12. Ist a = (a1, b;) und v = (v, v3),
so ist
fu(t) = fla+tv) = flag +tvy, ag + tvg) = 1 — (a1 + tvy)? — (ag + tvy)?
= (1 —a} — a3) — 2t(ayvy + agvy) — 2 (v3 + v3).
Also ist
Dy f(a) = (f1)'(0) = (=2(ayvy + agvy) — 2t(vi + v3)) ‘ .= —2(arv1 + agvy).

Insbesondere ist Dy f(a) = 0 genau dann, wenn aev = 0 ist, wenn also diese beiden
Vektoren aufeinander senkrecht stehen. In a = 0 ist jede Richtungsableitung = 0.

Untersuchen wir nun die Eigenschaften der Richtungsableitung:

V.1.4 Satz. f und g seien in a in Richtung v differenzierbar, ¢ sei eine Konstante.
Dann sind auch c- f, f+ g und f-g in a in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

1. Dy(c- f)(a) =c- Dy f(a).
2. Dy(f +9)(a) = Dy f(a) + Dyg(a).
3. Dy(f - 9)(a) = f(a) - Dvg(a) + Dy f(a) - g(a).
BeweEls:  Esist (¢- f), = (¢c- f)loa=c-(foa)=c- f,und analog (f +g). = fr.+ 9L

und (f-g)r = (fr) - (g9). Mit der Definition der Richtungsableitung folgt nun ganz leicht
die Behauptung.

Wir wollen das nur bei der Produktregel nachpriifen:

Dy(f-g)(a) = ((f-9)1)(0)
= (fL-9.)'(0)
= f(0) - (92)(0) + (f)'(0) - 9.(0)
= f(a)- Dyg(a) + Dy f(a) - g(a).

Als néchstes wollen wir die Abhéngigkeit vom Richtungsvektor anschauen:
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V.1.5 Satz. Sei f in a in Richtung v differenzierbar, v # 0 und a eine Konstante.
Dann ist f in a auch in Richtung av differenzierbar, und es gilt:

Dovf(a) = a- Dy f(a).

BEwEIs:  Die Ableitung in Richtung des Nullvektors existiert immer und ist = 0. Also
konnen wir voraussetzen, dal auch a # 0 ist. Dann gilt:

o J@H ) — @) (a flat (ta)v) - f(a)>
t—0 t t—0 ta
o ) — (@)
= «a-Dyf(a).

]

Es reicht daher, wenn man sich bei den Richtungsableitungen auf Einheitsvektoren be-
schrinkt. Eine besondere Rolle spielen dabei die Standard-Einheitsvektoren ey, ... e, :

Definition.

Die Funktion f sei in a in Richtung des i—ten Standard—Einheits—Vektors e; diffe-
renzierbar. Dann heif3t
of

5o (a) = fu(a) = Do, fla)

die i—te partielle Ableitung von f in a.

Wenn alle partiellen Ableitungen von f in a existieren, dann heifit f in a partiell
differenzierbar.

Wie fithrt man die partielle Differentiation praktisch durch?

Sei a = (ay, ...,a,). Dann gilt:
of . fla+te;) — f(a)
L) = Dafla) = lim :
o1
= Ilsl—rfolg(f(al"“’ai+t""’an) — flay, ..., a4 ..., a,))
_ hm f(al,...,ai,l,s,aiﬂ,...,an)—f(al,...,ai,l,ai,aiﬂ,...,an)
S—a; S — ai
L )
= - A1y ev ey Qj—1,8,A5415...,0p).
ds ls=a; 1, ) 1 +1
Um also die i-te partielle Ableitung von f in a auszurechnen, mufl man in f(x1,...,x,) die

Variablen z;, j # ¢ durch die entsprechenden Komponenten a; von a ersetzen. Danach
héngt die Funktion nur noch von der einen verbliebenen Variablen z; ab und kann im
gewohnlichen Sinne nach dieser Variablen an der Stelle a; differenziert werden.
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Beispiel :
Sei f(x,y,2) = 2% cos(yz).
Um partiell nach x zu differenzieren, mufl man die Variablen x und y festhalten und
nur die Funktion x — 22 - cos(yz) betrachten. Also ist
of

%(ac, y,z) = 2x - cos(yz).

Um partiell nach y zu differenzieren, mufl man die Variablen x und z festhalten und
nur die Funktion y — 22 - cos(yz) betrachten. So erhélt man

G (p2) = (= sinly2) - 2) = —a?zsin(y:)

und analog

0 :
ai(m, y,2) = —xysin(yz).

Es sieht so aus, als hitte man die Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit auf mehrere
Verénderliche gefunden. Aber leider ist die partielle Differenzierbarkeit eine zu schwache
Eigenschaft. Sie hat noch nicht einmal die Stetigkeit der Funktion selbst zur Folge:

Beispiel :

Wir betrachten noch einmal die Funktion

flx,y) = xz::yyz; fiir (z,y) # (0,0)

0 fir (z,y) = (0,0).
Die Funktionen x — f(x,0) = 0 und y — f(0,y) = 0 sind sicherlich im Nullpunkt

differenzierbar. Also ist f in 0 = (0,0) partiell differenzierbar, und andererseits
haben wir schon gesehen, daf§ f dort nicht stetig ist.

Eine weitere Schwéche der partiellen Differenzierbarkeit tritt auf, wenn man héhere Ab-
leitungen betrachtet:

Ist B C R" offen und f : B — R in allen Punkten von B partiell differenzierbar, so
0
bilden die partiellen Ableitungen —f(x) wieder reellwertige Funktionen auf B. Sind sie

0x;

alle stetig, so nennt man f stetig par;fz'ell differenzierbar.
Definition.

Sei B C R" offen, f : B — R iiberall partiell differenzierbar und alle partiellen

Ableitungen —— in einem Punkt a € B wiederum partiell differenzierbar. Dann

0x;

definiert man fiir ,7=1,...,n:

O f 0 [of

Man nennt diesen Ausdruck auch die 2-te partielle Ableitung von f nach x; und x;
an der Stelle a.
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Beispiel :
Sei f(x1,29) := ¥ - cos(zy). Dann gilt:

of
81'1

af

(x) = k- e . cos(zy) und 2

(x) = —ehm - sin(xs),

sowie
9? f 0? f

8$18I2 4= 8;1:2(93:1 a

= —ke ™ sin(ay).

Man kann sich nun fragen, ob man die 2-ten Ableitungen immer miteinander vertauschen
kann, ob es also bei hoheren partiellen Ableitungen nicht auf die Reihenfolge ankommt.
Leider ist das nicht generell der Fall:

Beispiel :
-yt
Sei f(l',y) = xym fur (x,y) 7& (07 0)7
0 fir (z,y) = (0,0
Dann gilt fiir (x,y) # (0,0):
of 0 (x3y — Pz
Ly = —[2—2L=
ox Jr \ x?+y?
_ Ba?y—y)(@? +y) — (%Y —yla)2e
(22 + y2)2
_ xty + dayd — o8
(224422
also of
5 0y) =~y (firy #0).
Weiter ist
ox "’ 20 x '

2

: of e o _
Also ist sogar a—x(O,y) = —y fiir alle y und M(O, 0)=-1

Entsprechend erhalten wir fiir (z,y) # (0,0):

of 0 (2%y —yix
—(z,y) = 2. .92
dy oy \ =2+vy
_ (@@ =3y +y?) — (2%y — yPw)2y
(22 + y2)?
B x® — 4x3y? — oyt
- (x2 +y2)2 ’
also
of

a—y(m,O) =z fiir z # 0,
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und
83/ y—0 Y
L O _
Somit ist 83:83/(0’ 0) = +1.

Zum Gliick gilt folgendes hinreichende Kriterium fiir die Gleichheit der gemischten zweiten
Ableitungen:

V.1.6 Satz von Schwarz. Sei B C R" offen und f : B — R stetig und nach allen
Variablen stetig partiell differenzierbar.

O (x) und o
8%8:@ 81']85131
und in einem Punkt a € B auflerdem stetig sind, so ist

Wenn die gemischten zweiten Ableitungen (x) auf ganz B existieren

O*f
&maxj

Iy BN

()

Auf den etwas technischen Beweis verzichten wir hier. Es geniigt tibrigens schon, dafl eine
der beiden gemischten Ableitungen in der Ndhe von a existiert und in a stetig ist. Dann
folgt bereits die Existenz der anderen Ableitung und die Gleichheit.

0
Die Bildung einer partiellen Ableitung 8f kann man auch als Anwendung eines ,linearen

i
0 . . - . :
Operators® — auf die Funktion f auffassen. Ein linearer Operator ist nichts anderes

als eine linearelAbbildung. WEeil die Funktionenrdume aber unendlich-dimensional sind,
gibt es keine Beschreibung durch eine Matrix. In solchen Féllen benutzt man lieber die
Bezeichnung ,,Operator®.

Man fafit nun gerne die n partiellen Ableitungs—Operatoren zu einem vektoriellen Opera-

tor zusammen:
0 0
== ..., = ]. Nabla“
v (a'xl? Jaxn> (77 a a )

Die Wirkung dieses Operators sieht folgendermaflen aus:

Definition.
Sei B C R" offen.

1. Ist f : B — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion (also ein skalares
Feld), so heifit das Vektorfeld

0 0
grad(f) := Vf:((%fl"”’azg)

das Gradientenfeld von f. Der Wert grad(f)(a) in einem Punkt a wird als
Gradient von f in a bezeichnet.



318 KAPITEL V DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

2. Sei v = (v1, ...,v,) : B — R" ein Vektorfeld, dessen simtliche Komponenten
v; stetig partiell differenzierbar sind. Dann heifit die Funktion
81)1 81}”
di =V = — 4+ . 4 —
iv(v) oV o7, o

die Divergenz von v.

3. Sei jetzt speziell n = 3 und v : B — R? ein stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld. Dann heifit

81)3 (9’02 (9’01 81)3 81}2 61}1

Ory  Oxs’ Oxs Oz, O0r; Oy

rot(v) =V xv=(
die Rotation von v. Das Ergebnis ist wieder ein Vektorfeld.

Man beachte, dafl bei V @ v und V x v nicht einfach nur Multiplikationen zwischen den
Komponenten von V und denen von v durchgefiithrt werden, sondern dafl die partiellen
Ableitungen in V als Operatoren auf den Komponenten von v wirken! Die vereinfachte
Schreibweise mit dem V kann daher leicht zu Fehlern fithren.

Divergenz und Rotation werden ausfiihrlicher im Kapitel iiber Vektoranalysis in Teil
B behandelt werden, mit dem Gradienten und seiner Bedeutung beschéftigen wir uns
demnéchst noch einmal.
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§2 Die totale Ableitung

Wir wollen den Differenzierbarkeitsbegriff noch einmal iiberdenken. Bei der partiellen
Differenzierbarkeit haben wir folgende Méngel festgestellt:

e Eine partiell differenzierbare Funktion braucht nicht stetig zu sein.

e [st eine Funktion 2x partiell differenzierbar, so hingen die Werte der zweiten Ab-
leitungen von der Reihenfolge der Differentiation ab.

Erinnern wir uns an die Situation in einer Veranderlichen:

Sei I C R ein offenes Intervall, ty € I und f : I — R eine Funktion. Ist f in ¢, differen-
zierbar, so existiert der Grenzwert

und die Restfunktion
r(h) = f(to+h) — f(to) — L(h)

ein, so gilt:
1. f(t) = f(to) + L(t — to) + T‘(t — to) fir t = to + h nahe t().

. r(h)
2. fm =

3. Der Graph der affin-linearen Funktion 7'(¢) := f(ty) + L(t — to) ist die Tangente an
den Graphen von f im Punkte ¢,.

=0.

Die erste Aussage folgt sofort aus den Definitionen.

Die zweite Aussage ergibt sich, weil

r(tt_—tl;o) _ f(t) — f<t035 : i:(t())(t — 1) _ f(l?f : i:)(to) — Flto)

ist und der rechte Ausdruck offensichtlich gegen 0 konvergiert.

DaB T'(t) := f(to) + f'(to)(t — to) die Tangente definiert, haben wir uns schon in
Kapitel III iiberlegt.

Erfiillt f umgekehrt die Bedingungen (1) und (2), so ist f in ¢o differenzierbar, und L(1)
ist die Ableitung von f in ¢, denn es gilt:

h h h

Die Bedingungen (1) und (2) lassen sich nun verhéltnisméBig leicht auf die Situation
mehrerer Verdnderlicher {ibertragen:



320 KAPITEL V DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

Definition.

Sei B C R" offen, f : B — R eine Funktion und a € B ein Punkt.

f heifit in a (total) differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung L : R" — R und
eine in der Néahe des Nullpunktes definierte ,, Restfunktion“ r gibt, so daf} gilt:

1. f(x) = f(a)+ L(x —a) + r(x — a) fiir x nahe a.

Die (dadurch eindeutig bestimmte) lineare Abbildung L heifit die (totale) Ableitung
oder das totale Differential von f in a. Man bezeichnet sie auch mit

Df(a) , df(a) oder (df)a.

Bemerkung: Man kann die Bedingungen (1) und (2) fiir die totale Differenzierbarkeit
in einem Punkt a auch folgendermaflen zusammenfassen:

Es gibt eine lineare Abbildung Df(a) : R" — R, so daf gilt:

o fa+h) — f(a) = Df(a)(h)

= 0.
h—0 bl

Wie kann man nun die totale Ableitung bestimmen?
Beispiele:

1. Sei f(x) = c konstant. Da die Ableitung einer konstanten Funktion in einer Verander-
lichen gleich Null ist, raten wir hier: L = 0 (also die Null-Abbildung). Tatséchlich

ist dann
f(a+h)— f(a) — L(h) _ c—c—0 _0
[ hfl [Tl ’

und das gilt dann erst recht im Grenzwert. Also ist D(¢) = 0.

2. Sei f(x) :=uex=uxs + -+ u,x, selbst schon eine Linearform. Dann ist
fa+h) = f(a) = (f(a) + f(h)) = f(a) = f(h).
Also gilt mit L(h) := f(h):

f(a+h)— f(a) — L(h)
bl

= 0 fiir jedes h.

Die Ableitung einer Linearform ist in jedem Punkt a des R" wieder diese Linearform.

3. Nun sei A = (a;;) € M, ,(R) eine symmetrische Matrix und

f(x):=x0Aox" = ajzu;

t,j=1
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die zu A gehorige ,,quadratische Form“. Um die Ableitung zu bestimmen, bleiben
wir besser bei der vektoriellen Schreibweise. Es ist

fla+h)—f(a) = (a+h)oAdo(a+h)’ —aocAoa’
= aoAoa +hoAdoa' +aoAoh' +hoAoh'

—aoAoa'

= 2ao0Aoh' +hoAoh'.
Jetzt sieht man schon etwas klarer: Wir versuchen es mit
L(h):=2ao0Aoh’” und r(h):=hoAoh'.

Offensichtlich ist L eine Linearform, und wir brauchen nur noch eine gute Abschét-
zung fiir den Restterm. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist aber

[r(h) [ =[(hoA)eh[<|hoAl-[hl,

also
|7(h) |
[ bl

Dah ||ho A als Zusammensetzung stetiger Abbildungen selbst stetig ist, folgt:

< | hoAl.

Somit ist Df(a)(h) =2aoc Aoh'.
Selbst bei relativ einfachen Funktionen ist die Suche nach der Ableitung recht miithsam.
Wir brauchen einen einfachen Kalkiil, und zum Gliick gibt es den:

V.2.1 Satz. Sei f : B — R in a € B differenzierbar. Dann existieren in a auch
samtliche Richtungsableitungen von f, und es gilt:

Df(a)(v) = Dy f(a).
Insbesondere ist f in a nach allen Variablen partiell differenzierbar, und es gilt:

Df<a><v>2v1§i<a>+-~+vn§mi:v-w<a>.

BEWEIS:  Sei v = (v, ...,v,) ein Richtungsvektor # 0 und ¢ € R, ¢ # 0. Dann gilt:
fla+tv) = f(a)+t-Df(a)(v)+r(t-v),

mit

t.
lim rit-v) ==£||v] - lim -
—0

Also ist
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und damit A ) — f(a)
. a+itv)— f(a
D.f(a) = lim t — Df(a)(v).
- . . . of L
Insbesondere existieren die partiellen Ableitungen D (a) = D, f(a) fiiri =1,...,n, und
es gilt: Z
Df(a)(v):Df(a)(ZvieZ szDf szDezf )=veVf(a).
i=1

]

Dieser Satz erlaubt es jetzt, totale Ableitungen mit Hilfe von partiellen Ableitungen aus-
zurechnen, und fiir die letzteren brauchen wir ja nur den Kalkiil aus der Theorie einer
Verdnderlichen zu iibernehmen. Wir wollen das gleich einmal testen:

Beispiel :

Sei wieder .
f(X) =xo0Ao XT = Z Qi il

ij=1

Dann ist

Also ist

— 92xo0Aoh'.

Das hatten wir schon auf anderem Wege herausbekommen.

Eine Warnung mufl ausgesprochen werden! Der obige Satz ist nicht umkehrbar, es gibt
Funktionen, die partiell, aber nicht total differenzierbar sind. Das ergibt sich aus folgender
Feststellung:
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V.2.2 Satz. Ist f in a total differenzierbar, so ist f dort auch stetig.
BEwEIs:  Wir kénnen schreiben:
f(a+h) = f(a) + Df(a)(h) +r(h),
mit L(h) — 0 und r(h) — 0 fiir h — 0.
Daher ist lim f(x) = f(a). []

Wir haben schon ein Beispiel einer Funktion gesehen, die im Nullpunkt partiell differen-
zierbar, aber nicht stetig ist. Sie kann dann natiirlich erst recht nicht total differenzierbar
sein.

Wir stehen damit vor einem Dilemma: Berechnen wir die Ableitung einer Funktion f
mit Hilfe der Definition der totalen Differenzierbarkeit, so haben wir damit automatisch
auch die totale Differenzierbarkeit von f bewiesen. Aber dieser Weg ist meistens nicht
durchfiihrbar. Benutzen wir andererseits die besser handhabbaren partiellen Ableitungen,
so miissen wir von Rechts wegen auch noch die totale Differenzierbarkeit beweisen. Also
ist eigentlich nichts gewonnen. Zum Gliick gibt es folgendes einfache Kriterium:

V.2.3 Satz. Sei B C R" offen, f : B — R eine Funktion und a € B ein Punkt.

Wenn es eine offene Umgebung U von a in B gibt, so daf$ alle partiellen Ableitungen von
f auf U existieren und in a stetig sind, dann ist f in a total differenzierbar.

Der Beweis ist nicht sehr schwer. Wie die totale Ableitung L. = Df(a) aussehen soll,
wissen wir ja schon, wir miissen nur den Ausdruck

f(a+h)— f(a) = L(h)

abschétzen. Zu dem Zweck verbindet man a und a + h so durch eine Kette von Punkten,
daBl die Verbindungsstrecken immer achsenparallel sind. Die Differenzen der Funktions-
werte von f an zwei aufeinanderfolgenden Punkten kénnen jeweils mit Hilfe des Mittel-
wertsatzes durch partielle Ableitungen von f an geeigneten Zwischenpunkten ausgedriickt
werden. Auf die Ausfithrung der technischen Einzelheiten verzichten wir hier.

Wias ist die anschauliche Bedeutung der totalen Differenzierbarkeit?

In einer Verédnderlichen gilt: Ist f in ¢y differenzierbar, so gibt es genau eine affin—lineare
Funktion 7" mit folgenden Eigenschaften:

1. T(to) = f(to)-
AV REAU)

t—to t— tO

Diese affin-lineare Funktion ist gegeben durch T'(t) := f(to) + f'(to)(t—to), und der Graph
von T ist die Tangente an G in (g, f(to)).

=0

In mehreren Verénderlichen gilt etwas Analoges:

V.2.4 Satz. Sei f: B—Rinae B CR" total differenzierbar.

1. FEs gibt genau eine affin-lineare Funktion T : R" — R mit folgenden Figenschaften:
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(a) T(a) = f(a).
(b) lim —f(x) —T(x)

a [x—all

=0.

2. Die gemdfS (1) eindeutig bestimmte affin-lineare Funktion ist gegeben durch
T'(x):= f(a) + Df(a)(x —a).

3. Den Graphen von T nennt man die (affine) Tangential-(Hyper-)Ebene an Gy in
(a, f(a)) € R™™'. Die Tangentialebene enthilt insbesondere alle Tangenten an G
in (a, f(a)), die sich aus den Richtungsableitungen ergeben.

BEWwEIS: 1) Sei F irgend eine affin-lineare Funktion, die die Bedingungen a) und b)
erfiillt. Dann hat F' die Gestalt

Px) = a+ L(x),
mit einer Linearform L. Wegen a) ist a + L(a) = f(a), also
F(x) = f(a)+ L(x — a).
Wegen b) folgt daraus:

L fah) = fla) = L(h)
b ]

Da f in a differenzierbar ist, mul L = D f(a) sein.

=0.

Das zeigt die Eindeutigkeit von 7" und Aussage (2). Umgekehrt erfiillt die in (2) definierte
Funktion 7" natiirlich die Eigenschaften a) und b).

3) Sei v € R™. Dann ist fy(t) := f(a+tv) eine in ¢ = 0 differenzierbare Funktion, und die
dadurch bestimmte Tangente A gewinnt man folgendermafien: Uber dem Punkt a + tv
liegt jeweils der Wert

Fo(0) + f5(0) - t = f(a) + - Dy f(a).
Also ist die Gerade A gegeben durch
A= {(a, f(a) + t- (v,Df(a)(v)) | ¢ € R} C R,
Zu zeigen ist nun: A liegt im Graphen von 7', also in
Gr={(x,2) e R"™ | 2 = T(x)}.

Ist aber (x,2) = (a, f(a))+t- (v,Df(a)v) =(a+1t-v, f(a)+t-Df(a)v) ein Punkt von
A, so gilt:

T(x) = f(a) + Df(a)(x —a) = f(a) + Df(a)(tv) = 2,

also liegt (x, z) in der Tangentialebene. []
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Gr

Beispiele :
1. Sei f(x,y) := 2 + 3>

Dann ist f(0,0) = 0 und Df(0,0) = 0. Also ist T'(z,y) = 0 und die Tangentialebene
an den Graphen von f im Nullpunkt ist gegeben durch

Gr = {(z,y,2) € R* | 2 = 0},

2. Sei f(z,y) := e"cos(y) und a := (0, 7).

Dann ist f(a) = $v/2 und Df(a)(v,w) = 1v/2(v — w). Also ist

T(r,) = fa) + Df(@)(a,y — 3) = sVA(1 +7—y+ 7).

Die Tangentialebene an den Graphen von f im Nullpunkt ist gegeben durch
1 T 2

2

vy’
3. Sei f(z) =4 g @y 70,0
0 fiir (z,y) = (0,0).

Wir zeigen zunéchst, daB8 f im Nullpunkt stetig ist: Sei (x,) eine Nullfolge. Dann
konnen wir schreiben:

x, = (1, cos(p,),r, sin(yp,)), fir v € N.
Dabei konvergiert r, = || x, || gegen Null, und unabhéngig von ¢, ist
(cos 0, )* + (sing,)* =1 und 0 < |cosp, |,|sinp, | < 1.
Also konvergiert

3 cos g, (sinp,)?

| f(x)] =]
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gegen Null.

Weiter ist f(z,0) = 0 und f(0,y) = 0. Also ist f im Nullpunkt auch partiell
differenzierbar, und es gilt:

of _of _
5.(0,0) = a—y(o,()) = 0.

Es existieren sogar beliebige Richtungsableitungen:

Da f(tx,ty) =t - f(z,y) fiir alle ¢ und beliebiges (x,y) gilt,® ist

Duf(0) = tim L= iy

—0 t

Man kann also an Gy im Nullpunkt in jeder beliebigen Richtung eine Tangente
legen.

Wire f in (0,0) total differenzierbar, so miifite Df(0) = 0 sein. Fiir h := (r,r) ist

aber
f(h) = f(0)—=0 _ r !
[ Bl 2r2 /2| r| 22’

und das kann nicht gegen Null konvergieren.

Also ist f im Nullpunkt nicht total differenzierbar, und der Graph von f besitzt
dort keine Tangentialebene. Wie soll man sich das vorstellen?

Da f homogen ist, gehort mit (x,z) auch jeder Punkt (t¢x,tz) zum Graphen von
f, also die ganze Gerade durch (x, z) und den Nullpunkt. Diese Geraden sind dann
natiirlich auch Tangenten, und sie miiiten daher auch in einer etwa existierenden
Tangentialebene enthalten sein. Das ist nicht moglich, weil die Geraden gar nicht
alle in einer Ebene liegen. Tatsdchlich hat Gy im Nullpunkt eine ,,Spitze®, und dieser
Mangel an Glattheit verhindert die totale Differenzierbarkeit.

Wir wollen jetzt folgende Situation untersuchen:

Sei B C R" offen, a € B und f : B — R in der Nihe von a differenzierbar. Weiter sei
a : I — B ein differenzierbarer Weg, mit a(ty) = a. Dann kann man f auf « einschrianken
und erhélt

g:=foa:I—R,

eine reellwertige Funktion von einer Verdnderlichen! Wir wiirden erwarten, dafl g in ¢
differenzierbar ist, und dafl man die Ableitung mit Hilfe der Kettenregel gewinnen kann.
Aber wie?

Wir schreiben a(t) := (ai(t),...,an(t)). Jede einzelne Komponente von « ist eine in ¢y
differenzierbare Funktion und besitzt daher eine Darstellung

ai(t) = ai(to) + Aq(t) - (t = to),

3Man nennt f daher auch eine homogene Funktion.
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mit einer in ¢ stetigen Funktion A; : I — R. Offensichtlich ist

Weiter kénnen wir wegen der Differenzierbarkeit von f schreiben:

f(x) = f(a)+Df(a)(x —a) +r(x —a), mit hl’%m 0.

Um die beiden Teile zusammensetzen zu konnen, definieren wir:

A() = (AL(D),. .., An(t)).

Dann ist A eine Abbildung von I nach R" und stetig in ¢y, mit A(ty) = &(t). AuBerdem
gilt:
a(t) = alte) + A(t) - (t —to).

Das setzen wir jetzt ein:
g(t) = foaft)
= flalto)) + Df(a)(a(t) — alto)) + ralt) — alt))

= glto) + (t —to) - Df(a)(A(t))+T(A@t)‘_(i—to))

Der zweite Summand in der eckigen Klammer strebt fiir ¢t — ¢, gegen Null, und der erste
Summand kann in der Form Df(a)(A(t)) = V f(a) ¢ A(t) geschrieben werden. Also stellt
die eckige Klammer eine in ¢, stetige Funktion dar, die bei t = t, den Wert V f(a)e A(ty) =

Vf(a) @ &(ty) annimmt. Damit haben wir bewiesen:

V.2.5 Spezielle Kettenregel. Ist B C R" offen, a: I — B in ty € I differenzier-
bar und f : B — R in a := a(ty) differenzierbar, so ist auch f o « in to differenzierbar,
und es gilt:

“ 3 f da

(foa)(ts) = V/(a o)

Beispiele :
1. Sei a(t) := a + tv eine Gerade. Dann ist &(¢) = v und daher
(fe@)/(0) = Vf(a)ev=Df(a)(v).
2. Sei a(t) := (cos(t),sin(t)) und f(x,y) = x + y. Dann ist

(foa)(t) = z-(alt))ar'(t) + gjyc( ())ax'(t) = — sin(t) + cos(t).

Wir koénnen jetzt das Wesen des Gradienten etwas besser ergriinden:

Sei f: B — R eine differenzierbare Funktion, und fiir jedes ¢ € R sei

F..={xeB| f(x)=c}
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die entsprechende Niveau-Fléche von f. Wenn ein differenzierbarer Weg « : I — B mit
a(tp) = a in der Nihe von 5 € I ganz in F, verlauft, so ist dort f o a(t) = ¢, also

0= (foa)(to) = grad f(a) e &(t).
Das bedeutet:
Der Gradient steht auf der Niveaufldche senkrecht!

Jetzt stehen noch zwei Richtungen im Raum zur Auswahl, in die der Gradient zeigen
konnte. Wir ermitteln die Richtung, indem wir zeigen, wie sich f in Richtung des Gradi-
enten verhélt: Es ist

Derad s()f(2) = V f(a) ¢ Vf(a) = | Vf(a) |* > 0,

und wenn der Gradient # 0 ist, dann kommt sogar etwas Positives dabei heraus. Nun gilt
fiir einen beliebigen Vektor v: Dy f(a) = f,/(0), mit fy(t) = f(a+ tv), und eine solche
Ableitung ist genau dann positiv, wenn f, bei 0 steigt. Also kann man sagen:

Der Gradient zeigt in diejenige Richtung, in der die Werte von f (am stirksten)
steigen.

Beispiele :

1. Sei f(z1,22) = 2% + x3. Dann ist der Graph von f eine Schale in Form einer
Halbkugel, und der Gradient grad f(ai, as) = 2(a1, as) zeigt stets nach aufen.

2. Bei der Funktion f(x1,29) := 1 — 2% — 23 ist es genau umgekehrt. Der Graph ist
eine umgestiilpte Schale, und der Gradient grad f(a;,as) = —2(aq,as) zeigt stets
nach innen.

Wie im vorigen Beispiel verschwindet der Gradient im Nullpunkt. Dort hat er also
auch keine Richtung, und das liegt daran, dafl die Funktion im ersten Beispiel im
Nullpunkt ein Minimum und im zweiten Beispiel ein Maximum besitzt.

3. SchlieBlich betrachten wir f(z1,xs) := 23 — 3. Hier ist grad f(ay, as) = 2(a1, —as).
Langs der x1—Achse zeigt der Gradient nach aufien, langs der xo—Achse zeigt er nach
innen, und im Nullpunkt verschwindet er. Dort liegt ein sogenannter ,,Sattelpunkt*
vor. Die Niveaulinien sehen folgendermaflen aus:

AT

Setzt man u := x1, — x9 und v := 21 + Z2, so sind die Niveaulinien Hyperbeln der
Gestalt u - v = const..
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83 Nichtlineare Probleme

Definition.
Sei B C R" offen. Eine Abbildung f = (fi,...,fm) : B — R™ heif}t in a € B
differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen fi,..., f,, in a differenzierbar
sind.

Die durch Df(a)(v) := (Dfi(a)v,...,Df,(a)v) gegebene lineare Abbildung
Df(a) : R" - R™
heifit die Ableitung von f in a.
Bei entsprechend grofien Dimensionen n und m versagt nun die Anschauung vollkommen.
Wie konnen wir trotzdem eine Vorstellung von der Ableitung einer Funktion gewinnen?

Erinnern wir uns daran, dafl wir lineare Abbildungen mit Hilfe von Matrizen beschreiben
kénnen. Das geht folgendermafen:

Ist L : R"™ — R™ eine lineare Abbildung, so gibt es eine Matrix A € M,, ,,(R), so daf gilt:
L(x)=(Aox")".

Das zweifache Transponieren ist notwendig, weil wir den Zusammenhang zwischen linearen
Abbildungen und Matrizen mit Hilfe von Spaltenvektoren beschrieben haben, hier aber
Zeilenvektoren benutzen wollen.

Die Spalten a; der Matrix A = (31, .. ,En) sind gegeben durch
a)i: Ao ZZ: Ao (ei)T = L(ei)T.
Das wenden wir jetzt auf L = D f(a) an:

Definition.

Die Matrix f'(a) € M, ,(R), die Df(a) beschreibt, nennt man Funktionalmatriz
oder Jacobische Matriz von f in a.

V.3.1 Satz.
%(a) ... 9h (a)
V fi(a) oxq ox,,
f(a) = : = : :
Vi@ ) | a0
9z, 2 oz, &
BEWEIS: Sei A= (dy,...,d,) = f'(a) die Funktionalmatrix. Dann ist
afl afm

di= (Df(a)(e) = (5 (a)..... 5" @)

Das ergibt schon die Behauptung. ]
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Definition.

Ist n =m, also f’(x) stets eine quadratische Matrix, so heifit J;(x) := det f'(x) die
Funktionaldeterminante oder Jacobi-Determinante von f in x.

Beispiel :
Sei f(x,y) := (" cos(y), e* sin(y)). Dann gilt:
ran=(nt) ety )
und
Ji(z,y) = ke ™ cos?(y) + ke sin?(y) = ke ™.
Wir konnen jetzt auch die Kettenregel verallgemeinern:

Sei B C R" offen, f : B — R™ eine differenzierbare Abbildung und g : R™ — R eine
differenzierbare Funktion. Es reicht, wenn g auf der Bildmenge f(B) C R™ definiert ist.

Setzen wir a(t) := f(a + te;), so gilt:

ar0o D) = G @0 fate)
= (goa)(0)
= Vg(a(0)) » &(0)
= Vot@) e (P G @)
= 3 P (ra) - 3w
Ist f'(a) = (81, . ,E)n), so haben wir gezeigt:

(g f)(a) = Vg(J(@)o d

also

V(go f)(a) = Vg(f(a)) o f'(a),

Beispiel :

Sei f(r,¢) = (rcos(p),rsin(p)). Dann ist f : R, x R — R? eine differenzierbare
Abbildung. Sie ordnet jedem Paar (7, ¢) den Punkt (z,y) mit den Polarkoordinaten
r und ¢ zu.

Sei g : R? — R irgendeine differenzierbare Funktion. Dann gilt:

d(f o d 0

(f@rg) _ &icos(gowraisin(w)
und

a(f o d 0

(g¢g) _ _,naisin(gp)Jrra“SCOS(sO)
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Nun wollen wir die Kettenregel noch ein bifichen weiter verallgemeinern:

Ist g : R™ — R* eine differenzierbare Abbildung, so ist

V(g1 o f)(a)
(gof)(a) = :
V(gk o f)(a)

Vgi(f(a))o f'(a)

Var(f(a)) o f'(a)
— J(f@) o f(a).

Durch geschickte Wahl der Notationen sieht die Kettenregel nun genauso wie in einer
Veranderlichen aus:

V.3.2 Allgemeine Kettenregel. Sei B C R" offen, f : B — R™ differenzierbar,
U CR™ offen, f(B) C U und g: U — R differenzierbar. Dann gilt in jedem x € B :

(g0 f)(x) =4 (f(x))o f(x)

V.3.3 Folgerung. Istn=m =k, soist Jyor(x) = J,(f(x)) - J(x).

Wozu treiben wir einen solchen Aufwand mit den Funktionalmatrizen und Funktionalde-
terminanten? Eine wichtige Anwendung ist die Losung nichtlinearer Gleichungen:

Ist B C R" eine offene Menge und f : B — R™ eine differenzierbare Abbildung, so méchte
man gerne die Gleichung

fx)=y
16sen.

Ist B = R"™ und f linear, so ist das kein Problem, in der Linearen Algebra haben wir
solche Gleichungen vollstédndig behandelt. Ist f aber nicht linear, so ist die Fragestellung
ungleich schwieriger.

Wir beginnen mit dem Fall n = m.

Im Falle einer Verédnderlichen haben wir also eine differenzierbare Funktion f : I — J
zwischen zwei Intervallen gegeben und wollen wissen, wann die Gleichung f(x) = y l6sbar
ist, und wann das eindeutig moglich ist. Ist f surjektiv, so gibt es immer eine Losung. Ist
f injektiv, so ist die Losung stets eindeutig bestimmt. Beides ist z.B. dann erfiillt, wenn
f streng monoton wachsend oder fallend ist, und das gilt wiederum, wenn f’(x) # 0 fiir
alle = € [ ist. Ist nur bekannt, dafl f’(¢y) # 0 fiir ein ¢y € [ ist, so gilt das (wenn f sogar
stetig differenzierbar ist) immerhin in einer ganzen Umgebung von ¢y, und dort existiert
auch die Umkehrfunktion f=!, durch die man die Gleichung 16sen kann.

Sinngeméf 148t sich dieser Sachverhalt auf hohere Dimensionen iibertragen:

V.3.4 Satz von der Umkehrabbildung. Sei B C R" offen, f : B — R" stetig
differenzierbar. Ist xo € B, f(x0) = yo und J;(xo) # 0, so gibt es offene Umgebungen
U(xp) C B und V(yo) CR", so daff gilt:



332 KAPITEL V DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

1. Ji(x) #0 fir allex € U.
2. f:U —V ist bijektiv.
3. f71:V = U ist wieder differenzierbar.

4. D(F V) (y) = (DF(F () fir alley € V.

Bemerkung: Ist Jy(x) # 0, so sagt man auch, f ist reguldr in x. Das hat zur Fol-
ge, dafl f’(x) eine invertierbare Matrix und die zugehérige lineare Abbildung D f(x) ein
Isomorphismus ist. Also kann man die Umkehrabbildung (D f(x))~" bilden.

Der Satz von der Umkehrabbildung nimmt einen zentralen Platz in der Theorie der Funk-
tionen von mehreren Verdnderlichen ein! Sein Beweis ist nicht ganz einfach, wir wollen
aber doch die entscheidenden Teile dieses Beweises besprechen. Zwei weitere wichtige
Satze gehen als Hilfsmittel in den Beweis ein, wir wollen sie vorweg behandeln:

V.3.5 Mittelwertsatz. Set B C R" offen und f : B — R eine differenzierbare
Funktion. Sind a,b € B zwei Punkte mit der Figenschaft, dafi thre Verbindungsstrecke

={x=a+t(b—a)|0<t<1}
ganz in B enthalten ist, so gibt es eint € (0,1) mit

f(b) — f(a) = Vf(a+i(b—a))e(b—a).

BEWEIS:  Wir setzen a(t) := a+ t(b —a) und h(t) := f o «(t). Dies ist eine auf [0, 1]
stetige und auf (0, 1) differenzierbare Funktion. Nach dem Mittelwertsatz aus Kapitel 1
gibt es ein ¢ € (0, 1), so dafl

h(1) — h(0) = K'(t) - (1 —0) = A'(t)
ist. Es ist aber h(1) — h(0) = f(b) — f(a) und

H(t) = Vi(a(t)ea(t)
= Vf(a+t(b—a))e(b-a).

]

Der néchste Satz hat ein sehr allgemeines Prinzip zum Inhalt. Wir formulieren ihn nur
fiir einen Spezialfall:

V.3.6 Banach’scher Fixpunktsatz. Sei K = B,.(0) eine abgeschlossene Kugel um
den Nullpunkt, F': K — K eine stetige Abbildung. Wenn es ein X mit 0 < X\ < 1 gibt, so
dafs

[F() = Fy) | <A-lx=yl

fir alle x,y € K ist, so besitzt F' einen ,Fixpunkt®, d.h. es gibt ein x € K mit F(x) = x.
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Bemerkung: Man nennt die Abbildung F' kontrahierend. Daf§i A < 1 ist, ist entschei-
dend.

BEwWEIS:  Wir geben mit dem Beweis zugleich ein Konstruktionsverfahren an:

Sei xg € K beliebig gewihlt. Die Punktfolge (x,,) sei induktiv durch
Xpi1 := F(x5)

definiert. Wir wollen zeigen, daBl (x,) gegen einen Fixpunkt konvergiert. Dazu schéitzen
wir ab:

| F(Xn-1) = F(xn) |

A [ Xp1 — X ||

[ %n — Xnp1 ||

VANRVANVAN

A"l xo — %1 |-

Da 0 < A < 1ist, strebt der letzte Ausdruck gegen Null. Also kommen sich die Folgeglieder
immer néher, die (x,) bilden eine Cauchyfolge. Indem wir die einzelnen Komponenten
betrachten, erhalten wir, dafl (x,,) gegen einen Punkt x konvergiert, und der mufl wieder
in K liegen.

Weiter gilt:

[F () =x| < [ F(x) = Fxa) | + | F(x0) = x]]
< A x|+ =l
und dieser Ausdruck wird beliebig klein. Das ist nur moglich, wenn F(x) = x ist. []

Nun sind wir in der Lage, die wichtigsten Schritte des Beweises zum Satz von der Um-
kehrabbildung durchzufiihren:

Gefordert wird nur die lokale Umkehrbarkeit von f. Wir beginnen mit der lokalen Injek-

tivitdt. Dazu schreiben wir f in der Form f = (f,..., f;,) und setzen
V fi(u1)
Aluy, ... u,) = :
V fu(uy)

Das ergibt eine stetige Abbildung A : B x ... x B — M, ,(R).

Da det A(xo,...,Xo) = det f'(x9) = Jp(xo) # 0 ist, gibt es eine kleine offene Kugel
B,(xq) C B, so da8

det A(uy,...,u,) #0 fir (uy,...,u,) €U x...xU

ist. Insbesondere ist dann J;(x) # 0 fiir x € U.

Fiir a,b € U wollen wir zeigen, daf} gilt:
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Zu diesem Zweck wenden wir den Mittelwertsatz auf die Komponentenfunktionen von f
an. Es gibt Zahlen ¢, € (0,1), so da8 fir a, := a+t,(b — a) gilt:

fu(b) - fl/<a) = Vfl/<al/) o (b - a)'

Fassen wir die n skalaren Gleichungen zu einer Matrizengleichung zusammen, so erhalten
wir:

[f(b) — f(a)]" = A(ay,...,a,)o(b—a)’.

Da die Matrix A(ay,...,a,) invertierbar ist (s.o.), gilt:

f(b)—f(a) =0 = b—a=0.

Als néchstes zeigen wir die lokale Surjektivitdt: Wir miissen eine offene Umgebung V (yo)
finden, so daf§ f : U — V surjektiv ist. Dann ist U’ := {x € U | f(x) € V} auch offen
und f : U" — V bijektiv.

Es erweist sich hier als niitzlich, einige Vereinfachungen vorzunehmen.

e Ersetzt man f durch fi (x) := f(x0+x) — f(x0), so ist auch f stetig differenzierbar,
und wenn eine der beiden Abbildungen umkehrbar ist, so ist es auch die andere. Es

ist aber f(0) =0 und JH0) = J;(xo) # 0.
Also konnen wir 0.B.d.A. gleich voraussetzen, dafl f(0) = 0 ist.

e Die lineare Abbildung L := Df(0) ist ein Isomorphismus. Ersetzt man f durch
= fo L7 so ist wiederum f stetig differenzierbar, f(0) = 0 und auBerdem

f
Df(0) = Df(0) o L' = idg~. Also kénnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dafi schon
Df(0) = idgn ist.

Sei jetzt also xg =0, f(0) =0 und Df(0) = idg~.

Die Ableitung ist eine lineare Approximation der Funktion nahe dem Ursprung. Da
(Df)"1(0)(y) = y ist, kénnen wir hoffen, da f~'(y) ~ y ist, wenn man sich nicht
zu weit vom Ursprung entfernt.

Wir konnen das aber auch exakt formulieren:

Isty = f(x), soist x =y + (x — f(x)).

Der Korrekturterm x — f(x) wird in der Ndhe des Ursprungs recht klein sein, und zwar
um so kleiner, je mehr man sich dem Nullpunkt nihert. Leider ist er (bei gegebenem y )
nicht bekannt. Hier kommt nun der entscheidende Trick!

Wir definieren zu jedem y eine neue Abbildung ¢y, : U — R" durch
oy(x) =y +x — f(x).

Dann gilt: y = f(x) <= ¢y(x) =x.

Die Suche nach einem Urbild zu y haben wir damit auf die Suche nach einem Fixpunkt
von ¢y zuriickgefiihrt. Es bleibt also nur noch festzustellen, dafl die Voraussetzungen
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des Banach’schen Fixpunktsatzes erfiillt werden kénnen. Wir miissen zeigen, dafl ¢y, eine
kleine abgeschlossene Kugel um 0 in sich abbildet und dabei kontrahierend ist.

Wegen ¢y (b) — ¢y (a) = po(b) — po(a) geniigt es zu zeigen, daf po kontrahierend ist. Daf3
das tatséchlich der Fall ist, lehrt uns wieder der Mittelwertsatz:

Sei po = (¢9,...,9°%). Da go(x) = x— f(x) ist, ist Dgo(0) = 0. Da f stetig differenzierbar
ist, ist | V2 (x) | in der Néhe des Nullpunktes beliebig klein. Mit dem Mittelwertsatz und
der Schwarzschen Ungleichung folgt:

(Ab) = @)? = [Vel(a+t, (b—a))e(b—a)f
< - |b-al’

mit einer Konstanten C', die beliebig klein gew&hlt werden kann, wenn a und b nahe
genug bei 0 bleiben. Es gibt daher ein r > 0, so daf3

1 .
| po(b) —wo(a) || < 5 |b—all fir a,b e B,.(0)

ist.
Dann ist insbesondere || ¢o(x) || < 3 - || x|, und fiir [y || < % und || x| < r ist
ey I =1y +o(x) |l
< Nyl +[Teox) |
- 2 2 '

Das bedeutet, daf ¢, auf B,(0) die Bedingungen des Fixpunktsatzes erfiillt. Wie wir uns
oben iiberlegt haben, gibt es dann zu jedem y mit ||y || < § ein x mit f(x) =y.

Die lokale Bijektivitéit wére damit gezeigt. Die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung
und die Formel fiir ihre Ableitung fehlen noch. Betrachten wir also Punkte y, und y
in V. Dann gibt es Punkte xo und x in U mit f(xq) = yo und f(x) = y. Wegen der
Differenzierbarkeit von f existiert eine lineare Funktion L und eine Restfunktion r, so
daB gilt:

f(x) = f(x0) + L(x — Xq) + 7(x — Xgq).
L = Df(xg) ist invertierbar, also kann man auch schreiben:

L™y —yo) =x — %o+ L (r(x — x0)),

und damit

N y) =" yo) + Ly —yo) = L7 (r(f M (y) = f (¥0)))-

Die Abschétzung des Restterms ist technisch etwas aufwendiger und soll hier fortgelassen
werden. Ansonsten ist aber alles gezeigt. ]

Beispiele :

1. Die Polarkoordinaten (z,y) = f(r,¢) = (rcos(yp),rsin(p)) haben wir schon an
fritherer Stelle betrachtet. Es ist

roa= (o 7))
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also J;(r, ) = rcos?(p) +rsin®(p) = r. In jedem Punkt (r, p) mit r > 0 und p € R
ist f damit lokal umkehrbar.

fiRy x [0,2m) = R*\ {(0,0)}
ist sogar global umkehrbar.

2. Sei f:R? — R? definiert durch

flzy) = (2® — 7, 2zy).

Dann gilt:

/ _ 2 —2y _ 2 2
fx,y) = < 2 9 ) , also Jy(z,y) = 4(x* + y°).

Damit ist Jy(z,y) # 0 fiir (z,y) # (0,0) und f iiberall auBerhalb des Nullpunktes
lokal umkehrbar.

f ist aber nicht global umkehrbar, denn es ist ja f(—z, —y) = f(z,y)

Wie sieht es nun mit einer nichtlinearen Gleichung

f(x) =0

aus, wenn f : B C R" — R™ stetig differenzierbar und m < n ist. Dann hat man m
skalare Gleichungen fiir n = m + k Variable, also ein ,unterbestimmtes Sytem®. In der
Linearen Algebra fiihrte das zu einem mindestens 1-dimensionalen Lésungsraum. Wie ein
solcher Losungsraum im nichtlinearen Fall aussehen konnte, ahnen wir noch nicht. Also
betrachten wir zunéchst ein einfaches Beispiel:

Sei f:R?* — R definiert durch f(x,7) := 2? +3? — 1. Dann ist

{(z,y) eR*| fz,y) =0} = {x e R*| |x]| =1} =: 5"
der Einheitskreis.
Ist (a,b) € S, a # 41. Dann gilt in der N#he von (a, b):

flz,y) =0 <= P =1— 22

— y=g(x):=+£V1—2a%

Die Losungsmenge sieht also in der Néhe von (a,b) wie ein Graph aus. Es gibt eine
Umgebung U =V x W von (a, b), so daf gilt:

{(,y) €U [ fz,y) = 0} = {(2,9(x)) [z € V}.

Man kann tibrigens sehr leicht die Ableitung von g berechnen. Da f(z, g(x)) = 0 ist, folgt
mit der Kettenregel:

0= 5w gla)) 1+ G gla) - o o),
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also

fo(x, g(x)) 2z x

9@ == @)~ 9@ - 9@

Bei dieser Umformung hétten wir natiirlich erst einmal iiberpriifen miissen, ob f,(z, g(z))
in der Néhe von x = a nicht verschwindet. Tatséchlich ist f,(a,b) = 2b = 0 fiir ein
(a,b) € S genau dann, wenn a® = 1 ist, also a = +1. Das ist gerade die Bedingung fiir
die Auflosbarkeit nach y.

Der Kreis S! ist eine so symmetrische Figur, dafl nicht einzusehen ist, warum die Punkte
(1,0) und (—1,0) eine Ausnahme bilden sollten. Wie kénnen wir uns da behelfen? Wenn
wir das Koordinatensystem um 90° drehen, dann sieht der Kreis auch dort lokal wie
ein Graph aus, allerdings wie der Graph einer Funktion x = h(y). Tatséchlich ist dort

h(y) = =VT =y

Wie kann man erkennen, nach welcher Variablen aufgelost werden kann? Der Kreis kann
tiberall dort als Graph einer Funktion y = g(x) aufgefait werden, wo er keine vertikale
Tangente besitzt, und er kann iiberall dort als Graph einer Funktion z = h(y) aufgefafit
werden, wo er keine horizontale Tangente besitzt. Nun ist S* eine Niveaulinie von f, und
der Gradient von f steht jeweils auf der Tangenten senkrecht. Damit haben wir:

S' Graph von y = g(x) <= Tangente nicht vertikal
<= grad f nicht horizontal

of

(:)87/

und

S' Graph von x = h(y) <= Tangente nicht horizontal
<= grad f nicht vertikal

o L.

<:>87:E

Durch eine nichtlineare Gleichung f(z,y) = 0 wird also unter geeigneten Voraussetzungen
,implizit“ eine Funktion y = g(x) oder eine Funktion = = h(y) gegeben. Das wollen wir
allgemein und fiir hohere Dimensionen beweisen. Dazu sind noch einige neue Notationen
erforderlich:

Wir betrachten eine offene Menge B C R* x R™ und eine stetig differenzierbare Abbildung
f: B — R™ also ein System von m nichtlinearen Gleichungen fiir £ 4+ m Variable. Den

Satz der ersten k Variablen x4, ...,z fassen wir zu einem Vektor x, den der folgenden m
Variablen xpi1, ..., Tk, zu einem Vektor y zusammen. Dann definiert man:
oh . Oh
of _| MmO
P o O

omy O
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und
of  Of
ai B 61'764_1 8mk+m
Yool ot Ok
O0Tp O kym
Damit ist

rixy) = (e | fmn)

V.3.7 Satz iiber implizite Funktionen.

0
Ist f(x0,¥0) = 0 und die Matrix af(xo,yo) € M, m(R) reguldr, so gibt es Umgebungen
y

U(xo), V(yo) mit UxV C B und genau eine stetig differenzierbare Abbildung g : U — V,
so daf$ gilt:

1. g(x0) = yo-
2. f(xz,g9(x)) =0 auf U.
500 = (L) o L img) wrv

BEwEIS:  Sei n := k + m. Der Trick besteht darin, den Raum um (X, yo) herum so
differenzierbar zu verbiegen, dafl aus der Nullstellenmenge

F7H0) = {(z1,...,2z0) | filzy,...,20) = ... = fl21,...,2,) =0}

ein Ebenenstiick wird. Zu diesem Zweck definieren wir F': B — R" durch

F(x,y) = (% f(x,y))

Dann ist

und daher

, 0
det F'(x0,yo) = det a‘;(xo,yo) # 0.

Das bedeutet, da F in (xg,yo) lokal umkehrbar ist. Wir setzen H := F~! (in der Néhe
von (o, Yo))-

Schreiben wir H in der Form H(u,v) = (hy(u, v), ha(u,v)), so folgt:
(u,v) = Fo H(u,v) = F(hi(u,v), ho(u,v)) = (hi(u,v), f(h1(u,v), ha(u,v)).

Setzen wir also h := ho, so ist H(u,v) = (u, h(u,v)).
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Ist nun f(x,y) = 0, so ist F(x,y) = (x,0). F biegt also tatsichlich die Menge f~!(0)
gerade. Die Umkehrabbildung H = F'~! sollte — wenn alles gut geht — (x, 0) auf (x, g(x))
abbilden. Also setzen wir

g(x) := h(x,0).

Daf} g eindeutig bestimmt ist, ergibt sich aus den vorangegangenen Betrachtungen. Wir
miissen nur noch iiberpriifen, dafl g alle gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Es ist
(x, f(x,9(x))) = F(x,9(x)) = F(x,h(x,0)) = Fo H(x,0) = (x,0).

Daraus folgt: f(x,¢g(x)) = 0.
AuBerdem gilt fiir (xg,yo) € f~1(0):
F(X07y0) = (XOa 0)
und daher
(%0, 9(x0)) = H(x0,0) = H o F'(x0,y0) = (X0, ¥0),
also g(xo) = yo.
Schliefflich folgt mit der Kettenregel:

0= irxgx) e L+ 5 ixg0) 0500,

also
#0 = = (Ghoeat0) o 5L,

Man beachte hier die Reihenfolge bei der Matrizenmultiplikation!

Das Ganze gilt in der Néhe von (xg,yo). Wéhlt man die Umgebungen U und V' klein
genug, so ist alles gezeigt. ]

Beispiele :

1. Betrachten wir noch einmal den Kreis S* = f~1(0) mit f(z,y) = 2* + y* — 1.

0
Fiir y # 0 (also z # £1) ist af(:c,y) = 2y # 0. Also kann man den Satz {iber
Y

implizite Funktionen anwenden und die Gleichung f(z,y) = 0 lokal nach y auflésen:
y = g(z). Die Formel fiir die Ableitung von g ergibt hier:

g/(x):_fx(x,g(x)):_ r ___z '
@) o) Vi

Leider ist die Auflésung nicht immer so schén konkret durchfiihrbar!

2. Sei f(z,y) = 2*(1 — 2?) — y2. Die Kurve C = {(z,y) | f(z,y) = 0} ist eine
sogenannte ,, Lemniskate*:
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Wir berechnen die partiellen Ableitungen:
felz,y) = 2z —42° = 22(1 — 22?),
folzy) = =2y

Im Nullpunkt ist die Gleichung {iberhaupt nicht auflésbar. Das liegt anschaulich
daran, dafl der dort auftretende Kreuzungspunkt aus keiner Richtung wie ein Graph
aussieht.

In den Punkten (1,0) und (—1,0) ist jeweils f,(x,y) = 0, also keine Auflésung nach
y moglich. Allerdings ist dort f,(z,y) # 0, wir konnen also lokal nach x auflésen.
Das ist hier sogar konkret moglich, die Gleichung z* — 22 + 3? = 0 fiihrt auf

1
::I:\/2:|:2\/1—4 2,
T 5 Y

Lafit man y gegen Null gehen, so mufl 22 gegen 1 streben. Das schliefit unter der
ersten Wurzel das Minus—Zeichen aus, und man bekommt:

1
r = +2\/2+2\/1—4y2 bei (1,0)
1
und o = —2\/2+2,/1—4y2 bei (—1,0).

In allen anderen Punkten ist f,(z,y) # 0, denn wenn y = 0 und f(x,y) = 0 ist,
dann kann nur z = 0 oder x = %1 sein. Dann ist

Y= :l:\/ ‘7’2(1 - SL’2>,

wobei das Vorzeichen davon abhéngt, ob man sich gerade in der oberen oder in der
unteren Halbebene befindet.

Rechnen wir noch im Falle der oberen Halbebene die Ableitung von y = g(x) aus:

, (e gx)
7@ =~ e@)
_2:1: — 43
—2g(z)
z(1 — 22?)

Va2 (1 —x2).
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Diese Beziehung gilt natiirlich nicht bei z = 0. Fiir 0 < x < 1 ist ¢/(z) = 0 genau
1 1
dann erfiillt, wenn 1 — 222 = 0 ist, also z = 5\/5 Dort ist y = oX Offensichtlich

liegt ein Maximum vor, und mit dieser Information kann man schon eine recht gute
Skizze der Lemniskate erstellen.

Bemerkung: Eine bijektive differenzierbare Abbildung F, bei der auch F~! diffe-
renzierbar ist, nennt man eine differenzierbare (Koordinaten—)Transformation oder auch
einen Diffeomorphismus. Wir haben im Beweis gesehen: Sind die Bedingungen des Satzes
iiber implizite Funktionen erfiillt, so kann man die Nullstellenmenge f~*(0) lokal mit Hilfe
einer differenzierbaren Transformation auf ein Ebenenstiick abbilden.

Definition.

Sei B C R" offen, 0 < d < n. Eine Teilmenge M C B heifit d—dimensionale (Unter—
)Mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt x € B eine offene Umgebung U(x) C B
gibt, so daf} gilt:
1. Entweder ist UNM = &,
2. oder es gibt eine stetig differenzierbare Abbildung f : U — R"™%, so daf gilt:
() UNM ={xe U] f(x =0}.
(b) rg f'(x) =n —d fiir alle x € U.

Was bedeutet das?

Lokal ist eine Untermannigfaltigkeit die Losungsmenge eines unterbestimmten nichtlinea-
ren Gleichungssystems. Zusétzlich mufl die Rang—Bedingung erfiillt sein:

9fi ofi
pre) oz, )
f'(x) = : :
8fnfd 8fnfd

(x) (x)

o0xy ox,,

besitzt n — d linear unabhéngige Spalten. Das bedeutet, dafl es unter den n Koordinaten
z1,...,%, eine Auswahl von n — d Koordinaten z;,,...,z; , gibt, beziiglich derer die
Bedingungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt sind.

Wenn dies etwa die Koordinaten z4y1,...,2, sind, so kann man eine differenzierbare
Abbildung g = g(z1, ..., z4) mit Werten in R""? finden, so daf$ M lokal der Graph von
g ist und damit durch die d unabhéngigen Parameter x1,..., x4 beschrieben wird. Das
rechtfertigt die Bezeichnung ,,d-dimensional®“. Die anderen denkbaren Fille gehen aus
diesem durch eine Vertauschung der Koordinatenachsen hervor.

Aus dem Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen folgt somit:

V.3.8 Satz. Sei M C R" eine abgeschlossene Teilmenge. Dann sind die folgenden
drei Aussagen iber M dquivalent:

1. M ist eine d—dimensionale Untermannigfaltigkeit.
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2. M sieht lokal wie der Graph einer differenzierbaren Abbildung von R? nach R™™?
aus.

3. M kann lokal mit Hilfe einer differenzierbaren Koordinatentransformation auf ein
d—dimensionales Ebenenstiick abgebildet werden.

Wir verzichten auf eine genaue Ausfithrung des Beweises.
Zum Schlufl noch einige
Beispiele :
1. Die Kreislinie S* € R? ist eine Untermannigfaltigkeit, die Lemniskate ist es nicht.
2. Sei f:R" — R definiert durch f(z1,...,2,) =%+ ---+ 22 — 1. Dann ist
) ={xeR" || x| =1} = 85"
die sogenannte (n — 1)-Sphére.

f'(x) = Vf(x) = 2x ist auf S ! iiberall # 0, hat also den Rang 1. Damit ist
n—d =1, und S" ! eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

3. Sei f : R? — R definiert durch f(z,y) := (v —1)>—y?. Dann nennt man N := f~(0)
eine Neilsche Parabel.

Esist f'(z,y) = (3(x—1)?,2y), und das verschwindet in dem Punkt (1,0), der leider
auf N liegt. Also ist N keine Untermannigfaltigkeit. Das liegt daran, dafi N in (1,0)
eine Spitze besitzt und dort deshalb nicht geradegebogen werden kann.
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84 Extremwerte

Definition.

Sei B C R" offen, f: B — R stetig, a € B ein Punkt.

f hat in a ein relatives Maximum (bzw. ein relatives Minimum, wenn es eine offene
Umgebung U(a) C B gibt, so dafl

fx) < fla)  (bzw. [f(x) = f(a))
fiir alle x € U ist. In beiden Fillen spricht man von einem relativen Extremum.

Gilt die Ungleichung sogar fiir alle x € B, so spricht man von einem absoluten
Maximum oder Minimum.

V.4.1 Notwendiges Kriterium fiir relative Extremwerte.

Die Funktion f : B — R sei in a sogar differenzierbar.

Besitzt f : B — R in a ein relatives Extremum, so ist V f(a) = 0.

Bewels:  Firi = 1,...,n besitzt auch g;(t) := f(a+te;) int = 0 ein lokales Extremum.
Nach dem notwendigen Kriterium aus der Differentialrechnung einer Verénderlichen muf3
dann (g;)'(0) = 0 sein, also

0 = (9:)'(0)
= Vf(a)ee,
of
fir i = 1,...,n. Daraus folgt die Behauptung. ]

Definition.

Ist f in a differenzierbar und V f(a) = 0, so heifit a ein stationdrer Punkt von f.

Ein stationdrer Punkt a von f heifit Sattelpunkt von f, falls es in jeder Umgebung
U(a) Punkte b und c gibt, so da8

f(b) < f(a) < f(c)
ist.
Beispiele dazu werden wir spéter betrachten. Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz

eines Extremwertes erhilt man in einer Verénderlichen durch Untersuchung der hoheren
Ableitungen, insbesondere der zweiten Ableitung.

Wir kommen nun nicht umhin, die Taylorformel in n Verédnderlichen zu beweisen, zumin-
dest bis zur Ordnung 2.
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Definition.

Eine Funktion f : B — R heifit auf B k-mal stetig differenzierbar, wenn f partielle
Ableitungen bis zur Ordnung k besitzt, und wenn alle partiellen Ableitungen der
Ordnung k auf B noch stetig sind.

Die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf B wird mit dem
Symbol C*(B) bezeichnet.

Bemerkung: Ist k> 1 und f € C¥(B), so ist f insbesondere in jedem Punkt von B
total differenzierbar.

f ist dann sogar ,k—mal total differenzierbar“, aber diesen Begriff haben wir hier nicht
definiert.

Wir betrachten nun eine Funktion f € C*(B) und einen Punkt a € B. Fiir eine beliebige
Richtung h € R" sei ay(t) := a+ th und g(t) := f o an(t) = f(a+ th). Dann ist

J(t) = Vf(an(t)oh'

; o, (a+th)
of : : : .
Da a—(x) nach Voraussetzung auf ganz B stetige partielle Ableitungen besitzt, also
4
insbesondere total differenzierbar ist, ist auch ¢'(t) ein weiteres Mal differenzierbar. Es
gilt:
n 8f /
" t == t) - hz
70 = 3 (5 om) 0
= (2w n)
i=1 \j=1 0:1610.:133
n 82f
132=21 Ow;0; (a+th)-hy
Definition.

Sei f in der Nédhe von a € R" zweimal stetig differenzierbar. Dann heifit die sym-
metrische Matrix

82
Hy(x) = (axié’;j(x) \ i,j = 1n>

die Hesse—Matriz von f in X.

Wir haben gerade ausgerechnet, daf ¢”(t) =ho H;(a+th)oh' ist.

Bemerkung: Die Symmetrie der Hesse-Matrix folgt aus der Vertauschbarkeit der 2.
Ableitungen, und die ist nur gegeben, weil f in einer ganzen Umgebung von a zweimal
stetig differenzierbar ist. Diese Voraussetzung ist also wichtig!
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fyaz(flfay) fyy(xvy)

Nun koénnen wir die Taylorformel formulieren und beweisen:

Im Falle n = 2 ist Hy = ( Joo(@,y)  fay(@,y) )

V.4.2 Taylorformel 2.0rdnung. Sei B = B,.(a) eine offene Kugel um a, f: B —
R zweimal stetig differenzierbar. Dann gibt es eine auf B,.(0) definierte Funktion R mit

R(h)

hoo [

so daf fir ||| < r gilt:

1
f(a+h)=f(a)+Vf(a)oh' + §hon(a) oh" + R(h).
BEwEIs:  Ist h € B,.(0), dann liegt ay(t) = a+th fir ¢t € [—1,1] in B,(a), und deshalb

ist g(t) := f o an(t) auf [—1,1] definiert und zweimal stetig differenzierbar. Wir wenden
auf g in t = 0 den Satz von der Taylorentwicklung in einer Verénderlichen an:

Es gibt eine Funktion 7(t) mit lim, o n(t) = 0, so daf} gilt:

o(0) = 9(0) +9/(0) - £+ g"(0) - +nft) - 2

Dabei ist

N | —

n(t) =5 - (9"(c) = ¢"(0)),

mit einer geeigneten (von t abhéngigen) Zahl ¢ mit 0 < ¢ < ¢. Setzen wir ¢ = 1, so folgt
die gewiinschte Taylorformel, mit

R(h) := n(1)
N ;howf(aﬂLCh)—Hf(a))ohT
L9 0*f
E 2@‘;1 <axia%‘ @+ ch) = 5o, (a)> s

und 0 < ¢ < 1. Diesen Ausdruck miissen wir noch abschétzen, um herauszubekommen,
daf3

w ] "
ist.
Zunéachst ist |h;| = |hee;| < | h| - |e | =]|h]

Die Summe enthiilt n? Summanden, und da f zweimal stetig differenzierbar ist, die zweiten
partiellen Ableitungen also stetig sind, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so daf

o?f
8xi8xj

0%f

B 81‘18% (a) | <€

(a+ ch)




346 KAPITEL V DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

fiir h € B;(0) ist. Fiir solche h ist dann
£
RW)| <5

Daraus ergibt sich die gewiinschte Limesbeziehung. []

Es gibt selbstverstindlich auch Taylorformeln héherer Ordnung, aber mit denen werden
wir uns hier nicht beschéftigen.

Ist nun f in a stationér, also
1
f@+hy—ﬂ@:§hoHA@OhT+Rm%

so hdangt das Verhalten von f in der Néhe von a im Wesentlichen von der Hesse-Matrix ab,
denn R(h verschwindet ja in a von hoherer Ordnung. Das fiihrt uns zu einem dhnlichen
hinreichenden Kriterium fiir Extremwerte, wie wir es aus der eindimensionalen Theorie
kennen. Allerdings ist die Lage hier doch noch etwas komplizierter.

Ist A € M, ,(R) eine symmetrische Matrix, so nennt man die Funktion
qg(h):=hoAoh"
eine quadratische Form. Es ist
q(th) = t* - g(h) fiir t € R und h € R".
Insbesondere ist natiirlich ¢(0) = 0.
Definition.
Eine quadratische Form ¢(h) heifit

h) > 0 fiir alle h,

positiv semidefinit q(h)
g(h) > 0 fiir alle h # 0,
q(h)
q(h)

positiv definit
h) < 0 fiir alle h,
h) < 0 fiir alle h # 0,
Jhy, hy mit g(h;) < 0 < g(hy).

negativ semidefinit
negativ definit
indefinit

SERN

Erinnern wir uns an die Lineare Algebra! Da wurde gezeigt:

Ist A € M,,(R) eine symmetrische Matrix, so gibt es eine orthogonale Matrix S €
GL(n,R), so daBB S7' o Ao S eine Diagonalmatrix ist. Die Eintrige in der Diagonalmatrix
sind die Eigenwerte von A. (Das war der Satz von der Hauptachsentransformation).

Dafl S orthogonal ist, bedeutet, daB STS = 1 ,also 57! = ST ist. Damit ist
ho(S'oAoS)oh" =(hoST)oAo(hoS")".

Andererseits ist
AN oo 0

StoAoS=| : .. |,
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wenn A, ..., A, die Eigenwerte von A sind. Ist g4(h) =ho AohT', so folgt:

qa positiv definit <= voAov' >0 firallev#0
< (hoST)oAo(hoS") >0 firalleh#0
< > A\(h;)*>0fiiralleh#0
i=1
= A,..., M > 0.

Genauso ist g4 negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind. Und ¢4 ist positiv
semidefinit (bzw. negativ semidefinit), wenn alle Eigenwerte von A > 0 (bzw. < 0) sind.
Gibt es wenigstens einen negativen und einen positiven Eigenwert, so ist g4 indefinit.

Im Falle n = 2 gibt es noch ein einfacheres Kriterium:

V.4.3 Satz.

Sei A = ( Z cbl ) € My (R) eine symmetrische Matriz. Dann ist
QA(hh hQ) = ah% + 2bh1h2 + dhg,

und es gilt:

1. Ist det(A) < 0, so ist ga indefinit.
2. Ist det(A) > 0 und a > 0, so ist ga positiv definit.

3. Ist det(A) > 0 und a < 0, so ist qa negativ definit.

BEWEIS:  Sei A := det(4) = ad — b*. Zur Berechnung der Eigenwerte brauchen wir
noch das charakteristische Polynom:

pA(m):det<a;x dfx>:(a—x)<d—x)—b2:x2—<a+d)x+A.

Die Eigenwerte A\, Ay von A sind die beiden Nullstellen dieses quadratischen Polynoms.
Nach dem Satz von Vieta ist

)\1+/\226L+d und )\1')\2:A.

Ist A < 0, so haben die beiden Eigenwerte verschiedenes Vorzeichen, und ¢4 ist indefinit.
Ist A > 0, so haben \; und )\, das gleiche Vorzeichen. AuBerdem ist ad = A +b? > 0. Ist
nun a > 0, so ist auch d > 0 und damit A\; + Ay > 0. In diesem Fall ist g4 positiv definit.
Genauso folgt aus a < 0, dafl g4 negativ definit ist. []

Nun haben wir endlich alles beisammen.

V.4.4 Hinreichendes Kriterium fiir Extremwerte.

Sei B C R" offen, f € C*(B). Weiter sei a € B ein stationdrer Punkt von f, also
Vf(a)=0.

1. Ist Hy(a) positiv definit, so besitzt f in a ein relatives Minimum.
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2. Ist Hp(a) negativ definit, so besitzt f in a ein relatives Mazimum.

3. Ist Hy(a) indefinit, so liegt in a ein Sattelpunkt vor.

BEWEIS:
1) Sei g(h) :=ho Hf(a)oh'. Da f in a stationr ist, ergibt die Taylorformel:

flath)  f(a) = Jq(h) + R(h).

Die Funktion g ist stetig und nach Voraussetzung > 0 auflerhalb des Nullpunktes. Insbe-
sondere nimmt sie auf der kompakten Menge

Sh={xeR"||x| =1}

ein Minimum m > 0 an. Daher gilt fiir beliebiges h € R™:

g(h) = ||| q<||}ﬁ||> >m- b2

Ist jetzt ein € mit 0 < ¢ < % vorgegeben und dazu ein r = r(e) so gewihlt, daf
|R(h) | < e-|h|? fir h € B.(0)
ist. Dann folgt:
1
fla+h) = f(a) = a(h)+ R(h)

5

v

—¢)-|h|* >0

fiir alle h € B,.(0).
Also ist f(a+h) > f(a) fiir kleines h, und es liegt ein relatives Minimum in a vor.

2) Der Fall des Maximums kann durch Ubergang von f zu —f auf (1) zuriickgefiihrt
werden.

3) Ist g indefinit, so gibt es geniigend nahe bei 0 Vektoren h; und hy mit ¢(h;) < 0 < g(hs).
Die Funktionen

1) = fla+th))
und  fo(t) = f(a+thy)

sind dann definiert, zweimal differenzierbar, und es gilt:
(f)'(0) = (f2)(0) =0, (f))"(0)=q(hi) <0 und (f2)"(0) = q(hs) > 0.

Also besitzt f; in t = 0 ein isoliertes Maximum und f; in ¢ = 0 ein isoliertes Minimum.
Das bedeutet, dafi f beliebig nahe bei a sowohl Werte < f(a) als auch Werte > f(a)
annimmt. Damit liegt ein Sattelpunkt vor. ]
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Bemerkung: Ist H(a) nur semidefinit, so kann man keine genaue Aussage machen!
Beispiele :

1. Sei f(z,y) := 2®+y* Dann ist Vf(z,y) = (2z,2y), also (0, 0) der einzige stationire
Punkt von f. Da f(0,0) = 0 und allgemein f(z,y) > 0 ist, liegt ein absolutes
Minimum vor. Tatséchlich ist

2 0

Da 2 > 0 und det Hy(z,y) = 2-2—-0-0 = 4 > 0 ist, ist die Matrix positiv
definit. (Das ist iibrigens jede Diagonalmatrix mit nur positiven Eintrdgen). Das
Hinreichende Kriterium sagt also auch, dafl f im Nullpunkt ein lokales Minimum
besitzt.

2. Sei f(z,y) == 1 — 2% —y? Dann ist Vf(z,y) = (—2x,—2y) und H(x,y) =

( _02 _02 > negativ definit. Hier liegt im Nullpunkt ein Maximum vor.

3. Sei f(z,y) == a® —y® Nun ist Vf(x,y) = (22, —2y) und H(z,y) = ( 3 _02 >
Da det Hy(z,y) < 0 ist, liegt im Nullpunkt ein Sattelpunkt vor.

4. Sei f(z,y) == e" + 2 + $y°.

Dann ist Vf(z,y) = (ye™ + 2z, ze™ + 2y). Fiir die Hesse-Matrix ergibt sich:

2 +y*e™ (14 ay)e™
H = 2
7z, y) (14 zy)e™ g + x%e™
Der Nullpunkt ist sicher ein stationdrer Punkt. Ist (x,y) irgendein anderer stati-
ondrer Punkt, so muf3 gelten:

2
rye™ = —22° und  aye™ = —§y2,

also © = :I:%y.

Wiire © = 1y, so wire 0 = f,(z,y) = 4(e™ +2), also y = 0 (und damit auch 2 = 0)
oder e = —%, was nicht moglich ist. So bleibt nur die Gleichung = = —%y. Wegen

2

. 2
2 sein, also e7¥/% = 2.

der Bedingung f,(z,y) = 0 mufl dann e*¥ =

Das fiihrt auf die Gleichung y* = —31n(2). Setzen wir p := /—31n(2) (der Radi-
kand ist positiv!), so sind die Punkte

1

(z,y) = i(—gp,p)
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weitere Kandidaten fiir stationére Punkte, und mehr kann es nicht geben. Nun gilt:

f(0,0) = 1
]_ _ 2/3 2 2
und - f(£(=3pp)) = e+ gp
2 2
— .1 -m(3)
2 -y
2 1
Da H(0,0) = ] 2 | ist, also det H(0,0) = g — 1 < 0, liegt im Nullpunkt
9

ein Sattelpunkt vor! Und da f(z,y) > (2 + y?) ist, gilt fiir || (z,y)| > 3, daB
f(z,y) > 1ist. Auf der kompakten Menge B3((0,0)) mufl f als stetige Funktion ein
Minimum < 1 annehmen. Dort mufl f einen stationdren Punkt besitzen, und wir
kénnen somit schlieflen:

f besitzt in (—%p, p) und in (%p, —p) jeweils ein Minimum. Beides sind auch globale
Minima.

Zum Schluf} dieses Paragraphen wollen wir noch mit einem etwas schwierigeren, aber fiir
die Anwendungen wichtigen Problem befassen, ndmlich der Suche nach Extremwerten
unter gewissen Nebenbedingungen.

Zunéchst ein
Beispiel :
Sei f(z,y) := y. Diese auf ganz R? definierte Funktion mift die Héhe iiber der

x—Achse, und sie besitzt weder einen globalen noch einen lokalen Extremwert. Der
Gradient V f(z,y) = (0,1) verschwindet nirgends.

Wenn wir f allerdings auf die Parabel P := {(z,y) | y = 2% + 1} einschréinken, so
sehen wir:

flz,y) = flx,2* +1)=22+1>1 und f(0,1) = 1.

Also nimmt f auf P in (0,1) ein Minimum an. Setzt man g(z,y) :=y — 2% — 1, so
kann man sagen:

f(z,y) nimmt unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 in (0,1) ein Minimum an.

Wir wollen das Beispiel verallgemeinern. Theoretisch sind beliebig unangenehme Neben-
bedingungen denkbar. Um uns das Leben nicht allzu schwer zu machen, betrachten wir
aber nur solche Nebenbedingungen, die durch stetig differenzierbare Gleichungen gegeben
sind und zusétzlich die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillen,
also eine Untermannigfaltigkeit bilden:

Sei B C R" offen, g : B — R™ stetig differenzierbar und rg ¢'(x) = m fiir alle x € B.

Weiter sei a € M := g~1(0), U(a) C B eine offene Umgebung und f : U — R eine stetig
differenzierbare Funktion.
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Definition.

f hat in a ein relatives Mazimum (bzw. relatives Minimum ) unter den Nebenbedin-
gungen

g1(x) = ... = gn(x) =0,
falls f(x) < f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fir allex € UN M.

Wie kann man solche Extrema unter Nebenbedingungen finden? Wir sind hier nicht in
der Lage, ein hinreichendes Kriterium anzugeben. Aber zumindest konnen wir mit Hilfe
eines notwendigen Kriteriums mogliche Kandidaten fiir Extremwerte finden. Die Idee ist
die folgende:

f(x)=qa

f(x)=c

9(x)=0

Damit die Werte von f in a ein Maximum oder Minimum annehmen, miissen sich bei
a eine Niveaufliche von f und die Menge M beriihren. Also mufl die Tangentialebene
an M in a in der Tangentialebene an die Niveaufliche von f enthalten sein. Da die
Gradienten auf den Tangentialebenen senkrecht stehen, mufl dann der Gradient von f in
die gleiche Richtung wie die Gradienten der Funktionen ¢y, ..., g, zeigen. Wir benutzen
dabei folgenden

V.4.5 Hilfssatz. Seien U,V C R" zwei Untervektorrdume.
IstUCV, soist Vt CcU*.

BEWEIS: Seiv € V+ festgehalten, u € U beliebig. Dann ist u € V, nach Voraussetzung,
und daher v eu = 0. Also ist auch v € U*. []

Das fiihrt zu folgendem Kriterium:

V.4.6 Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren. Hat f in a ein relatives
Extremum unter den Nebenbedingungen

so qibt es Zahlen Ay, ..., Ay € R, so dafs gilt:

Vfa)=XA -Vg(@) +- -+ A\, Vgn(a).

Die Zahlen Ay, ..., A\, nennt man Lagrangesche Multiplikatoren. Man beachte, daf3 es sich
hier nur um ein notwendiges Kriterium handelt! Die Punkte, die die angegebene Bedingung
erfiillen, konnen Extremwerte sein. Ob sie es wirklich sind, mufl man mit anderen Mitteln
feststellen.

BEWEIS: Esseid :=n—mund g := (g1,...,0m). Dann ist a € M := ¢~'(0) und
rgg’'(a) = n —d. O.B.d.A. kénnen wir annechmen, daf die letzten m Spalten der Funk-
tionalmatrix linear unabhéngig sind. Damit sind die Voraussetzungen des Satzes iiber
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implizite Funktionen erfiillt. Schreibt man a in der Form
a=(a"a") = (ay,...,aq,0441,--.,0p),

so gibt es offene Umgebungen U(a*) und V(a**), sowie eine stetig differenzierbare Abbil-
dung ¢ : U — V', so daf} gilt:

{(¢y) eUxV]g(xy) =0} = {(x,¢(x) | x € U}.

AuBerdem ist ¢'(a*) = _gf;(a)l o g}g((a).

Der Satz ist bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daf3
Vf(a) e< Vgl (a),...,Vgnu(a) >

ist. Da fiir einen Unterraum U C R” stets die Beziehung (U+)+ = U gilt, reicht es wegen
des Hilfssatzes zu zeigen:

<Vg(a),...,Vgn(a) >* c < Vf(a) >+ .

Das wollen wir nun tun!

Sei v €< Vgi(a),...,Vgn(a) >1. Das bedeutet:

Dg(a)(v) = (Vgi(a)ev,...,Vg,(a)ev) =(0,...,0) =0,

oder mit Hilfe der Funktionalmatrix ¢'(a) = <(a), 3g(a>
X Yy

und v = (v, v**) € R? x R" ausgedriickt:

0= df@ov’ = (fa | w)e (o))

dg w1, 99 wa\ T
= e o ()T ) (v,

also
ag *\ T Hk\ T
(@) o (v) = =)o (v,

Bis jetzt haben wir nur die Voraussetzungen interpretiert und umgeformt. Nun kommt
der entscheidende Schritt:

Durch a(t) := (a* + tv*, p(a* + tv*)) wird ein Weg definiert, der ganz in der Flache M
verlauft. Insbesondere ist

a(0) = (a"p(@’)) = a
und  @(0) = (V*,(wl(g*)o(V*)T);)
“ g -1 g #\T\T
= (G o G @ o (v))T)
(



Extremwerte 353
84

Jetzt haben wir nahezu alle Voraussetzungen ausgeschlachtet. Wir miissen aber noch
benutzen, dafl f auf M in a ein lokales Extremum hat. Dann hat auch f o« in 0 ein
lokales Extremum, und es mufl gelten:

0=(fea)(0)=Vf(a)ev.
Also ist v € < Vf(a) >*, und wir sind fertig! []

Beispiele :
1. Wir untersuchen die Funktion
f(z,y, 2) == 32° 4+ 3y* + 2
unter der Nebenbedingung  g(x,y, z) = 0, mit
g(x,y,z) =rx+y+z—1.

Hat f unter der Nebenbedingung g(x) = 0 in a ein lokales Extremum, so mufl es
ein A € R geben, so daf} gilt:

Vi@ = A-Vy(a)
und g(a) = 0.

Das fiihrt zu folgendem Gleichungssystem fiir a = (a, b, ¢) :

6a = A,
60 = A,
2c = A
und a+b+c = 1.

A A 6
Es muf} also 5 + 6 + 5= 1 sein. Damit ist 5A =6 und A = £ Einsetzen ergibt:

11 3)
5 575"
Man iiberpriift sofort, daff a tatsichlich auf M := g=1(0) ist. AuBerdem ist

3 3 9 15 3
fa) =t st =95~ 5

Jetzt fingt der schwierige Teil an. Man muf} irgendwie herausfinden, ob f in a

wirklich ein Extremum besitzt, und wenn ja, was fiir eins. Zu dem Zweck berechnen

wir f(a+ h) fiir kleines h. Es ist

a=(a,b,c)=(

1 1 3
f(a+h) = f(g+h1ag+h27g+h3)
1 1 3
= 3(g+h1)2+3(5+h2)2+(5+h3)2
_ I 2y 2 1, 2h 2 9 Ohs ?
= 3(gs + 5 + () +3(5p + =+ (he)”) + (5 + — + (ha))
3 6
= C 4 ot ho ot ha) +3(h)” 4 3(h)? + (ha)’
3 6
> 5+5(h1+h2+h3>
= 2 = f(a)’
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denn da a + h auf M liegen soll, ist
l=(a+h1)+ (b+h)+ (c+hs) =14 hy + ha+ ho,
also hy + hy + hy = 0.

Damit ist klar, daf f in a ein Minimum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 besitzt.
Fiir den Beweis wurde der Lagrangesche Multiplikator nicht gebraucht, er diente
lediglich zum Auffinden des richtigen Punktes.

. Sei A € M, ,(R) eine symmetrische Matrix und f : R"™ — R definiert durch f(x) :=

xoAox'. Da f stetig und
S ={xeR"||x| =1}

eine kompakte Menge ist, nimmt f auf S"! ein Maximum an. Dieses Maximum
wollen wir suchen.

Die Nebenbedingung wird hier durch die Funktion g(x) := x o x' — 1 definiert.
Offensichtlich ist Vg(x) = 2x # 0 auf S"!, und es ist V f(x) = 2x o A.

Wenn f in x ein Maximum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 besitzt, so mufl
gelten:

VIx) = A-Vy(x)
und  g(x) = 0.

Das fiihrt zu dem Gleichungssystem:

2x0 A = 2)x,
xox' = 1.
Insbesondere mufl (A — A\ - 1) ox' = 0 sein, also x' Eigenvektor von A zum

Eigenwert .
Weiter kann man sagen:

A=)\ (xox')=x0(\x) =x0(Adox") = f(x).
Da die Existenz eines Maximums gesichert ist, haben wir gezeigt:
A besitzt wenigstens einen reellen Eigenwert.

Das ist ein neuer Beweis eines schon bekannten Resultats.
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85 (Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewdhnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der eine unbekannte Funktion
y = y(z) und ihre Ableitungen y', y” ... vorkommen.

Hat die Gleichung die Form
F(z,y,y v, ..., y™) =0,
so spricht man von einer impliziten Differentialgleichung.

Hat sie die Form
y(n) - f(x7 y? y’? e 7y(n_1))7

so spricht man von einer expliziten Differentialgleichung.
Die Ordnung der Differentialgleichung ist die héchste vorkommende Ableitungsordnung.
Beispiele :
1. ¥’ = —w?y ist eine explizite DGL 2. Ordnung.
2. (yy'5))? + xy” +Iny = 0 ist eine implizite DGL 5. Ordnung.
Wir werden hier im Wesentlichen mit expliziten DGLn arbeiten, die auch in der Form
™ + fle gy, .y ) =0
vorkommen koénnen, mit einer Konstanten c.
Definition.

Sei B C R x R" offen, f: B — R eine stetige Funktion.

Unter einer Lisung der DGL y™ = f(z,y,y/,...,y™ ) versteht man eine n-mal
stetig differenzierbare Funktion ¢ : I — R mit folgenden Eigenschaften:

L A{(t, o), ot),...,oM @) |t eI} C B.
2. Firallet € Tist o™ (t) = f(t,0(t), ¢ (t),...,0" 1 (1)).

Fiir implizite DGLn definiert man Losungen analog.

Die Kurve ® : I — B mit ®(t) := (¢, (1), ¢'(t),..., 0" V(t)) heiBt Lisungskurve.

Definition.

Ist zu der DGL zusétzlich ein Punkt Ay = (tg,a0,a1,...,an-1) € (I x R") N B
gegeben, so versteht man unter dem zugehorigen Anfangswertproblem die Suche
nach einer Losung ¢ der DGL, die folgende Anfangsbedingungen erfiillt:

o(to) = ag, ¥'(to) = a, . .. 780(n_1)(t0) = Up—1-

Man nennt ein Anfangswertproblem sachgemdf§ gestellt, wenn es eine eindeutig
bestimmte lokale Losung gibt, die auflerdem stetig von den Anfangsbedingungen
abhéngt (so dafi das System bei kleinen Storungen stabil bleibt).
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Beispiele :

1. Wir betrachten die DGL 3’ = ky mit einer Konstanten k = 0. Als Anfangsbedingung
sei y(0) = 1 gefordert.

Wir nehmen an, es gidbe in der Nédhe von ¢ = 0 eine stetig differenzierbare Funktion
(t) mit ¢'(t) = ke(t) und ¢(0) = 1. Wir konnen dann voraussetzen, dafl ¢ auf
seinem Definitionsintervall # 0 ist. Also gilt:

(ol @ )'(t) =

Jetzt kann man integrieren:
In|p(t)| =kt +c,

mit einer geeigneten Konstanten c. Das fiithrt auf die Gleichung
lp(t)| =C e, mit C:=e>0.

L&aBt man fiir die Integrationskonstante C' beliebige reelle (also auch negative) Zahlen
zu, so kann man sogar schreiben:

o(t)=C-€e*  mit C €R.

Die Losung mufl so aussehen, und die Probe zeigt, dafl ¢ wirklich eine Losung ist.
Tatsichlich erhilt man eine ganze Schar von Losungen pc(t) = C - e, C € R. Die
Losungskurven

(I)C(t) = (t,C : ekt)
sind alle disjunkt!

Zu jeder Anfangsbedingung (0, ag) gibt es genau eine Losung pc mit

vc(0) = ag, ndmlich die mit C' = ag. Insbesondere ist die gesuchte Losung ¢ mit
©(0) =1 gegeben durch o(t) = e*. Da die Lésungen vom Parameter C' (und damit
von der Anfangsbedingung) stetig abhéngen, ist das Problem sachgemifl gestellt.

2. Die DGL ¢ = 3/y? verhilt sich nicht so angenehm. Offensichtlich ist die Nullfunk-
tion ¢y(t) = 0 eine Losung, aber auch jede Funktion o, (t) := (¢t — ¢)® 16st die DGL.
Also gehen durch jeden Punkt der x—Achse mindestens zwei Losungskurven. Ein
schlecht gestelltes Problem!

3. Die DGL |¢'| 4+ |y| = 0 besitzt nur die Nullfunktion als Losung. Allgemeine An-
fangswertprobleme sind dann iiberhaupt nicht mehr l6sbar.

Unter einem System von gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung versteht man
ein System von n Gleichungen, in dem n unbekannte Funktionen 1, ..., y, und ihre ersten
Ableitungen vorkommen. In der expliziten Version sieht das folgendermaflen aus:

Uy o= fl(x7y17"'ayn)a

y;L = fn(‘raylv cee Jyn)



85  Gewohnliche Differentialgleichungen 357

Eine Losung ist dann ein System von Funktionen ¢4, ..., ¢, mit

0i(t) = filt,o1(t), ..., on(t)) firi=1,... n.
Wir schreiben ein solches System auch kurz in der Form

—/ —

Yy =F(x,9).

Diese Schreibweise erweist sich als besonders praktisch, wenn man mit linearen Systemen
arbeitet: N N
Yy =A(x)oy,

wobel A(z) = (a;(x) | 4,5 =1,...,n) eine Matrizen-wertige Funktion ist.
Beispiel :
Das System
yi = Y
Yo = —U

kann in der Form ,
<y1) o ( — ) ° <y1>
Yo 1 0 Y2

Wir kennen iibrigens schon die Losung dieses Systems unter der Anfangsbedingung
y1(0) = 0 und y5(0) = 1, ndmlich

geschrieben werden.

©1(t) = sin(t) und po(t) = cos(t).

Es besteht ein direkter Zusammenhang zwischen einfachen DGLn n-ter Ordnung und den
Systemen von DGLn erster Ordnung;:

Ist eine DGL
y" = f(r,y, 9, ..., y"Y) (%)

gegeben, so ordnen wir ihr folgendes System zu:

B = Y

y;,l = Yn
y;l - f(xayla--'7yn)
Ist ¢ eine Losung der DGL (%), so setzen wir

01 =@, 2=, ..., Qp = Lp(”_l).

Dann ist @} = @a, ..., ¢}, 1 = @n und @, = ™ = f(z,01,...,¢0n), d.h, (p1,...,pn) ist
eine Losung des Systems.
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Ist umgekehrt eine Losung (41, . .., ¢,) des Systems gegeben, so setze man ¢ := ;. Dann
ist SOI = P2y, gp(n—l) = ©n und So(n) = 80;1 == f(x, @, 90/, . ’QD(n_l)>.

Also kann man die Theorie der DGLn n—ter Ordnung auf die der Systeme 1. Ordnung
zuriickfiihren.

Wir betrachten nun ein System Z_JH = F(x, 5), mit einer stetigen Abbildung F': B — R".
Ist o(t) = (p1(t),...,pn(t))" eine Losung, also
P(t) = F(t, (1), - .., en(t)),

so gilt fiir die zugehorige Losungskurve ®(t) := (¢, p(t)):

o(t) = (1,%(t) = (L F(t, 0(1))).

F(to, ZUO) ist demnach die ,,Steigung* derjenigen Losungskurve, die den Anfangsbedingun-
— —
gen Y (to) =Y geniigt.

Die Zuordnung (t, 5) — F(t, Z) liefert ein Richtungsfeld, das den Verlauf der Losungs-
kurven schon ahnen 148t.

L TN

——7 T
\

A ]

\
—

Unter welchen Voraussetzungen Losungskurven existieren und eindeutig bestimmt sind,
sagt der folgende Satz:

V.5.1 Lokaler Existenz— und Eindeutigkeitssatz. Sei B C R x R"™ offen,
F: B — R" stetig und nach den Variablen vy, ...,y stetig differenzierbar.

Sind (to,yo) € B und r,e > 0 so gewdhlt, dajfs
T:={(t,y) eRxR"||[t—ty|<ecund|y—yo| <r}CB

ist, so gibt es ein €* mit 0 < €* < ¢ und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare
Abbildung ¢ : [ty — e*,to + *] = R", so dafs gilt:

1 [[o(t) =yol| <r fiir[t—1to| <e*.

. —/ N
2.y ist Losung der DGL Y = F(z,Y).
3. p(to) = yo-

Hier ist schon die Formulierung des Satzes nicht ganz einfach. Bei den Bedingungen, die
an F zu stellen sind, war ich etwas grofiziigig. Normalerweise fordert man die sogenann-
te ,, Lipschitz—Stetigkeit®, aber diesen neuen Begriff wollte ich vermeiden. Die stérkere
partielle Differenzierbarkeit nach yy,...,y, ist ja viel vertrauter und auch leichter zu
verifizieren.
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Es handelt sich um eine lokale Situation in der Ndhe von (tg, yo). Deshalb braucht uns die
womoglich komplizierte Gestalt von B hier nicht zu interessieren, wir ersetzen vielmehr
B durch eine ,, Tonne“ T, ein Produkt aus einem Intervall der Lange 2¢ und einer Kugel
vom Radius 7.
Rn

2¢

R

Die gesuchte Losungskurve durch (tg,yo) kann nur innerhalb einer kleineren Tonne der
Hohe 2&* konstruiert werden. Darin lauft sie allerdings vom Boden bis zur Decke, und sie
ist eindeutig bestimmt.

RTL

B

R

Vom BEWEIS (nach Picard-Lindel6f) kénnen wir hier nur die Idee angeben :
Sei I := [ty — €*, 1y + €*]. Wie dabei das ¢* < e zu wéhlen ist, damit hinterher alles gut
geht, sei den Mathematikern iiberlassen.

Wir betrachten die Menge

F:={p: 1 — B.(yo) | ¢ stetig, und p(ty) = yo}-

Eine Folge von Funktionen aus F, die gleichméflig konvergiert, hat als Grenzwert wieder
ein Element von F. Und jede Cauchyfolge in F ist gleichmiBig konvergent.*

Nun definiert man einen Operator S : F — F durch

(S)(t) = yo + | Flu.p(u) du.

Man kann ziemlich leicht zeigen, daf3 S kontrahierend ist, und mit einer verallgemeinerten
Form des Banachschen Fixpunktsatzes folgt dann, dal S einen Fixpunkt g besitzt. Dieser
Fixpunkt erweist sich als die gesuchte Losung. []

4Der Begriff der ,,Cauchyfolge“ in einem Funktionenraum wie der Menge F mufl genau wie die
gleichméflige Konvergenz mit Hilfe von e-Schlduchen definiert werden. Wir fithren das hier aber nicht
weiter aus.



360 KAPITEL V DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

Man kann das Verfahren so verfeinern, dal man es zu einer Konstruktion der Losung
gebrauchen kann. Wer allerdings ernsthaft numerisch rechnen méchte, wird eine andere
Methode benutzen, z.B. das ,,Runge-Kutta-Verfahren“.

Der Satz von Picard-Lindel6f sagt nur etwas iiber die Existenz lokaler Losungen aus.
Wendet man ihn iteriert an, so kann man die lokalen Losungen zu globaleren fortsetzen.
Man kann zeigen, dafl die Losungskurven nicht irgendwo im Sande verlaufen. Sie lassen
sich vielmehr so weit fortsetzen, daf sie in einem Gebiet (also in einer zusammenhéngenden
offenen Menge) von Rand zu Rand laufen. Wir werden das kiinftig verwenden, auch wenn
wir das Ergebnis hier nicht ausdriicklich als Satz formulieren.

Beispiele :

1. Die Theorie der Differentialgleichungen ist eigentlich eine Sammlung unzéhliger Spe-
zialfille, und man braucht fast jedesmal einen neuen trickreichen Ansatz, um die
Losung zu finden.

Wir wollen hier zwei Typen von DGLn 1. Ordnung behandeln, fiir die es jeweils ein
Kochrezept gibt.

Wir beginnen mit separablen (oder separierbaren) DGLn. Man spricht auch von
DGLn mit getrennten Variablen:

y = f(x)g(y),

mit stetigen Funktionen f und g. Und wir setzen noch voraus, daf g keine Nullstellen
hat.

1
Sei F' eine Stammfunktion von f und G eine Stammfunktion von —.
g

1
Da G'(z) = 9@ # 0 fiir alle x ist, ist G eine streng monotone Funktion, insbeson-
g(z

dere also umkehrbar. Ist ¢ eine Losung, so ist ¢'(t) = f(t)g((t)), also

e't)
gty TW=0

Die Integration liefert nun:
G o ¢(t) — F(t) = ¢ konstant,

also
o(t) =G HF(t)+c).

Die Physiker schreiben diesen Vorgang recht suggestiv, aber mathematisch schwach
begriindet, in der Form:

dy dy
1, = f@aly) = rom f(z) d
= Gy)—F(x)=c
dy .
(fir G(y) == Fe) und F(x) := /f(:c) dx ),



85  Gewohnliche Differentialgleichungen 361

Als konkretes Beispiel nehmen wir die DGL 3/ = xy.

Dann ist f(z) = x und ¢g(y) = y, und wir koénnen fiir die Stammfunktionen die
Funktionen

F(z) = ;f und G(z) :=1n |y|

nehmen. Dann gilt:

o(@)| = exp(za*+ o)

1
= k- exp(§x2), mit k£ > 0.

Also ist die allgemeine Losung gegeben durch

1
o(r)=Fk- exp(§x2), k> 0.

2. Eine lineare DGL 1. Ordnung hat allgemein folgende Gestalt:

(a)

Y + a(x)y = r(a).

Ist r(z) = 0, so spricht man vom homogenen Fall. Dann ist auf jeden Fall die
Funktion y(z) = 0 eine Losung. Suchen wir nach weiteren Losungen, so kénnen
wir voraussetzen, dafl y(z) # 0 fiir alle z ist. Dann gilt:

(nolyly(@) = L = o).

mit einer Integrationskonstanten ¢, die auch < 0 sein darf.

Nun betrachten wir den inhomogenen Fall (r(z) # 0): Sind ¢y, @2 zwei Losun-
gen, so ist

(01 = @2)' (1) + a(t) (@1(t) = pa(t)) = r(t) — r(t) = 0,

also unterscheiden sich je zwei Losungen der inhomogenen Gleichung um eine
Losung der zugehdrigen homogenen Gleichung. Die allgemeine Losung hat also
die Gestalt

p(t) = pp(t) +c- e,

mit einer ,,partikuldren Losung“ ¢, (t) der inhomogenen Gleichung. Die miissen
wir noch finden.

Meistens findet man spezielle Losungen iiber einen geeigneten Ansatz. So geht
man auch hier vor. Man spricht von der Variation der Konstanten, wenn man
ansetzt:

yp(x) = c(z) - e~
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Durch Differenzieren und Einsetzen in die DGL versucht man, Bedingungen
fiir ¢(x) zu erhalten:

y,(x) = (d(z) — c(x) - A'(x)) - e~ A@) = (¢ (2) — e(z)a(z)) - e~ A@,
Da y,(7) + a(z)y,(v) = r(x) sein soll, erhélt man die Bestimmungsgleichung:
d(x) - e A0 = p(z),

und setzt daher

xT

c(x) ::/:r r(t)et® qt.

0

Die Probe zeigt, dafl y, tatséchlich die inhomogene DGL 16st.
Die allgemeine Losung hat somit die Gestalt

) =) A = [ o))

0
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86 Lineare Differentialgleichungen

Unter einer Linearen DGL n-ter Ordnung versteht man eine DGL
v Fa(@)y" Y o ag(a)y = (), (+)

mit stetigen Funktionen ay, ..., a,,r. Die Funktion r(z) nennt man Stirglied oder Inho-
mogenitdt.

Das zugehorige System 1. Ordnung hat die Gestalt

3/6 = U
?Ji = ¥
/
Yp—2 — Yn—1
y;—l = —al(x)yn—l — ... an(:c)yg + 7"(33)

Das kann man auch in Matrizenschreibweise ausdiicken:

Yo : _ : Yo 0

L= : o of ¢ |+]|

) 0 0 . 1 ()
Yn—1 —an(:v) _an—l(x) o —ay (:B) Yn—1

Damit ist die Bezeichnung , linear® eigentlich schon gerechtfertigt. Es gibt aber noch eine
andere Betrachtungsweise:

Fiir 0 < k < n sei der Operator D* : C*(I) — C°(I) definiert durch

DH(f) = 1.

Dann ist D*(D'(f)) = D' (D*(f)) = D**'(f). Unter einem linearen Differentialoperator
n-ter Ordnung versteht man einen Operator der Gestalt

L=D"+a(z)D" '+ +a,(x)D°.
Er operiert auf den Elementen von C™(I) durch
Llf] = ™ ha - OV an - f tan - S
Man rechnet leicht nach:

Lifi+ fa] = LA+ LI
und  Lle- f] = c-L[f].

Also ist L : C"(I) — C°(I) eine R-lineare Abbildung zwischen reellen Vektorrdumen, und
die DGL (%) wird zu einer linearen Gleichung

Lif] =r.
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Insbesondere ist der Losungsraum der zugehorigen homogenen Gleichung
L= {f € CH(I)| LIf) = 0} = Ker (L)

ein R-Vektorraum.
Damit wird auch im allgemeinen Fall die Struktur der Losungsgesamtheit klar:

Ist y, eine partikulére Losung der inhomogenen Gleichung, so ist

y(@) = yp(@) +yn(z),  yn(z) € L,
die allgemeine Losung des Systems (x).

Wir wollen zunéchst den Losungsraum der homogenen Gleichung nédher bestimmen. Be-
sonders einfach ist folgendes zu zeigen:

V.6.1 Satz. Der Losungsraum L einer homogenen linearen DGL n-ter Ordnung ist
n-dimensional.

BEWEIS:  Zu den n Anfangsbedingungen

gibt es n Losungen fi,..., f,.
Wir definieren nun eine lineare Abbildung 7" : £ — R"™ durch

T(f) = (f(x0)7 f,<l'0), ce 7f(n_1)<x0))'

Ist T(f) = 0, so mufl f = 0 sein, wegen der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertpro-
blems. Also ist T injektiv.

DaT(fi) =e; firi=1,...,nist, ist T auch surjektiv und damit ein Isomorphismus. [ ]

Etwas schwieriger ist die explizite Bestimmung einer Basis des Losungsraumes.

Dazu sei fiir Funktionen fi,..., f, € C* ! die Matrix
Ale) e fulz)
file) - fo(@)
W(f1,. ., [o;x) = 1: : € M, .(R)

SV @) e f ()
definiert, die sogenannte Wronski—Matriz der Funktionen fi, ..., f, in x.

W(z) :==det W(f1, ..., fu;x) heiBt die Wronski-Determinante des Systems.
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V.6.2 Satz. Die Wronski-Determinante W (x) hdngt differenzierbar von x ab, und

es qilt:
Ale) e falo)
W'(z) = det fl(n_é)(m) o f7(l".72)

f@) e ()

BEweEls:  Alle Eintrdage in der Wronski-Matrix sind wenigstens einmal stetig differen-
zierbar, und daher ist auch die Wronski-Determinante stetig differenzierbar. Um ihre
Ableitung berechnen zu kénnen, mufl man wissen, wie man die Determinante einer Ma-
trix partiell nach den Eintrdgen der Matrix differenziert. Da ist es von Vorteil, wenn man
sich an den Laplaceschen Entwicklungssatz erinnert:

Ist A= (ai |4,j=1,...,n) = (a1,...,d,) € My,(R), so ist

det(A) = Z CLZ‘inj,
i=1

mit den Cofaktoren A;; := det(gl, . ,gj,l, gi,EjH, . ,En). Offensichtlich hangt Ay,
nicht von a; ab. Daher ist
Odet A
5akj -k
In Zeilenschreibweise ist
ax
Ai—1
Az’j = det €;
A1
a,
Damit folgt fiir eine Matrix A(z) = (a;j(z) | 4,7 = 1,...,n) und ihre Determinante

F(z) := det A(x):

F'(z) = ——(aij(2)) - ag;(x)
;,] (SL’

" Odet
(
132::1 daij
> Ai(x) - ay
ij=1

ay () ay ()
= Zn:(z a;;(x) - det te ) = idet a;('x)

a,(r) a, ()
Wendet man dieses Ergebnis auf die Wronski-Matrix an, so verschwinden alle Summanden,

mit Ausnahme des letzten, weil man sonst jedesmal zwei gleiche Zeilen erhélt. Daraus folgt
die Behauptung. []
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V.6.3 Satz. Sind fi,..., fn Losungen der homogenen linearen DGL
y™ +a(@)y" T+ an(2)y =0,
so erfillt ihre Wronski-Determinante W (x) = det W(f1, ..., fu;x) die DGL
W'(x) 4+ a1 (z)W(z) = 0.

BEweEls:  Sei f := (f1,..., fn). Dann gilt:

f(x) f(x)
W' (x) 4+ a(x)W(z) = det : + ay(z) - det :
(@) + ()W (2) gy ||
f(x)
= det :
f(n—2) (x)
£ (2) + ay(z) - £V (z)
f(x)
= det f(n—é)(x) = 0,
S (—ai(x) " (x)
i=2
weil die letzte Zeile Linearkombination der ersten n — 1 Zeilen ist. D

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losungen von DGLn folgt jetzt, dafl
entweder W (x) = 0 oder W(z) # 0 fiir alle = ist. Daraus folgt:

V.6.4 Satz. fi,..., fn seien Losungen der homogenen linearen DGL
y(”) + aq (I’)y(n_l) + o4 an(:p)y =0.
Dann gilt:

fi,-- -, fn sind genau dann linear unabhingig (iber R ), wenn fir wenigstens ein xq die
zugehorige Wronski-Determinante W (xq) # 0 ist.

BEWEIS:
1) Ist W(z) = 0, so kann man zu beliebig vorgegebenem x( ein 37&6 finden, so daf3

-
C=

W(f1,. s faso)o ¢=0

ist, denn W(f1,..., fu;xo) ist ja singulér.

f(z) :==cifi(x) + - + ¢, fu(z) ist nun eine Losung der homogenen DGL mit
f(zg) =0 firi=0,...,n— 1.

Wegen der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems mufi dann f(z) = 0 sein.
Also sind f1, ..., f, linear abhéngig.
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2) Sei W (xg) # 0 fiir ein xo.

Angenommen, es gibt ein ?7&6 mit Y ¢; f;(z) = 0. Dann ist auch W(f1, ..., fa; xo)o ‘=0
i=1
Das ist aber unmoglich! Also sind die Funktionen linear unabhéngig. ]
Definition.
Ein System ® := (¢1,...,,) von linear unabhéngigen Losungen einer homogenen

linearen DGL n-ter Ordnung heifit ein Fundamentalsystem.

Wir wissen jetzt, dal man ein solches Fundamentalsystem mit Hilfe der Wronski-Deter-
minante leicht erkennen kann. Aber wie soll man es finden? Das ist i.a. immer noch recht
schwierig. Wir machen daher eine weitere einschrinkende Annahme:

Wir betrachten im Folgenden nur noch lineare DGLn mit konstanten Koeffizienten.

Der Differentialoperator L habe jetzt die Form

L=D"+uD" "'+ - 4a,1D"+a,D°.
Das Polynom pr(z) := 2" +a;2" ' +---+a, 10 +a, wird als charakteristisches Polynom
von L bezeichnet. Es gilt:

V.6.5 Satz. Sind Ly, Ly zwei Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten, so
15t

La[f] = Lo[f] fiir alle f <= pr,(x) = pr,(2).

BEwEIS: 1) Zwei Polynome stimmen genau dann iiberein, wenn ihre Koeffizienten gleich
sind.

Ist aber p(z) = 2"+ a12" ' +---+a, und L := p(D) := D" +a; D" ' +-- - +a,D°, so ist
DIfl =" +ar- fOV 4 tap f +an
allein durch f und die Koeffizienten a; bestimmt.

Also gilt: pr, = pr, = Li[f] = Lo[f] fiir alle f.

2) Nun sei Ly = Ly, d.h. Ly[f] = Lo[f] fiir alle Funktionen f. Setzt man speziell f(x) :=
e, so ist D*[f] = c* - f, also

Ly[f] = pr,(c) - f und Ly[f] = pr,(c) - f.
Da f nirgends verschwindet und ¢ € R beliebig gewahlt werden kann, ist pr, = pr,. []

Bemerkung: Alle Uberlegungen lassen sich auf Differentialoperatoren mit komplexen
Koeffizienten iibertragen. Aulerdem gilt:

Ist p(z) = p1(x) - p2(x), L := p(D), L1 = p1(D) und Ly = pa(D). Dann ist

L:LlOLQZLQOLl.
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Daf} die Operatoren vertauschbar sind, liegt an der Formel D? D? = D1DP = DP*% und der
Tatsache, dafl die Koeffizienten konstant sind. Bei nicht-konstanten Koeffizienten geht’s
schief:

Ist L; = sin(z) D! und Ly = e D!, so ist

Ly o Ly = sin(z)e“ D? + csin(z)e“ D' und Ly o Ly = sin(x)e™ D? + cos(z)e“ D'

V.6.6 Satz. Sei L = D"+ a,; D" ' 4 - 4 a,D° ein linearer Differentialoperator n-
ter Ordnung mit konstanten (reellen) Koeffizienten. Das charakteristische Polynom pr(z)
zerfalle (tiber C ) folgendermaflen in Linearfaktoren:

pr(z) = (x =)™ (x—A)™ .- (= \)™.
Dann gilt:
1. Fir alle (reell- oder komplezwertigen) Funktionen f ist
Lifl=(D—=X\)™o(D—=X)"o...0(D—=X\)"[f].
Die Reihenfolge der Operatoren spielt dabei keine Rolle.
2. Ist (D — \;)™[f] =0 fiir ein i, so ist auch L[f] = 0.
3. Ist f = g+ jh eine komplexwertige Lisung der DGL L[f] = 0, so sind auch g und
h Lésungen der DGL.

BEwers: 1) ist klar, auf Grund der obigen Bemerkungen.

2) Da es in (1) nicht auf die Reihenfolge ankommt, kénnen wir schreiben:
L=1"0(D—\)™.

Ist schon (D — X\;)™[f] = 0, so ist erst recht L[f] = 0.

3) Ist 0 = L[f] = L[g + jh] = L[g] +j - L[h], so ist L[g] = 0 und L[h] = 0. []

Wir sind jetzt in der Lage, ein Fundamentalsystem von Losungen der DGL L[f] = 0 zu
konstruieren:

1. Fall: pp(x)=(x—XA)-...-(x—\,), mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € R.
Ist (D — A\)[f] =0, so ist auch L[f] = 0. Es gilt aber:

(D=X)[f] =0 <= f:OoderJ;::)\k
— flx)=c-e™", ceR.
Tatséchlich bilden die Funktionen
fi(@) =M L fa(z) = e

ein Fundamentalsystem von Losungen.
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2. Fall: pp(z) enthéilt einen mehrfachen Faktor (z — A)™. Dann versuchen wir die DGL
(D—X\)™[f] = 0 zu lésen. f(z) = e ist natiirlich eine Losung, aber eben leider nur eine!
Wir brauchen aber m linear unabhéngige Losungen.

Wir versuchen es mit dem Ansatz f(z) = q(z)e:

(D= Ng@)e™] = ¢'(@)e™ +q(x) - A = X (q(2)e™)

— q/ (.73) e)mc7
und nach endlich vielen Schritten
(D = N)"[f(2)] = ¢ (x) - .

Soll nun (D — A\)™[f] = 0 sein, so muB ¢™(z) = 0 sein. Das ist nur moglich, wenn g(z)
ein Polynom vom Grad < m — 1 ist. Speziell kommen

q(x) = 1 oder q(x) = x oder ¢(z) = x* oder ... oder g(z) = 2™ *
in Frage. Das liefert uns die m linear unabhéngigen Losungen

fi(x) = e, foz) =2, ..., fo(z) = 2™ e,

3. Fall: pz(z) besitzt eine komplexe Nullstelle . Dann ist auch A eine Nullstelle. Man
sieht sofort, daB fi(x) = e und fy(x) = e komplexwertige Losungen von (D—\)[f] = 0
bzw. (D — X)[f] = 0 sind. Ist A = a + j, so gilt:

M = e*(cos(Bz) + jsin(Bz)),

M = e (cos(Bx) — jsin(pz)).
Also sind die linear unabhéngigen (reellen) Funktionen
fi(z) == e cos(fx) und fa(x) := e sin(fx)

auch Losungen der DGL L[f] = 0.

4. Fall: Ist A sogar eine mehrfache komplexe Nullstelle von pr(z), etwa von der Viel-
fachheit m, so hat auch A die Vielfachheit m. Dann bilden die Funktionen

e cos(Br), xe™* cos(Bx), ..., 2™ e cos(Bx),

e sin(fx), ze** sin(Bx), ..., 2" e sin(fr)
linear unabhéngige Losungen von L[f] = 0.

Damit sind alle denkbaren Félle erledigt. Im Prinzip kénnen wir immer ein Fundamen-
talsystem bestimmen. Einziges Hindernis bleibt — wie {iblich — der Fundamentalsatz der
Algebra.
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Beispiel :
Wir betrachten die homogene lineare DGL 2. Ordnung
y" + 2ay’ + by = 0,
mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 und ¥'(0) = 0.

Das charakteristische Polynom ist p(x) = 2%+ 2ax +b. Die Nullstellen der Gleichung
p(z) = 0 sind gegeben durch

—2a £ 4a? — 4b
T = ¢ 2a :—aj:\/z,

mit A := a® — b.
1. A>0.

Dann ist p(z) = (x — A)(z — Ag), mit {\;, Ay} = {—a £ V/A}. Die allgemeine
Losung hat die Gestalt
y(x) = 1M + cpe™?,

und dann ist y'(z) = c;A1eM? + c\0e*2%. Einsetzen der Anfangsbedingungen
ergibt
c1+cy = 1 und Cl)\l -+ 02)\2 = 0.

Also ist ¢3 = 1 — ¢y und 1\ + (1 — ¢1) Ay = 0 Die gesuchte Losung hat deshalb

die Gestalt |

v(@) =35

()\26/\11: — )\16)\296).

2. A=0.

Dann besitzt p(x) die zweifache reelle Nullstelle —a. Also hat die allgemeine
Losung die Gestalt

y(x) = (c1 + cox)e ™.
Wegen /() = (¢ — a(cy + cax))e™* ergeben die Anfangsbedingungen:

c1=1und ¢y —acy =0, also ¢3 = a.
Die gesuchte Losung hat die Gestalt
y(z) = (1 4+ ax)e *".
3. A<O.

Setzt man w := v/—A und A := —a+ jw, so hat p(z) die komplexen Nullstellen
A und A. In diesem Fall hat die allgemeine Losung die Gestalt

y(x) = e *(cy cos(wz) + cosin(wx)).
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Dann ist

v () = —ae (¢ cos(wr) + casin(wz))
+ e (—wey sin(wr) + wey cos(w))

= e Y[(cow — acy) cos(wz) — (acy + wey) sin(wz)].
Die Randbedingungen ergeben
c1 =1 und cow —ac; =0, also co = —
Das fiihrt zu der Losung

y(x) = e *(cos(wz) + %sin(w:p)).

Man kann sie umformen zu einer geddmpften Schwingung
y(zr) = Ae”sin(wzx + ).
Es bleibt noch das Problem, eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL
y™ +ay Y 4 a,y = 1r(2)

zu finden.

Sei y1,...,y, ein Fundamentalsystem des zugehorigen homogenen Systems. Als Ansatz
fiir eine partikuldre Losung wéhlen wir die Variation der Konstanten:

yp(x) = Cr(@)ya () + - - - + Co(@)yn ().

Dann ist y,(z Z Cr(x ) + Z Ch(x . Wir wollen einfache Bedingungsglei-

chungen fiir die C} aufstellen in denen hochstens erste Ableitungen von den C; vorkom-
men. Dabei konnen wir relativ willkiirlich vorgehen.

Als erste Bedingung setzen wir

gjc,;w)yk(x) —0. (B

Dann ergibt sich: yp , also

||M:

ZCk —l—ZC'

Deshalb setzen wir als zweite Bedingung

> Cllane) =0, (B)
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Daraus folgt: y Z . So fahrt man fort und erhéalt schliellich:

S )y =0, (Baa)
k=1

(nl

also yz(,” (x) und

||
i M:

_ zi: Oy () + Xij Cr(@)y” (@)

Jetzt stellen wir noch die Bedingung

ZC’ V(@) = r(2).|  (Ba)

Wenn wir Funktionen C1, ..., C, finden kénnen, die alle Bedingungen (B;)—(B,,) erfiillen,
dann ist jedenfalls

y (%) = r(z) + z Cula)y™()

und
ZC’k )firi=1,...,n— 1.

Weil die y;, Losungen des homogenen Systems sind, folgt daraus:
@)+ aiyl"(x) =
i=1
= r(z)+ > Cilz)- ( )+ Zaly(n 2 )
k=1

= r(x).

Also ist y, dann tatséchlich eine Losung des inhomogenen Systems. Um zu sehen, ob wir
die Bedingungen (B;) — (B,,) erfiillen konnen, formulieren wir sie in folgender Form:

yi(z) Yn() Cl(x) 0
v (2) v, (x) Ci(x) 0
WD) e || 0
@) eyl () Ch() r(z)

oder kiirzer: .
Wi, .. Yn;x)o C (z) = r(x)-

Diese Gleichung kann man auflosen:
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Wir setzen N
2= [ Oyt o €
0
Dann ist N . .
C (2) =C (0)+ 7 (a),
also

Ql

yp(x) = ((2),.. . yn(x))o C (z)
= (@), ya(@)o € (0) + (1a(@), ., ya(2))o Z (2).
Da (y1(x), ..., yn(x))o C (0) = C1(0)ys(x) + - - - + Cr(0)y,(x) eine Losung des homogenen

Systems ist, reicht es, wenn wir als partikuldre Losung des inhomogenen Systems den
zweiten Summanden nehmen:

)
Ql

Yp() —y (z)e 2 () —y () o /Owr(t)W(yh L ymit) o €y dt.

Besonders einfach wird die Situation im Falle n = 2. Sind a, b, ¢, d und r irgendwelche
Zahlen, sowie A := ad — bc # 0, so ist

fa b\ _ord b (0
"\e d N N 1
_ (7t
A \a)
Wenden wir das auf die Situation der zweireihigen Wronski-Matrix

W(y1, yo; ) = <y1<:v> yz(x)>

vi(z)  ys(r)

an, so ist a = y; und b = ys, also

yp(m):yl($)'/()x%dt+y2 /y1 WD)

Die Integration kann statt bei 0 auch bei einer beliebigen anderen Zahl beginnen.
Beispiel :
Wir betrachten die DGL " + 3 — 2y = €”.

Das charakteristische Polynom p(z) = 2? 4+ x — 2 hat die beiden reellen Nullstellen
x = 1 und =z = —2. Also erhalten wir als Fundamentalsystem fiir die homogene

DGL:
yi(x) = e und yy(z) = 7.

Als néchstes berechnen wir die Wronski-Determinante:

Wi =doc [ 0 O Cge (57 ) = e e m e

yi(r) sz —2e7%"
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Dann ist
—ya(t / di —
/ Be—t 3

und . .

3e_t 3 9
Also erhalten wir als partlkulare Losung:

1 1
Yp(z) = ga:ex — §e“”.

Die Methode der Variation der Konstanten fithrt zwar theoretisch immer zum Ziel, aber
in der Praxis ist sie mithsam und oft schwer durchfiithrbar. In gewissen Féllen kann man
stattdessen die partikuldre Losung durch einen direkten Ansatz finden:

V.6.7 Satz.  Die DGL L[f] = r(x)e*® mit einem Polynom r(x) vom Grad s besitzt
eine partikulire Lisung y(x) = q(z)e’®, mit einem Polynom q(x).

1. Ist \ keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms pr(x), so hat auch q(z) den
Grad s.

2. Ist X eine m—fache Nullstelle von pp(z), so hat q(x) den Grad s +m.

BEwEIS: Esist
(D = M)lg(x)e™] = (¢'(x) + X - q(x) = Ai - g(x)) - .

Ist A = Mg, so wihle man ¢(z) so, daf8 ¢’(z) = r(z) ist. Der Grad von ¢ mufl dann s + 1
betragen. Ist A sogar eine m—fache Nullstelle, so iteriert man das Verfahren.

Ist A # Mg, so mufl man ¢(x) so wihlen, daf
q'(x) + (A=) - q(z) = r(z)

ist. Zur Abkiirzung setzen wir p := A\ — A\ Ist r(z Zb x', so setzen wir ¢(x) mit
=0
unbestimmten Koeffizienten an:

= Z Oél'l’i
i=0
Damit ¢'(x) 4+ p - q(z) = r(z) ist, muf gelten:

(t+ Doy +p-a = b firi=0,...,s—1
und oy = b

Das fiihrt zu dem linearen Gleichungssystem

2 1 0 -+ 0 (&7)) b(]
0 1% 2 .- 0 (075] bl
. o . _ .

0 0 p s Qg1 bs—1
0 u Qg bs
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Das System ist offensichtlich auflésbar.

Ist
L=(D—-X\)"o(D—X)™o...0(D—X\)™,

so wende man das gewonnene Ergebnis mehrfach an. ]

Beispiel :

Zur DGL y" —y = (3 + 2z + x?)e” gehort das charakteristische Polynom p(r) =
72 — 1= (z —1)(x + 1). Dann ist

1
(D —1)[(3z + 2 + gacg)ew] = (3427 + 2%)e",

und wir miissen noch ein ¢(z) finden, so daB (D + 1)[g(z)e”] = 3z 4 22 + 3a°)e”
ist. Das fithrt auf das Gleichungssystem

010+1'CY1

9.
= 2-aq+2-
2-as+3- a3
9.

as

fiir die Koeffizienten von ¢:

5 5 1 1
q(x) = —g + Zl’ + 11'2 + 65['3.

Einsetzen zeigt, dafl ¢(x) - €® tatsdchlich die DGL 16st:
Sei f(x) :=q(z) - e” = (—% + EI + ixz + %xg)ex. Dann ist

f@) = @)+ G+ et e

und f"(x) = f(z)+ 2<Z51 + ;x + ;:CZ)GI + (; +z)e”

= f(z)+ (34 2z + 2?)e”.

Eine andere Methode besteht darin, g(x) mit unbestimmten Koeffizienten anzu-
setzen und sofort in die DGL einzusetzen. Koeffizientenvergleich fithrt dann zum
gewiinschten Ergebnis.

Bemerkung: Hat die rechte Seite die Gestalt r(z)e® cos(wx) oder 7(x)e? sin(wz), so
klappt es meist mit einem Ansatz der Form
A

y(r) = q1 (7)™ cos(wz) + ga(z)e sin(wx).



