Kapitel IV

Reihenentwicklungen

§1 Komplexe Funktionen

Wir untersuchen Teilmengen der komplexen Zahlenebene:

Ist zp € C, € > 0 eine reelle Zahl, so heifit
D.(z) ={2€C||z—2]|<e}

eine € -Umgebung von zy. Es handelt sich dabei um eine Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt
2o und dem Radius €. Die Punkte, die auf dem Rand der Scheibe liegen, also auf der
eigentlichen Kreislinie, gehoren nicht dazu!

Definition.

Sei B C C eine Teilmenge.
1. Ein Punkt zy € B heift innerer Punkt von B, falls es ein € > 0 gibt, so daf3
sogar noch D.(zp) ganz in B liegt.
2. Die Menge B heif}t offen, falls jeder Punkt von B ein innerer Punkt von B ist.
3. Die Menge B heifit abgeschlossen, falls C\ B offen ist.

4. Sei B C C beliebig. Ein Punkt zy € C heifit Randpunkt von B, falls jede
e-Umgebung von z, sowohl Punkte von B als auch Punkte von C\ B enthélt.

Beispiele :
1. Jede e-Umgebung ist offen:

Sei wg € De(29), d := | wg — 2z |. Dann

ist 0 < d < . Wir wihlen eine Zahl r

O<r<e—d.
€

Ist z € D,.(wy), so ist

|z —2| = |(z—wo)+ (wo— 20)|
< |z—wol|+|wo— 2]
< r+d<(e—d+d=c

Also liegt ganz D,.(wg) in D(2p).

2. Ahnlich zeigt man, daB der vertikale Streifen {z € C | 0 < Re(z) < 1} eine offene
Menge ist.
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3. Ganz C ist selbstverstandlich offen.

4. Sind B;, By C C offen, so ist auch B; U By offen:

Ist 2o € By U By, so liegt 2z, entweder in By oder in By oder in beiden Mengen
gleichzeitig. Nach geeigneter Numerierung der Mengen kénnen wir annehmen, dafl
2o etwa in B liegt. Es gibt also eine e-Umgebung von zp, die noch in B; und damit
erst recht in By U By liegt. Das heifit, dafl zy innerer Punkt von B; U Bs ist, und da
zo beliebig war, ist B; U By offen.

5. Sei 2y € C, 29 = xg + jyo. Dann sind die Mengen

By = {z€C|Re(z) <o},
By, = {z€C|Re(z) >z},
By = {z€C|Im(2) <o}
und By = {z€C|Im(z) >y}

jeweils offen, und auch B;jUByUB3UBy ist offen. Also ist {29} = C\(B1UByUB3UBy)
abgeschlossen!

6. Sind a < b und ¢ < d reelle Zahlen, so beweist man wie eben, daf§ die Menge
{z€Cla<Re(z) <bund c <Im(z) <d}

abgeschlossen ist. Hier gehort der Rand zu der Menge dazul

IV.1.1 Satz. FEine Menge A C C ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Randpunkte enthdlt.

BEWEIS: 1) Zunéchst sei A C C abgeschlossen, zy ein Randpunkt von A.

Angenommen, zy gehort nicht zu A. Dann liegt zg in der offenen Menge U := C\ A, und
es gibt eine e-Umgebung von zy, die noch ganz in U liegt, also A nicht trifft. Das ist ein
Widerspruch zur Voraussetzung, dafl z, ein Randpunkt ist.

2) Nun sei A C C eine Menge, die alle ihre Randpunkte enthélt. Ist zp € U := C\ A, so
ist 2y kein Randpunkt von A. Es mufl mindestens eine e-Umgebung von 2, geben, die A
nicht trifft, also ganz in U liegt. Da man das bei jedem Punkt von U sagen kann, ist U
offen und A abgeschlossen. ]

Warnung! Die Menge C ist gleichzeitig offen und abgeschlossen (sie besitzt iiberhaupt
keine Randpunkte), und andererseits gibt es Mengen, die weder offen noch abgeschlossen
sind, z.B. die Vereinigung einer offenen und einer abgeschlossenen Kreisscheibe, etwa

1 1
{ZG(C]|z—1|<§oder]z—|—1\§§}.
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Definition.
Eine Teilmenge G C C heif3t ein Gebiet, falls gilt:

1. G ist offen.

2. Zu je zwei beliebigen Punkten zy, 2o € G gibt es einen stetigen Weg ¢ : [0, 1] —
G mit p(0) = z; und ¢(1) = 2.

Eine Vereinigung von zwei disjunkten offenen Kreisscheiben ist zwar wieder offen, aber
sie ist kein Gebiet, denn man kann nicht mit Hilfe eines stetigen Weges vom ersten in den
zweiten Kreis gelangen, ohne die Kreise zu verlassen. Man nennt Gebiete auch zusam-
menhdngende offene Mengen.

Definition.

Eine Folge (z,) komplexer Zahlen konvergiert gegen die Zahl z, wenn gilt:
Ve>0 dng s.d. fir alle n > ng gilt: 2z, € Do(z20).

(In Worten: In jeder e-Umgebung von z, liegen fast alle Folgeglieder z,,.)

Man schreibt dann auch: nh—r>Ic>lo Zn = 2.

IV.1.2 Satz. FEine Folge z, = x, + jy, in C konvergiert genau dann gegen z, =
o + jyo, wenn x, gegen xo und y, gegen yo konvergiert.

BEWEIS:
Zn =20 <= |zo—2z,|—0
— (xo— :En>2 + (yo — yn)2 —=0
<— |zg—x,|—=0und |yo—y,| =0
<~ 1z, — x9und vy, — Yo.
L]
Definition.

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine ,komplexwertige“ Funktion und zy € G ein
Punkt.

f heifdt stetig in z, falls gilt:

Fiir jede Folge z, € G mit lim z, = z ist auch lim f(zn) = f(20)-

Bemerkung: Ist f = g+ jh die Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil, so gilt:

Ist f stetig in zp, so sind auch g und h stetig in zp, und auch | f| := /g + h? ist stetig
in z.
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Beispiele :
1. Konstante Funktionen f(z) = ¢ sind iiberall stetig.
2. Die Funktion f(z) = z ist iiberall stetig.
3. Wie im Reellen zeigt man auch im Komplexen:
(a) Summen und Produkte von stetigen Funktionen sind wieder stetig.
(b) Ist f in zo stetig und f(z) # 0 fir z € G, z nahe bei z, so ist auch 1 in der
Néhe von zy definiert und in z; stetig. /
4. Aus den obigen Bemerkungen folgt:

Komplexe Polynome p(z) = ag + a1z + -+ + a,2" sind iiberall stetig. Rationale
Funktionen, also Quotienten von Polynomen R(z) = pgzi, sind iiberall dort definiert
q(z

und stetig, wo ¢(z) # 0 ist.

1
Wir wollen speziell die Funktion z +— — untersuchen. Sie ist auf C* := C\ {0} definiert
z

1 1
z

und stetig. Bekanntlich ist
= — 2.
2Z
Schreibt man z in der Form z = r - e, mit reellem 7 > 0 und ¢ € [0, 27), so ist 2z = r?
und z = r - eIt Also gilt:

Ist z=r-el, soist — =~ -e
z
. 1 .. . -
Der Ubergang r — — bedeutet eine Spiegelung am Einheitskreis, der Ubergang et s e7J?

r
eine Spiegelung an der x—Achse.

1
Man nennt die Abbildung z — — auch die Inversion.
z

Eine besonders wichtige Rolle spielen die sogenannten (gebrochen) linearen Transforma-

tionen L
az
T = — d—> 0.
(2) cz+d’ “ c7
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Warum sie ,linear heiflen, werden wir weiter unten sehen. Sie sind fiir alle z # ——
c

definiert und stetig.

Wir unterscheiden 2 Félle:

1. Fall: ¢=0.

Setzt man A := % und B := 2, so erhélt man die affin-lineare Funktion

T(z)=A-z+ B.

Ist A =a+ jf, so entspricht die Abbildung z + A - z der linearen Transformation
x R x
()05 )0)

der Ebene. Die Abbildung w — w + B ist eine Translation der Ebene. 2. Fall: ¢ # 0.

Setzt man diesmal A := be — ad und B := 27 S0 ist
c c
. B - (a(cz 4+ d) + (be — ad)
cz+d c(cz +d)

_acz+ad+be—ad

B c(cz 4+ d)
az+b
cz+d (2)

Also setzt sich T aus affin-linearen Funktionen und der Inversion zusammen. Diese Infor-
mation wird sich als sehr niitzlich erweisen.

IV.1.3 Hilfssatz. Jede Gerade und jeder Kreis kann durch eine Menge der Gestalt
M ={azz+cz+cz+0 =0}

mit a,0 € R, ¢ € C und c¢c > ad beschrieben werden.

Ist a =0, so liegt eine Gerade vor, andernfalls ein Kreis.

BEWEIS:

1) Ist @ = 0, so muf} automatisch ¢ # 0 sein, und die Menge
M={ze€C|cz+cz+=0}
ist eine Gerade. Umgekehrt kann jede Gerade so geschrieben werden.

2) Ist o # 0, so kann man dadurch dividieren, also 0.B.d.A. annehmen, daf§ v = 1 ist.
Dann ist 7 := v/c¢ — § eine positive reelle Zahl, und der Kreis um u := —¢ mit Radius r
ist gegeben durch

(z —u)(z —u) ="

<~
— zZitcztez+ (uu—1r?) =0
<— zZ+4cz+cez+0=0.

|z—u|=r
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b
IV.1.4 Satz.  FEine lineare Transformation T(z) = azj_—d mit ac — bd # 0 bildet
cz

Kreise und Geraden wieder auf Kreise oder Geraden ab.

Zum BEWEIS betrachten wir eine Menge der Gestalt
M={ze€Cl|azzZ+cz+cz+0=0}

mit a, 0 € R, ¢ € C und c¢ > . Wir miissen zeigen, dal T'(M) wieder eine solche Gestalt

hat:

Es reicht, affin-lineare Funktionen und die Inversion zu betrachten.

1) Sei w = Az + B. Dann gilt:

1

B
z=Cw+ D, mitC::ZundD:: 1

Liegt z € M, dann ist

0 = a(Cw+ D)(Cw+D)+c(Cw+ D) +e(Cw+ D) +9
= (aCD)ww + (aCD + cC)w + (aC'D + ¢C)w
+ (aDD + ¢D +¢eD +6),

Also liegt w wieder auf einer Menge vom gewiinschten Typ.

1 1
2) Nun sei w = —. Dann ist auch z = —, und es gilt fiir z € M:
z w

4 ; +6=0.
Da w # 0 sein muf}, konnen wir mit ww multiplizieren und erhalten:
a + cw + cw + dww = 0.
Auch hier ist das Bild von M wieder eine Menge vom gewiinschten Typ. []

Wir wollen nun ganz genau untersuchen, wie das Bild der reellen Achse aussieht:

az+0b
Ly o aE b _ _
Sei T'(z2) o d mit ad — be # 0
1.Fall: Sei ¢ =0, also T(z) = Az + B.

Als Bild der reellen Achse erhélt man die Gerade {z = A-t+ B |t € R}.
2.Fall: Sei ¢ # 0 und d = 0. Dann ist

T(z) =~ +

ol o
[SE

Da die Inversion die reelle Achse (ohne den Nullpunkt) wieder auf sich abbildet, erhalten
wir — bis auf einen Punkt — als Bild der reellen Achse die Gerade {z = % t+ 2]t e R}
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3.Fall: Sei ¢ # 0 und d = rc mit einer reellen Zahl r # 0. Dann ist

az+b a. b—ar
cz+d ¢ c(z+7)
1 b—
und T(z) = A- + B, mit A := W nd B = 2.
zZ4+r c c

Das Bild von R ist die Gerade {z = A-t+ B |t € R}.

4.Fall: ¢ und d seien tiber R linear unabhingig. Wir zeigen, dafi das genau dann gilt,
wenn cd — ¢d # 0 ist:

a) Ist d = rc mit r € R, so ist cd — &éd = r(cc — ec) = 0.

b) Ist umgekehrt cd — éd = 0, so ist auch

cld+d)—d(c+¢c)=0,

also ¢ - Re (d) = d - Re(c). Ist einer der Realteile # 0, so sind ¢ und d offensichtlich
iitber R linear abhéngig. Ist dagegen ¢ = jy und d = jd mit reellen Faktoren ~y,d # 0,
so sind ¢ und d ebenfalls iiber R linear abhingig.

Es sei also ¢ = a+jvy und d = $+ jd, mit cd — ed = 2j (8 — ad) # 0. Die Transformation
T zerlegen wir in der iiblichen Form

a be—ad 1
T(z) =— . )
(2) cjL c cz+d

g(z) == cz+dbildet R = {z € C| z = z} auf die Gerade
L:={weC|ew—cw+ (cd—ed) =0}
ab, denn es ist ja z = 1(w —d).
In Normalform hat L gie Gestalt
L={weC|ew+ew+ p=0},
mit e := —jé und ¢ := —j(cd — &d) = 2(y3 — ad) # 0.

1
Als néchstes erfolgt die Inversion h(w) := —. Es ist
w

h(L):{U€C|S+%+Q=0}:{UGC|QUT)JréereT):O},

und das ist (wegen o # 0) ein Kreis. Wir teilen noch durch o, und dann kénnen wir
ablesen:

- 1
= — C_ mit Radius r := «©_ —v/ce.
cd —ed 0> 0

h(L) ist ein Kreis um u := o
0

—
IS
—_

Da z, := n € N durch h o g auf
Nullpunkt!

abgebildet wird, geht der Kreis h(L) durch den
en+d
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bec — ad
Schlieflich wird noch die affin-lineare Funktion f(v) := f,r-a
c

v auf h(L) angewandt.

Das ergibt wieder einen Kreis, mit Mittelpunkt ¢
. a bc—ad
u = - + p - U
1 a(ed — ed) — &(be — ad)
o cd — éd
B ad — be
- cd—cd
und dem Radius
. a ad—bc
o= 0 —u] = S-S
a(cd — ed) — c(ad — be)
= | c(cd — ed) |
¢ be—ad
e ed—cd |
~ad—bc
| cd — éd :

Wir betrachten nun einige Anwendungen der komplexen Rechnung in der Elektrotechnik:

In Ergidnzung zu den Betrachtungen in §6 im 1. Kapitel berechnen wir zunéchst einige
Widerstandsoperatoren im Wechselstromkreis.

1. Kondensator mit Kapazitiat C

Die Ladung ¢ und die Spannung u sind zeitabhéingig, zwischen ihnen besteht die

Beziehung
q=C-u.

Die Stromstérke i ist gegeben durch
i=q=C-u.
Nun schreiben wir u und ¢ als harmonische Schwingungen:

u(t) = u-sin(wt+ @,)
und  i(t) = 7-sin(wt+ ;).

Unter Verwendung der komplexen Zeiger U := @ - eI« und [ :=7- e}% erhalten wir
Spannung und Stromstérke in komplexer Schreibweise:

u(t) := U-ed“t und i(t) = I - et

Ist f(t) = g(t) + jh(t) eine komplexwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen,
so definiert man f'(t) := ¢'(¢t) + jh'(t). Speziell gilt:
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(a) Ist f(t) =c-t fir ein ¢ € C, so ist f'(t)

(b) Esist (fi+ f2)'(t) = (f1)'(t) + (f2)'(¢).
(c) Ist f(t) = e, soist f/(t) = jw - eIt

C.

BEWEIS: a) Ist ¢ = a+ jf3, so ist
f(t) =at+jpt, also f'(t) = a+ jB.
b) ist trivial.
c) Ist f(t) = cos(wt) + j sin(wt), so ist
f'(t) = —wsin(wt) + jw cos(wt) = jw(cos(wt) + j sin(wt)). []

Da cos(z) = sin(z + 7) ist, gilt die Beziehung i = C - % auch fiir die komplexen
Groflen:
i(t)y=C-d'(t).

Nach den gerade erwéhnten Ableitungsregeln bedeutet das:

’l:C"juwQ.‘

U
Fiir den Widerstandsoperator Z = — folgt dann:

~

u .
Das ist eine rein imagindre Grofle. Aus der Darstellung Z = —e’¥ ergibt sich:
D
: T
ed? = —j, also ¢ = —5

Das bedeutet, dal ¢, = ¢; — g ist, der Spannungszeiger lauft dem Stromzeiger in
der Phase um 90° hinterher.

Induktivitat L

o—l—

di

Hier gilt das Induktionsgesetz: u=1L- e

oder in komplexer Schreibweise:
u(t)=L-4(t).
Unter Verwendung der Beziehungen

u(t)y=U - 3t und i(t)y=1- et
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ergibt das

U=L-jw-I|

So erhélt man den Widerstandsoperator

Hier ist die Phasendifferenz ¢ = 7, der Spannungszeiger lduft dem Stromzeiger in
der Phase um 90° voraus.

Abhéngigkeiten wie t — wu(t) oder ¢ — i(t) fihren zu parametrisierten Kurven in der
komplexen Ebene. In der Elektrotechnik bezeichnet man solche Kurven als Ortskurven.
Dabei braucht der Parameter nicht unbedingt die Zeit zu sein! Manchmal bezeichnet man
die Abhéngigkeit einer komplexen elektrischen Grofie von einem reellen Parameter auch
als Netzwerkfunktion.

Schaltet man etwa einen Ohmschen Widerstand und eine Induktivitit in Reihe, so addie-
ren sich nach den Kirchhoffschen Regeln die Widerstandsoperatoren:

R L

o—1 Il

Man kann in diesem Fall den Gesamtwiderstand
Z=Z(w)=R+ jwL

als Funktion der Frequenz w auffassen.

Die Spur der Ortskurve sieht folgendermaflen aus:

‘ I w=20
In der Gleichstromlehre bezeichnet man den Kehrwert des (Ohmschen) Widerstandes als
Leitwert. Analog nennt man
po 1
den Leitwertoperator. Man schreibt ¥ = G + jB und nennt GG den Wirkleitwert und B
den Blindleitwert.

Beispiele :

1. Bei einem Ohmschen Widerstand R ist auch Z = R, und daher ergibt sich Y =

1
R
1
2. Bei einer Kapazitiat C ist Z = —j—C und daher Y = jwC.
w
1
3. Bei einer Induktivitdat L ist Z =L - jw und Y = —J—L
w

Ist der Widerstandsoperator eines Wechselstromkreises als Ortskurve gegeben, so konnen
wir nun auch die Ortskurve des Leitwertes bestimmen.

Beispiele :
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1. Wir betrachten die Reihenschaltung eines Ohmschen Widerstandes und einer Ka-

pazitat:
R I I C
. |l ;
1
Hier sei R > 0 variabel und oC = 5 konstant. Dann sieht die Ortskurve von
w
1
Z=Z(R)=R- j—C =R —5j folgendermafen aus:
w
Y
X
-5
Z(R)
. . 1 1 : . .
Der Leitwert ist ¥ = — = -. Wir berechnen einige spezielle Werte:
Z R-5j
g [o] 5 |
Y =Y(R)|5j|(1+1J) \ 0

(Esist Z(5) =5(1—j), also Y(5) = 25 - 5(1 +j) = 15(1 +j).)

Das Bild der Geraden Y = —5 unter der Inversion muf} also ein Kreis sein (es ist
ein Kreis oder eine Gerade, und es enthélt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen). Wir kénnen diesen Kreis genau bestimmen, indem wir das Bild der reellen
Achse unter der linearen Transformation

az+b 1

cz+d  z—5j

T(z):=

ermitteln. Esista = 0,0 =1,c = 1und d = —5j, also cd = 5j und ¢ = —j(cd—cd) =
10. Der Bildkreis hat also
ad—bc -1 1,

den Mittelpunkt = — = = —
en Mittelpun u d—zd 3o 10J

ad — bc 1
d den Radi == ——
und den Radius r 72| = 10
0.2
Das ergibt folgende Ortskurve Y = Y (R): 0.1:(1+j) Da nur der

Fall R > 0 interessiert, ist die Ortskurve ein Halbkreis.
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2. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Reihenschaltung eines Widerstandes R, einer
Induktivitdt L und einer Kapazitat C':

R L C

Sind R, L und C' fest, so kann man Z als Funktion von w auffassen:

1 1
ZJw)=R+jwL—-j— =R+ jwL - —).
Zw)=Rtjul —j—z=R+jwl——7)
1
Ist k := — konstant und X := wlL, so ist Z = Z(X) = R+ j(X — k), und die
w
Ortskurve von Z(X) ist die vertikale Gerade

{R+j(X —k)| X eR}.

Wir wollen die Ortskurve von

1 1

Y(X) = R+j(X—k) jX+(R—-jk)

bestimmen. Wieder geschieht das mit Hilfe der linearen Transformationen:

Esista=0,b=1,c=jundd= R — jk. Also ist cd — &d = 2jR und ¢ = 2R. Das
ergibt als Bild einen Kreis mit

j 1
Mittelpunkt u* = 2,]JR =55
_ 3 1
und Radius 7r* = |2.]j% = 5
1
R

Fiir die mathematisch Interessierten soll zum Schlufl noch gezeigt werden, wie die linearen
Transformationen mit echten linearen Abbildungen zusammenhéngen:

a b

Fiir eine Matrix A = ( . d ) € M;5(C) mit det(A) # 0 kennen wir einerseits die

lineare Transformation
az+b

Talz) = cz+d
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und andererseits die lineare Abbildung F, : C* — C? mit
z z az + bw
Fy: — A - = ,
4 (w) (w) (cz + dw)
z\, [(az+b) Tu(z)
FA(<1>>_<CZ+d>_<CZ+d) ( L)
Sei nun B := < Z Z ) eine weitere Matrix. Dann gilt:

Fpo Fg (i) _ Fu((uz ) (TB1(Z)>>

_ <uz+v>-FA<(TB( ’))
— (uz4v)- (e Ty (TA )

o-(M)
= (c(rz+s) +d(uz +v)) <A )
)

Dann ist

rz+3
z+v

= (uz+wv)(c-

Andererseits ist
ar +bu  as-+bu

AOB:(cr—l—du cs + dv

z z
Fy-F = Fao
A B<1> AB<1>

und

= ((er +du)z+ (cs + dv)) - <TAof(2)>
= (c(rz+s)+d(uz+v))- (TAOf(2)>.

Daraus folgt:

TA e} TB<Z) = TAoB(Z) .

Auflerdem ist

Tl (2) =z | und daher |[(Ty) ' =Ty .
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82 Reihen von Zahlen

Sei ag, ay, as, ... eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen. Mit
N
Sy = Z ay,
n=0

bezeichnet man die N-te Partialsumme der a,. Die Folge (Sy) der Partialsummen nennt
man eine unendliche Reihe und bezeichnet sie mit

00
n=0

Die Reihe heifit konvergent (bzw. divergent), falls die Folge (Sy) konvergent (bzw. diver-
gent) ist. Der Grenzwert wird gegebenenfalls auch mit dem Reihen—Symbol bezeichnet.
Hier findet also der gleiche Notationsmiflbrauch wie bei den uneigentlichen Integralen
statt.

Einige Beispiele kennen wir schon:

> 1
1. Ist 0 < ¢ < 1, so konvergiert die geometrische Reihe Z q" = T—o
n=0 -9
2. Die Fulersche Zahl kann durch eine Reihe dargestellt werden:

i 1

n=0

Hze.

Aus den Regeln fiir die Konvergenz von Folgen ergeben sich analoge Regeln fiir Reihen:

1. Konvergieren die Reihen Zan und Z b, gegen a bzw. b, so konvergiert auch

n=0 n=0
[eS)

Z(an + b,,), und zwar gegen a + b.

n=0

o0

2. Ist ¢ eine feste Zahl, so konvergiert Z(c - ap) gegen ¢ - a.

n=0

Ein erstes notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe ist schnell gefunden:

IV.2.1 Satz. Ist Z a, konvergent, so ist (a,) eine Nullfolge (also eine gegen O kon-
n=0

vergente Folge) .

BeEwels:  Die Folgen Sy und Ty := Sy_1 konvergieren beide gegen den gleichen Grenz-
wert, eine Zahl a. Aber dann konvergiert ay := Sy — T gegen a — a = 0. ]

Daf} dieses Kriterium nicht hinreicht, zeigt das Beispiel der ,harmonischen Reihe*:
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Beispiel :
=1
Konvergiert die Reihe Z — 7 Die Anschauung hilft hier nicht viel weiter.
n=1

Es ist aber leicht, die Partialsummen nach unten abzuschétzen:

S —1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+ +(1+ +1)
T 2 "\3 "4 57678 ON-1 11 ON
>1+1+<1+1)+<1+ +1)+ +<1+ +1>
= 2 4 4 8 8 oN oN

- 2 4 8 N

= 1+1+1+1+ +1 (1+NS den)

= 2 2 2 2 umimanden
N

Also ist die Reihe divergent!

In einem besonderen Spezialfall kommt man fast mit dem notwendigen Kriterium aus:

IV.2.2 Leibniz-Kriterium. (ay) sei eine monoton fallende Nullfolge reeller Zah-
len.
Dann ist die ,alternierende Reihe* > (—1)"a, konvergent.

n=0

BEwWEIS:  Wir betrachten die Folgen uy := Son_1 und vy := Spyny. Dann gilt:

UN+1 = 52N+1

Son—1 + Gan — Aan1

> Son-1 = Un.
UNg1 = Sonto

= Son — Gan+1 + Qan+2

< Sey = wn.

Weiter ist
vy = Son = Son—1 + aan > up,

und vy — uy = agn konvergiert gegen Null.

Also ist Iy := [uy, vy]| eine Intervallschachtelung, die gegen einen Grenzwert konvergieren
mufl. ]
Beispiel :
s 1 ..
Die alternierende harmonische Reihe » (—1)"— konvergiert! Uber den Grenzwert
n=1 n

konnen wir allerdings im Augenblick noch nichts aussagen.
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Es besteht eine grofe Ahnlichkeit zwischen der Theorie der Reihen und der Theorie der
uneigentlichen Integrale. Insbesondere spielt auch bei den Reihen das Cauchy-Kriterium
eine wichtige Rolle:

IV.2.3 Cauchy-Kriterium.  Die Reihe (reeller oder komplezer Zahlen) > a, kon-

n=0
vergiert genau dann, wenn gilt:
N
Ve>03Ny, sodaf VN > Ny gilt: | D a,|<e.
n=Np+1
N

BEwEIs:  Da Z a, = Sy — Sy, ist, folgt das Cauchy-Kriterium fiir Reihen unmit-

n=Np+1
telbar aus dem fiir Folgen (vgl. Kap. I1I, §5). ]

Der Vorteil des Kriteriums besteht darin, daf$ man es mit endlichen Summen zu tun hat!

Definition.

Eine Reihe (reeller oder komplexer Zahlen) > a, heifit absolut konvergent, falls
n=0
> | a, | konvergiert.
n=0
Auch dieser Begriff ist analog zur absoluten Konvergenz uneigentlicher Integrale gebildet,
und es gilt entsprechend:
IV.2.4 Satz.
FEine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewdhnlichen Sinne.

Zum BEWEIS verwendet man das Cauchy—Kriterium. Es ist

N N
| Z an | < Z | an |
n=Np+1 n=Np+1

Konvergiert die Reihe der Absolutbetrige, so wird die rechte Seite bei groem Ny beliebig
klein, und das gilt dann erst recht fiir die linke Seite. []

Besonders héufig wird das folgende Vergleichskriterium benutzt:

IV.2.5 Majoranten—Kriterium.

Ist Z a, eine konvergente Reihe nicht-negativer reeller Zahlen, und ist (c,) eine Folge
n=0

reeller oder komplexer Zahlen, so dafi |c,| < a, fir fast alle n € N gilt, so konvergiert

die Reihe Z ¢n absolut!

n=0

Auch hier wird der Beweis mit Hilfe des Cauchy—Kriteriums gefiihrt.

Wenn nun eine Reihe nicht zufillig das Leibniz—Kriterium erfiillt, wird man i.a. ver-
suchen, die Konvergenz mit Hilfe des Majoranten—Kriteriums auf die Konvergenz einer
Vergleichsreihe mit positiven Gliedern zuriickzufithren. Fiir letztere gibt es zahlreiche Un-
tersuchungsmethoden, von denen wir hier nur die populérste betrachten kénnen:
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IV.2.6 Quotienten—Kriterium.  Es sei (a,) eine Folge von (reellen oder komple-
zen) Zahlen # 0. Auflerdem gebe es eine reelle Zahl ¢ mit 0 < g < 1, so daff

| ot | <q<1 [fir fast alle n gilt.

n

Dann ist die Reihe Z ay, absolut konvergent.

n=0
BEwEgis: Fiir fast alle“ bedeutet:
.. . An+1
I Ny € N, so daB fiir n > Ny gilt: | | <g¢< 1.
n
Dann ist
langsn | < q-langsn1 | < oo < g fan, |
[e.e] o0
Also ist Y ¢" - |an, | eine Majorante der Reihe Y an,4n. Die erstere konvergiert, es
n=0 n=0

handelt sich ja um eine geometrische Reihe. Nach dem Majorantenkriterium konvergiert
dann die zweite Reihe absolut, und damit auch die Ausgangsreihe, die lediglich ein paar
Anfangsterme mehr besitzt. ]

Bemerkung: In der Praxis geht man meist folgendermafien vor:

Qp41
Qp

oo
| <1, so konvergiert Z a, absolut.

n=0

Ist lim |
n—o0

Qp, .
Das ist aus folgendem Grund richtig: Wenn die Quotienten ]—H\ gegen ein ¢* < 1
a

konvergieren, so gibt es ein € > 0 und ein ng € N, so daf gilt:

a
| | < ¢F 4 < 1 fiir n > ny.

n

Setzt man nun ¢ := ¢* + ¢, so ist das Quotientenkriterium mit diesem ¢ erfiillt.

Beispiele :
> 1
1. Bei der harmonischen Reihe Z — 1ist
n=1

1 An41 n
a, = —, also | | = :
n an n+1

und dieser Ausdruck konvergiert gegen 1. Er bleibt also nicht unterhalb einer festen
Schranke ¢ < 1, und man kann das Quotientenkriterium nicht anwenden. Kein
Wunder, die Reihe ist ja divergent!

Ap41

2. Ist sogar | | > 1 fiir fast alle n, so bilden die Glieder a,, keine Nullfolge, und

n

die Reihe Z a, divergiert.

n=0

Bei der harmonischen Reihe kann man die Divergenz aber nicht auf diesem Wege
ermitteln.
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=1 1
3. Betrachten wir die (schon bekannte) Reihe ) — - Hier ist a, = —, und
= n! n!

’an—&-l‘_ n' o 1
a, = (n+1)! n+l

konvergiert gegen Null. Insbesondere bleibt der Quotient irgendwann unter jeder
vorgegebenen Schranke ¢ mit 0 < ¢ < 1. Also konvergiert die Reihe! Das wufiten
wir schon, aber der vorliegende Beweis ist erheblich einfacher als der im 1. Kapitel
angegebene.

< 1
4. Wie steht es mit Z — ?
n

n=0

Der Quotient

n? n? 1

(n+12 n2+2n+1 1+2+14
konvergiert gegen 1, also sagt das Quotientenkriterium nichts aus — weder im posi-

tiven noch im negativen Sinne. Die Situation ist hier aber anders als bei der harmo-
nischen Reihe. Man kann nédmlich abschétzen:

Noq N 1

2w S o
N
- 1+n:2(ni1_711)
= L ) (G )
1
= 1+1_N§2'

Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend und beschrénkt, also konver-
gent. Uber den Grenzwert konnen wir leider noch nichts aussagen.

00 2

5. Bei der Reihe Z Z—n hilft das Quotientenkriterium: Fiir n > 3 ist
n=0
‘anﬂ | = (n+1)%.27
n, n2 . 2n+l
e
2 n

< s(1+ 1)2
-2 3
1/4\? 8
= —|z) ==z <L
() =5
Absolut konvergente Reihen verhalten sich sehr gutartig, die anderen Reihen hingegen

ausgesprochen bosartig. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes, den wir ohne Beweis
zitieren:

Also ist die Reihe konvergent.
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IV.2.7 Umordnungssatz.

(e}

1. Ist die Reihe Z absolut konvergent, so konvergiert jede Umordnung der Reihe gegen
n=0
den gleichen Grenzwert wie die urspriingliche Rethe.

2. Ist die Rethe Z nicht absolut konvergent, so gibt es zu jedem x € R eine Umordnung
n=0
der Rethe, die gegen x konvergiert.

Probleme bereitet oft das Produkt von Reihen:

IV.2.8 Satz. Die Reihen Z a, und Z b, seien absolut konvergent und im gewdhn-
n=0 n=0
lichen Sinne jeweils gegen a bzw. b konvergent.

Firn € Ny sei ¢, := Z a;b; = agb, + arby,—1 + -+ + a,by. Dann ist die Reihe Z Cn
i+j=n n=0
absolut konvergent und im gewohnlichen Sinne konvergent gegen a - b.

Der BEWEIS ist etwas technisch:
N N

Nach Voraussetzung konvergiert Ay := Z a, gegen a und By = Z b, gegen b. Wir
—0 =0
N oo " "
setzen noch Cy = Z ¢, und a* = Z | @, |. Hier nutzen wir die absolute Konvergenz
n=0 n=0

aus.

Setzen wir noch By := By — b, so ist By = b+ Sy, und es gilt:

Cn = aoby + (apbr + arby) + -+ - + (apby + - - - + anbo)
= aqoBy +a1By_1+ -+ anBy
= ao(b+ Bn)+ - +an(b+ fo)
An b+ (aoBn + -+ +anfo).

Wir wollen zeigen, dafl (Cly) gegen a - b konvergiert. Das ist offensichtlich der Fall, wenn

N = aofn + -+ anbo

gegen Null konvergiert. Letzteres kénnen wir tatsdchlich beweisen:

Sei € > 0 vorgegeben. Wir wéhlen ein 6 mit 0 < § < %. Es gibt dann ein Ny, so daf
a

| By | < 6 fiir N > Ny ist (denn By = By — b konvergiert ja gegen 0). Dieses Ny halten

wir fest. AuBerdem wéhlen wir ein C' > 0, so dafl | x| < C fiir alle N ist. Dann gilt fiir

N Z Noi

v | < | Boan + -+ Brnoan—n, | + | Bnor1an—Ng—1 + -+ - + Bnao |
< C(lay]+tlay )+ 000
€
< C-(lan|+-+|anv-n|) + 5.

2
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Der linke Summand wird bei festem Ny und wachsendem N beliebig klein (Cauchy-
Kriterium fiir die absolute Konvergenz der Reihe tiber die a,, ). Also ist |yy | bei hin-
reichend groflem N kleiner als €. Das war zu zeigen.

Fiir die absolute Konvergenz der Produktreihe benutzt man die Tatsache, daf3

N N N N
S a3 Y |ai|~|bj|s(Z|ai|)-(2|bj|)
n=0 n=01i+j=n 1=0 7=0

ist. Die rechte Seite ist durch das Produkt der absoluten Reihen beschrénkt. []

Zum SchluB ein Uberblick zur Untersuchung von Reihen:

Es sei eine Reihe Z a, gegeben.

n=0
Ve
Ist a,, Nullfolge? riir)l Die Reihe divergiert!
ja |
Geometrische Reihe
i ¢"mit |q| <17 3, Reihe konvergiert gegen -
= nein |
Reihe alternierend? j_a> a,, monoton fallend?
3 I ja
nein | nein konvergent nach Leibniz
1
Quotientenkriterium erfiillt? j_a> Konvergenz!
nein |
3 konvergente Majorante? Weiﬁ_n;cht Schwieriger Fall.
ja Mathematiker fragen!
Konvergenz gesichert!
{
Im Falle von Konvergenz: Grenzwert suchen: 1. Kopf?

2. Skript?
3. Bronstein?

4. Experten fragen!
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§3 Folgen und Reihen von Funktionen

Es sei I entweder ein Intervall in R oder eine Teilmenge von C. Im zweiten Fall beschréanken
wir uns darauf, daf I entweder ein Gebiet (und damit offen) oder ein Gebiet mit all seinen
Randpunkten (und damit abgeschlossen) ist. Weiter sei (f,,) eine Folge von (reell- oder
komplexwertigen) Funktionen auf I.

Definition.

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert auf I punktweise gegen die Funktion f, falls
gilt:
Veel: lim fo(z)=f(z).

Das Konvergenzverhalten wird also fiir jeden einzelnen Punkt x € I gesondert behandelt.
Das globale Verhalten der beteiligten Funktionen spielt dabei keine Rolle.

Beispiel :

Sei I :=1[0,1] C Rund f, : I — R definiert durch f,(z) := 2". Dann konvergiert
diese Funktionenfolge punktweise gegen die Funktion

0 firo<z<1,
1 flirxz=1.

o) =

1 4

Obwohl alle Funktionen f,, stetig sind, ist die Grenzfunktion f nicht stetig. Das ist
ein Verhalten, das nicht den Erwartungen entspricht, und auch andere wiinschens-
werte Figenschaften sind nicht gegeben. So ist z.B. im allgemeinen bei punktweiser
Konvergenz

lim /abfn(a:) dr # /abnll_>rr010fn(x) dx .

n—oo
Wir brauchen also einen besseren Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen!

Erinnern wir uns an die Konvergenz von Zahlenfolgen: Eine Folge (z,) konvergiert gegen
29, wenn in jeder e-Umgebung von zj fast alle Folgeglieder z,, liegen.

Es geht also darum, herauszufinden, was eine e-Umgebung einer Funktion sein kdnnte.
Nun sind Funktionen relativ komplizierte Gebilde. Am besten kann man sich eine reelle
Funktion f auf einem Intervall I vorstellen, und zwar in Gestalt des Graphen Gy. Eine
andere Funktion g auf I werden wir dann als ,,nahe bei f liegend“ bezeichnen, wenn sich
ihr Graph nur wenig von Gy unterscheidet. Dazu definieren wir einen e-Schlauch um G :

S.(f) ={(z,y) €ER* |z € lund f(z) —e <y < f(z) +e}.
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Eine e-Umgebung von f soll nun aus allen Funktionen ¢ : I — R bestehen, deren Graph
ganz in S.(f) liegt:

U(f) ={g: TR | Vel :|flx)—glx)| <e}

Da | f(x) — g(z)| < ¢ fur alle € I sein soll, hédngt das ¢ nicht von einem einzelnen x
ab. Das ist der entscheidende Punkt bei dem neuen Konvergenzbegriff:

Es sei wieder I ein Intervall in R oder eine Menge in C, und f,, eine Folge von (reell- oder
komplexwertigen) Funktionen auf I.

Definition.
Die Folge (f.) konvergiert gleichmdfig auf I gegen eine Funktion f, wenn gilt:
Ve>0dN = N(¢) (unabhingig vonz € 1),
so dafl fiir n > N und alle z € I gilt: | fu(z) — f(z)| <e.

(fn) konvergiert also genau dann gleichméfig gegen f, wenn in jedem e-Schlauch um f
fast alle f,, liegen.

Dafl wir nun den richtigen Konvergenzbegriff gefunden haben, zeigt der folgende Satz:

IV.3.1 Satz. (fn) konvergiere auf I gleichmdflig gegen f, alle f, seien stetig. Dann
st auch die Grenzfunktion f auf I stetig.

BEWEIS:  Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft, die nur in der Nihe eines (beliebigen)
Punktes xg € I gezeigt werden muf.

Sei z;, € I eine Folge von Punkten mit klim T = 9. Wir miissen zeigen, dafl dann auch
—00
lim f(zg) = f(xo) ist.
k—o00
Sei e > 0. Da (f,,) gleichméfig auf I gegen f konvergiert, gibt es ein N, so dafl
| fu(z) — f(2)] < % fir n > N und alle x € [
ist. Wir wéhlen ein solches n > N. Da f,, stetig ist, gibt es ein kg, so daf3
€ ..
|fn(xk) - fn(xO) | < g fir & > kO
ist. Fiir solche k gilt dann:
| flze) = fl@o) | < | f(an) = falze) |+ [ fulzr) = falao) | + [ fulzo) — f(zo) |

< §+§+§—5
3 3 3
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Das zeigt, daB (f(zx)) gegen f(xy) konvergiert. []
Beispiel :
Die Folge f,(z) := 2™ kann auf [0, 1] nicht gleichméfig konvergent sein, weil die
Grenzfunktion nicht stetig ist. Aber wie steht es mit der Konvergenz auf I, := [0, 7],

mtd<r<1?

Die Folge r™ konvergiert gegen Null, und fiir 0 < z < rist 0 < 2™ < r". Zu
gegebenem ¢ > 0 gibt es daher ein N, so dafl fiir n > N gilt:

| fal@) =0 =a" <" <V <e

Also konvergiert (f,,) auf dem kleineren Intervall [0, r] gleichméBig gegen die Null-
funktion.

IV.3.2 Satz. Wenn (f,) auf I gleichmdfig gegen f und (g,,) auf I gleichmdflig gegen
g konvergiert, dann konvergiert auch f, + g, gleichmaf$ig auf I gegen f + g und (c- f,)
gleichmdf$ig auf I gegen c- f.

Auf den Beweis verzichten wir hier.

Ist (f,,) eine Folge von Funktionen auf 7, so kann man auch die Folge der Partialsummen
N

Fy = Z fn betrachten. Diese Folge nennt man eine Rethe von Funktionen und schreibt

n=0

dafiir: Y fn.
n=0

Wie bei den Folgen unterscheidet man auch bei den Reihen von Funktionen zwischen
punktweiser und gleichméfliger Konvergenz. Besonders niitzlich ist folgendes Konvergenz-
kriterium:

I1V.3.3 Weierstral3—Kriterium.

Es sei Z a, eine konvergente Reihe nicht-negativer reeller Zahlen und (f,) eine Folge
n=0

von Funktionen auf I, so daf$ gilt:

| fu(2)| < an,  fir fast alle n und alle z € 1.

Dann konvergiert Z fn gleichmdflig auf I.
n=0

BEwEIS:  Nach dem Majorantenkriterium ist »  f,(z) in jedem x € I absolut kon-

n=0

vergent. Also koénnen wir (punktweise) die Grenzfunktion F(z) := Y fu(z) bilden. Ist
n=0

N
andererseits Fiy(z) := Y _ fu(z) die N-te Partialsumme, so ist
n=0

Fz)— Fx(r)= > fula).

n=N-+1
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Fiir beliebiges, aber festes x und M > N ist stets

M M M
Yo L@ < Y [f@) < Y an
n=N+1 n=N+1 n=N+1

LaBt man M gegen Unendlich gehen, so bleibt die Ungleichung erhalten:

Fy(@) - F@) =] S @< Y a

n=N+1 n=N-+1

Ist jetzt € > 0 vorgegeben, so kann man N so grof§ wihlen, dafl Z a, < ¢ ist. Fiir
n=N+1
diese N und beliebiges = € I ist dann auch | Fy(z) — F(x)| < €. Also konvergiert (Fy)

auf I gleichmiBig gegen F. []

Die folgenden Sitze iiber die Vertauschung von Grenzwerten formulieren wir nur fiir
Funktionenfolgen. Sie gelten dann natiirlich auch entsprechend fiir Reihen von Funktionen.

IV.3.4 Satz.

Die Folge von stetigen Funktionen f, : [a,b] — R konvergiere gleichmaif$ig gegen die
Grenzfunktion f : [a,b] — R. Dann ist

Tim /abfn(t)dt - /abf(t)dt

BEWEIS:  Sei € > 0 vorgegeben.
Dann gibt es ein N, so daf fir n > N und alle = € [a, b] gilt:

3

[ 1@) = fulw)] < 1=

Also ist
b b
[ rwae— [ an = 1[0 - o)
< / | f(t) = fult) [dt
< 34 (b—a) = e
Das ergibt die gewiinschte Formel. []
IV.3.5 Satz.

Die Folge von stetig differenzierbaren Funktionen f, : [a,b] — R sei punktweise konvergent
gegen eine Funktion f : [a,b] — R. Auferdem sei f! gleichmdfig konvergent. Dann ist f
stetig differenzierbar und

lim f,(z) = f'(x).

n—oo

. 3 * . 13 !/
BEWEIS:  Sei f*:= nh—>n<;lo fn-
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Ist g € I fest gewdhlt und x € I ein weiterer Punkt, so ist
— Jin [ g
— [
zo
Also ist .
f@) = fleo)+ [ f(t)
T

eine differenzierbare Funktion mit Ableitung f'(x) = f*(x). []
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84 Potenzreihen

Sei (¢,) eine Folge (reeller oder komplexer) Zahlen, a € C. Dann heift

o0

f(2) =2 enlz—a)"

n=0

eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a. Die Zahlen ¢, heilen die Koeffizienten der
Potenzreihe.

Ist @ € R und sind alle Koeffizienten c¢,, reell, so spricht man von einer reellen Potenzreihe

und schreibt die Variable auch reell:

o0

Z I—CL

Um nicht doppelte Arbeit machen zu miissen, betreiben wir die Theorie gleich im Kom-
plexen. Der reelle Fall ist darin enthalten.

IV.4.1 Satz.
Die Potenzreihe f Z (z —a)" konvergiere fiir ein zy € C, z1 # a. Fs sei 0 < o <
|21 —al.

Dann konvergiert f(z) auf Dy(a) :={z € C| |z —a| < o} absolut und gleichmdfig,
und die Reihe g(z) :== > n-c,(z — a)" "' konvergiert ebenfalls absolut und gleichmdfig

n=1

auf D,(a).

21

o0

BEWEIS: 1) Da ) ¢,(21 — a)” nach Voraussetzung konvergiert, gibt es eine Konstante

M > 0, so daB |c,(z1 —a)"| < M fiir alle n ist. Und da 0 < |z — a] sein soll, ist

= — < 1.
|21 —al

Fiir alle z mit | z — a | < p gilt dann:

zZ—a

ez =] = lelar—a) |- | =2
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Die geometrische Reihe Z M q" konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium folgt, dafl

n=0
00

Z cn(z —a)"™ absolut konvergiert, und mit dem Weierstraflkriterium folgt, daf§ die Reihe
n=0
sogar gleichméBig auf D,(a) konvergiert.

2) Nach (1) ist [n-c,(z —a)" | <n-M-¢"*, und

(n+1)M-q" n+1
nM-¢g»='  n

q

konvergiert gegen ¢ < 1. Aus dem Quotientenkriterium folgt jetzt, daf3 Z n-M-q¢"!

n=0
konvergiert, und wie oben kann man daraus schlieBen, daB > n - ¢,(z —a)"™" auf D,(a)
n=0
absolut und gleichméflig konvergiert. ]

Der vorliegende Satz hat weitreichende Konsequenzen fiir das Konvergenzverhalten von
Potenzreihen.

Definition.
Sei f(z) = ) _ ¢z — a)" eine Potenzreihe. Die Zahl
n=0

R:=sup{r > 0| 3z €C, so da f(z) konvergent in z; und r = | z; — a| ist.}

heifit Konvergenzradius der Potenzreihe. Die Félle R = 0 und R = +o00 sind dabei
auch zugelassen!

Der Kreis um a mit Radius R heifit der Konvergenzkreis der Reihe.

IV.4.2 Satz. R sei der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z). Dann gilt:

1. Fir 0 <r < R konvergiert f(z) auf D,(a) absolut und gleichmafsig.

2. Ist | z1 —a| > R, so divergiert f(z) in z.

BEwEIS: 1) ist klar, wegen Satz 4.1.

2) Nach Definition von R kann f(z) in einem Punkt z; mit |27 —a| > R nicht mehr
konvergieren. H

Bemerkung: Beireellen Potenzreihen geht alles genauso, man hat lediglich die Kreise
durch Intervalle zu ersetzen.

Wir wissen jetzt, dafl eine Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzkreises konvergiert und
auflerhalb divergiert. Das Verhalten auf dem Rand des Kreises kann man nicht allge-
mein vorhersagen. Dafiir sind gesonderte Betrachtungen erforderlich, die manchmal sehr
schwierig werden konnen.

Auf jeden Fall ist es wichtig, den Konvergenzradius bestimmen zu kénnen. In vielen Fallen
gibt es dafiir eine praktische Formel:
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IV.4.3 Satz.  Sei (c,) eine Folge von (reellen oder komplexen) Zahlen, ¢, # 0 fir

fast alle n.

Wenn die Folge |

| konvergiert, dann ist
Cnt1

R := lim |—|

n—oo C n+1

[e.e]

der Konvergenzradius der Reihe f(z Z (z—a)"

Man beachte, dafl der Entwicklungspunkt a dabei keine Rolle spielt!

BEwEIS:  Wir verwenden das Quotientenkriterium: Es ist

R

cn(z —a)" Cn @ —al,

1
und dieser Ausdruck konvergiert (fiir festes z ) gegen i |z —al.

1
Ist |z—a| < R, also i |z —a] < 1, so konvergiert die Reihe. Ist |z —a| > R, so

divergiert sie. Also mufl R der Konvergenzradius sein!

Wir haben uns dabei {ibrigens nicht um gleichméfige Konvergenz kiimmern miissen.

Beispiele :

1. Sei f Zz Dann ist a = 0 und ¢, = 1 fiir alle n € N. Das ergibt

Konvergenzradlus R=1.

1
Fiir | z| < 1 konvergiert die Reihe gegen 1

]

den

. Da alle Koeffizienten reell sind, kann
z

man die Reihe auch reell auffassen. Tatséchlich nimmt die Grenzfunktion dann auf
dem Konvergenzintervall (—1, 1) nur reelle Werte an. An den Randpunkten z = —1

und x = +1 divergiert die Reihe.

2. Sei f(z) = Z “ Hier ist a = 0 und Cp = %
n=1 n
Cn n+1 . . ..
Da = gegen 1 konvergiert, ist R = 1. An den Réndern des Konvergenz-

Cn+1 n
intervalls ist das Verhalten diesmal unterschiedlich:

o0
Die harmonische Reihe Z — divergiert, die alternierende harmonische Reihe

n=1

o0
Z konverglert

n=1
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oo n 1
3. Sei f(z)=>_ Z Wieder ist a = 0, und auBlerdem ist ¢, = — fiir alle n, also
— n! n!

» 1)!
Cn  _ (n+1) = n + 1 konvergent gegen + oc.
Cn+1 n!

Diese Reihe konvergiert auf ganz C.

Wir wollen nun einige Eigenschaften derjenigen Funktionen zusammenstellen, die als
Grenzfunktionen von Potenzreihen auftreten:

IV.4.4 Satz. Hat f(z) = ) cu(z — a)" den Konvergenzradius R, so ist f(z) im
n=0
Innern des Konvergenzkreises Dr(a) = {z € C| |z —a| < R} stetig.

BEwEIS:  Die Reihe konvergiert auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe D,(a),

0 < o < R, gleichméfBig, und deshalb ist f dort stetig. []
IV.4.5 Satz. Seia € R und f(z) = > c,(x — a)" eine Potenzreihe mit reellen
n=0

Koeffizienten um a, mit Konvergenzradius R.

Dann ist die Grenzfunktion f(x) auf dem Konvergenzintervall (a — R,a+ R) stetig diffe-
renzierbar, und es gilt:

f(x) = in <l —a)"

Potenzreihen konnen also gliedweise differenziert werden!

N
BEWEIS:  Fy(z) := ) ¢,(z —a)" konvergiert auf (a — R, a+ R) punktweise gegen eine

n=0
stetige Funktion f. Jede der Funktionen Fly ist stetig differenzierbar, und die Folge der
Ableitungen F}, konvergiert auf jedem abgeschlossenen Teilintervall gleichméBig.

Also ist f stetig differenzierbar, und es gilt:
o) = Jimy ) = S

]

Da die Ableitung einer Potenzreihe wieder eine Potenzreihe ist, kann man das obige
Argument wiederholen und erhalt:

IV.4.6 Folgerung.

Eine (reelle) Potenzreihe f(x) = > cu(z — a)" ist im Konvergenzintervall beliebig oft
n=0

differenzierbar, und es gilt:
f"(a)

Cp = ,  fir allen > 0.

n!
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BEWEIS:  Wir miissen nur noch die Formel beweisen:

Offensichtlich ist
fP@)="nmn-1)-...-(n—k+ Dey(z—a)" "
n=~k

Setzt man x = a ein, so erhélt man:
fOa)=kk—=1)-...-(k—k+ e, = kleg.

]

Die Formel erinnert an die Taylorentwicklung:

Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion. Dann kann
man von f Taylor-Polynome beliebig hohen Grades bilden: Sei a € I ein fest gewéhlter
Entwicklungspunkt,
(k)
f (a) ( T — a)k

Tfn,a(x) == Z A
k=0 '

das n-te Taylorpolynom von f in a. Dann ist

f(@) = Tfna(2) + Bnalf;2),

wobei das Restglied durch

fo(e)

Rno(f;m) = CEm

(z—a)

gegeben ist, mit einem (von z abhingigen) Punkt ¢ zwischen a und z. Es gibt nun zwei
Moglichkeiten:

o0

1. f(z) = cy(z—a)" ist schon Grenzwert einer Potenzreihe, etwa auf (a— R, a+R) C
n=0

I. Dann ist die N-te Partialsumme der Reihe gerade das N-te Taylorpolynom von
f in a. Also muf} die Folge der Restglieder gegen Null konvergieren, und es gilt auf
(a—R,a+ R):

o £(n) (g
fo) =3 L9 @y = T paa),

= nl
Die Funktion stimmt dort mit ihrer ,, Taylor-Reihe“ {iberein.
2. Ist von der Funktion f nichts weiter bekannt, als daf} sie unendlich oft differenzierbar

ist, so kann man ebenfalls die Taylor-Reihe bilden. Aber konvergiert sie auch? Und
wenn ja, konvergiert sie gegen f 7

Diese Fragen sind nicht trivial zu beantworten, und die Antwort ist auch nicht immer
77ja“ *
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Beispiele :
1. Wir betrachten die Potenzreihe » (—1)"z*". Dann ist @ = 0 und
n=0
. (=1)* falls n = 2k
" 0  sonst '

Wir kénnen die Formel fiir den Konvergenzradius nicht benutzen, aber eine direkte
Abschitzung ergibt, dafl R = 1 ist. Der Grenzwert kann mit der Formel fiir die
geometrische Reihe bestimmt werden:

o0 o0 1

Z(—l)%% = Z(—xz)n = 1122

n=0 n=0

Die Grenzfunktion ist auf ganz R definiert und beliebig oft differenzierbar, aber die
Taylorreihe konvergiert nur auf (—1,+1).

2. Noch verriickter ist folgendes Beispiel:
In den Ubungen zu Kapitel III wurde die Funktion
1)
Fx) = exp( x2) flfrq,’;«_éo
0 firx =0

behandelt. Thre Taylorreihe im Nullpunkt verschwindet, d.h. alle Koeffizienten sind
Null. Da die Funktion auflerhalb des Nullpunktes stets # 0 ist, konvergiert die
Taylorreihe nur im Entwicklungspunkt selbst gegen die Funktion.

Bevor wir weitere Beispiele betrachten, wollen wir die Formel fiir den Konvergenzradius
noch etwas verallgemeinern:

IV.4.7 Satz.
In der Potenzreihe f(z) = Y ca(z — a)" sei stets co = 0 und coiq # 0 fiir fast alle k.
n=0
Wenn dann
. C2k+1
c:= lim | —— |
k—oo ' Cop43

ezistiert, dann ist R := \/c der Konvergenzradius.

Wenn stets corr1 = 0 ist und cor, # 0 fiir fast alle k, und wenn aufSerdem

Cak |

c:= lim |

existiert, dann ist ebenfalls R := \/c der Konvergenzradius.

Der BEWEIS geht dhnlich wie bei der frither bewiesenen Formel. Wir betrachten nur den

Fall cor11 = 0:

C2k+222k+2 Cok+2 2
| | = |- 2|

Cok 22k Cok

1
konvergiert gegen f|z\2, und dieser Ausdruck mufl < 1 sein, damit die Reihe (nach
c

Quotientenkriterium) konvergiert. Also muB | z | < /¢ sein. []
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Beispiele :

1. Sei f(z) := €. Dann hat die Taylorreihe von f im Nullpunkt die Gestalt

OO:CTL

F(z) =) —

[
n=0 n.

Von dieser Reihe wissen wir schon, dafl sie den Konvergenzradius R = 400 hat.
Also ist F(x) eine auf ganz R definierte unendlich oft differenzierbare Funktion.
Wir wollen nun zeigen, dafi F(x) = f(z) = €” fiir alle z € R ist.

Wir benétigen einige Eigenschaften der Funktion F'(z) = Z Z—' :
n=0 n:
(a) Offensichtlich ist F'(0) = 1.
(b) Es ist
> 1
fe+w) = Y —(z+w)
= n!
o0 1 n
- Y =¥ (n) kg
o oo \F

I Il
RN NE:
™ M=
| Z[ %
R
| 3
| ]

i
o
e
Il
o

N
.

- (Z0)(E5)
= F(z)- F(w).

Hier haben wir den Produktsatz fiir Reihen benutzt. Die vorgenommenen Um-
formungen sind alle erlaubt, weil die Reihe in jedem Punkt absolut konvergiert.

(c) Dastets F(z) - F(—z) = F(0) = 1 ist, ist F'(2) # 0 fiir jedes z € C.

Fiir reelles x > 0 ist offensichtlich F(z) > 0, und dann ist auch F(—x) =

1

Nach dem Satz iiber die Differentiation von Reihen ist

00 xn—l 00 SCn_l 00 n
Fl(z) = : = = — = F(x).
(@) nz::ln n! 712::1 (n—=1! = n! (z)
Also gilt fiir die logarithmische Ableitung:
F'(x)
InoF) (z) = =1
(moFY (o) = i =1

und daher ist InoF(z) = x + ¢, mit einer geeigneten Konstanten c. Die ermittelt
man sofort durch ¢ = InoF(0) = In(1) = 0. Daraus folgt: F'(z) = e”.
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Zusammengefafit haben wir herausbekommen:

OOZH

exp(z) := —

p(2) 2
ist eine auf ganz C stetige Funktion (die komplexe Exponentialfunktion ), deren Ein-
schriankung auf die reelle Achse mit der reellen Exponentialfunktion e* iiberein-
stimmt.

. Als néchstes wollen wir die Taylorreihen von sin(x) und cos(z) betrachten. Endliche

Taylorentwicklungen haben wir schon in Kapitel III berechnet. Die Reihen sehen
dann folgendermafien aus:

B 0o (_1)kx2k+1
0
oo [ kak
und C(z) = Z((l2)k:)'

k=0

ist die Reihe fiir den Sinus

die fiir den Cosinus.

Beide Reihen konvergieren auf ganz R (sogar auf ganz C), wie man aus der erwei-
terten Formel fiir den Konvergenzradius entnimmt. Weiter gilt:

(a) S(0) =0 und C(0) =
(b) S'(z) = C(x) und C'(z) = —S5(x).
Daraus folgt: C"(z) = —S'(z) = —C(x). Setzen wir g(x) := C(z) — cos(x), so ist
g"(x) + g(z) = 0, also auch
[9(2)% + (¢'(2)Y = 2g(2)d(z) + 24 ()g" (x)
= 29’(%’) . [g(x) _'_g//(x)] = 0.

Demnach muB g(z)*+ (¢'(z))? = ¢ sein, mit einer Konstanten c. Da g(0) = ¢/(0) = 0
ist, ist ¢ = 0. Also muf} schon g(x) = 0 sein.

Daher ist C'(x) = cos(z) und S(z) = sin(x) fiir alle z € R.

Fir reelles t ist dann insbesondere

. oo (14\n oo 1\k42k k42k+1
EDY t) = kz:% ( (;;; +]j Z % = cos(t) + jsin().

|
n=0 n:

Das ist die schon bekannte Eulersche Formel, aber die linke Seite der Gleichung hat
nun a priori eine konkrete Bedeutung. Aus der Definition ist ein Satz geworden. Fiir
die komplexe Exponentialfunktion gilt jetzt iibrigens:

exp(z + jy) = €* - (cosy + jsiny).

1
Ist |z| < 1,s0ist Y (—z)" = =13z Da man Potenzreihen gliedweise integrieren
n=0

kann, folgt:

In(l4+2z) = In(l+2)—In(1+0)
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- /omdf Z/
= /t"dt i ¢t

non +1

x

0

o —I— 1
Also ist -
- o (_1)n n
In(l+z)=>_ "
n=1 n

Mit Hilfe des sogenannten Abelschen Grenzwertsatzes kann man zeigen, dafl die
Taylorreihe von In(1+x) auch noch im Falle z = —1 gegen die Funktion konvergiert.
Das liefert die Summe der alternierenden harmonischen Reihe:

i(_wi — Cm(141) = —In(2).

> 1
4. Aus der Darstellung »_(—2?)" = 1G22 folgt fir x| < 1:
n=0 X

]
arctan(z) = / e dt
o

= / 2" dt

( 1" 2l
—2n+1

I
I M

Zum Schlu wollen wir noch eine besonders interessante Taylorentwicklung betrachten:
Wir beginnen mit dem Polynom p(x) := (1 4 z)". Dann ist
p@)y=n-(n—1)-...-(n—k+1)-Q+z)"*

Insbesondere ist p(™ (x) = n! und p®™(x) = 0 fiir & > n. Die (in diesem Falle endliche)
Taylorentwicklung von p im Nullpunkt hat die Koeffizienten

pMP0O) nn—-1)-...-(n—k+1) [n
Koo K —<k:>

Also ist
k=0
Das wollen wir jetzt verallgemeinern und die Funktion
flz) =1+2x)* fir|z|]<lundaeR

untersuchen. Hier ist

f®0)  ala—1)-...-(a—k+1) [«
o Kl = (k)
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Die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten <(k)j werden durch die obige Gleichung defi-

niert. Insbesondere setzt man (g := 1. Man beachte, daf§ diese Zahlen weder ganz noch

positiv zu sein brauchen. Es gilt aber z.B. die bekannte Formel
() 6o) =)
+ = .
n n—1 n

Die Binomialreihe B(z) :== (a) " konvergiert fir |x| <1 gegen (14 x)“.
n

n=0

IV.4.8 Satz.

BEwEIs: 1) Den Konvergenzradius der Reihe bestimmen wir mit dem Quotientenkri-

Q@
terium: Es ist ¢, = < > und
n

Cpyp1a™ ala—1)...- (a—mn)-n!
= = == — ANEL
CnT ala—=1)-...-(a=n+1)- (n+1)!
a—n
= | e
n+1
=g el
= — T
n+1l n+1 ’
und dieser Ausdruck konvergiert gegen |z | < 1.
2) B(x) ist also eine differenzierbare Funktion auf (—1,41). Es gilt:
> o' > a
B/ — . n—1 _ 1) - n
o= ()= S (1)
B i (n—i—l)oz(oz—l)m..-(oc—n)xn
n=0 <n+ 1)'
_ a'i (a—l)((a—l)—l)-...-((a—l)—n—l—l)xn
= n!
= (fa—1)\ ,
s

also

(1+2)B'(x) =

o
p
1[0~
R

o

S
—_
N——

&

3

+
3
108
VR

o

S
—_
N————

&

3
i
N—————
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Setzen wir h(z) := (IB—F%))O" so folgt:
/ _ (1+2)*B'(z) — Bz)a(l +2)*!
h(z) = o=
e e -
T (1) (1 +2)B(z) —aB(z)) = 0.

Demnach mufl h(x) = ¢ konstant sein, also B(x) = ¢(1 + x)®. Dabei ist ¢ = B(0) = 1.
Das zeigt, daB B(z) = (1 + 2)® fiir |z | < 1 ist. []
Beispiel :

Es ist

l+z = (1+x)1/2

Diese Reihenentwicklung leistet gute Dienste, wenn man etwa ein elliptisches Inte-
gral ndherungsweise auswerten will:

I::/E\/l—kzsin2gpdgo, mit 0 < k < 1.
0

Solche Integrale kann man nicht elementar integrieren. Also entwickelt man den
Integranden in eine Taylorreihe und nutzt aus, daf§ man hier Integration und Rei-
henbildung miteinander vertauschen kann.

(1 + (—k?sin? 90)1/2 dp

~

Il
S—
| NJE]

Die Integrale

kann man rekursiv berechnen:
2n —1

Es ist I(0) = g und I(n) = - I(n — 1), wie man leicht durch partielle

Integration herausbekommt.
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Also ist

'Die Binomialkoeffizienten werden folgendermafien berechnet:

7N
— N
~_
I
SN INTE
Il
N

() - 5
@ _ %(%_13)'(%_2):1%
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§5 Fourierreihen

Definition.

Eine Funktion f: R — C heifit periodisch mit Periode T', falls fiir alle ¢t € R gilt:

J(t+1T) = f(0).

Beispiele :

1. Die Funktionen sin(¢) und cos(t) haben die Periode 27,
der Tangens hat die Periode 7.

2. Die Funktion e3?™ hat die Periode 1.
3. Die komplexe Exponentialfunktion
exp(x + jy) = ¢ - (cos(y) +  sin(y))
hat die Periode 27j.
4. Hat f die Periode T, so sind auch 27, 3T, ... Perioden von f.
5. Eine konstante Funktion f(t) = ¢ hat jedes T € R als Periode.

Wie das letzte Beispiel zeigt, kann die Menge Per(f) aller Perioden der Funktion f aus
ganz R bestehen. Ist allerdings f stiickweise stetig? und nicht konstant, so gibt es in
Per(f) ein kleinstes positives Element, also eine kleinste Periode. Das ist z.B. die Zahl 27
beim Sinus.

Hat f die Periode T', so hat F(t) := f(ZL - t) die Periode 27, denn es ist

F(t+2r) = f(QT(t+27r))

= (o t4T)
= fo-1) = F)

Deshalb ist es keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn wir nur Funktionen mit der
Periode 27 betrachten. Wenn nichts anderes gesagt wird, bedeutet hier kiinftig ,,peri-
odisch* stets ,periodisch mit Periode 27“. Das muf} allerdings nicht in jedem Fall die
kleinste Periode sein.

Ist nun I = [a,a+ 27] und f eine stiickweise stetige Funktion auf I mit f(a+27) = f(a),
so kann man f periodisch auf ganz R fortsetzen:

2d.h. stetig bis auf endlich viele Sprungstellen.
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S R A
Dabei spielt es keine Rolle, mit welchem Intervall (der Lange 27) man begonnen hat, es
kommt immer die gleiche Funktion heraus. Wir verwenden hier meistens das Intervall

I = [-m, 7],
manchmal aber auch das Intervall [0, 27].

Es sei 8°(I) die Menge der stiickweise stetigen Funktionen auf I. Bei diesen Funktio-
nen existiert in jedem x € I der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert, allerdings
brauchen die beiden Grenzwerte nicht {ibereinzustimmen. Es sind endlich viele solcher
Sprungstellen erlaubt, aber keine schlimmeren Unstetigkeiten.

Mit P(I) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f € S°([I), fiir die gilt:

Das sind diejenigen stiickweise stetigen Funktionen auf I, die sich periodisch auf ganz R
fortsetzen lassen.

Definition.

Unter einem trigonometrischen Polynom vom Grad < n versteht man eine Funktion
der Gestalt

f(t) = % + 3 (ay cos kt + by sin kt).
k=1

Die Zahlen ag, a1, as, as, ... und by, by, b3, ... heiflen die Koeffizienten des trigono-
metrischen Polynoms.

Mit 7 (I) bezeichnen wir die Menge aller (auf I eingeschriankten) trigonometrischen Po-
lynome, mit 7, (/) die Teilmenge aller f € T(I) vom Grad < n. Dann gilt:

T.(I) c T(I) c P(I) c S°().

Es handelt sich dabei nicht nur um Mengen von Funktionen, sondern sogar um Vek-
torrdume iiber R bzw. C, je nachdem, ob wir reelle oder komplexe Koeffizienten und
Funktionswerte zulassen.

Definition.

Endlich viele Funktionen fi,..., fy € S°(I) heiflen linear abhingig iiber R (bzw.
C), wenn es Zahlen ¢i,...,cy € R (bzw. € C) gibt, die nicht alle = 0 sind, so da8

cr- filt) +---+en- fau(t) =0
auf ganz [ ist.

Andernfalls heiflen die Funktionen linear unabhdngig.
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Wir werden bald sehen, daf3 die Funktionen %, cos(kt), sin(kt) mit £ = 1,...,n linear

unabhéngig sind. Deshalb besitzt der Raum 7,(I) die Dimension 2n + 1. Alle anderen
betrachteten Réume sind unendlich-dimensional!

Wir werden die Funktionenraume zunachst einmal als Vektorraume iiber C auffassen.

Definition.

Es sei V' ein beliebiger C-Vektorraum. Eine Hermitesche Form auf V ordnet jedem
Paar (v,w) € V x V eine komplexe Zahl < v,w > zu, so daf} gilt:

1. <Vvi+ Vo, W>=< vV, W>4+ < Vo, W >.
2. <V,W>= < W,V >.

3. <a-v,w>=a <V,W >.

Die Hermitesche Form heifit positiv semidefinit (oder ein Pseudo-Skalarprodukt),
falls gilt:

4a. <v,v>>0firalleveV.
Die Hermitesche Form heifit positiv definit (oder ein Skalarprodukt), falls gilt:

4b. <v,v>> OfiiralleveV,v 0.

Wir kennen bereits das Hermitesche Standard—Skalarprodukt auf dem C". Nun definieren
wir eine Hermitesche Form auf S°(I) durch

< fg>:= /_Wf(t)@dt-
Die Eigenschaften 1), 2) und 3) sind ganz leicht nachzurechnen. Aulerdem gilt fiir jedes
fes):
<ff>=[ 1iwPa =o.

Also liegt sogar ein Pseudo—Skalarprodukt vor. Leider ist es nicht positiv—definit. Ist etwa

)0 firt#0
f(t)'_{l firt=0 "’
so ist f nicht der Nullvektor in S°(I), aber es ist < f, f >= 0.

Schrankt man die Hermitesche Form auf die Unterrdume P(I) oder T () ein, so bleibt sie
dort zumindest ein Pseudo—Skalarprodukt. Wenn wir es allerdings nur mit stetigen Funk-
tionen zu tun haben, wie bei 7 (1) oder 7,(I), so bekommen wir sogar ein Skalarprodukt:

IV.5.1 Hilfssatz. Ist f: I — C stetig und /7r | f(t) )P dt =0, soist f(t)=0 auf I.

BeweEgls:  Wir nehmen an, es wire f(ty) # 0 fir ein 5 € I. Wegen der Stetigkeit
gibt es dann ein € > 0, so da f(t) # 0 fir ¢t € U(ty) N1 ist. Ist 0 < § < € und
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J={tel|ty—d <t<ty+0}, sonimmt die stetige Funktion | f(¢)|> auf J ein
Minimum 7 > 0 an, und da f(¢) # 0 auf J ist, muf} sogar r > 0 gelten. Aber dann ist

T 9 1 to+0
/ \f(t)]dtzf/ rdt = -8 0.
-7 2 to—0
Das ist ein Widerspruch. []

Wie im C" definieren wir:

1= y< s = ([ lrora) .

Wenn f nicht stetig ist, kann es passieren, daf || f || = 0 ist, obwohl f nicht die Nullfunk-
tion ist!

Definition.

Zwei Funktionen f, g € S°(I) heifien orthogonal zueinander, wenn < f, g >= 0 ist.

Ein (eventuell unendliches) System von Funktionen o1, 9, @3, ... heifit ein Ortho-
normalsystem (kurz: ON-System), falls gilt:

1. < @n, pm >=0 fir alle n # m.
2. [ n |l =1 fir alle n.

IV.5.2 Satz. Die Funktionen

Jo = \/ﬂ’
gn(t) = \/17—r - cos(nt) firn>1
und  h,(t) = \/17_T - sin(nt) firn >1

bilden ein ON-System in S°(I) bzw. P(I).

BEWEIS:  Die etwas lastigen Vorfaktoren dienen lediglich der Normierung. Daher be-
trachten wir nur die Funktionen 1, cos(nt) und sin(nt). Wir brauchen blof} einige Integrale
auszurechnen:

1) Esist<1,1>:/ dt = 2r.

i ' t) |7
2) < 1,cos(nt) >= / cos(nt) dt = sin(nt) " =o.
-7 n -7
- T cos(nt) =
3) < 1,sin(nt) >= / sin(nt)dt = — —0.
- n —T

4) Wegen sin(a) cos(3) = 3[sin(a + 8) + sin(a — f)] ist

< sin(nt),cos(mt) > = / sin(nt) cos(mt) dt

—T

= ;/:sin((n—i-m)t) dt+;/7;sin((n—m)t) dt

=0 fiir beliebiges n und m.
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5) Wegen cos(a) cos(8) = 1[cos(a + 3) + cos(a — )] ist

< cos(nt), cos(mt) > = /7r cos(nt) cos(mt) dt

= ;/_T;cos((n—i—m)t) dt—i—;/:;cos((n—m)t) dt

B 7w fallsn=m
o 0 sonst.

6) Wegen sin(a) sin(8) = [cos(a — 3) — cos(a + )] ist

< sin(nt),sin(mt) > = /_7r sin(nt) sin(mt) dt

™

= ; /_7; cos((n — m)t) dt — ;/ cos((n+m)t)dt

B m fallsn=m
- 0 sonst.

Das gewiinschte Ergebnis kann man nun direkt ablesen.

]

Das gerade betrachtete ON-System wollen wir mit (C) bezeichnen. Ein weiteres Beispiel

ist das System (E), das aus den Funktionen

1

e nez,

3

besteht.

Um damit umgehen zu konnen, miissen wir uns kurz mit Integralen komplexwertiger

Funktionen befassen:

Ist
f(t) = g(t) + jh(t),

so setzt man , , \
/_ﬂwdt::/guyu+j/"mwdt
Ist nun F =G+ jH,G'=gund H' = h, soist F/ = f, und es gilt:

/bf(t)dt:G[Jrj H[=F

b
a

Insbesondere ist
b jnt b 1 jnt\/ 1 jnt b
/eJ dt:/(,—-e‘ ) dt = —é

Jn Jn

Y
a

also
/ cint gy { 2n falls n = m,

0 sonst.

Jetzt kénnen wir zeigen:
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IV.5.3 Satz. Die Funktionen
1

fa(t) = Ner:

eI, n € Z,

bilden ein ON-System.

BEwEls: Esist

S /” i n=m)t gy _ 21 falls n = m,
— 0 sonst.

Das Rechnen im Komplexen ist erheblich einfacher! ]

Wir wollen nun geometrische Vorstellungen aus dem R" oder C" in die Theorie der Funk-
tionenrdume iibertragen:

Ist V="P(I) und {p, | n € N} ein ON-System in V', so setzen wir
Vi =< @1,02,...,0n > .

Das ist der von ¢, ..., ¢, aufgespannte (endlich-dimensionale) Untervektorraum von V.
Wir versuchen nun, zu gegebenem f € V ein g € V,, so zu bestimmen, dafl der Abstand
| f — ¢ || minimal wird.

Bei Funktionen machen geometrische
Begriffe wie ,Lange“ oder ,Abstand“
nicht viel Sinn. Vertrauter ist da schon
der Begriff der ,, Approximation“. Wir
versuchen, f moglichst gut durch Ele-
mente von V,, zu approximieren. Des-
halb nennen wir die gesuchte Funktion
g auch die Best—Approzimation von f.

,". f

Das Maf3, mit dem wir die Giite der Approximation messen, ist ungewohnt. Wir werden
spater noch einmal darauf zuriickkommen.

Nun geht es darum, die Bestapproximation zu finden: Ein beliebiges Element g € V,
konnen wir in der Form
n
9=
v=1

ansetzen, mit komplexen Zahlen ¢, als Koeffizienten. Als Abkiirzung benutzen wir aufler-
dem die Buchstaben d, fiir die Skalarprodukte < f,p, >, v =1,...,n. Dann gilt:

0 < |If-glP=<f-9.f-9>
= ‘|f‘ﬁ__ <ig>f > — <:fag:> 44’9’?

= ||f||2_ZCVCZV_ZEVdV+Z|CV|2
v=1 v=1 v=1

= 1 FIP+Y (0 —d) @ —d) = |d, > (Trick!)
v=1 v=1

Hsz—l—Z‘cl,—d,,F—Z‘d,,]Q.
v=1

v=1

Dieser Ausdruck wird dann am kleinsten, wenn ¢, = d,, fiir alle v ist. Also gilt:
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n

Gn = Z < f,, > @, ist die Best-Approximation von f in V,.

v=1
Setzt man in der obigen Abschétzung g = g,, so erhilt man:

n

0<If=gullP=1FIF =31 P,

v=1

also

Sold, P < fI7
v=1

o0
Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz bedeutet das, daB die Reihe »_ |d, \2
v=1
konvergiert.

Zugleich erhilt man eine Abschitzung:

Sl<fion>F < I
v=1

Diese Formel nennt man die Besselsche Ungleichung. Sie gilt fiir jedes ON-System!

Definition.

Ist ® = {©, }nen €in ON-System, so heifit ¢, := < f, ¢, > der n-te (formale) Fourier-
Koeffizient von f bzgl. ®.

Die Reihe Z ¢, heilt die (formale) Fourierreihe von f bzgl. ®.

v=1

Das System ® heifit vollstindig, falls fiir jedes f € V die sogenannte Parsevalsche
Gleichung erfiillt ist:

> 2 2
Y < fe > =1fI"
v=1

Was die Vollsténdigkeit eines ON-System bedeutet, zeigt der folgende Satz:

IV.5.4 Satz. Fin ON-System ® = {p,}neny C V ist genau dann vollstindig, wenn
qgilt:

VieV st lim [ f=) < [0 > =0.

v=1

BEWEIS:  Es sei stets ¢, ;=< f,p, >.
1) Zunéchst setzen wir die Vollstdndigkeit von @ voraus:

Wir haben oben schon gesehen, dafl

= 2 2 = 2
If=> e P =IFIF =2 lel
v=1 v=1
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ist, also (wegen der Giiltigkeit der Parsevalschen Gleichung)
= 2 > 2
Hf_ZCVSOVH = Z e |™.
v=1 v=n+1
Die rechte Seite konvergiert aber gegen Null.

2) Ist umgekehrt das Kriterium erfiillt, so fiihren wir einen Widerspruchsbeweis. Wir
nehmen an, es giabe ein f € V, das die Parsevalsche Gleichung nicht erfiillt. Wegen der
immer giiltigen Besselschen Ungleichung mufl dann

)
[F =
v=1

sein. Wir setzen I := || f[I° =Y e, |* (> 0), und I, == || f = >_ coo ||~

v=1 v=1

Wegen des Kriteriums konvergiert I,, gegen Null, also ist I,, < I fiir hinreichend grofles n.
Andererseits ist aber

In:”f||2—2\cu\2 > 1, fiir alle n.

Das ist ein Widerspruch. ]

Betrachten wir jetzt die speziellen ON—Systeme (C) und (E):
Wir beginnen mit (C) und numerieren folgendermafien:

1

= t) = —,
Y1 90(?) NG
1
Yon 1= gn(t) = 7 cos(nt) firn > 1
1
und Qo1 = hy(t) = 7 sin(nt) fir n > 1.
Sodann setzen wir
2
7/ \/7 < f7 p1 >,
T
1
a, = —/ f(t)cos(nt)dt = N < f,on >
1
und —/ )sin(nt) dt = ﬁ < f,pont1 > .

Dann hat die formale Fourierreihe S¢(z) von f bzgl. des Systems (C) die Gestalt

Si(x) = < f,o1> @i Z < fr 0 > o)+ < [, 0ons1 > onta(x))

n=1
o

_ @ £ ( (V7a) cos( ) + (Vaby) - \/1_81n(mv)>
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es ist also

St(x) = % + i(an cos(nx) + by, sin(nx)).

n=1

Man beachte, dafl die Koeffizienten a,,, b, hier nicht mit den zuvor definierten formalen
Fourierkoeffizienten iibereinstimmen. Aus historischen Griinden nennt man ag, a,, und b,
dennoch die Fourierkoeffizienten von f (bzgl. (C) ).

Wir kommen jetzt zum System (E):

1
Setzt man ¢, := 5(% —jb,) und c_,, := 5(an + jbn) = ¢, fiir n > 1, sowie ¢y := %, SO

folgt:

0 . 0 . .
Y el = ot (e 4 e )

n=-—00 n=1

= o+ Y ((en+c_p)cos(nt) + (¢, — c_p) sin(nt))
n=1
= % + > (a, cos(nt) + by, sin(nt)).
n=1
Damit haben wir die komplexe Form der Fourierreihe von f gefunden. Die Summation
von —oo bis 400 ist so zu verstehen, wie es oben schon angedeutet wurde:

Term(0) 4+ (Term(1) + Term(—1)) 4+ (Term(2) + Term(—2)) + - - -

Die komplexen Fourierkoeffizienten ¢, kann man iibrigens auch direkt berechnen, ohne
den Umweg iiber die a,, und b,,. Es ist ndmlich

1 ™
= — t)dt
Co o /_7r f(#)
1 = .
und ¢, = 2—/ fe " dt  (fir n > 1).
™ J—m

Die Besselsche Ungleichung sieht fiir das System (C) folgendermaflen aus:

1< fog0> P+ (< fign >+ 1< Ll > < I

n=1
also .
300+ X (Vral +1van P < [ 15 Pt
Das heif3t: -
;ag+§;1<az+bz> < [P

Ohne Beweis geben wir auch die Besselsche Ungleichung fiir das System (E) an:

(e 9] 1 T
Slel <5 [ 150
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IV.5.5 Satz.  Die trigonometrischen Systeme (C) und (E) sind jeweils vollstindig
(in P(I) ).
Diesen Satz werden wir hier nicht beweisen, und wir werden in den kommenden Abschnit-

ten auch keinen Gebrauch von ihm machen. Wir wollen nur iiberlegen, was er bedeutet:

Ist f stiickweise stetig und periodisch, so kann man formal die Fourierreihe bilden:

LU i(an cos(nt) + by, sin(nt)),

Si(t) = 3

n=1

bzw. in der komplexen Form

0 .
> ™.

n=—oo

N
Z a, cos(nt) + b, sin(nt)) Z ¢, ed™

n=1

Ist T ( — %o
> 2

die N-te Partialsumme, so gilt:

. 2
Jin [ (50 = Tw)a = o
Man sagt auch, die Fourierreihe von f konvergiert im quadratischen Mittel gegen f. Damit
liegt ein neuer Konvergenzbegriff vor, der den Fourierreihen besonders gut angepaflt ist.
In der Wellenlehre beschreibt man die Energie durch ein solches quadratisches Integral.
Das ist die physikalische Motivation dafiir, dafl man {iberhaupt mit der Approximation
im quadratischen Mittel arbeitet.

Wir sind hier allerdings mehr daran interessiert, ob die Fourierreihe im gewohnlichen
Sinne (punktweise oder gleichméiBig) gegen die Funktion konvergiert. Mit dieser Frage
beschéftigen wir uns im folgenden Paragraphen, und wir werden sehen, dal man dafiir
etwas eingeschrinktere Funktionenklassen betrachten muf.
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§6 Harmonische Analyse

In Kapitel I haben wir gelernt, daf die Uberlagerung zweier harmonischer Sinusschwin-
gungen gleicher Frequenz wieder eine solche ergibt. Ist die Kreisfrequenz w = 1, so kann
man auBerdem jede harmonische Sinusschwingung als Linearkombination von sin(¢) und
cos(t) schreiben. Es handelt sich dabei immer um periodische Funktionen mit der Periode
27. Diese (kleinste) Periode wird auch als Wellenlinge bezeichnet.

Die Funktionen a, cos(nt) + b, sin(nt) haben die Wellenlénge —W, denn es ist z.B.
n

sin(n(t + 2;)) = sin(nt + 27) = sin(nt).

Man spricht auch von Oberschwingungen. In der Praxis kommen solche Uberlagerungen
von Schwingungen und Oberschwingungen héufig vor.

Bei der harmonischen Analyse versucht man, eine periodische Bewegung in ihre harmo-
nischen Bestandteile zu zerlegen. Ein guter Kandidat ist die Fouriersche Reihe, deren
Koeffizienten wir ja schon bestimmen kénnen. Wir miissen jetzt allerdings wissen, wann
eine Funktion tatséchlich durch ihre Fourierreihe dargestellt wird.

Dazu wollen wir zunéchst einige Hilfsmittel bereitstellen:

IV.6.1 Hilfssatz. Fiir x # 2k ist

1 & in(N + 3

2 = 2sin §
N .
BEWEIS:  Sei Dy(z):= > €. Dann gilt:
n=—N
. N . N .
(eJCE . 1)DN(I‘) _ Z 6.](n—l—l):r: i Z edne
n=—N n=—N

e_](N-i—l)ac . e—JNac‘

Multiplikation mit e ™32 ergibt:

(ei2 — e733) . Dy(z) = NV F2)r _ miN+5),

also N
Dy(z) = w fir x # 2kn.
sin §
Daraus folgt:
1 I 1 a
2 + Y cos(nz) = 3 (1 +3° 2cos(na:)>
n=1 n=1
1 N .
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1 X
- . ejn:n
2 n:z—:N

sin(N + 3)x

i T
2511(12

Bemerkung: Die Funktion

N sin(N 4 L
Dy(z) = ) eJm’:—Sm< o)

mn £
n—_N S1n 2

heilt (N-ter) Dirichlet-Kern.

Ist die Funktion f (auf einem beschrénkten Intervall) stiickweise stetig, so ist sie bis auf
endlich viele Stellen stetig, und als Unstetigkeiten kommen héchstens Sprungstellen vor.
Ist a eine solche Sprungstelle, so existieren die einseitigen Grenzwerte

fla=) = lim f(2)

TrT—a—

und  f(a+) = lim f(x).

r—a+

Wir setzen

M(a) = 5(fla=) + flat).

Ist f in a stetig, so ist My(a) = f(a). An den Sprungstellen ist M, gerade der Mittelwert
der beiden einseitigen Grenzwerte.

Um die Konvergenz der Fourierreihe gegen die Funktion beweisen zu kénnen, miissen wir
starkere Bedingungen an die Glattheit der Funktion stellen. Dazu noch eine Bemerkung
iiber Differenzierbarkeit in Unstetigkeitsstellen:

Ist eine Funktion f : [a,b] — R zwar nicht in x stetig, existiert aber der rechtsseitige
Grenzwert f(z+), so heiit f in x rechtsseitig differenzierbar, wenn der Grenzwert

Flot) it LD = )

t—0
t>0 t

existiert. Analog definiert man die linksseitige Differenzierbarkeit und die linksseitige Ab-
leitung f'(x—).

Definition.
Eine Funktion f : [a,b] — R heiBt stickweise glatt, wenn sie bis auf endlich viele
Ausnahmen stetig differenzierbar ist, und wenn in den Ausnahmepunkten die ein-

seitigen Grenzwerte f(z—) und f(z+) und die einseitigen Ableitungen f’'(z—) und
f'(x+) existieren.

Ist f stiickweise glatt, so ist f’ stiickweise stetig.
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IV.6.2 Satz. Sei f : [a,b] = R stickweise glatt und stetig, g : [a,b] — R stetig
differenzierbar. Dann kann man die Regel von der partiellen Integration in der folgenden
Weise anwenden:

[ £wgde= (50900

Wir kennen den Satz bisher nur unter der Voraussetzung, dafl auch f stetig differenzierbar
ist. Da stiickweise stetige Funktionen integriert werden konnen, macht die linke Seite nach
wie vor Sinn.

BEwWEIS:  Es gibt eine Unterteilung
GZZL‘Q<£L'1<...<£L‘N_1<£L‘N:b,

so dafl f auf jedem Teilintervall I} := [z, z141] stetig differenzierbar ist. Dort konnen wir
dann partiell integrieren und erhalten:

Tk41 , Tk+41 ,
/ f()g@)dt = f(xre1—)g(@pr1) — f(art)g(@r) — / f(t)g'(t) dt.

k k

Da f nach Voraussetzung aber stetig ist, ist f(zx+) = f(xx) und f(zr1—) = f(zr41)-
Damit gilt:

[ ronwa - L?H )
W / orl dt}

Th+1

- X [
4

Flane)gon) - ﬂmmww—é

b

£(t)g/ ()t

k

SchlieBlich brauchen wir noch den Mittelwertsatz in verallgemeinerter Form:

IV.6.3 Satz. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Ist f : [a,b] — R stetig und p : [a,b] — R integrierbar, so gibt es ein ¢ € [a,b] mit

[ sopteyat =10 [ ooy

BEWEIS:  Wie schon im Beweis von I11.3.5. sei m das Minimum und M das Maximum
von f auf [a,b]. Dann ist

m - p(t) < f(t)p(t) < M -p(t)

auf [a, b], und wegen der Linearitdt und der Monotonie des Integrals folgt:

/ dt</f dt<]\/[/
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b
Durch F(z) := f(z)- / p(t) dt wird eine stetige Funktion auf [a, b] definiert, die nach dem

b
Zwischenwertsatz in einem geeigneten ¢ € [a,b] den Wert / f(t)p(t) dt annehmen mus.

[

IV.6.4 Riemannsches Lemma.  Sei f : [a,b] — R stickweise stetig und

- / " F(t) sin(yt) dt.
Dann ist lim F(y) = 0.

Yy—r—+00

BEWEIS:  Als stiickweise stetige Funktion ist f iiber [a, b] integrierbar. Wir setzen
b
A= / £() dt

Es gibt eine Zerlegung 3 von [a, b] in Teilintervalle I, = [z, x41], so dal die zugehorige

Untersumme S, (f,3) und Obersumme S,(f,3) jeweils von A um weniger als § entfernt

ist. Das folgt aus der Integrierbarkeit. Also ist
£
0 < So(faB) - Su(fas) <3
Mit uy, = inf{f(x) | € I} und o, = sup{f(x) | € I} bedeutet das:

N-1

Z (Ok — Uk>($k+1 — $k) <

k=0
Weiter benutzen wir fiir a < a < § < b die Abschétzung

Nun sei ein € > 0 vorgegeben.

DN ™

cos(y) — cos(ya) | _ 2
Y

B
[ sintydt| = |

<

sowie die Beziehung

MZ

/b f(t)sin(yt) d /:kﬂ ) sin(yt) dt

k=0 vk

N-1 Tpg1

Z /ka — wg)sin(yt) dt + > uk/ sin(yt) dt.

k= k=0 Tk
4 N-1
Waihlt man jetzt yo > — Z | u |, so ergibt sich fiir y > yo folgende Abschitzung:

()

[ £y sin(y dt| <

N-1 2 N-1

< > (ok —u)(@psr — ) + =+ Y ||
k=0 Y k=0

< 8-1—
2 2

Das liefert die gewiinschte Konvergenz. ]
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IV.6.5 Folgerung. Sei a > 0 beliebig. Dann ist

lim /a sin(yr) dr = /oo sin(z) dr =~
y—+o0 Jo T 0 x 2

Fiir 0 < a < 27 ist auflerdem

lim /a Dy(z)dx = /7r Dy(z)dx = 7.
0 0

N—oo

t
BEWEIS:  Wir setzen z(t) = —. Dann ist
)

a Qi a 1 t 00 qj t
lim / SIWD) gy = g [ SR gy / sin®) g
Yy—00 0 0

x y—oo Jo t t

Aus Kapitel 111, §5, wissen wir, daf3 das uneigentliche Integral auf der rechten Seite kon-
vergiert.

Es bleibt der Wert auszurechnen. Wir haben gerade gesehen, dafl der Limes auf der linken
Seite garnicht von a abhéngt. Fiir 0 < a < 27 folgt aus dem Riemannschen Lemma:

a

. . 1 1
ylgglo ; sin(yzx) - <x ~ 5um g) dxr = 0. (%)

1
Dafl die Funktion — — —
x sin §
besitzt, sieht man durch zweimalige Anwendung der I'Hospitalschen Regel: Es ist

stiickweise stetig ist, also bei 0 einen rechtsseitigen Limes

1 1 2sinf —x  f(x)
Tz 2sin § - 2 sin § - g(x)’
f'(x) cos gy — 1
g (x) - 2sin § +xcos

' (x) —%sin%
g"(z) - 2cos§ — §sing’

und der letzte Ausdruck strebt fiir x — 0 gegen Null.

Unabhéngig von der speziellen Wahl von a € (0, 27) ist also wegen (x)

lim sm.(yx) der = im/ de.
y=oc Jo 2sin(3) y=o o

Da wir die Konvergenz (auf der rechten Seite) schon bewiesen haben, reicht es, wenn wir
zur Berechnung des Grenzwertes auf der linken Seite der Gleichung in y eine spezielle

1
(unbeschrénkte) Folge einsetzen, etwa yy := N + 3 N € N. AuBlerdem konnen wir z.B.

a = 7 setzen.

Es ist aber

m sin( /N 1 ™ (1 N
/Owdx:/o <2+n§1cos(nw)> dm:g,

i T
281n2
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unabhéngig von N, denn es ist ja

™ 1 ™
/ cos(nz) dr = — sin(nx) ’0: 0 fiir jedes n > 1.
0 n

Daraus folgt die Behauptung. ]

Wir konnen jetzt den entscheidenden Schritt in Richtung auf einen allgemeinen Konver-
genzbeweis hin tun:

1V.6.6 Dirichletsche Integralformel. Es sei [ stiickweise stetig und periodisch,
und

N
Ty (x Z an cos(nx) + b, sin(nx))

das N—te Fourierpolynom von f. Dann ist

Tw(z) = ;ﬂ [ s+ 0Dy ar

BEWEIS:  Setzt man die Integraldarstellungen der Koeffizienten ag, a,, und b, in die
Definition von Ty (z) ein, so erhélt man:

Ty(z) = —/ [ z_: cos(nt) cos(nx) + sin(nt) cos(nx))| dt

N
= 7/ l+ZCOS (t—x))| dt

- 7/ Sm 2s1n)<t_x))dt
- 27r/ fle Sln((Sm—'— ))dT'

Beim letzten Schritt wurde die Substitution ¢(7) = x + 7 (mit ¢'(7) = 1) vorgenommen.

Die Integrationsgrenzen mufiten wegen der Periodizitéit des Integranden nicht verdndert
werden! []

IV.6.7 Hauptsatz der harmonischen Analyse. Die Funktion f sei stiickweise glatt
und periodisch. Dann konvergiert die Fourierreihe von f punktweise gegen M;.

BeweEls:  Wir halten einen Punkt « € (—m, 4) fest. (Zur Betrachtung der Randpunkte
verschiebt man am besten das Integrationsintervall ein wenig und geht dann genauso vorl!)

1) Fiir ¢ € [0, 7] setzen wir

fla+1) = fla+)

: t
2S.1n5

sy (t) ==

Offensichtlich ist s; auf (0, 7] stiickweise stetig. Da die Funktion

: t
281115

9(t) = —
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bei t = 0 stetig ist und dort den Wert 1 annimmt, verhalten sich s, (t) und s, (t)g(t) =
Flo+1) - flab)
t

ist, existiert der Grenzwert hm
+

bei Anndherung an 0 von rechts gleich. Und da f stiickweise glatt
flz+1) = flat)
t

. Also ist sy sogar auf [0, 7] stiickweise
stetig.

2) Aus dem Riemannschen Lemma folgt nun:

s

lim [ s (¢)sin(yt)dt = 0.

Yy—00 0

Wir wissen auflerdem aus dem Beweis von Folgerung 6.5, dafi folgender Grenzwert exi-
stiert:

lim — / f(zx sm )

y—00 21 smf
— f(x_|_) Lim 1/7781n(]\7—i—§)tdt
N—oo 1 Jo 2sin §
1 = 1

5 = §f(95+)-

= flz+)- P

Weil schlieflich
fle+1t)

: t
2sm§

ist, stimmt er mit dem Grenzwert

1m1]'/wf@r%w$?@wdt
0

y—00 271 sin

NI

iiberein.

Also ist

Vollig analog beweist man:

;f@—):lml]'/Of@+¢fmay+;ﬁdt

N—o0 27 J—r sin £

Die Addition beider Formeln ergibt (mit der Dirichletschen Integralformel):

Jim Ty(e) = S(F(a=) + f(at).

Das war zu zeigen. []



298 KAPITEL IV REIHENENTWICKLUNGEN

Beispiel :

fiir x # k- 2m,
0 firz =k - 27.

Wir wollen die Fourierkoeffizienten von f berechnen. Es ist

/7r cos(nz) dx = /7r sin(nz) dr = 0,

- -

/27r$COS<nx) dr — xsin(nx) ‘2# B /27" Sin(ﬂﬁ) de — COS(?I) ’271': 0
0 n 0 0 n n 0
und
/%xsin(nx) dx = _zcos(nz) ‘ZW —i—/% de _ + sin(nz) ‘%: —21.
0 n 0 0 n n n? 0 n
Also ergibt sich:
1 /f27mm—=x 1 1, p2r
aOZ%/O 5 dx:%(ﬁx—§x)‘0:0,
1 2m
a, = —/ (m —x)cos(nz)dr = 0
21 Jo
d b= o [ - a)sinna)de =~ [ wsin(na) dr =
un n = — —x)sin(nx)dr = —— rsin(nz)dr = —.
2m Jo : 2m Jo n
Die Fourierreihe von f hat also die Gestalt
sin(nx)

n

Si(x) = 5—021

Aus dem Hauptsatz der harmonischen Analyse konnen wir schliefien, dafl Sy(x)
punktweise gegen f(x) konvergiert, denn f ist stiickweise glatt, und es ist M; = f.

Da f Sprungstellen aufweist, kann die Fourierreihe nicht gleichméflig konvergieren.
Wir wollen aber zeigen, daf§ sie es auf jedem Intervall [e, 27 — €] tut:

Betrachten wir also

sin(nx)

Ry(z) = Tn(z) — f(z) = >

A L

3



86 Harmonische Analyse 299

fir e <z <27 — ¢ und kleines € > 0. Dann ist

Ry(z) = i/xcos(nt) dt—{—;/: dt

1 N
= [2 +3 cos(nt)} dt
n=1
z z sin(N + 1)t
/ Dy(t)dt = / (7,52> dt.
™ 2sin 5
Dieses Integral werten wir mit Hilfe von partieller Integration und mit dem verall-
gemeinerten Mittelwertsatz der Integration aus. Mit einem geeigneten ¢ zwischen m
und x ist
z sin(N + 1)t
/ sin(lV + 5)t , t2) dt =
T 2sin 5

—cos(N + 3)t
(2N +1)sin £
—cos(N + 1)z
(2N +1)sin §
—cos(N + 3)z
(2N +1)sin 3

1
(2N +1)si

z
2

x T N lt 1 !
+/ cos(N + 3) I
™ 7 2N +1 sin £

z cos(N+2Ye p=( 1Y
dt

AN FI /7r sin &

x+cos(N+;)c.< 1 _1>

7r 2N +1 sin%

— cos((N + ;)x) +cos((N + ;)0)(1 ~ sin 32“")) |

Fire<z<2r—cist - < - <m— -, also

Il
N8

n
c
2

DO M

€ T
0<sin= <sin— < 1
2 = 2

und damit

Auflerdem ist 0 < 1 — sing < 1. Daraus folgt:

2 2
| Ry(x) | < < fire <z <2m—e¢.

(2N +1)sing = (2N +1)sin §

Das bedeutet aber, dal (Ry) gleichméaBig gegen Null konvergiert, und damit (7})
gleichméBig gegen f.

Wie macht es sich nun bemerkbar, dafl die Konvergenz in der Néhe von z = 0 nicht
mehr gleichmdflig ist?

sin(nx) . .
(n) in der Nihe von z =

N
Wir miissen die Werte der Partialsummen Ty (z) =
n=1
0 abschétzen. Um etwaige Maxima zu ermitteln, berechnen wir die erste Ableitung:
N : 1
sin(N +3)z 1
Tyv(z) = cos(nr) = ————2— — —.
blw) = 3 cos(r) 5

i T
QSm2
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Also ist )
Ty(z) =0 < sin(N + §)$ = sin g

Auch bei grofiem (aber festem) N kann z so klein gewéhlt werden, da8
x 1
T <« (N+ =
0< 5 < (N + 2)9@ <7

ist. Da der Sinus zwischen 0 und 7 jeden Wert (zwischen 0 und 1) genau zweimal
annimmt, und zwar symmetrisch zu x = 7, tritt die erste positive Nullstelle von Fy
genau dort auf, wo

s
N+1

1
(N + =

T
2)1: =73 ist, also bei z =z :=

Da Tx(0) = 0 und Tn(zx) > 0 ist und dazwischen kein Extremwert liegt, mufl T
in zx ein Maximum besitzen. Wir wollen den Wert von Ty in diesem Maximum
berechnen:

Ty(zy) = Eﬂmﬁ—Tﬂm-—AmTMﬂﬁ

CL‘NsmN—i- :cN
2/ 2

sin £
Mit der Substitution £ — #(u) = ——— ist
O = e
it der Substitution u 2N+118
t U 1 t
- d (N+)t=@2N+1)L=
2 " an g1 wd (WA= 0CN+1)
Also ist
(N+3)zn sin(u) T
T = / du —
w(ey) 0 (2N + Dsin(;y) " 2N +2
(1—en) sin w s
_ P
0 (2N + 1) sin(5577) 2N +1
it ! d 1st
1i = enn es is
mit ey ON 1 2’ nn es 1
1 (2N + D)7
Nt Doy =TT (1= ey,
( +2)be ON 1 2 T (1—en)

Fiir kleines positives z ist 0 < sinz < x. Also gilt fiir grofles N :

0<sin— < —
sin
2N+1 2N +1’
und daher
sin(u) sin(u)
(2N + 1) sin(55"7) u
Damit ist
m(1-en) sin(u) T

ﬂﬂma>/

0 v YT aNyo
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LaBt man N gegen Unendlich gehen, so strebt ey gegen Null und 5375 gegen Null.

Also liegt Ty (xy) fiir grofies N in der Néhe der festen Zahl

/’TSIH(U)du — 1.85193705.. . ,
0 u

wahrend T

lim f(z) =5 =1570...

r—0+

ist. Die Partialsummen der Fourierreihe schieflen in der Ndhe der Unstetigkeitsstelle
um einen unangenehm hohen Betrag iiber das Ziel hinaus, und die Approximation
wird um so schlechter, je grofler das N ist. Dieses Verhalten wird das Gibbs’sche
Phinomen genannt, und es ist bei allen unstetigen stiickweise glatten periodischen
Funktionen zu beobachten.

Betrachten wir noch zwei Partialsummen im Bild:

Das eben betrachtete Beispiel ist so typisch, dafl wir noch einiges daraus lernen kénnen.

So fillt z.B. auf, da nur Sinus—Terme in der Reihe auftreten. Das hat damit zu tun, dafl
die Funktion f(x) auf [, +7] ungerade ist, also symmetrisch zum Nullpunkt. Allgemein
gilt:
IV.6.8 Satz.
Si(z) = % + > (ay cos(nz) + b, sin(nz)) sei die (formale) Fourierreihe einer stiickweise
n=1

stetigen Funktion f(x). Dann gilt:

1. Ist f gerade (also f(—x) = f(x) ), so ist b, =0 firn > 1.

2. Ist f ungerade (also f(—x) = —f(x) ), so ist a, =0 firn > 1.
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BeweEls:  Ist f gerade, so ist f(x)sin(nz) fir jedes n > 1 ungerade, und dann ist
1 ™
by = = / F(t)sin(nt) dt = 0,
T

weil sich die positiven und die negativen Teile gerade wegheben.

Ist f ungerade, so ist f(z)cos(nz) ungerade und a,, = 0. ]
Auch die Frage nach der gleichméaffigen Konvergenz kénnen wir jetzt umfassender beant-
worten.

IV.6.9 Satz iiber gleichmiflige Konvergenz von Fourierreihen.

Ist die Funktion f stickweise glatt, periodisch und zuséatzlich stetig, so konvergiert die
Fourierrethe von f gleichmdf$ig gegen f.

BEWEIS:
Sei S¢(z) = % + Y (an cos(nz) + by, sin(nz)).
n=1
Die Funktion g := f’ ist stiickweise stetig, also kann man formal auch ihre Forierreihe
bilden:

% 4 i(cn cos(nz) + d, sin(nz)).

WEeil f stetig und stiickweise glatt ist, kann man die verallgemeinerte Regel der partiellen
Integration (Satz 6.2) anwenden:

Se(z) =

n=1

Cp, = —/ ) cos(nt) dt

— f(f(t)cos (nt)) W —|— / t)nsin(nt) dt
- _

= n-b,
und
1 = .
d, = —/ 1'(t) sin(nt) dt
= i(f(t) sin(nt)) ’:r _71r _ﬂ f(t)ncos(nt) dt
= —Nn-ay.

AufBlerdem ist | .
—— ' _ = T _
co—w/_wf(t)dt ~ft) | ~o.

Nun erinnern wir uns an die Besselsche Ungleichung:

[ee] 1 T
n;(ci ) < ;/ F(6)2 dt.

(e}

Daraus folgt, da die Reihe Y (c? + d>) konvergent ist. Andererseits gilt:

n=1
112 Ne,| 1
(leal =) =z - 2ol 2
n n n

12 2 1
wmd 0 < <|dn|—) g Adl L

n n?

0

IN
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Also ist

len|  |dn] 1 2
n

n b, | = TS (E AR+ S
Jan |+ ba | = P4 L < ()

Damit besitzt S¢(x) eine konvergente Majorante, und nach dem Weierstrafi-Kriterium ist
Sr(x) gleichméBig konvergent. []

Bei dem oben betrachteten Beispiel hatten wir etwas mehr herausbekommen, nédmlich die
gleichméflige Konvergenz auf jedem abgeschlossenen Intervall, das keine Unstetigkeitsstel-
le enthélt. Auch das ist allgemein richtig:

IV.6.10 Satz. Ist f stiickweise glatt und periodisch und [a,b] ein abgeschlossenes

Intervall, das keine der Unstetigkeitsstellen von f enthdlt, so konvergiert die Fourierrethe

Sr(x) auf [a,b] gleichmdfig gegen f.

BEWEIS:  Sei ¢(z) = ) sin(na)
n=1

[—7, 4+ genau eine Sprungstelle der Hohe 7, ndmlich bei z = 0.

die Funktion aus dem Beispiel. Dann hat v in

h
Sei xg € [—m, 7| ein Punkt, h eine reelle Zahl. Dann hat die Funktion —t¢(z — x) nur
7T

jeweils in den Punkten xy + 2k7 eine Sprungstelle (von der Hohe h), und von diesen
Stellen liegt nur x( selbst in [—7, 7.

Hat jetzt f(z) in [—m, 7] die Sprungstellen 1, xo, ...,z mit den Hohen hy, ho, ..., hy, so
hat

iiberhaupt keine Sprungstellen mehr. Die Fourierreihe Sg konvergiert iiberall gleichméafig,
und die Fourierreihe des Korrekturterms konvergiert auf jedem abgeschlossenen Intervall
gleichméfig, das keine der Sprungstellen xq, xs, ...,z enthélt. Daraus folgt die Behaup-

tung. []
Beispiele:

1. Wir beginnen mit einer Fourierreihe, zu der wir die passende Funktion suchen:

o0

cos(nx 1
( ) Da die konvergente Reihe Z — eine Majorante ist, kon-
n

Sei F(z) := i

2
n=1 n n=1
vergiert F'(zx) iiberall gleichméfig, stellt also eine stetige Funktion dar.

o

Die gliedweise differenzierte Reihe Z —sin(nz) _— ; T konvergiert auf jedem
n=1 n
Intervall I. = [e, 21 —¢] gleichmiflig. Auf solchen Intervallen ist also F'(z) = ? ; W,

d.h.

N2
Fle) = <x 2 F) +&
mit einer geeigneten Konstante C.

Die Gleichung gilt zunéchst nur auflerhalb der Punkte 2nm, aber da F'(z) als gleich-
méafiger Limes von stetigen Funktionen selbst wieder stetig ist, gilt sie sogar iiberall.
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Nun ist
2 2 — 2
/ F(z)dx = (x W) dx + 2nC
0 0 2
_ (m—m)® e
= 0|, t2nC
3
= = +2nC
und andererseits wegen der gleichméfigen Konvergenz von F'(x)
2m 2, 27 cos(nx)
Fayde = Y [ d
/0 (x)dx nz::l ; o x
i 2
S sm(’/;x) ‘ _ 0
n=1 n 0
2
Also ist C' = T und
i cos(nx) (x - 7r)2 m
— 2\ 2 12°
Der Fall x = 0 ergibt insbesondere die Formel
s1_w
= n? 6
So liefert uns die Fouriertheorie den Grenzwert einer Reihe, deren Konvergenz uns
schon lange bekannt ist.
2. Als néchstes betrachten wir die Fourierreihe einer stetigen Funktion:

3
2 -
1
LI A — L B S ——
-2 - s 27
Wir definieren f(z) := | x| auf [—7, 7] und setzen wie iiblich periodisch fort.

Dann erhalten wir folgende Fourierkoeffizienten:
S or
ag = —
0 s s

27r
:—/tdt
7w Jo
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1 ™
= — t2 ‘ = 7]'7
T 0
1 ™
a, = —/ f(t) cos(nt) dt
T J—7
2 ™
= —/ t cos(nt) dt
mJo
_ 2 Kt sin(nt)) ‘ﬂ' _/7r sin(nt) dt]
™ n 0 0 n
2 cos(nt) = 2
= ‘0— n%(cos( ) —1)
9 0 falls n gerade
= (=1 =1) =
n27r(( ) ) ——— falls n ungerade
n2m
und b, = 0, weil f eine gerade Funktion ist.
Also erhalten wir die Fourierreihe
T 4 cos(2k+1x) w 4 cos(3x)  cos(bx)
Se(z) == — — - _ = )
f kz:D 2]{: + ) 9 ﬂ_(COS(I) + 32 + 52 + )
Hier ist schon T5(x) eine gute Approximation:
3%
2 -
14
[ T T T [ T T T T T T [ T T T [
-2 - us 27
Insbesondere ergibt sich fiir x = 0:
Z also
7w 2k +1)2
R
= 2k+1)2 8

3. Schliefflich betrachten wir noch einen typischen ,, Rechteckimpuls®:

—1 falls —7m<x <0,
flz):=<¢ 0 fiirx=0,
1 falls0<x <.
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Da f eine ungerade Funktion ist, ist a,, = 0 fiir alle n. Weiter gilt:

by = [ (@) sinnt) dt

wJ—7

4
— falls n gerade.
™

{ 0 falls n gerade,

Die Fourierreihe hat also die Gestalt

4 & sin((2k + 1)x)
2 2k+1

k=0

Si(x) =

™
Wegen der Unstetigkeitsstellen tritt natiirlich wieder das Gibbs’sche Phanomen auf!
Wir skizzieren das Polynom Ty(x) :

1
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Wir fassen die Ergebnisse in einem Diagramm zusammen:

f stiickweise stetig = 3 (formale) Fourierreihe S;.
(Sy — f im quadratischen Mittel)
fr
f stiickweise glatt —— Sy — f punktweise,
gleichméBig auf allen abg. Intervallen,
die keine Unstetigkeit enthalten.
Gibbs’sches Phidnomen tritt auf.
fr
f stetig

und stiickweise glatt =— Sy — f gleichméBig.



