Kapitel 111

Differential- und Integralrechnung

81 Differenzierbare Funktionen

Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine Funktion mit , geniigend glattem* Graphen (was
das heifit, werden wir noch sehen).

Es seien z, zy € I. Die Gerade durch (zo, f(x)) und (z, f(z)) bezeichnet man als Sekante
durch diese beiden Punkte. Sie kann nicht vertikal verlaufen, denn dann géibe es zu einem
Argument mehrere Funktionswerte. Also kann man die Sekante in der Form y = mx + b
schreiben. Die Richtung m ist der Tangens des Steigungswinkels, also gegeben durch den
Differenzenquotienten

m = Af(zg,x) = M.

r — 2o

Hélt man g fest und 148t x gegen xg laufen, so strebt die Richtung der Sekante gegen die
Richtung der Tangente an G in (o, f()).

Gy

Zo T
Definition.

Eine Funktion f: I — R heifit in xq € I differenzierbar, falls

f(z) = flwo)

T—x0 xr — xo
existiert. Der Grenzwert f’(x¢) heifit die Ableitung von f in x.

Die Gerade durch (zg, f(zo)) mit der Steigung f’'(zo) nennt man die Tangente an
den Graphen von f im Punkte (x¢, f(x)).

Bemerkung: Die Gerade durch (xg, f(zo)) mit der Steigung m wird durch die lineare
Funktion

L(z) := f(zo) + m(z — o)
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beschrieben. Wie gut f durch diese lineare Funktion approximiert wird, kann man an der
Differenz r(z) := f(x) — L(z) ablesen. Natiirlich ist (x¢) = 0. Von der Tangente erwarten
wir aber etwas mehr. Ist x # xg, so ist

r(z)

r — Xy

= Af(xg,x) — m.

Nur wenn m = f’(xq) ist, strebt dieser Ausdruck fiir x — z gegen 0. Das bedeutet,
daf} die Tangente tatséchlich diejenige Gerade ist, die f in der Nédhe von xy am besten
approximiert. Sie ist iibrigens der Graph der Funktion

T (@) := flzo) + f'(20) - (x = 20).
Wir bezeichnen manchmal auch diese Funktion als Tangente an f in z.
Ist f in x differenzierbar, so ist die Funktion

| Af(xg,z) fir x # o
D(z) := { 1 (o) fir © = x¢

in xy stetig. Fir © # zg ist auflerdem f(x) = f(z) + D(z) - (x — x¢). Diese Gleichung
bleibt erhalten, wenn man = = x( setzt. Also kann man vermuten, dal die folgende
Aussage richtig ist:

II1.1.1 Satz. Die Funktion f : I — R ist genau dann in xg € I differenzierbar, wenn
qilt:

Es gibt eine Funktion D : I — R, die stetig in xq ist, so dafs
f(x) = f(zo) + D(x) - (x — 20)
fiir alle x € I 1ist.

BEwEIs:  Dafl die Existenz einer solchen Funktion D aus der Differenzierbarkeit von f
in xg folgt, haben wir schon gesehen.

Wenn umgekehrt das Kriterium erfiillt ist, dann existiert der Grenzwert

lim A(z) = lim M)
Tr—x0 T—T0 xr — xo
und f ist in zy differenzierbar. ]

Mit diesem Kriterium sind wir im Besitz einer alternativen Definition der Differenzierbar-
keit, die zwar nicht ganz so anschaulich ist, sich in Beweisen aber manchmal als vorteilhaft
erweist.

Setzt man tibrigens r(x) := f(x) — T,,(x), so ist
7’(1’) _ f(q;) — Txo('r) _ f(l’) — f(.fC0> N f/(ﬂfo) _ D(x) _ f’(ifo)-

T — X T — 2o T — X

Insbesondere ist D(xg) = f'(x¢). Aber Vorsicht ist geboten! Fiir = # x¢ hat D(z) norma-
lerweise nichts mit f’(x) zu tun.
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Als die Differentialrechnung erfunden wurde, hatte man zunéchst die Vorstellung, dafl die
Differenzen Af = f(x) — f(z¢) und Az := x — xy gegen unendlich kleine GroBen df

d
und dx konvergieren, und dafl die Ableitung f'(zo) daher ein Differentialquotient df(xo)
T

sei. Diese Vorstellung ist natiirlich unsinnig, aber die Bezeichnungsweise hat sich dennoch
erhalten.

Neben der Bestimmung von Tangenten war eine der Hauptmotivationen fiir die Erfindung
der Differentialrechnung die Bestimmung von Extremwerten.

Definition.
f hat in xy € I ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum), falls gilt:
de >0, so daB f(z) < f(xg) (bzw. f(z) > f(xg) ) fiir |z — xo| < € ist.

In beiden Féllen sagt man, f hat in xy einen (lokalen) Extremwert.

Man beachte: Ist f in der Ndahe von xg konstant, so hat f dort nach unserer Definition
auch einen Extremwert! Das widerspricht ein wenig dem normalen Sprachgebrauch. Wir
fithren deshalb noch einen zusétzlichen Begriff ein:

Definition.

f: 1 — Rhat in xy € I ein isoliertes Mazimum (bzw. ein isoliertes
Minimum, falls gilt:

Je >0, s0daB f(z) < f(zo) fiir |z — 20| < € und = # ¢ ist

(bzw. f(x) > f(zo) im Falle des Minimums).

Bleiben wir zunéchst bei den gewohnlichen Extremwerten:

Wenn etwa z von links nach rechts ein Maximum bei 2y durchlduft, dann hat die Tangente
in x zunéchst eine positive Steigung, verlauft dann immer flacher und neigt sich schlieflich
nach unten. Von der Anschauung her erwarten wir, dafl der Funktionsgraph in einem
Maximum (und analog in einem Minimum) eine waagerechte Tangente besitzt. Tatséchlich
gilt:

I11.1.2 ,,Notwendiges Kriterium* fiir Extremwerte. Sei I ein Intervall,

xo ein innerer Punkt von I, f: I — R in xy differenzierbar.

Wenn f in xq ein lokales Extremum besitzt, dann ist f'(zq) = 0.

BEwEIS:  Wir betrachten nur den Fall des lokalen Maximums, der andere geht analog.

Es ist dann f(x) < f(x) fiir x nahe bei xy. Ist z < xg, so ist © — 2o < 0 und da-
her Af(xzg,z) > 0. Ist jedoch x > zg, so ist Af(xg,z) < 0. Dann mufl f'(zg) =
lim Af(zo, x) = 0 sein. ]
T—x0

Will man also die Extremwerte einer Funktion bestimmen, so sollte man ihre Ableitung
kennen. Wir gehen jetzt daran, solche Ableitungen auszurechnen:
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Beispiele :
1. Ist f(x) = c konstant, so ist

Af(x(]?x) = e EO?

T — 2o

unabhéngig von z. Also ist immer f’(x¢) = 0.
2. Ist f(z) := z, so ist Af(xg,z) =1, also immer f'(zq) = 1.

3. Ist f(z) := 2", so ist

" —
Af(zg,x) = 0 Z:f;” g,

r — X9

also

1
4. Ist f(z) := —, so gilt fiir x # 0 und xy # 0:
T

1_ 1

Af(woa) = 22 =~ L o fi(wg) = -

T — T TXo a3

5. Sei f(x) := y/x. Wir betrachten die Funktion nur fiir z > 0. Geschicktes Kiirzen

zeigt:
i \/_— \/ Lo . ]_
Af(wo, ) = T — T _\/E%—\/x_o’

6. Sei f(x) :=sin(x). Setzt man h := x — ¢, so erhélt man:

sin(xg + h) — sin(xg)

Af(l‘o, I’) = T — 7o
_ sin(zg) cos(h) + cos(zg) sin(h) — sin(xo)
N T — X
in(h h)—1
— cos(ao) - 2 | in(a) “’S(h)
i -1
Da lim M =1 und lim M =0 ist,
h—0 h h—0 h

existiert f'(zg) = }LiII(l) Af(xg,z9+ h) = cos(zy).
—
Auf die Dauer ist diese Vorgehensweise etwas miithsam. Wir werden nun einige Differen-
tiations—Regeln aufstellen.

Ist eine Funktion f: I — R in jedem Punkt x € I differenzierbar, so sagt man, f ist auf
I differenzierbar. Durch x — f’(x) wird dann eine neue Funktion f’: I — R definiert.
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Ist f" in xq differenzierbar, so nennt man f auch in xy zweimal differenzierbar, und man
schreibt:

f" (o) = (f') (o).
Entsprechend definiert man héhere Ableitungen f”, f4, ...
I11.1.3 Ableitungsregeln. f und g seien in xq differenzierbar. Dann sind sie in x

auch stetig, und es gilt:

1. Linearitat:

(a- f+B-9)(w0) =a- f(xo) + B g (20).
2. Produktregel:

(f - 9) (w0) = f'(w0) - g(wo) + f(0) - ' (o).
3. Finfache Quotientenregel (fiir f(xg) #0):

l/l’ :_f,<x0)
(f-)( 0) (x[))g'

—

4. Allgemeine Quotientenregel (fir g(xo) # 0):

f'(wo) - g(x0) — f(0) - g'(20)
9(wo)? '

IRV
() (70) =

5. Kettenregel: Ist h in f(xq) differenzierbar, so ist
(ho f)(xo) = h'(f(x0)) - f'(x0)-
6. Ableitung der Umkehrfunktion: Ist f umkehrbar, f'(xq) # 0 und yo := f(xg), so ist
f~Yin yo differenzierbar, und es gilt:

|
Fi(f~ ) f(wo)

(f ) (50) =

BEwEIs:  Wir miissen zunéchst zeigen, daf eine differenzierbare Funktion auch stetig
ist: Dazu schreiben wir f in der Form f(z) = f(z¢) + D(x) - (x — ), mit einer in zg
stetigen Funktion D. Als Zusammensetzung stetiger Funktionen ist f dann auch selbst
stetig in xg.

1) Wir betrachten die Differenzenquotienten:

Esist Ala- f+ 5 9)(vo, ) = a- Af(xo,z) + - Ag(xo, z). Die Anwendung der Grenz-
wertsétze liefert das gewiinschte Ergebnis.

2) Hier ist ein ganz kleiner Trick nétig. Es ist

f(@)g(x) = fzo)g(xo) = (f(x) — f(x0)) - () + [f(20) - (9(x) — g(0)),

also A(f - g)(wo,7) = Af(wo, ) - g(x) + f(20) - Ag(zo, ). Der Ubergang zum Limes (mit
Hilfe der Grenzwertsitze und der Stetigkeit von ¢ in ) liefert die Produktregel.
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Wir beweisen nun erst einmal (5): Mit Hilfe von Differenzenquotienten wird das etwas pro-
blematisch, aber wir haben ja noch eine zweite Charakterisierung der Differenzierbarkeit:
Wir schreiben

f(x) = f(xo) + D(z) - (v — o)
und  A(y) = h(yo) +D*(y) - (y — wo)

mit einer in xy stetigen Funktion D und einer in yo := f(z¢) stetigen Funktion D*. Dann
ist
ho f(x) = hlyo)+D*(f(x))- (f(x) = f(xo))
ho f(zo) + (D*(f(x)) - D(x)) - (z — o).

Da die Funktion z — D*(f(z)) - D(z) in zq stetig ist, ist h o f in xy differenzierbar, mit
(ho f)(xo) = W(f(x0)) - [ (o).

1 1
3) Sei h(x) := —. Dann ist — = h o f. Die Ableitung von h kennen wir schon, und die
T

Kettenregel liefert dann die gewiinschte Quotientenregel.

1
4) folgt aus (2) und (3), denn es ist I f--.

g g
6) Ist f umkehrbar, yo := f(x¢), y := f(z) und y # yo, so ist auch x # x¢, und es folgt:
- ) — o) T — T 1
Af Yo, y) = —~ = :
) T T T f@ = fa) | A
Ist nun f'(xg) # 0, so existiert
(7Y () = T AF~ (o), f(2)) = Jim 5o = i
T—x0 ! T—TQ Af(m(b aj) f/(xo)
L
Die folgenden Regeln sollte man sich merken:
(") = n-2™ ! fiir n € N, z beliebig,
(z?) = q-27!' firqeQ, z>0,
sin’(z) = cos(z) firz e R,
cos’(zr) = —sin(x) firzeR,
1
tan/(x) = m fur xr 7é g +n- ,
exp'(z) = exp(),
1
In’ = —.
V@) = o
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Zum BEWEIS: Die erste Formel haben wir schon bewiesen, die zweite 148t sich mit Hilfe
der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion leicht daraus herleiten.

Daf} sin’(z) = cos(x) ist, haben wir schon gezeigt. Nun setzen wir g(z) := x + g Dann
ist cos(x) = sin(g(x)), also
7r

cos'(x) = sin’(g(x)) - ¢'(x) = cos(x + 5) = —sin(x).

Mit der Quotientenregel folgt schliellich:

cos?(x) ~ cos?(z)

tan'(z) = (sm)’ (z) = cos?(z) + sin®(z) 1

cOS
Den Beweis der beiden letzten Formeln miissen wir auf spéter verschieben.

Es kann natiirlich auch vorkommen, daf§ eine Funktion in einem Punkt nicht differenzier-
bar ist. Wir betrachten

x falls x >0,
flz):=|z|= 0 falls z =0,
—z falls x < 0.

Offensichtlich existiert f'(z) = 41 fiir z > 0, und fiir z < 0 ist f'(z) = —1. Im Nullpunkt
sieht es aber problematisch aus:

Es ist lir(1)1+ Af(0,z) =1 und lg(l)‘l Af(0,2) = —1. Wenn sich jedoch links- und rechtssei-
z— 20—
tiger Grenzwert voneinander unterscheiden, dann kann der gewohnliche Grenzwert nicht

existieren! Damit ist | | in « = 0 nicht differenzierbar. Anschaulich ist das klar, denn der
Funktionsgraph hat dort einen Knick und kann dort deshalb keine Tangente besitzen.

Zuriick zur Extremwertbestimmung! Wir suchen nach einem Kriterium, das hinreichend
fiir die Existenz eines Extremums ist, und das zugleich hilft, zwischen Minimum und
Maximum zu unterscheiden. Die Ableitung der Funktion f(z) = 2?® verschwindet im
Nullpunkt, obwohl f dort keineswegs ein Extremum besitzt. Wir brauchen eine klare
Definition fiir das ,, Ansteigen* oder ,Fallen“ einer Funktion in einem Punkt:

Definition.

Die Funktion f steigt bei x, falls gilt:

f(xo—h) < f(wo) < f(zo+h)

fiir geniigend kleines positives h.

o
Die Funktion f fallt bei xq, falls gilt:
f(xo —h) > f(zo) > f(zo+ h)

fiir geniigend kleines positives h.
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I11.1.4 Satz. Sei f in xy differenzierbar.

1. Wenn f bei xq steigt, dann ist f'(xq) >0
Ist umgekehrt f'(xq) > 0, so steigt f bei x.

2. Wenn f bei xo fallt, dann ist f'(zq) < 0.
Ist umgekehrt f'(xq) < 0, so fallt f bei x.

Anschaulich ist das klar: Wenn die Tangente in xy mit der positiven x-Achse einen Winkel
zwischen 0° und 90° einschlieit, steigt der Graph von f dort von links unten nach rechts
oben an. Ist der Winkel grofler als 90°, so senkt sich der Graph von links oben nach rechts
unten. Wir verzichten daher auf einen exakten Beweis.

I111.1.5 Folgerung. Sei I C R ein offenes Intervall, f : I — R differenzierbar.
1. Ist f'(x) > 0 fir alle x € I, so ist f auf I streng monoton wachsend.

2. Ist f'(x) <0 fir alle x € I, soist f auf I streng monoton fallend.

Auch auf den Beweis der Folgerung verzichten wir hier.

Mit dem Monotonie-Kriterium haben wir ein bequemes Hilfsmittel in der Hand, um die
Umkehrbarkeit von Funktionen festzustellen.

Beispiel :

Es ist tan'(x) = = tan®(z) + 1 > 0 fiir —g <z < +g. Also ist tan(x) in

cos?(x)
diesem Bereich streng monoton wachsend und daher injektiv. An den Intervallgren-
zen strebt tan(x) gegen —oo bzw. 4+00. Da tan(z) im Innern des Intervalls stetig

ist, bildet die Funktion das Intervall surjektiv auf R ab. Somit gilt:
T T D
tan: {z € R | 5 <e< —1—5} — R ist bijektiv!

Wir haben das schon in Kapitel I festgestellt, aber hier war es einfacher. Auch die
Umkehrfunktion, den Arcustangens, haben wir schon an fritherer Stelle kennenge-
lernt. Nun wissen wir auch, daf§ arctan(z) differenzierbar ist, und es gilt:

1

tan’(arctan(z))
1

tan?(arctan(z)) + 1
1

241

arctan’(z) =

Bemerkenswert ist, dafl die Ableitung des Arcustangens eine rationale Funktion ist!

Jetzt wollen wir endlich das Kriterium fiir Extremwerte formulieren:



§ 1 Differenzierbare Funktionen 189

II1.1.6 Erstes ,,hinreichendes Kriterium* fiir Extremwerte.
Sei f: I — R differenzierbar, xo € I ein innerer Punkt und f'(xq) = 0.

Wenn f'(x) bei x = xo das Vorzeichen wechselt, dann besitzt f in xy ein isoliertes lokales
Extremum. Genauer gilt:

Ist ' bei xq fallend, so besitzt [ in xy ein isoliertes Maximum.
Ist ' bei xq steigend, so besitzt f in xy ein isoliertes Minimum.

BeEweEls:  Essei f/(z9) = 0. Wir betrachten nur den Fall des Maximums.

Es sei € > 0 so gewdhlt, dafl alle  mit |z — zy| < € noch im Intervall I liegen, und da8
f(xo—h) > f(x)) =0> fl(xg+h) firO<h<e

ist. Dann ist f zwischen g — ¢ und x( streng monoton wachsend und zwischen zy und
xo + € streng monoton fallend. Also ist f(x) < f(xzo) fiir alle x mit |z — x| < £ und
x # xg. Das heifit, dafl f in xg ein isoliertes Maximum besitzt. []

Beispiele:
1. Sei f(z):=22? — 3x + 1. Dann ist f'(x) = 42 — 3. Ein lokales Extremum kann nur
3

dann in z( vorliegen, wenn f’(xg) = 0 ist, also zg = 7

3 3
Fir =z < 2 ist f'(z) < 0, fir x > 2 ist f'(z) > 0. Also ist f’ bei x( steigend, f

besitzt in g ein lokales Minimum (das hier zugleich auch das globale Minimum ist).

1
) 2 . ..
2. Sei f(x) = 20" +x sin — fir x # 0
0 fir x = 0.

N
Dann ist f(z) = - D(x), mit D(x) := 2x ~|—xsm§ fiir x # 0
0 fiir x = 0.

Da der Sinus beschréankt bleibt, ist D in x = 0 stetig, also f {iberall differenzierbar
und f/(0) = 0. Da g(x) := 2+ sin® stets > 1 ist, ist f(z) = 2* - g(x) > 0 fiir
x # 0. Also besitzt f im Nullpunkt ein globales (und damit erst recht ein lokales)
Minimum. Dennoch ist f’ in z = 0 weder steigend noch fallend. Fiir x # 0 ist

namlich

1 1 1 1 1
f(x) =4z 422 - sin— +2” - (== ) - cos — = 4z + 2z - sin — — cos —.
x x x x x
Die beiden ersten Terme werden in der Nidhe von x = 0 beliebig klein, aber der
dritte Term nimmt beliebig nahe beim Nullpunkt immer wieder die Werte 1 und —1

an. Also wechselt f’ bei einseitiger Anndherung an 0 unendlich oft das Vorzeichen.

Das bedeutet, dafl das hinreichende Kriterium keineswegs notwendig ist!

Die Anwendung des 1. hinreichenden Kriteriums ist manchmal etwas miithsam, denn man
muf} das Verhalten von f’ in einer ganzen Umgebung des mutmaflichen Extremums stu-
dieren. Einfacher wird es, wenn man noch die zweite Ableitung zu Hilfe nimmt:
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I11.1.7 Zweites ,,hinreichendes Kriterium* fiir Extremwerte.
Ser f: I — R zweimal differenzierbar, vy € I ein innerer Punkt. f besitzt in zy ein
isoliertes lokales Mazimum (bzw. Minimum), wenn gilt:

1. f/(xo) =0.
2. f"(xo) <0 (bzw. f"(zo) > 0).

BEwEers:  Ist f"(zg) < 0, so ist f’ in zq fallend. Ist f”(xq) > 0, so ist f’ in z( steigend.
Der Rest folgt mit dem ersten Hinreichenden Kriterium. ]

Das zweite Kriterium 148t sich bequemer nachpriifen, aber man verschenkt gegeniiber
dem ersten etwas Information, und deshalb mufli man darauf gefa3t sein, dafl in gewissen
Féllen das erste Kriterium noch anwendbar ist, das zweite aber nicht.

Beispiele :
1. Wir betrachten noch einmal die Funktion f(z) := 2z*—3z+1. Esist f”(z) =4 > 0,

: 3 . . .
also muB} in xy = 7 & Minimum vorliegen.

1
2. Sei f(x) = - (2% = 92% + 152 — 4).
3 9 15
Dann ist f'(z) 3: 49529— 37 + o | _ ‘ |
d " 2.7
wd (@)= 5o -3 %
Also gilt: i

fl(r)=0 <= 2°—62+5=0

1
= =g (6=V36-20) .
= 3+2.

Da f”(1) = =3 < 0 ist, hat f in # = 1 ein isoliertes Maximum.
Da f”(5) = +3 > 0 ist, hat f dort ein isoliertes Minimum.

3. Sei f(z) :=z*. Dann ist f'(z) = 42® und f"(x) = 122°.

Offensichtlich ist f'(z) =0 <= 2 = 0. Aber es ist f”(0) = 0, das zweite hinrei-
chende Kriterium 148t sich nicht anwenden! Andererseits gilt:

Fir z > 0 ist f'(z) < 0, und fiir x > 0 ist f'(z) > 0. Also ist f’ in 0 steigend, und
f besitzt dort ein Minimum!
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§2 Mittelwertsatz und Taylorsche Formel

11.2.1 Der Satz von Rolle. Sei f : I = [a,b] — R stetig und im Innern von I
differenzierbar. Ist f(a) = f(b), so gibt es einen inneren Punkt xo von I mit f'(zq) = 0.

BEWEIS:  Sei ¢ := f(a) = f(b). Ist f(z) = ¢ auf ganz I, so ist auch f'(z) = 0.

Ist f auf I nicht konstant, so mufl entweder das Minimum oder das Maximum von f im
Innern von [ liegen. Und dort mufl dann f” verschwinden. []
Der folgende wichtige Satz ist eine einfache Folgerung:

11.2.2 Der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
Sei f: 1 :=a,b] = R stetig und im Innern von I differenzierbar.

Dann gibt es einen Punkt xq im Innern von I mit

f'(wo) =

f(b) — f(a)
b—a

BEwEISs:  Sei L : R — R die eindeutig bestimmte lineare Funktion mit L(a) = f(a) und
L(b) = f(b) (also die Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ). Schreibt man L in der Form
— f(a)
b—a
Setzen wir g := f — L auf I, so ist g(a) = g(b) = 0 und ¢'(x) = f'(z) — m. Nach dem
Satz von Rolle, angewandt auf die Funktion g, existiert ein Punkt ¢ im Innern von I mit
¢ (0) = 0, also f(z0) = m. 0

So einfach der Beweis, so méchtig die Konsequenzen:

L(z) =ma + b, soist L'(x) =m und m =

11.2.3 Folgerung 1. Sei f: I — R stetig und tm Inneren von I differenzierbar.
Ist f'(x) =0, so ist f konstant.
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BEWwWEISs:  Sei [ = [a,b], a < 1 < 25 < b. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein xy mit

r1 < 2o < To und
f(za) — f(m1)

0=f ="
fzo) T2 — 21
Das ist nur moglich, wenn f(x1) = f(z3) ist. Und da die Punkte z; und z, beliebig
gewahlt werden konnen, ist f konstant. ]

Das Monotonie-Kriterium 148t sich jetzt verallgemeinern:

Definition.

Eine Funktion f : I — R heit (schwach) monoton wachsend (bzw. fallend), falls
fiir beliebige Punkte x1, 25 € I mit 1 < x4 gilt:

fla) < flaz)  (bzw. f(21) = f(a2)).

11.2.4 Folgerung 2. Sei f : I :=la,b] - R stetig und im Inneren von I differen-
zierbar. f ist genau dann auf I monoton wachsend (bzw. fallend), wenn f'(x) > 0 (bzw.
f'(z) <0) fir alle x € (a,b) ist.

BEWEIS:  Wir beschranken uns auf den Fall der wachsenden Funktion.

1) Ist f monoton wachsend, so sind alle Differenzenquotienten > 0, und daher ist auch
tiberall f'(z) > 0.

2) Nun sei f'(x) > 0 fiir alle € (a,b). Ist 1 < x4, so gibt es nach dem Mittelwertsatz
ein xp mit r; < xy < x9, und es gilt:

=02 T also f(x1) < f(xg).

Beispiel :

Sei f(z) := 3. Dann ist f/(z) = 32? und f”(x) = 6z. Da iiberall f'(z) > 0 ist,
wéchst f auf ganz R monoton. Auflerhalb des Nullpunktes ist f’(x) sogar positiv,
also wéchst f dort streng monoton. Im Nullpunkt selbst ist f steigend, denn es ist
ja f(=h) = —h3 <0 < h? = f(h) fiir kleines positives h. Daraus folgt, dal f sogar
iiberall streng monoton steigt.

Schlieflich kann man den Mittelwertsatz noch weiter verallgemeinern:

11.2.5 Der 2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
FEs seien f und g auf I := |a,b] stetig und im Innern von I differenzierbar. Auflerdem sei
g'(z) # 0 im Innern von I.

Dann gibt es einen Punkt ¢ im Innern von I mit
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Fiir g(z) = 2 erhdlt man den 1. Mittelwertsatz zuriick.

BeEweIs:  Wire g(b) — g(a) = 0, so wére ¢'(zg) = 0 fiir ein zp im Innern von I. Das
hatten wir aber gerade ausgeschlossen.

Wir benutzen die Hilfsfunktion
i (g(z) — g(a)).

Esist F'(a) = f(a) = F(b). Nach dem Satz von Rolle gibt es ein ¢ im Innern des Intervalls,
so dafl F'(c) = 0 ist. Aber offensichtlich ist

f(b) — f(a)
g(b) — g(a)

Daraus folgt die gewiinschte Gleichung. ]

F'(c) = f'(c) = +g'(c).

Als Anwendung ergibt sich die

11.2.6 Regel von de ’Hospital. Die Funktionen f und g seien auf dem offenen
Intervall I := (a,b) differenzierbar, und es sei ¢'(x) # 0 fir z € I.

Auferdem sei ¢ € I und f(c) = g(c) = 0.
Wenn  lim Jz)

Tr—C g/(x)
und die beiden Grenzwerte sind gleich.

existiert, dann existiert auch — lim —— |

BEwEIS:  Wir arbeiten mit einseitigen Grenzwerten. Der Satz gilt dann dementspre-
chend auch etwas allgemeiner.

Es sei (x,) eine Folge von Zahlen mit ¢ < x, < b und lim z, = ¢ (nicht notwendig
1% oo
monoton). Nach dem 2. Mittelwertsatz gibt es Zahlen ¢, mit ¢ < ¢, < x, und

fx,) _ f@) — 1) _ fle)
g(xu) g<xu) - g(C) g/(cu) ‘

/
c
Da auch y11—r>1<>10 ¢, = c ist, strebt der letzte Quotient nach Voraussetzung gegen ( ) Aber

g'(c)
das bedeutet, dafl

@)
werg(x) - g'(c)
ist, und analog schliefit man fiir den linksseitigen Grenzwert. ]

An Stelle der Anndherung an eine endliche Zahl ¢ kann man auch den Fall x — 400
betrachten, es gelten analoge Aussagen.

Beispiel :

sin(r)

Esist lim
z—0 x z—0 1
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11.2.7 2. Regel von de ’Hospital. Die Funktionen f und g seien auf dem offenen
Intervall I := (a,b) differenzierbar, und es sei ¢'(x) # 0 fir z € I.

FEs sei xllgﬁ f(z) = xliggr g(z) = 4o0.
f(x)

/
Wenn lim f(z) existiert, dann existiert auch lim ——=,
r—a+ q (aj) r—a+ g(gj)

und die beiden Grenzwerte sind gleich.

Der BEWEIS benutzt ebenfalls den verallgemeinerten Mittelwertsatz, ist aber etwas kom-
plizierter. Ich lasse ihn hier weg.

Beispiele :

1.

1 -1
Esist limaz-In(z) = lim n(z) = lim —— = lim(—z) = 0.
x—0 z—0 1~ z—0 —q— x—0
2. Sei p(z) ein Polynom. Dann ist
X €T 6:1:
lim — = lim —— =... = lim — = 4o00.
=00 p(z) 2= pl(x) z—oo Konstante

Die Exponentialfunktion wéchst stiarker als jedes Polynom.

3. Dagegen gilt:
| 1
lim M = lim

=0.

Die Logarithmusfunktion wéchst also schwécher als jedes Polynom.

Sei I C R ein Intervall, f : I — R differenzierbar, a € I ein fest gewéhlter Punkt. Wir
wollen versuchen, f in der Nidhe von a moglichst gut durch eine einfachere Funktion zu
approximieren. Wie gut das geht, hingt unter anderem davon ab, wie ,glatt® f ist.

Definition.

Die Funktion f heift k-mal stetig differenzierbar, falls f auf I k-mal differenzierbar
und die k-te Ableitung f* noch stetig auf I ist.

Mit C*(I) bezeichnet man die Menge aller k—mal stetig differenzierbaren Funktionen
auf 1.

Die Menge C*([) ist iibrigens ein (unendlich-dimensionaler) Vektorraum.

Es sei nun f € CY(I), und T,(z) := f(a) + f'(a)(z — a) die Tangente an f in a. Weiter sei
R(z) := f(z) — Ty(x). Dann gilt:

R(a) =0 und R'(a) = 0.

Wie das Verhalten des Rest—Termes R(x) zeigt, approximiert 7}, die Funktion f immerhin
so gut, daf ihre O—te und erste Ableitung in a iibereinstimmen.
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Wir wollen jetzt R(z) noch etwas genauer untersuchen. Dazu definieren wir

n(x) — R(I> _ f(l’) _f(a> B f’(a)(:c— CL) _ Af(a,x) - f’(a).

Tr—a Tr—a

Diese Funktion (die zunéchst nur fiir x # a definiert ist) strebt offensichtlich fiir + — a
gegen Null. Nun haben wir:

f(z) =Tu(x) + R(x), mit R(z) =n(x) - (x —a) und limn(z) = 0.

T—ra

Noch besser wird die Situation, wenn f sogar in C?(I) liegt: Nach dem 2. Mittelwertsatz
gibt es zu jedem x # a ein ¢ zwischen a und x, so daf gilt:

R(z) _  R(@)-R) _ F()

(x—a)? (z-af-(a—a) 2c-a)
Da f 2x stetig differenzierbar ist, ist R'(x) = f'(x) — f’(a) noch ein weiteres Mal diffe-
renzierbar, und eine weitere Anwendung des 2. Mlttelwertsatzes ergibt ein d zwischen a
und ¢ mit
R'(c) R'(¢) — R'(a) _R'(d) 1

Ne—a) 2 fc—a)-fa-a] 2 2@

In diesem Falle ist also

R(x) = ;f”(d) (z — a)?, insbesondere n(x) = ;f”(d)(x —a),

wobei d von z abhingt.

Es ist zu erwarten, dafl man bei hoherem Differenzierbarkeitsgrad noch mehr Information
erhélt. Allerdings besteht keine Moglichkeit, die Approximation von f durch die Tangente
zu verbessern, denn es ist (f —T,)” = f”. Die Idee ist nun, an Stelle der linearen Funktion
T, Polynome hoheren Grades zu verwenden. Zu diesem Ziele betrachten wir erst einmal
die ,,Entwicklung eines Polynoms®“ im Punkte a:

Es sei .
z) = apa”
k=0
ein Polynom vom Grad n (also a, # 0). Wir setzen h := x — a und erhalten

n

px) =pla+h) => apla+h) th’

k=0
mit b, = a, # 0.
Nun ist
FE(h) = p®(a+ h),

und da |

()P = i(i—1) (i —k+1)a™F firk<i

! N 0 fiir k >4
ist, folgt:

f®0) = kb, fir k=0,1,2,...,n
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Also ist p®)(a) = f*(0) = k!by, und daher
"1
p(@) = 3 4p @)~ o)

k=0

Wir wollen jetzt eine Funktion f € C"(I) in der Nihe von a durch ein Polynom p(x) so
approximieren, dafl f*)(a) = p®(a) fiir k =0,1,...,n ist.
Definition.

Sei f € C*(I), a € I ein fester Punkt. Das Polynom

n k) (g
T foa(z) = I )(x —a)*

P

heifit n—tes Taylorpolynom von f in a.

Offensichtlich ist
Tfia=1T, und Tfflkg(a) = f®(a), fir k=0,1,2,...,n.

Nun geht es um das Verhalten des Restgliedes R(x) = R, q(f;2) = f(x) — Tfyo(z) in
der Ndhe von a:

11.2.8 Satz von der Taylorentwicklung. Es sei f € C"(I).
1. Dann gibt es eine Funktion n(x) mit lim n(x) =0, so daff gilt:

f(@) =T fnalz) +n(z) - (z - a)"

2. Ist sogar f € C""Y(I), so gibt es zu jedem x # a ein ¢ zwischen a und x, so dafs

f(@) =T foalz) + Ryo(fix)
mit ( +1)( )
S (e
Rna(fiw) =

alf;7) (n+1)!
1st. Man spricht dann auch von der ,Lagrangeschen Form® des Restgliedes, und

nennt diese Darstellung von f die ,Taylorentwicklung® der Ordnung n von f im
Punkte a.

(z —a)"t?

BEwEIS:  Wir beginnen mit dem zweiten Teil, setzen R(z) := f(x) — T fnq(x) und

betrachten
R(x)

(x —a)mt!
fiir  # a. Die (n + 1)-te Ableitung von (z — a)"*! ergibt (n + 1)!. Deshalb fiihrt eine
(n + 1)-fache Anwendung des 2. Mittelwertsatzes zu
R(c1)
(n+1)(z —a)"
R (cy)
nn+1)(x —a)!

p(z) =

plz) =

ROHD(e) _ fmD(e)
n+1!  (n+1)’
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mit geeigneten Punkten ¢; zwischen a und x, sowie ¢ := ¢, 1.

Ist f nur n-—mal stetig differenzierbar, so erhélt man auf die gleiche Weise die Beziehung

™)(c
F(@) = Thrra(a) = D g oy,

n!

mit einem geeigneten ¢ zwischen a und x. Wir setzen
1 n n
n(z) = = - (f™(e) = f(a).

n!

Da c stets zwischen a und z liegt und f™ stetig ist, ist lim n(x) = 0. Aulerdem gilt:

f(e) ( A

- r—a)' = - (x—a)"+n(x) (r—a)".
Das ergibt die erste Behauptung. []
Bemerkung: Die Beziehung lim f(z) = 0 wird gerne mit Hilfe des Landauschen

r—a g(x)

f(2) =olg(x))  (firz —a).

Symbols o abgekiirzt:

Zum Beispiel ist

(1+:v)”:1+nx+Lx +... =14 nz+o(x),

oder ]
-sin(—) = o(1).
x sm(x) o(1)
Im Falle der Taylorentwicklung kann man nun schreiben: Ist f € C"(I), so ist

f(x) =T fna(z)+o((x —a)").

Wir wollen einige Beispiele zur Taylorentwicklung betrachten:
1. Sei a =0 und f(x) = sin(z). Es ist
sin’(x) = cos(z), sin”(x) = —sin(z), sin® (z) = — cos(z), sin®(z) = sin(x),
und dann wiederholt sich das wieder. Daraus folgt:
sin®(0) = 0 (firn=0,1,2,...)
und sin®"+9(0) (=)™

Das ergibt fiir die Entwicklung der Ordnung 2n + 2:

: _ < (_]')k 2k+1 2n+42
sin(r) = kz:% QE 1) 4 o)

1 1 -1
= r— -2+ —2+... + (=1)

2n+1 2n+2
6" 120 ot o)
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2. Sei wieder a = 0 und f(z) = e®. Da (e*) = ¢ und € = 1 ist, folgt:

n

1
et = Zamk—ko(x”)

k=0

1 1 1
= 1+x+5x2+6x3+---+mx”+o(:p").

3. Die Funktion f(z) = In(x) ist nur fiir x > 0 definiert. Hier nehmen wir a = 1 als
Entwicklungspunkt. Es ist

1

1
In(1) =0, In'(z) = . In"(z) = =l n®(z)=2- 3

und allgemein
[
In® (@) = (1) (k= D!, fir k> 1L
Das bedeutet, daf3

In(1) p (k=D (=D
EE Bk
ist, also
n o (__1\k+1
In(z) = 2_: ( 1]3 ’ (x — Dk + o((z —a)")
= (z—1)— l(x —1)%2+ l(x — 134+ (=" (x —1)" +o((z — 1)").

2 3 n

Diese Entwicklung kann natiirlich nur fiir x > 0 gelten, und das asymptotische Ver-
halten bezieht sich sowieso stets nur auf die Anndherung an den Entwicklungspunkt.

Als Anwendung der Taylorformel kénnen wir jetzt das Problem der lokalen Extrema
endgiiltig erledigen:

11.2.9 Satz. Die Funktion f sei in der Ndihe von xo n—mal stetig differenzierbar. Es
set

fO@) = 0 firk=1,...n-1
und — f(z) # 0.

Ist n ungerade, so besitzt f in x¢ kein lokales Extremum.

Ist n gerade, so liegt ein lokales Fxtremum in xy vor, und zwar

ein. Mazimum, falls f™(zo) < 0 st
und ein Minimum, falls f™(xo) > 0 ist.

BEwEIs:  Wir verwenden die Lagrangesche Form des Restgliedes bei der Taylorentwick-
lung. Da f'(z¢) = f"(w0) = ... = f™ Y (z) ist, folgt mit h 1=z — 2¢:

(),
F(@) = Flo 1) = flao) + 1 O,
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mit einem geeigneten ¢ zwischen xy und .

Ist ¢ > 0 klein genug gewihlt, so ist f(™(x) # 0 fiir |z — 20| < €, und dann hat f™(c)
das gleiche Vorzeichen wie f™(z).

Wir betrachten nur den Fall £ (z4) > 0, der andere geht analog. Da ¢ von x (und damit
von h ) abhéngt, konnen wir schreiben:

f(zo+h) = f(zo) = @(h) - h",
mit einer positiven Funktion ¢.

Ist n ungerade, so wechselt h™ bei h = 0 sein Vorzeichen, und es kann kein Extremwert
vorliegen. Ist n gerade, so bleibt A" immer > 0 und verschwindet bei h = 0. Dann besitzt
f in xg ein Minimum. ]

Was passiert nun in den Punkten xq, wo f'(zo) = ... = f" Y (2¢) =0, f™(20) # 0 und
n ungerade ist?

Der erste interessante Fall ist der, wo f'(z¢) = f"(z9) = 0 und f"”(x¢) # 0 ist. Dann
kann f” nicht in einer ganzen Umgebung von xg verschwinden, denn dann miifite ja auch
f"(x9) = 0 sein. Es wire denkbar, daf eine Folge (z,) mit z, — =z, existiert, so daf
f"(z,) = 0 fir alle v ist. Das wiirde bedeuten, daB8 f” stark schwankt, und es wire

schwierig, verniinftige Aussagen iiber f zu machen. Diesen Fall wollen wir zunéchst aufler
Acht lassen. Es bleibt folgende Situation:

Sei I C R ein offenes Intervall, f € C3(I), zg € I, f'(x0) = f"(x¢) = 0, aber f”(z) # 0 fiir
x € [ und = # xo. Wenn f” auf beiden Seiten von xy das gleiche Vorzeichen hétte, dann
ldge in xq ein lokales Extremum von f” vor, und dann miifite f”'(x¢) = 0 sein, was wir ja
nicht haben wollen. Also muf3 f” bei xy sein Vorzeichen wechseln, und demnach f’ bei z
sein Monotonieverhalten. Der Graph einer Funktion mit monoton wachsender Ableitung
ist nach links gekriimmt, der einer Funktion mit monoton fallender Ableitung ist nach
rechts gekriimmt. Wir kénnen also erwarten, dal f bei zy sein Kriimmungsverhalten
andert.

Linkskrimmung Rechtskriimmung

Wir suchen nun nach einer geometrischen Beschreibung des Kriimmungsverhaltens einer
Funktion: Die Anschauung zeigt, dafl bei einer nach links gekriimmten Linie die Tangente
stets unterhalb der Linie, bei einer nach rechts gekriimmten Linie stets oberhalb derselben
bleibt.
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Definition.

Sei f € CY(I). f heit in a € I konvex (bzw. strikt konvez), falls f(x) > T,(z) in der
Néhe von a ist (bzw. sogar echt > fiir x # a ).

f heiit in a konkav (bzw. strikt konkav), falls f(x) < T,(x) in der Néhe von a ist
(bzw. sogar echt < fiir z # a).

11.2.10 Satz. Ist " in a steigend (bzw. fallend), so ist f dort strikt konvezr (bzw.
strikt konkav).

BEWEIS:  Wir beschrianken uns auf den konvexen Fall.

Es gibt ein € > 0, so daB8 f'(a — h) < f'(a) < f'(a + h) fiir 0 < h < € ist. Wir miissen
zeigen, dafl f(x) — T,(z) > 0 fiir |[x —a| < € und x # a ist.

Seietwaa <z <a-+e. Esist

f@) = To(x) = (Af(a,x) = f(a)) - (z = a),

und nach dem Mittelwertsatz gibt es ein ¢ = a + h € (a,x), so dal Af(a,x) = f'(c) ist.
Dax —a>0und f'(c) — f'(a) > 0 ist, ist auch f(x) — T,(x) > 0.

Bei den Punkten x mit a — ¢ < & < a schlieft man analog. ]

I1.2.11 Folgerung. Sei f € C*(I) und a € I.
1. Wenn f"(a) > 0 ist, dann ist f in a strikt konver.

2. Wenn f"(a) <0 ist, dann ist f in a strikt konkav.

Leider gilt nicht die Umkehrung. Die Funktion f(z) := 2* ist im Nullpunkt strikt konvex,
aber f”(z) = 1222 verschwindet dort.

Man kann jetzt aber z.B. sehen, daf§ e” iiberall konvex und In(x) iiberall konkav ist.

Wir sagen jetzt, f besitzt in a eine Linkskriimmung, wenn f”(a) > 0 ist, und f besitzt in
a eine Rechtskriimmung, wenn f”(a) < 0 ist.

Definition.
Sei f € C*(I), xg € I und f"(x) # 0 fiir x # x.

f hat in xy einen Wendepunkt, falls f dort von einer Linkskriimmung in eine Rechts-
kriimmung iibergeht, oder umgekehrt.

Bemerkung: f hat also in zy genau dann einen Wendepunkt, wenn f” dort das
Vorzeichen wechselt. Daraus folgt insbesondere, dafl f”(z¢) = 0 ist und f’ in xy einen
Extremwert besitzt. Man kann Beispiele konstruieren, wo die Umkehrung falsch ist. Den-
noch findet man in der Literatur hiaufig die Definition: , Wendepunkt = Extremwert der
1. Ableitung®.
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Zu beachten ist allerdings: Wir brauchen nicht die Voraussetzung, dafi f'(zo) = 0 ist.
Wenn das zusétzlich erfiillt ist, sprechen wir von einem Sattelpunkt.

Man kann auch zeigen, dafl in einem Wendepunkt xy die Tangente den Graphen durch-
setzt, daB also f(z) — Ty, bei zy das Vorzeichen wechselt (denn mit f’(z) &dndert auch
f'(x) — f'(x0) sein Monotonieverhalten).

In der Praxis arbeitet man meistens mit dem folgenden Satz:

11.2.12 Hinreichendes Kriterium fiir Wendepunkte.
Sei I ein offenes Intervall, f € C*(I) und xy € I.

Ist f"(x9) = 0 und f"(x¢) # 0, so besitzt f in xo einen Wendepunkt.

BEWwWEIS:  Da f"(xg) # 0 ist, mufl f” bei 2y entweder wachsen oder fallen. Da auflerdem
J"(xo) = 0 ist, wechselt f” bei zo das Vorzeichen. []

Beispiele:
1. Sei f(z):= 2.
Es ist f"(z) = 6z, also f”(0) = 0. Fiir < 0 ist f"(x) < 0, und fiir x > 0 ist
f"(x) > 0. Also wechselt f von einer Rechtskriimmung zu einer Linkskriimmung
und hat damit in 0 einen Wendepunkt.
Tatséchlich ist f”(0) = 6 # 0.

-(2® — 92 + 152 — 4) (vgl. Seite

| =

2. Wir betrachten noch einmal die Funktion f(x) :=
190). Es gilt:

f'(z) = i(w2—6x+5),
3

@) = Sa-3)

und  f"(x) = 27& 0.

Wir hatten schon festgestellt, dal f in z = 1 ein isoliertes Maximum und in x = 5
ein isoliertes Minimum besitzt. Es ist

f(l):i(1—9+15—4):i

und . X ”
f(5)=(5-25-9-25+3-25 —4) = (=25 —4) = —~.

Ist x < 1, soist f/'(x) > 0, also f streng monoton wachsend. Zwischen 1 und 5 ist
f'(z) < 0. Dort fillt f streng monoton, und ab x > 5 wéchst f wieder.

Weiter ist f”(z) =0 <= x = 3. Da f"”(3) # 0 ist, liegt bei x = 3 ein Wendepunkt
vor. Man sieht aber auch ganz leicht, da8 f”(x) < 0 fiir x < 3 und > 0 fiir x > 3
ist. Damit wechselt f bei x = 3 von einer konkaven Funktion zu einer konvexen
Funktion.
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3. Sei f(z):= 2, also f"(x) = 1222, f"(z) = 242 und f¥(z) = 24.

Es ist f(0) = f7(0) = f"(0) = 0, aber f®(0) > 0. Damit muf f im Nullpunkt ein
Minimum besitzen, es kann dort kein Wendepunkt vorliegen!

4. Jetzt betrachten wir noch f(z) := z°.

Es ist f'(z) = 52, f"(z) = 2023 und f”(x) = 6022, also
f7(0) =0 und f"”(0) =0.

Aber offensichtlich ist f”(x) < 0 fiir z < 0 und f”(z) > 0 fir > 0. Damit besitzt
f im Nullpunkt einen Wendepunkt.

Die Berechnung von Extremwerten hat unzidhlige Anwendungen. Hier ist ein einfaches,
aber dennoch typisches Beispiel:

Welches Rechteck hat bei gegebenem Umfang u den grifiten Flicheninhalt?
Sind @ und b die Léngen der beiden Seiten des Rechtecks, so gilt:
u = 2a + 2b.

Die Gréflen a und b sind also nicht unabhéngig voneinander, es gilt vielmmehr:

b:;-(u—Qa):g—a.
Der Flacheninhalt ist die Zahl F =a-b=a- (% —a) = % -a — a?, kann also als Funktion
F(a) aufgefafit werden.
Der Definitionsbereich von F' ist das Intervall I := [0, §]. Wir suchen nun im Innern des
Intervalls nach lokalen Extrema:
Es ist F'(a) = g — 2a und F"(a) = —2. Ein lokales Extremum kann hochstens vorliegen,

u u
wenn F'(a) = 0 ist, wenn also a = Z ist. Da F”(a) immer negativ ist, liegt bei ay := Z

ein isoliertes lokales Maximum vor.

Ist ap nun schon die gesuchte Losung? Das ist noch nicht sicher! Wenn F' sein Maximum
im Innern von / annimmt, dann sind wir fertig. Es kann aber auch passieren, daf§ F' sein
Maximum auf dem Rand des Intervalls annimmt. Das miissen wir noch iiberpriifen:

Es ist F(0) = F(%) = 0, aber F(ag) = (%)* > 0. Also ist ao tatséichlich die gesuchte
Losung.? Die zweite Seite hat dann die GroBe b = % —ag = 4.

Bei gegebenem Umfang u hat unter allen Rechtecken das Quadrat mit der Seitenlinge
1 den grdfiten Flicheninhalt.

Zum Schlufl noch zwei etwas kompliziertere Funktionen:

9Da F iiberall differenzierbar ist, kann man auch anders argumentieren: Wiirde F' am Rand einen
noch héheren Wert annehmen, so miifite ' zwischen ag und dem Rand ein weiteres Mal verschwinden,
nach dem Satz von Rolle. Wir wissen aber, dafl das nicht der Fall ist.
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Beispiele :
1. Sei f(z) := x21+7" mit 7 > 0. Dann gilt:
, B —2x
f (ZL’) - (fEQ + 7“)2’
wey o (22)(@?+7)? — (=22) - dw(a® 4 1)
(@) = (22 + 1A
o 2(32% )
ERED
” 1222 +7r)? —2(32® —r) - 6x(2® +7)?
[ ) = (22 +1r)S
o 12z((2® + 1) — (32% — 1))
i @+
o 24a(r —a?)
= W

Die Funktion ist iiberall positiv. Sie hat also keine Nullstellen, und fiir + — +oo
strebt sie gegen Null.

—2r 2

Esist f'(z) =0 <= 2 =0.Da f"(0) = —~ = —— < 0ist, liegt im Nullpunkt
r r

der einzige Extremwert vor, und der ist ein Maximum. (Letzteres konnte man sich

auch ohne Benutzung der 2. Ableitung qualitativ {iberlegen!).

Weiter ist f/(1) =0 <= 32> —r=0 < z = j:\/:. Einsetzen von ay = j:\/z
ergibt:
_ 2dax(r—1%)  24-%-r 34

" _ 3/ _ . = . 0.
f"(ax) (547)* (3)%- 74 T ax 7

Also liegt bei —\/g und +\/§ jeweils ein Wendepunkt vor. Fiir |z | < \/Z ist 3x2—r <
0, und da sowieso immer x* + 7 > r > 0 ist, ist f”(x) < 0 in diesem Bereich, also f
konkav. Analog sieht man, daf8 f fiir |z | > \/g konvex ist.

Nun kann man den Graphen skizzieren:
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2.

Seien k,w > 0 und f(z) := A - e * sin(wz + ¢) die Funktion einer , gedimpften
harmonischen Schwingung®, fiir x > 0. Dann gilt:

fl(x) = A-e™wcos(wr + ) — ksin(wz + )],
f'(x) = A-e*[—w?sin(wz + ) — kwcos(wz + @)
— kw cos(wz + @) + k* sin(wzx + ¢)]
= A-eM[(k? — w?) sin(wz + @) — 2kw cos(wz + ©)].
Esist f(0) = A -sin(p) und | f(z)| < A - e insbesondere lim f(z)=0.

Nullstellen: Es ist

flz)=0 <= sin(wr+¢)=0
<— dne€Zmitwr+ep=nn

1
— HnEZmitnzfundx:—[mr—go].
T w

Extremwerte: Zunéchst ist

f(z)=0 <= wecos(wz+p)—ksin(wzr+¢) =0

w
<~ tan(wz + @) = T

1
< dne€Zmitzx=—la+nT— ¢y,
w

(wobei 0 < a < g und tan(a) = % sein soll, und

a .
sein muf.

dann a +nm — @ > 0, also n > 14
T

Die Zahl a := arctan(g) ist bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 7 eindeutig

bestimmt und positiv, kann also tatsichlich zwischen 0 und 7 gewéhlt werden.

Setzt man ng = [H] (GauB-Klammer), so ist
m

1
Ty = ;(a —nem — ¥)

der kleinste mogliche Extremwert, der auftreten kann.

Zur ndheren Untersuchung der Extremwerte setzen wir nicht die berechneten Werte
ein, sondern wir benutzen die Gleichung

wcos(wzx + ) = ksin(wz + ¢).
In diesen Punkten ist
f(z) = —A- e (k? + w?) sin(wz + ).

wr + ¢ = a+ n liegt immer zwischen nr und nr + 5. Bei geradem n ist der Sinus
dort positiv, und es liegt ein Maximum vor. Bei ungeradem n liegt ein Minimum
VOT.
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Man kann die Funktionswerte in den Maxima folgendermaflen bestimmen:

Ist wcos(wz + ) = ksin(wz + ¢), so folgt:

w? = (wsin(wr + ¢))? + (wcos(wz + ) = (W? + k) sin(wz + ¢)?,

also
w

Vw? + k2
Ein Maximum liegt genau dann vor, wenn der Sinus positiv ist. Ist das bei x = x),
der Fall, so ist

sin(wz + ) = £

w
Ty) = A e R —
f@u) w? 4 k2

Es gibt eine Folge von Maxima x1, 22, x3, ..., zwischen denen jeweils Minima liegen.

Der Abstand zwischen zwei Nullstellen von f’ ist konstant:

1 1

—fa+(n+ )1 —p]——la+nT—yp =—.

W w w
Der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxima x,, und x, 1 betrigt des-
halb jeweils %’r Setzt man y,, := f(x,), so ist

Un A - eFn sin(wa, + @) e~ ken
= - = = €
Yns1 A-eFniisin(wz, g + @) ek

k(zny1—xn) — 62k7r/w

Es reicht also, y; explizit zu berechnen.

n 2k . :
Die Grole D := In Yo _ AT nennt man das logarithmische Dekrement der
Yn+1 w
Schwingung. Wenn man die Kreisfrequenz w und die Amplitudenverhéltnisse In
Yn+1

kennt, kann man iiber D den Ddmpfungskoeffizienten k berechnen.

Ubrigens stimmen die Maxima nicht mit den Punkten iiberein, wo der Graph die
HHiillkurve“ y = Ae™* beriihrt: Dort muf ja sin(wx + ) = £1 sein, also wz + ¢ =

(2n + 1)% Bezeichnen wir mit 7 = — die Schwingungsdauer und mit zg, :=
w

—(nm — ¢) die Nullstellen von f, so haben die Beriihrungspunkte die Abszissen
w

1 T T
LB, = ;((271 + 1)5 — @) =To,+ T

Wendepunkte: Es ist

') =0 <= (k* —w?)sin(wz + @) = 2kw cos(wz + )
2kw

Da der Tangens iiberall streng monoton wachsend ist, ist

2kw

tan(wx + QO) < m,
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falls x links von einem solchen Punkt liegt, und ,, > “, falls x rechts davon liegt.
Das bedeutet, dafl tatsdchlich Wendepunkte vorliegen. Je zwei aufeinanderfolgende
T

Wendepunkte unterscheiden sich um = = 3.

Zwischen zwei benachbarten Wendepunkten ist f konvex, falls f dort ein Minimum
besitzt, und konkav, falls f dort ein Maximum besitzt.

Nun kann man den Graphen skizzieren:

T T ‘ T ~___ T S —— I
T \/ 27 37 47

5 z
Graph der Funktion ge t sin(2z + g) :
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§3 Das bestimmte Integral

Vorbemerkungen:

Es sei M C R eine beliebige Teilmenge. M heift beschrdinkt, falls es eine reelle Zahl C' > 0
gibt, so daf} gilt:
VeeM: |z| <C.

Das ist gleichbedeutend damit, daf8 M C [-C, +C] ist.

Eine Zahl C' mit der Eigenschaft, daf§ x < C' fiir alle x € M ist, heifit obere Schranke fiir M.
Und entsprechend heifit eine Zahl ¢, so dafl x > c fiir alle z € M ist, eine untere Schranke
fiir M. Die Menge M heifit nach oben beschrdnkt, falls M eine obere Schranke besitzt. Sie
heilt nach unten beschrankt, falls sie eine untere Schranke besitzt. Offensichtlich gilt:

M ist genau dann beschrdnkt, wenn M nach unten und nach oben beschrinkt ist.

Eine Schranke ist so etwas wie eine Abschéitzung. Nun kann man gut oder schlecht
abschétzen. Eine obere Schranke C' fiir die Menge M wollen wir eine ,schlechte Ab-
schiatzung® nennen, wenn es noch eine bessere Abschétzung gibt, also ein C’ < C, so daf§

immer noch x < ' fiir alle x € M ist. C soll eine ,gute Abschiatzung“ heiffen, wenn sie
sich nicht mehr verbessern lafit. Was bedeutet das?

C' ist eine gute Abschitzung, wenn fiir jedes C' < C' gilt:
dx e M mit x > C'.

Solche guten Abschétzungen haben in der Mathematik noch einen anderen Namen:

Definition.

Sei M C R eine Teilmenge. Eine Zahl C' € R heifit Supremum oder kleinste obere
Schranke von M, falls gilt:

1. C ist obere Schranke von M.
2. Jede Zahl C' < C ist keine obere Schranke von M.

Ganz analog definiert man:

Definition.
c heiit Infimum oder gréfite untere Schranke von M, falls gilt:

1. ¢ ist untere Schranke von M.

2. Jede Zahl ¢ > c ist keine untere Schranke von M.

Beispiele :

1. Sei a < b. Dann ist sup([a, b]) = b und inf([a, b]) = a, aber genauso auch
sup((a,b)) = b und inf((a,b)) = a.
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2. Sei M :={X | n € N}. Dann ist
sup(M) = 1 und inf(M) = 0.

3. Sei M := N. Dann ist inf(M) = 1. Ein Supremum gibt es nicht, weil M nicht nach
oben beschrénkt ist.

4. Sei f(x) :=2* und M :={f(z) | =1 < = < 2}. Dann gilt:
sup(M) = 4 und inf(M) = 0.

Mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms fiir R kann man zeigen:

Jede nach oben beschrdnkte Menge besitzt ein Supremum.
Jede nach unten beschrinkte Menge besitzt ein Infimum.

Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, f : I — R eine Funktion. Wir nehmen
vorerst an, daf§ f(z) > 0 fiir alle # € I ist und stellen uns die Aufgabe, die Fliche unter
dem Graphen zu berechnen, also diejenige Fliache, die unten durch die x-Achse, oben
durch den Graphen von f, links durch die Gerade {z = a} und rechts durch die Gerade

{z = b} begrenzt wird.

y
Gy

a b

Da wir keine Methode kennen, eine solche krummlinig begrenzte Fliche zu berechnen,
versuchen wir es mit einem Approximationsverfahren. Dabei gehen wir folgendermafien
vor:

Zunéchst teilen wir das Intervall [a, b] in n kleinere Intervalle auf:
Aa=To <11 <Tg<...<x,=0"0.

Die Teilintervalle Iy := [z)_1,z1], K = 1,...,n, brauchen nicht gleich lang zu sein. Das
System der Punkte xg, 21, ..., x, bezeichnen wir auch als eine Zerlegung des Intervalls [a, 0]
und symbolisieren es mit einem 3. Die maximale Teilintervall-Lange, die dabei auftritt,
nennen wir die Feinheit von 3 und bezeichnen sie mit m(3). Eine Zerlegung 3 heifit feiner
als eine andere Zerlegung 3', falls man 3 aus 3’ durch Hinzunahme von Punkten gewinnen
kann. Dann ist insbesondere m(3) < m(3').

Eine Zerlegung heiflt dquidistant, falls alle Teilintervalle die gleiche Lénge haben.

Wir wihlen nun in jedem Teilintervall I, := [zj_1,xx] einen Punkt & aus und setzen
€= (&, ...,&). Dannist f(&)- (zx — zx—1) der Flicheninhalt eines Rechtecks der Breite
xp — xp_1 und der Hohe f(&)



8§38 Das bestimmte Integral 209

Wir nennen nun
n

X(f,3,6): Z (Tp — Tp—1)

eine Riemannsche Summe von f zur Zerlegung 3. Das ist eine Naherungssumme fiir den
gesuchten Flédcheninhalt.

Lafit man die Zerlegung fest, so bewegen sich die méglichen Riemannschen Summen zwi-
schen zwei Extremen:

Fiir jedes k mit 1 < k£ < n definieren wir die Zahlen uy, 0, € R durch

up = inf{f(z) |x € Iy} und o :=sup{f(x) |z € I}
Offensichtlich gilt:
up < f(z) <op, fir mp < < g
Wir definieren nun die Untersumme S,(f,3) und die Obersumme S,(f,3) durch

z": T — Tp— 1)

=1

o

und

3

Z iUk—iUk 1)

Dann gilt fiir jedes mogliche & :

Su(f,3) < B(f,3.6) < S(f,3)-

y Gy

“ Tk &g b

Die gesuchte Fliche mufl zwischen Untersumme und Obersumme liegen. Je feiner die
Zerlegung ist, desto besser wird die Fléche approximiert.

Wenn wir also eine Folge von Zerlegungen 3, finden konnen, so dafl
lim S,(f.3,) und  lim S,(f.3,)

existieren und gleich sind, dann sollte der gemeinsame Grenzwert der gesuchte Flachen-
inhalt sein.
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Definition.

Eine beschrinkte nicht-negative Funktion f heifit iiber [a,b] integrierbar, falls es
eine reelle Zahl A gibt, so daf} gilt:

Fiir jede Folge (35) von Zerlegungen mit lim m(3,) = 0 ist
Jim (6 3.) = Jim 8,073 = A

Der gemeinsame Grenzwert heiit das (Riemannsche) Integral von f dber [a,b] und
wird mit dem Symbol

/abf(x) dx

bezeichnet.

Fiir (beschriankte) positive Funktionen haben wir so den gewiinschten Flédcheninhalt ge-
wonnen. Wenn der Graph von f stattdessen ganz unterhalb der x—Achse verlauft, ergeben
sich automatisch negative Werte, also das Negative des Flacheninhaltes. Hat f wechselndes
Vorzeichen, so gewinnt man den Flacheninhalt, indem man ihn zunéchst abschnittsweise
von Nullstelle zu Nullstelle berechnet.

Es ist sehr miihsam, die Integrierbarkeit einer Funktion nachzuweisen. Ohne Beweis sei
daher der folgende allgemeine Satz angegeben:

I1.3.1 Satz.  Sei f:[a,b] = R stetig.
1. f ist integrierbar.

2. Ist 3, die Zerlegung von [a,b] in n gleich lange Teilintervalle und €M) jeweils eine
Auswahl von Zwischenpunkten, so ist

Jlim S,(f,3,) = lim S,(f.3,) = lim S(f.3,.¢™).

11.3.2 Folgerung.
1. Seia <c<b, f:la,b — R jeweils auf [a,c] und auf [c,b] stetig. Dann ist f auf
la, b] integrierbar, und es gilt:

/abf(x) dr — /:f(a;) da:+/cbf(x) dz.

2. Sei f : [a,b] — R stiickweise stetig, d.h. stetig bis auf endlich viele Sprungstellen.
Dann ist f integrierbar.

Bemerkung: Bei einem Intervall [a, b] wird natiirlich immer vorausgesetzt, dal a < b
ist. Es erweist sich aber als praktisch, das Integral auch fiir a = b und a > b zu definieren:

Ist @ > b, so setzt man

/abf(x) dx = —/baf(:c) dx.
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Und man setzt

/aaf(ac) dx = 0.

Beispiele :
1. Sei f(x) := c eine konstante Funktion. Dann haben die Riemannschen Summen

immer die Gestalt

n

E(f>37€) = Z $k_$k l)

k=1
n
= ¢ ) (T —xp1)
k=1

(zp—x0) = c-(b—a).

I
o

b
Also ist / cdx =c-(b—a).
Ist ¢ > 0, so kommt hier tatsdchlich die Flache des Rechtecks heraus. Ist ¢ < 0, so

erhédlt man das Negative der Flache.

2. Sei f(x) := x. Wir wihlen Zwischenpunkte &, := Tht Th

punkte der Teilintervalle. Dann gilt:

, also jeweils die Mittel-

E(f73,f) = znjfk : (xk - xkq)

k=1
"1

= 25(1’2 532—1)
k=1
1

- 9 (25 — a3)-

b 1
Also ist / rdr = 3 (b* — a?).

Den gleichen Wert bekommt man, wenn man den Flacheninhalt elementargeome-
trisch berechnet.

2

3. Einen echten Grenziibergang miissen wir bei der Funktion f(z) := x* ausfiihren.

Wir betrachten zur Vereinfachung den Fall a = 0.

Wir wihlen Teil-Intervalle der Léange % und als Zwischenpunkte jeweils & := x.
Dann erhalten wir fiir die n—te Riemannsche Summe

(ZUk 2 ﬂfk — Tp— 1)
k;b
n

k

2(f, 30, M) =

I
3\®HM: =
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Nun ist 5
n 1)(2 1 1 1
= 6 6 n n
also
/b 2o = T £(f, 30,67) = &
0 X x_nL)Holo sy - 3

Da stets #2 > 0 ist, kann man hier das Integral als Flicheninhalt unter der Parabel
deuten, und daher gilt fiir beliebiges a mit 0 < a < b:

b b a 1
/xde:/xzdx—/ wrdr = = - (b — a?).
a 0 0 3

Aus den Definitionen ergibt sich sehr leicht:

11.3.3 Regeln fiir die Integration.
f,g: |a,b] = R seien integrierbar. Dann gilt:

1. Linearitit: Fir o, € R ist
b b b
[ f@)+B-g@)de=a- [ fa)de+5- [ ga)da
2. Monotonie: Ist f(x) < g(z) fir alle x € |a,b], so ist auch

/abf(x) dzx < /abg(:)s) dz.

b b
[ f)de) < [T f() de.
Die dritte Aussage folgt mit Hilfe der Monotonie des Integrals aus der Ungleichungs—Kette
—IfI<f<+Ifl

11.3.4 Folgerung 1.
Ist f: [a,b] = R integrierbar und m < f(x) < M fir alle x € [a,b], so ist

m-(b—a)§/abf(m)d:v§M-(b—a).

BEWEIS:  Dies ist eine triviale Anwendung der Monotonie-Eigenschaft. []

I1.3.5 Folgerung 2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung).
Ist f : [a,b] — R stetig, so gibt es ein ¢ € |a,b] mit

[ Fw)de = f(0) - (0 a)
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BEwEIS:  Es gibt reelle Zahlen m, M, so da m < f(z) < M auf [a, b] ist. Wir wihlen
m als das globale Minimum und M als das globale Maximum von f auf [a, b]. Wegen der
Monotonie des Integrals ist dann auch

nr@—ahgff@Mx§M3®—®.

Durch F(z) := f(x) - (b — a) wird nun eine stetige Funktion F': [a,b] — R definiert, die
die Werte m - (b — a) und M - (b — a) in [a, b] annimmt. Nach dem Zwischenwertsatz und
wegen der obigen Ungleichung mufi 7' dann in einem geeigneten Punkt ¢ € [a, b] auch den

b
Wert / f(z) dz annehmen. Also ist

f@) - (b—a) = Fle) = [ f(w)da
i

Bis jetzt hat es sich als ein sehr miihsames Unterfangen erwiesen, Integrale konkret aus-
zurechnen. Wir verdanken es Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz, dal wir heute
eine viel effektivere Methode kennen.

Wir betrachten ein Integral mit variabler Obergrenze iiber eine stetige Funktion f und
erhalten so eine neue Funktion:

F(z) = /; f(u) du.

Aufgepafit! F' hingt von der Obergrenze x ab, nicht von der Integrationsvariablen w.

Es sei nun a < zp < ¢ < b. Dann gilt:

H@—F@@:/

a

Fliche = F(x)

!

\

!

!

!

\

!

!

|
a x b a To T b
Als stetige Funktion nimmt f auf dem Intervall [zg,x] ein Minimum m(f,x) und ein
Maximum M (f,z) an. Und die Monotonie des Integrals liefert:

m(f,x) - (x = wo) < F(x) = F(wo) < M(f,2) - (x = o).

Da z — zy > 0 ist, folgt:

IN
=
o

|
=

I
S

IN

=

o

=

m(f,x)
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In der Mitte steht ein Differenzenquotient von F', links und rechts jeweils eine nur von x
abhéngige Grofle. LaBt man nun x gegen xy wandern, so streben m(f, z) und M (f, z) beide
gegen f(xg). Also mufl auch der Differenzenquotient in der Mitte einen Limes besitzen,

und man erhalt: . F
f(zo) = lim —<I> — F(xo)

_ v
T—=T0 T — X =F (.1'0).

Diese Beziehung bleibt richtig, wenn man auch Argumente z < xy zulafit.
Definition.
Sei [ ein Intervall, f : I — R stetig, F': I — R differenzierbar und F’ = f.
Dann heifit F' eine Stammfunktion von f.

T

Wir haben gerade gesehen, dafl F'(x) = / f(u) du eine Stammfunktion von f ist.

a

Betrachten wir einmal die Abbildung D : C! — C° mit D(f) := f’. Offensichtlich ist diese
Abbildung linear:

D(f+g)=(f+9) =f+9 =D(f)+ D(g).

Dia-f)=(a-f) =a- [ =a-D(f).

Die Suche nach einer Stammfunktion fiihrt also auf das ,,LGS*
D(F) = f.

Die Losungsmenge hat die gleiche Struktur wie im Falle endlichdimensionaler Vektorréu-
me: Das zugehorige homogene System D(f) = 0 hat die Losungsmenge

Ker (D) = {F € C* | F’ = 0} = {Konstante Funktionen}.

Hat man auflerdem eine spezielle Losung Fy des inhomogenen Systems gefunden, so ist
die allgemeine Losungsmenge die lineare Mannigfaltigkeit

Fy+ Ker (D) = {Fy+ C | C konstant }.
Damit gilt fiir eine beliebige Stammfunktion F' von f:
/ f(u)du = F(x) 4 ¢, mit einer geeigneten Konstante c.

Setzt man x = a, so erhélt man die Gleichung 0 = F(a) + ¢, also ¢ = —F(a). Setzt man
nun r = b ein, so erhélt man:

Zusammengefafit haben wir bewiesen:

11.3.6 Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.
Sei [ :[a,b] = R eine stetige Funktion. Dann gilt:
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1. F(z) = /z f(u) du ist eine Stammfunktion von f.

2. Sind Fy, Fy zwei Stammfunktionen von f, so ist Iy — Fy konstant.

3. Ist F' eine Stammfunktion von f, so ist

Bemerkung: Die Menge aller Stammfunktionen von f wird oft mit dem Symbol
/ f(z) dzx bezeichnet, und man spricht dann vom wunbestimmten Integral. Diese Bezeich-

nungsweise korrekt durchzuhalten, ist miithsam. Wir verstehen hier unter dem unbestimm-
ten Integral die Funktion

Aus Bequemlichkeit werden wir aber manchmal auch die andere Schreibweise benutzen.

Beispiele :

n+1

!/
1) = z", folgt:

1. Da (2" = (n+1) - 2™ ist, also (
n

b 1
"y = bn-l—l_ n-l—l'
/ax x n—i—l( am)

Das stimmt mit dem {iberein, was wir schon frither fiir n = 1 und n = 2 herausbe-
kommen haben, ist aber natiirlich viel allgemeiner.

2. Sei f(x) := asx? + a1x + ap. Die allgemeine Stammfunktion von f ist

F(z) = %x?’ + %ﬁ + apz + ¢,

mit einer Konstanten c.

+2
3. Essoll / | — 1| dz berechnet werden. Dabei stort zunéchst die Betragsfunktion.
-2

Es ist aber halb so schlimm, wir miissen nur die Nullstellen ermitteln und stiickweise
integrieren:

/H\az—l]d:p = /1(1—x)d:1:—|— 2(3:—1)dx

= e-P LG -l
1 1
= G- =) +0-(=3)
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4. Da cos'(x) = —sin(x) ist, folgt:

/Oﬂ sin(z) dx = —(cos(m) — cos(0)) = 2

und

/027r sin(x) de = —(cos(2m) — cos(0)) = 0.

Im zweiten Fall heben sich positiv und negativ zu rechnende Fliachenteile gegenseitig

weg.
1
5. Bekanntlich ist arctan’(z) = — ) und arctan(0) = 0. Daraus folgt:
T
tan(r) = [ L 4
rctan(z) = :
arctan(x T

Da tan(}) = 1 ist, ist arctan(1) = %, also

T 1 1
[ d
A /01+u2 Y

Das liefert uns eine interessante neue Definition fiir die Zahl 7.

Wir benutzen jetzt das Integral, um die Ableitung des Logarithmus zu bestimmen:

Definition.

z ]
Fir z > 0 sei L(x) := / — du.

1 U

Offensichtlich ist L(z) eine differenzierbare (und damit auch stetige) Funktion. Es ist
1

L(z) <0 fir 0 <z <1, L(1) =0 und L(z) > 0 fiir z > 1. Da L'(z) = = > 0 ist, muf
x

L(z) streng monoton wachsend sein, also iiberall injektiv.

I1.3.7 Satz.  Fira,b>0ist L(ab) = L(a) + L(b).

BEWEIS:  Wir beweisen die Formel mit einem kleinen Trick:

Sei g(x) := ax, mit einer Konstanten a, und G(x) := L(g(x)). Dann ist

1
Also ist G auch eine Stammfunktion von —, und daher L(az) = G(x) = L(z)+c, mit einer

x
geeigneten Konstante c. Setzt man x = 1 ein, so folgt L(a) = c. Setzt man anschliefend
x = b ein, so erhélt man die gewiinschte Gleichung. ]
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I1.3.8 Folgerung.  FEsist L(z?) = q- L(z) fir jedes q € Q.

Da L(2") = n - L(2) fiir n — oo gegen unendlich strebt, und L(27") = —n - L(2) gegen
—o00, folgt (mit der Stetigkeit), daf L : Ry \ {0} — R surjektiv und damit auch bijektiv
ist.

Sei £ := L' : R —» R, \ {0} die Umkehrfunktion zu L. Natiirlich ist F dann auch
bijektiv. Die fiir L hergeleiteten Rechenregeln drehen sich bei E um:

I1.3.9 Satz. Firz,yeRist E(x +y) = E(x)- E(y), und es ist E(0) = 1.
11.3.10 Satz. Die Funktion E ist tiberall differenzierbar, und es ist

E'(z) = E(x).

BeweEls:  Da E die Umkehrfunktion zu L ist, und L'(x) > 0 fiir x > 0, folgt: E ist in
jedem z € R differenzierbar, mit

E'x) = (L7')(x)

1
C TEE) W

Da E'(z) = E(z) > 0 fiir alle z ist, ist £ streng monoton wachsend.
I1.3.11 Satz.

1. Esist E(1) = e (Eulersche Zahl).

2. Fir jede reelle Zahl x ist E(x) = €”.

Auf den eher fiir Mathematiker interessanten BEWEIS wollen wir hier verzichten.

Als Folgerung ergibt sich:
L(z) = In(x).

Damit sind nun auch die Ableitungsregeln fiir die Exponentialfunktion und den natiirli-
chen Logarithmus ,bewiesen*. Wir wenden das auf allgemeinere Exponentialfunktionen
an:

I1.3.12 Satz. Esist a® =7 und (a®) = In(a) - a®. '°

BEWEIS:
Es ist a® = exp(In(a®)) = exp(x - In(a)) und (a®) = (e™@*) = In(a) - M@, []

Wir wollen einige Ableitungen ausrechnen:

10Djese Formeln hitten wir natiirlich schon friiher aus den (damals noch nicht bewiesenen) Ableitungs-
regeln fiir exp und In herleiten kénnen.
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Beispiele :

. x . Sin(xQ) . . . . . .
1. Sei etwa f(z) := e . Will man diese Funktion differenzieren, so schreibt
man sie am besten wie folgt als Verkniipfung von Funktionen:

f(x) = expoh(x), h(x) :== x -sing(z) und g(z) := 2% Dann ist ¢'(z) = 2z und

h'(x) = 1-sing(x)+ x- (sinog)'(x)
sin(2?) + @ - (cos(g(@)) - ¢'(2)
sin(z?) + x - cos(2?) - 2

= sin(2?) + 227 - cos(x?).

also L
Fi(x) = exp(h(z)) - 1 (z) = ¥ " SIE) gin(22) 4 222 - cos(2?)].

2. Ist f(z) := In(sin?(z)), so gilt:

f'(x) = In'(sin®(z)) - (sin?)'(z) = sinl(x) -2 -sin(z) - cos(z) = 2 - cot(x).

[\

3. Das vorige Beispiel 1488t sich verallgemeinern:

Sei g differenzierbar, g(x) > 0 fiir alle = im Definitionsbereich von g.

Dann ist  (Inog)'(z) = g w)

Man nennt diesen Ausdruck auch die logarithmische Ableitung von g. Sie kann oft-
mals recht nutzbringend angewandt werden:

Sei z.B.  g(z) := 2. Es ist auf den ersten Blick nicht klar, wie man hier differen-
zieren soll, da es scheinbar zwei verschiedene Regeln gibt, die auch zu verschiedenen
Ergebnissen fithren. Die logarithmische Ableitung hilft weiter: Es ist

9@ _ nogy(z) = (x-Inx))

1
= 1-ln($)+x-; = 1+ In(x).

Das ergibt das iiberraschende Ergebnis

(") = 2% - (1 +1In(z)).

Bemerkung: Fiir z > 0 ist In(z) eine Stammfunktion von 1. Aber was ist im Falle

1 1
x < 0los? Dann ist —z > 0 und In(—2z)" = — - (—1) = —. Also gilt allgemein (fiir z # 0):
—x T

1
In(|z|) ist Stammfunktion von —.
T
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Es irritiert vielleicht ein wenig, daf hier die nicht iiberall differenzierbare Betragsfunktion
vorkommt. Aber den Punkt z = 0, wo | x| nicht differenzierbar ist, haben wir ja gerade
ausgeschlossen.

Etwas &hnliches tritt auf, wenn man die Stammfunktion von tan(x) sucht. Dazu verwenden
wir noch einmal die logarithmische Ableitung;:

Sei I ein Intervall, in dem cos(z) keine Nullstelle hat. Dort ist tan(z) = s1n(<x) definiert.
cos(x
Auflerdem ist dort | cos(z) | differenzierbar und > 0. Ist dort cos(x) < 0, so ist | cos(z) | =
/ /
—cos(z) und |cos|(z) = — cos'(x), also cos'() = | cos| (x) Daher gilt fiir beliebiges
cos(x) | cos |(z)
x eI
tan(z) = sin(x) cos'(z)
cos(z) cos(x)
_Jcos['(x) :
= = —(Ino|cos|)(x).
| cos(x) |

Also ist —In(]cos(x)|) auf dem betreffenden Intervall eine Stammfunktion von tan(z).
Man beachte, dafl man In o cos i.a. gar nicht bilden kann!

Generell mufl man aufpassen, ob die Funktion, die man integrieren mochte, iiberhaupt auf
dem Integrationsintervall definiert und integrierbar ist. Sonst kann folgendes passieren:

11 1, +1
[z = 2L
= (-1)-1 = =2
Das ist natiirlich vollkommener Unsinn!
1
Der Integrand — ist in x = 0 nicht definiert und ansonsten iiberall positiv. Das Teilinte-
x

11 1 1
—dr=-1—(-")=-—1
/ex2 o (8) €

gral

strebt fiir ¢ — 0 gegen +oc0. Also ist die Funktion nicht einmal {iber [0, 1] integrierbar,
und wir diirfen keineswegs iiber den Nullpunkt hinweg integrieren.

Der Integrand ist zwar auerhalb 0 stetig, aber er ist nicht beschréankt!
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Wir fassen nun die inzwischen ermittelten Stammfunktionen zu einer Tabelle zusammen:

Funktion Stammfunktion
n ]' n+1
x - neN
n+1
! = eEN,n>2,2#0
— —  n n x
" (n—1)ant T
1
1
= 1 0
. wzl)  w
: tan(a)
e arctan(z
1
sin(ax) ——cos(ax)
a
1
cos(ax) — sin(ax)
a
tan(z) —In(|cos(z)|) z# (n+3)m, n€Z
1
cos2(2) tan(z) r# (n+3)m, nel
1
5 — cot(x) x#nm, n€l
sin®(z)
x 1 x
a ‘a
In(a)
e’ e’
- (1 +1In(z)) x* x>0
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84 Integrationstechniken

Wir wollen Differentiations-Regeln neu betrachten und in die Sprache der Integrale und
Stammfunktionen iibersetzen.

Wir beginnen mit der Produktregel:
(f-9)=f-9+f4d.

Sie besagt, daB f - g eine Stammfunktion von f’- g+ f - ¢ ist. Nun kommt es selten vor,
dafl der Integrand deutlich sichtbar diese Form besitzt, aber umso haufiger ist er von der
Form f - ¢. Wenn wir die Gleichung nach f - ¢’ auflésen und dann integrieren, erhalten
wir:

11.4.1 Regel der Partiellen Integration.
Sind f und g tber [a,b] stetig differenzierbar, so ist

[ s @y de = (5@ 9 [ = [ @) d

Auf den ersten Blick ist der Nutzen dieser Formel noch nicht zu sehen, denn statt des
Integrals tiber f - ¢ mufl man nun das Integral iiber f’-g berechnen. Den Vorteil erkennt
man am besten an Beispielen:

Beispiele :

1. Sei 0 < a < b. Dann gilt:
b b
/ In(z)dx = / In(x) -2’ dr (denn es ist 2’ = 1)
b
— (n(@)- )
b
= (¢ In(z)) | —(x)

Also ist x - In(x) — z eine Stammfunktion von In(z). Zur Probe kann man ja diffe-
renzieren.

b
- / In'(z) - xdx (Partielle Integration)

’ (denn es ist In'(z) -z = 1).

a

Die Regel der Partiellen Integration hat hier weitergeholfen, weil f- g viel einfacher
als f - ¢ ist. Wie man in solchen Fillen jeweils f und g wéahlen muf}; sagt einem
aber keiner. Hier fangt die Kunst des Integrierens an.

2. Das folgende Beispiel ist besonders typisch und hat schon fast den Charakter eines
Kochrezeptes:

/ab sin®(z)dr = /ab(_ cos'(z)) - sin(z) dx
- /ab(— cos(x)) - cos(z) dx
Z /ab cos®(z) dx

= —(cos(x) - sin(x)) ‘a +(x) ‘a —/ sin®(z) du.

a

b

= (—cos(x) - sin(z)) .

= —(cos(z) - sin(x))
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Jetzt ist das Integral, das wir ausrechnen wollten, wieder aufgetaucht! Trotzdem
hilft uns das weiter: Das Integral iiber sin®(z) auf der rechten Seite hat némlich das
richtige Vorzeichen. Wir kénnen es auf die andere Seite der Gleichung bringen und

erhalten:
1 b)

/ab sin?(z) dr = 5 ((x — cos(x) - sin(x))

3. Von dhnlicher Bauart ist das folgende Beispiel:

/ab e’ -sin(x)dr = /ab e’ - (—cos'(x)) dx
' / "(e7) - (= cos()) da

= —(e*-cos(x))| — ;
+ /ab e - cos(z) dz.

= —(e®-cos(x)) Z

Eine zweite Rechnung liefert:

b

/ab e” - cos(z) dz = (¢” - sin(z)) | — /: ¢ - sin(x) de.

a
Setzt man das in das erste Ergebnis ein, so erhélt man:

1

/ab e’ -sin(x) dr = 5 <(€w - (sin(z) — cos(x))) b) ,

Die zweite Technik, die wir kennenlernen wollen, ist noch etwas schwieriger.

Durch Probieren kann man rasch herausfinden, dafi nicht nur — cos(x) Stammfunktion

. : 1 . :
von sin(x) ist, sondern auch —— cos(axr) Stammfunktion von sin(ax). Wenn man zur

Probe differenziert, benotigt man die Kettenregel. Daher liegt es nahe, diese Regel auf
ihre Verwendbarkeit in der Integrationstheorie hin zu untersuchen:

Sei f: I — R stetig, F': [ — R eine Stammfunktion von f. Weiter sei ¢ : [a, 5] — R eine
stetig differenzierbare Funktion, mit ¢([a, §]) C I = [a, b].

Dann ist die Verkniipfung F o ¢ : o, B8] — R definiert und differenzierbar, es ist

(Fop)(t)=F(p(t) - ¢'(t) = (feop)(t) - ¢ (D).
Also ist F o ¢ eine Stammfunktion von (f o p) - ¢'.
Fiir das bestimmte Integral von (f o @) - ¢ iiber [«, 5] ergibt das:

B B
| He) Wy dt = [ (Fop)t)dt=Fp(8)) - Flpla).

(67

Andererseits ist

Da F’ = f ist, haben wir bewiesen:
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11.4.2 Substitutionsregel. Sei ¢ : |, 8] — R stetig differenzierbar,
o([a, B]) C T und f : I — R stetig. Dann gilt:

[ pwyar= [ s Syt

o(a) a

Merken kann man sich diese Regel mit folgender Eselsbriicke:

Ist © = x(t), so ist

dt dz
[ 1@)de = [ f@@)T de= [ fat) St
Wenn nun F' Stammfunktion von f ist, dann ergibt sich:
F(x(t)) ist Stammfunktion von f(z(t)) - 2'(t).

Auch hier zeigt sich der Nutzen am besten an Hand von Beispielen. Dabei beginnen wir
mit dem einfacheren Fall, der Anwendung der Substitutionsregel von rechts nach links.
Der Integrand ist dann in der Form f(p(t))¢'(t) gegeben.

Beispiele:

1. Héufig mochte man eine Funktion der Form z +— f(x + ¢) integrieren. Hier wird in
f die Funktion ¢(t) :=t + ¢ eingesetzt. Da ¢/(t) = 1 ist, folgt:

b b+c
/ Flt+¢)dt = / (@) da.
a a+c
2. Nun untersuchen wir Funktionen der Form z — f(z - ¢). Hier wird ¢(t) := t - ¢
eingesetzt, mit ¢'(t) = c¢. Die Substitutionsregel liefert eine Formel fiir das Integral
tiber ¢- f(t-c). Wir konnen aber die Konstante ¢ auf die andere Seite der Gleichung

bringen und erhalten dann:
b 1 b-c
/ ft-oydt=-- [ fla)de.
a C c

a-

3. Auch das folgende Beispiel ist eigentlich ein alter Bekannter:

1

Es sei f(z) := — und ¢(t) eine stetig differenzierbare Funktion ohne Nullstellen
x

tiber [a, #]. Dann gilt:

Also ist

w(a) a

Das hédtte man aber auch iiber die logarithmische Ableitung erhalten:

By'(t) 0(8) 1 03 ,
/so<t>dt:/¢< —dr=(n]z|) |7 = nlet)])| .

/ t /

Da % ®) = (Inolpl|)(¢) ist, ist In o|p| eine Stammfunktion von Ly

p(t) i
Z.B. ist

/abtan(t) dtZ/ab_mS/(t)dt: —(In]cos(t) ) |"

cos(t)

a
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4. Sei f(x):=a™, ¢ beliebig. Dann gilt:

B 0 )
| et dwar - (x) da
a o)
. 1 n41 “P(ﬁ)
n+1 p(a)
1

1
Speziell ist igo(t)Q Stammfunktion von ¢(t)¢'(t), also etwa

/Blnt(t)dt:;ln(t)Q .

o «

Wenn die rechte Seite der Substitutionsregel der Ausgangspunkt ist, kann man die Sub-
stitution ¢ leicht erkennen. Schwieriger wird es, wenn man mit der linken Seite beginnt.
Dann die geeignete Substitution zu finden, erfordert Kreativitdt und viel Routine. Wir
beginnen mit einem noch relativ einfachen Beispiel:

b
Es soll das Integral / V1 — 22 dx berechnet werden, fir —1 < a < b < +1.

Es ist

0<y<vl—21? (y20)/\(z2+y2§1).
Fir a - —1 und b — +1 wird also durch das obige Integral die Flache des halben
Einheitskreises berechnet.

Die Gleichung y = /1 — 22 erinnert an die Gleichung cos(x) = /1 — sin®*(z), deshalb
kann man es ja einmal mit der Substitution ¢(¢) := sin(¢) versuchen. Das geht nur, wenn
sich die Intervallgrenzen in der Form a = ¢(a) und b = ¢(f) schreiben lassen.

Zum Gliick bildet die Sinus-Funktion das Intervall [—g, —i—g] bijektiv auf das Intervall

[—1,41] ab, und wir kénnen « := arcsin(a) und f := arcsin(b) setzen.

Die Substitutionsregel liefert nun:

/(ledx — /Bm.cos(t)dt

«

= /B cos?(t) dt.

«

Tatséchlich hat sich die Situation vereinfacht, das neue Integral kann in der bekannten
Weise mit Hilfe partieller Integration berechnet werden. Es ist

/ﬁ cos’(t)dt = /5 cos(t) sin’(t) dt

« «

= cos(t)sin(t) ‘i + /j sin?(t) dt
= cos(t)sin(t) || + [ "1 = cos2(t)) dt
8

— /a cos?(t) dt.

B

(67

= (cos(t)sin(t) +1) |
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Also ist
B

[0}

- (cos(t) - sin(t) + 1) |

DO | —

/B cos?(t) dt =

«

Das Ergebnis kann nun noch etwas umformuliert werden. Zunéchst kénnen wir cos(t)

durch /1 — sin®(t) ersetzen, so dafi nur noch die Substitutions-Funktion sin(#) vorkommt.
Dann ist es natiirlich wiinschenswert, die Hilfsgrolen a und f loszuwerden, damit das
Ergebnis von a und b abhéngt. Setzen wir die Gleichungen

a =arcsin(a) und [ = arcsin(b)
ein, so erhalten wir:

b
/ V1-—22dy =

b

- (t-V1—1t2+ arcsin(t))

N | —

a

Lafit man hier @ — —1 und b — +1 gehen, so konvergiert auch die rechte Seite gegen
1 . . ™ .
5 (arcsin(+1) — arcsin(—1)) = 5 Also ist

+1
/ \/1—[E2d$:g.
~1

Das sollte fiir die Flache des halben Einheitskreises auch herauskommen!
Nachdem das Prinzip klargeworden ist, kénnen wir weitere Beispiele rechnen:

Beispiele :

1. Es soll / eV?® dx berechnet werden:

Wir verwenden die Substitution z(t) = 2, also 2/(t) = 2t. Dann ist ¢t = /z und

/eﬁdx = /et-Qtdt
= 2t —1)e! = 2(Vz —1) e

2. Wir werden im n#chsten Abschnitt zeigen, dafl man jede rationale Funktion (aufler-
halb ihrer Polstellen) integrieren kann. Deshalb mochte man Integranden gerne mit
Hilfe einer geeigneten Substitution rational machen:

d
In / W benutzen wir die Substitution z(¢) = 5, mit 2/(¢) = 6t° und t = ¥/x.

Dann gilt:

e Y ey
Jr+x S s ) 14t

3. Ist F rational, so integriert man f(z) := F(e*) mit Hilfe der Substitution z(t) =
In(t), also 2/(t) = { und ¢ = ®. Dann ist

/F(ex) dr = /Fit)dt.
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4. Jetzt sollte das Schema deutlich geworden sein.
Sei etwa F'(x,y) eine rationale Funktion in x und y. Um f(z) := F(z, ¥Vazx + b) zu
1
integrieren, setzen wir Yax + b =t, also x(t) = —(¢" —b), mit 2'(¢) = Mym=1 Das
a a
ergibt:
m m—1
/F Vax +b) de = /F —b),t)—t" " dt.
a
5. Zum Schlul noch ein schwierigeres Beispiel:

Es soll / F(sinz, cos x) dx fiir eine rationale Funktion F' = F(x,y) berechnet wer-

den:

In der Klasse der Winkelfunktionen, ihrer Umkehrungen und deren Ableitungen
kennen wir nur einen einzigen Fall, wo eine rationale Funktion auftaucht:

1
1422

arctan’(x) =

Daher versuchen wir, Sinus und Cosinus durch den Tangens auszudriicken: Es ist

sin®(z) 1 — cos?(x)

tan?(z) = =
an(z) cos?(x) cos?(x)
also
1
2 —
cos™(x) = 1 + tan?(x)
t 2
und  sin*(z) = 1-—cos*(z) = 1_:T(2x()).
an®(x

Das ist noch nicht ganz befriedigend, weil jetzt fiir die Darstellung von Sinus und
Cosinus durch den Tangens noch Wurzeln benétigt werden. Es gilt aber:

1
sin(z) = 28111(%) cos(g) = 2tan(§) : H—THQ(%)’

und  cos(z) =

wobel
2 sin CcoS
tan(z) = 5 $(2> (2
cos?(5) — sin

ist. Daraus folgt:

in(z) — 2tan(3)
ST T tan®(%)

1 — tan®(Z
und  cos(x) = an2( ;) :
1 + tan®(5)
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x
Jetzt verwenden wir die Substitution ¢ = tan(§), also x(t) = 2arctan(t) und /() =

14 t2
o2t 1—1¢2 2

. dt.
1+t2’1+t2> 1+ ¢2

/F(sinx,cosx) dx = /F(

Damit ist der ganze Integrand rational geworden.

6. Manchmal kann es auch sinnvoll sein, Winkelfunktionen einzusetzen, wie wir es
schon beim ersten Beispiel zur Substitutionsregel gesehen haben. Die Substitution
x(t) = sin(t) ergibt z.B.:

11—z 1 —sint
\/ de = /\/7 t)dt
/ 1+ v 1—|—sintcos()
(1-— t)?
_ /,/ SIn0)” st dt
1 —sin’t
1-— t
= / sin costdt

cost

= /(1 —sint)dt.

Wir wollen nun — wie versprochen — zeigen, daf§ jede rationale Funktion integrierbar ist:

Essei f(z) = gg;, mit Polynomen P und Q.
Wir gehen in mehreren Schritten vor:
1. Schritt:
Ist deg(P) > deg(Q), so fithrt man eine Polynomdivision durch:

f(z) = Py(z) + M, mit Polynomen F, und R,

Q(x)

sowie deg(R) < deg(Q).
Da Polynome problemlos integriert werden kénnen, braucht man nur den Fall f(x) = ggg

mit deg(P) < deg(Q) zu betrachten.
2. Schritt:

Bestimme alle Nullstellen von Q(z) ! Da einige Nullstellen komplex sein kénnen, ergibt
sich eine Zerlegung

Q)= (zx—c)™ ... (z—c)" q)™ ... ql),

mit reellen Zahlen ¢y, . .., ¢, und unzerlegbaren quadratischen Polynomen ¢;(z), ..., ¢/(x).

Dieser Schritt kann natiirlich in der Praxis ein uniiberwindbares Hindernis darstellen,
denn fiir deg(Q)) > 4 gibt es kein konstruktives Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen.
Theoretisch existiert die Zerlegung aber!
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3. Schritt:
Wenn die Zerlegung von Q(z) in ,irreduzible Faktoren“ vom Typ x — ¢ bzw. ¢(z) gegeben

P(x)
Q(x)

als Summe von Partialbriichen schreiben:

ist, dann kann man

" B)\JZL’—FC)\J

ZZ Ly

o=1i=1 x—cg A=1j=1 75

f(z)

Hier ist eine Andeutung des Beweises fiir den ersten Teil der Summe:
P(c)
9(c)

P(x) ~g(x) + (P(x) —b-g(x))
Q(x) (z —c)*-g()

b Plx) —b-g(x)

(x—c)f  (x—c)f-g(z)

Da P(c)—b-g(c) = 0 ist, mufl der Zahler des zweiten Bruches den Faktor x — ¢ enthalten.
Es gibt also ein k' < k, so daB P(z) — b - g(z) = (z — ¢)¥ - h(z) mit einem geeigneten
Polynom h(z) mit h(c) # 0 ist. Also ist

P(x) b h(zx)

= + / _
Qz) (z—c)f  (z—c)* g(x)
Den zweiten Summanden behandelt man nun wieder genauso, und nach endlich vielen
Schritten ist man am Ziel.

Es sei Q(x) = (x — ¢)F - g(x), mit g(c) # 0. Setzt man b :=

, SO ist

In der Praxis nimmt man den Satz von der Partialbruchzerlegung einfach zur Kenntnis,
setzt die Zahler der Partialbriiche mit unbestimmten Koeffizienten an, multipliziert aus
und versucht, {iber einen Koeffizientenvergleich zu Gleichungen fiir die gesuchten Koeffi-
zienten zu kommen.

4. Schritt:
Schliefllich sucht man nach Stammfunktionen fiir Funktionen der Art
A Bx+C
- und —.
(z—¢) q(z)

1
a)/ der=1In|z —c|.

r —cC

1 1 Ik oo
= - > 2.
b) /(x—c)’fdx 1—/{;(96 c) 7" fir k> 2

c) Bei Integralen der Form / hz) dx mit linearem h(z) miissen wir zunéchst
(22 + ax + b)"

eine Substitution vornehmen Da wir nur den Fall betrachten, wo der Nenner keine
reelle Nullstelle besitzt, ist a? — 4b < 0.

Wir machen den Ansatz  z(t)* + a- z(t) + b= ?(t* + 1) . Dann muf} gelten:

(t) =

1
5 (-az Va2 — 40 +43(12 + 1))
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Setzen wir ¢ := $v/4b — a?, also a* — 4b = —4c?, so ergibt sich die Substitution

z(t) == ct — Z'(t) = c.

a
27

Dann ist

e ) L1 k)
/($2+ax+b / (c2 t2+1 dt = 02"—1/(t2—|—1)”dt'

Der Zahler h(z(t)) ist wieder eine lineare Funktion.

Wir miissen also noch die folgenden Integraltypen behandeln:

1
d) /7524_1 dt = arctan(t).

= 1 £ +1
/t2+1 (F+1).
11 .
f)/(t2 25/—dm,furx(t):t2+1(undn>1).
:L-n
1 1
Also i /7 =— : :
so ist (t2+1)ndt 2 —1) (t2+1)"*1

g) Es bleibt der schwierigste Fall, namlich / ————dt.
(12 + 1)

Behauptung: Es gibt fiir jedes n > 1 eine aus elementaren Funktionen zusammen-

/ 1
gesetzte Funktion F,, mit F,,(0) =0 und F, = Er
BEwEIS: Wir fithren Induktion nach n.
Natiirlich setzen wir Fy(t) := arctan(t). Aber wie weiter? Wenn es die gesuchten
Funktionen gibt, dann gilt:
2n 2n —1
2n-F, o (t) — 2n—1)- E,(t)] = -
[ n +1< ) ( n ) ( )] (t2—|— 1>n+1 <t2—|— 1)n
B 1 (12 +1—1)
(41 (24 1)t
B 1 ; (—n) -2t

CESRANCEREY
t !/
- ((t2+1>”>’

2n—1 t
—FE )+ —— +C,
2n () + 2n(t2 4+ 1)n *

also
Fo1 (t) =

mit einer Integrations-Konstanten C, die wegen F,(0) = F,.1(0) = 0 ebenfalls = 0
gesetzt werden sollte. Diese rekursive Definition tut’s tatséchlich!



230 KAPITEL III DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

In der Theorie 148t sich also jede rationale Funktion elementar integrieren. In der Praxis
diirfte es oft an der Nullstellenbestimmung im Nenner scheitern.

Beispiele:
1 1
1. Sei = = )
el /() w—x?+zr—1 (z—1)(22+1)
1 b
Wir machen den Ansatz ¢ + + cx. Das fiithrt zu dem

W —a24+rx—-1 -1 22+1

Gleichungssystem a4+ ¢ =0, b—c=0 und a-—-b=1.

1 1 1 1 1
AlsomuBa—iundb—c——isem d.h. f(z) = 5 {x—l ;2—:_1].Daraus
folgt:

1 1 1 T
d :f-/ d—/d—/d}
/f(a:) v 2 { z— 1% 21 2r1
1 1
= 5 [1n|x—1|—arctan(x)—21n(x2+1)}.
2. Sei fla) = - + + .
. Sei f(x) := =r+———=u=x :
3 —1 3 —1 (x—1)(a2+z+1)
a b+ cx
Der Ansat =
D R x—1+x2+$+1
1 1
liefert a + ¢ = 0, a+b—c:1unda—b:O,alsoa:b:§undc:—§.
o 1 1 1—x
Damit ist f(:p):qug $—1+$2+x+1 :
1 —
Das Integral / "% _ 4z behandeln wir mit der Substitution
24+x+1
1 1

r(t)* +2(t) +1=A(t* + 1), mit c = 5\/4 —1= 5\/5
Das ergibt z(t) = 1(v/3t — 1). Dann gilt:

1-— 1— (t)

[ e = ‘f o0 g
?+ax+1 z(t) + 1
f/S—ft VBt
(t2+1) t2+1 b
20 +1 1
mit ¢t = und t* = = (4% + 42 + 1). Also ist
1 1 1 1 1 t
dv = [odots [—dor— [mar— o [
/ﬂx) v rertslr A"t Al e T3 ey
1 1 1 2 1 1 4
= 2x2+31n|x—1]+\/§arctanx\/—g—6ln(3(x2+x+1)>.
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85 Uneigentliche Integrale

Wir beginnen mit einem Beispiel:

Sei f(z) = 7 Dann ist xlg&f(x) = +o00, also f iiber [0,1] nicht im Riemannschen

Sinne integrierbar.

Andererseits ist F'(x) := 24/z eine Stammfunktion von f(z), und daher

[ Fa)de = FQ) - Fe) =201 - V)

Niemand kann einen nun daran hindern, € gegen Null gehen zu lassen. Und siehe da:

1

lim [ f(z)de=2.

e—=0+ J¢e

Da dieser Grenzwert existiert, wollen wir ihn natiirlich gerne als Integral von f {iber [0, 1]
auffassen. Damit das moglich ist, miissen wir den Integralbegriff erweitern. Das geschieht
in Gestalt der ,uneigentlichen Integrale®.

Definition.

Sei f :[a,b) — R stiickweise stetig (aber nicht notwendig beschréinkt).

f heiBt iiber [a,b) uneigentlich integrierbar, falls

A= lim / F(t) dt

r—b—

existiert (und damit eine endliche reelle Zahl ist).

b
Den Grenzwert A bezeichnet man auch mit / f(t) dt und nennt ihn das uneigent-

liche Integral von f dber [a,b]. Man sagt dann auch, dafi das uneigentliche Integral
konvergiert, und man nennt es divergent, falls der Grenzwert nicht existiert.

Analog erklart man uneigentliche Integrale iiber (a, b] durch den rechtsseitigen Limes, wie
im obigen Beispiel.

Man kann zeigen, daf3 dieser Begriff nichts Neues bringt, wenn f schon im Riemannschen
Sinne integrierbar ist.

Eine Funktion f heifit iiber einem offenen Intervall (a,b) uneigentlich integrierbar, falls
es einen Punkt ¢ € (a,b) gibt, so dafl f iiber (a, ¢| und iiber [c,b) integrierbar ist. Wichtig
ist, dafl man beide Grenziibergéinge unabhéingig voneinander durchfiihrt!

Beispiel :

1
Wir betrachten f(x) := s auf (0, 0] fiir verschiedene a.
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a) Ist a =1, so ist F'(z) := In(x) eine Stammfunktion fiir f(z), und daher
b1
/ —dz =1In(b) — In(e) — +oo fiir e — 0.
e T

Das uneigentliche Integral divergiert!

1

b) ISt (6% # 1, SO ist F(ﬂf) = —m

Stammfunktion fiir f.

Wir betrachten zunachst den Fall o < 1: dann ist
b 1 1 1 1
RN . ( - ) .
e TO v a—1 \p>r1 ga-l

= &' gegen Null fiir € — 0.

Da 1 — «a > 0 ist, strebt

Ea—l
. b1 1 ..
Also existiert / —dr = ————— fiir o < 1.
0 x® (v — 1)bo—1
) 11 1
Insbesondere ist / —dx = .
0 % l—«

c)Ist a>1,s0ist « —1 >0, und strebt gegen +oo fiir ¢ — 0. In diesem Fall

a—1
divergiert das uneigentliche Integral.

1]
Das trifft z.B. auf/ — dx 7u.
0o 22

Ein weiteres Problem beim Riemannschen Integral besteht darin, dafl der Integrand immer
iiber einem beschréankten Intervall definiert sein mufl. Manchmal méchte man jedoch auch
iiber ganz R oder zumindest iiber eine Halbachse integrieren. Dann behilft man sich mit
einem anderen Typ von Integral:

Definition.

Sei f : [a,+00) — R stiickweise stetig. f heiit iiber [a, +00) uneigentlich integrier-
bar, falls

A= xlgglo/a f(t)dt

existiert.

Man sagt dann, daB8 das uneigentliche Integral von f iiber [a,+00) existiert oder
konvergiert, und man schreibt:

/aoo F(t)dt = A

Analog definiert man das uneigentliche Integral {iber (—oo, b].
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Beispiel :

1
Wir betrachten noch einmal f(x) = — fiir verschiedene «.
xOé

z 1
a) a = 1: / —dt = In(x) —In(a) strebt fiir x — 400 gegen +00. Das uneigent-

liche Integral d(ivergiert auch hier.

¢ 1 1 1 1 1

b) Ist a < 1, so ist / —dt = — : ( — >, wobei = '™ gegen
a t® a—1 \zo-t  qgol xo—t

+o0 strebt, fiir ¥ — o0o. Auch dieses Integral divergiert.

c) Ist @ > 1, so konvergiert das uneigentliche Integral offensichtlich. Das bedeutet,

o 1 © 1
daf} insbesondere das Integral / — dx konvergiert, wéhrend / —— dz divergiert.
1w 1 T

o 1
Wir haben iibrigens gesehen, dafl / — dz fir kein o konvergiert!
0o x°

Wie bei offenen Intervallen miissen uneigentliche Integrale iiber ganz R durch zwei von-
einander unabhéngige Grenzprozesse berechnet werden:

Definition.

+oo
Sei f : R — R stiickweise stetig. Das uneigentliche Integral / f(t)dt existiert

(oder konvergiert) genau dann, wenn die beiden uneigentlichen Integrale

0 +o00
/ () dt und / £(t) dt
—00 0

existieren. Der Wert des Integrals iiber ganz R ist gleich der Summe der Werte der
Teilintegrale, d.h. es ist

a——o0
—0o0 a
b—+oo

/ @) dt = lim / " r ) dt.

Man beachte, dafl in der letzten Formel a und b unabhéngig voneinander gegen die Grenzen
streben. Manchmal findet man auch noch den folgenden Grenzwert:

—+o0 +

AW [ f@ydt = tim [ f(t)dt.

7—00 —r

Man spricht dann vom Cauchy’schen Hauptwert. Es kann passieren, dafl dieser Hauptwert
existiert, obwohl das uneigentliche Integral von f iiber R divergiert.

Wenn keine explizite Stammfunktion gegeben ist, wird es schwierig mit dem Nachweis
von Konvergenz oder Divergenz eines uneigentlichen Integrals. Fiir den Fall gibt es aber
gewisse Konvergenzkriterien. Bevor wir darauf eingehen, miissen wir etwas iiber Folgen
von Zahlen nachtragen:

Es sei (a,) eine konvergente Zahlenfolge. Dann gibt es ein a € R, so dafl folgendes gilt:

Ve>03dnoeN, sd. Vn>nggilt: |a, —al <e.
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Da die Folgenglieder a,, dem Grenzwert beliebig nahe kommen, erwarten wir, dafl sich die
Folgenglieder auch untereinander beliebig nahe kommen. Das ist in der Tat der Fall:

Sei ein € > 0 beliebig klein vorgegeben. Dann gibt es ein Ny € N, so daf8 |a,, — a| < § fiir
n > Ny ist. Aber dann gilt fiir n,m > Ny:
lan —am| = [(an—a)+(a—ap)|

< | |+ | <S¢
an — a Am — Q —+-=c.
- 2 2

Dieses Verhalten ist so typisch, daf es eine besondere Bezeichnung dafiir gibt:
Definition.
Eine Folge (a,,) heiit Cauchyfolge, falls gilt:

Ve>03dnoeN, s.d. Vnom>ng @ |a, —am| <e.

Wir haben oben gerade eingesehen, daf} jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Das
war nicht so iiberraschend. Es gilt aber fiir reelle Folgen auch die Umkehrung:

11.5.1 Cauchy’sches Konvergenzkriterium.
Jede (reelle) Cauchyfolge besitzt einen Grenzwert.

BEwels:  Dafl dieser Satz gilt, ist keineswegs selbstverstédndlich. Das Hauptproblem
besteht darin, einen Kandidaten fiir den Grenzwert zu finden.
1) Cauchyfolgen sind beschrinkt:

Es sei ng € N so gewéhlt, daB |a,, — a,, | < 1 fiir n,m > ng ist. Dann ist
C:=max{|a,| :n=1,2,...,n0}

eine endliche reelle Zahl, und es gilt:

Fir n <mngist |a,| <C,
fir n > ng ist

lan | = [an, + (an — ane) | <l ang [+ an —an, | <C+ 1.
Also ist die Folge durch C' + 1 beschrankt.

2) Nach dem Satz von Bolzano und WeierstraBl (der ziemlich direkt aus der Vollsténdigkeit
der reellen Zahlen folgt) besitzt jede beschriankte Folge einen Haufungspunkt. Sei also a
ein HP der Cauchyfolge (a,). Wie im ersten Kapitel angemerkt wurde, kann man eine
Teilfolge (anx)) von (a,) finden, die gegen a konvergiert. Demnach ist a ein guter Kandidat
fiir den Grenzwert.

3) Um nun zu zeigen, daBl (a,) selbst schon gegen a konvergiert, geben wir uns ein € > 0
vor. Da (a,) Cauchyfolge ist, gibt es ein n; € N, so daB |a,, — a,, | < § fiir n,m > n, ist.

Und weil (a,k)) gegen a konvergiert, gibt es ein kg € N, so daB ng := n(kg) > n; und
Gn, — a | < 5 ist. Fiir n > ng gilt dann:
0 2

| (any = a) + (an — ano) |

< |a7m_a|+|an_ano|
8+5_6
2 2

|an, —a|

A\
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Das bedeutet, daf (a,) gegen a konvergiert. []

Das Konvergenzkriterium von Cauchy wird uns noch haufiger begegnen. Als erstes wenden
wir es auf die Theorie der uneigentlichen Integrale an:

I1.5.2 Cauchykriterium fiir uneigentliche Integrale. Sei f : [a,+00) — R ste-
tig. Das uneigentliche Integral / f(z)dx konvergiert genau dann, wenn gilt:

Ve>03C =C(e) > a, s.d. ‘/Qf(x)dx‘<efﬁr6’<x1<x2 ist.
z1

BEWEIS:

, = “: Das uneigentliche Integral konvergiere gegen A € R. Ist ¢ > 0 vorgegeben, so
wihlen wir C' = C'(¢) so, dafl

‘/ f(x)dx—A‘<%fﬁrr2C’ist.
Fiir C < 1 < x5 gilt dann:

\/gff(:c)dx\ = /a“f(a;)da:_ " f(@)de |

= ([ @ de -+ (A= [ f@) o) |
< /:Qf(a:)dx—A‘—l—’/jlf(x)dx—A‘
e €
< 5 + 5 = €.
,<=": Nun sei das Kriterium erfiillt.
Wir setzen x, := a + n fir n € N. Dann ist (x,) eine monoton wachsende Folge mit

lim z,, = +o0.
n—oo

Wir setzen auBlerdem A, := / ! f(z)dx. Wir wollen zeigen, daf§ die Folge (A,) gegen
eine reelle Zahl A konvergiert, und daB A gerade das uneigentliche Integral ist.

a) Sei € > 0 vorgegeben. Wir withlen C' = C(g) geméafl dem Kriterium. Auflerdem wéhlen
wir ng € N so grof}, dafl x,, > C fiir n > ny ist. Fiir solche n gilt:

|An_Ano|:

f daz‘<5

Tng

Daraus folgt, dafl (A,,) eine Cauchyfolge ist, die dementsprechend gegen ein A € R kon-
vergieren muf.

Wir wollen zeigen, daf3 lim / f(z)dx = Aist. Dazu sei noch einmal ein € > 0 vorgegeben.

Wir wéhlen ny € N so, daf3 | A, — A| <§und’/ f(x)dx‘<gﬁirn2no und r > z,

ist. Fiir solche r ist dann

\/ ryde—A| = \/x da:+/ r)de — A

< \/ r)du | +| A, — A
£yt

< .
225
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Damit ist alles gezeigt. []

Der Nutzen des Cauchykriteriums wird sich gleich zeigen. Zuvor brauchen wir jedoch noch
einen weiteren Begriff:

Definition.

o)

Das uneigentliche Integral / f(z) dz konvergiert absolut, falls / | f(z)|dx kon-

vergiert.

Fiir andere Typen von uneigentlichen Integralen definiert man die absolute Konver-
genz entsprechend.

11.5.3 Satz. Ist f absolut uneigentlich integrierbar, so auch im gewdhnlichen Sinne.

BEWEIS: Es ist

[ @< [ () d

Wenn also | f(x) | das Cauchykriterium erfiillt, so erst recht f(z) selbst. Daraus folgt die
Behauptung. ]

Die Umkehrung des Satzes ist falsch!

Nun haben wir ein Mittel an der Hand, die Konvergenz von Integralen durch den Vergleich
mit bekannteren Integralen zu beweisen:

I1.5.4 Majorantenkriterium. Es sei g uneigentlich integrierbar. Ist | f| < g, so
st f absolut uneigentlich integrierbar.

BeEwels:  Mit dem Cauchykriterium und der Monotonie des Integrals erhélt man, daf3

mit g auch | f | uneigentlich integrierbar ist. ]
Beispiele :
o cos T > 1
1. / dx konvergiert, weil / — dx konvergiert.
1 a2 1 2?
2.
Es ist / e dr = —/ (e7®) dx
1 1
= _(e_r - 6_1>7

1
und das konvergiert gegen — fiir r — oc.
e

Also existiert das uneigentliche Integral / e “dx.
1

Analog ist

-1 —1
/ e’ dr = lim (e*)dr = lim(et—e ") =et.

—00 T—00 —r r—00

Fiir z > 1 ist 22 > z, also e < e 7.
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8 g q

Fiir 2 < —1ist 22 = |z |> > | 2| = —x, also —2? < x. Damit ist dort e=** < e™%,

+oo
und es folgt die Konvergenz des ,,Fehlerintegrals® / e du.

—00

3. Die Funktion f(z) := sin(z)

ist iiberall stetig, und es gilt:

t t /

sin x cos' x

/ dr = / dx
S xr s x

COST |t tcosx
— — 5 dz,
X s s s

t i 1 1 t 1
‘/Smxdx‘gf—l—qu/—de.
s X S t s T

also

Der Ausdruck auf der rechten Seite strebt fiir 0 < s < t und s — oo gegen Null.
Mit dem Cauchykriterium folgt nun, dafl

0 gSin &
/ dx
0 T

sin x

konvergiert.

Man kann jedoch zeigen, dafl / ‘ ‘ dx divergiert!
0

X

4. Die Funktion I' : (0,00) — R sei definiert durch
[(x) = / e dt.
0
Dabei ist t*7 = e(z=DInt,

Wir untersuchen zunichst die Konvergenz des uneigentlichen Integrals bei ¢ = 0:
Ist > 1, so strebt t*~! fiir ¢ — 0 gegen Null und es gibt keine Probleme. Fiir

0 < a < 1istaber t*71 = e‘(m_l)'lntL und das divergiert bei t = 0. Also muf in
diesem Fall die Konvergenz des Integrals bewiesen werden:

Fir 0 <t < 1listl < el < e also|et* 1| < t*”!. Es reicht demnach, die

1
Konvergenz des Integrals / t*~ 1 dt zu zeigen. Da (%) = x - t*! ist, folgt aber:
0

1 1
/tfc—ldt =

1
= —(1-¢€" — (fu 0+).
x( 5)—>$(ur5—> +)

1

£

— 8

Nun zeigen wir die Konvergenz des Integrals fiir ¢ — oco. Das geht folgendermaflen:

Da die Exponentialfunktion stiirker als jede Potenz wichst, strebt e~ “#**! fiir t — oo
gegen Null. Also gibt es eine Zahl C' > 0, so dafl e #**! < ( fiir alle ¢ ist. Daraus
folgt:

1
le "t < C- = fiir t > 1.
t2
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Mit dem Majorantenkriterium ergibt sich die Konvergenz des Integrals.

Die so eingefithrte Funktion ist die Gamma-Funktion. Es gilt:
a) T(1) :/ etdt= (e [=1.
0 0

b) I'(z+1) = /0 e 't* dt. Mit partieller Integration erhiilt man:

,
/ e U dt = —e U*

£

' —I—x/ e 'Lt

€ €

Der erste Summand strebt gegen 0, der zweite gegen = - I'(z). Also ist
Nx+1)=a- T[(z).

Insbesondere folgt daraus: I'(n) = (n — 1)! fiir n € N.
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86 Kurven und Weglingen

Definition.
Sei I = [a,b] C R ein Intervall und o = (o, ..., a,) : I — R" eine Abbildung.

a heiBt stetig (differenzierbar, stetig differenzierbar usw.), falls alle Komponenten-
funktionen «; stetig (differenzierbar, stetig differenzierbar usw.) sind.

Ist « differenzierbar, so bezeichnet man die Ableitung

a(t) = (@4 (1), (1))

auch als Geschwindigkeitsvektor von o an der Stelle ¢.

Definition.

Eine Abbildung « : [a,b] — R™ heifit stickweise stetige Kurve oder auch Integrati-
onsweg, falls es eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t,, = b gibt, so dafl « auf jedem
Teilintervall stetig differenzierbar ist (mit existierenden einseitigen Grenzwerten).

Die Kurve heifit glatt, falls a auf ganz I stetig differenzierbar ist und &(t) # 0 fiir
alle t € I ist.

a(a) heift Anfangspunkt, «(b) heifit Endpunkt der Kurve. Ist a(a) = «(b), so nennt
man die Kurve geschlossen.

Beispiele :
1. Sind x und v Vektoren im R", v # 0, so ist «(t) := xq + tv die Gerade durch x,

in Richtung v. Als Abbildung ist sie auf ganz R definiert und stetig differenzierbar.
Da (t) = v ist, liegt eine glatte Kurve vor.

2. Sind x1, x5 zwei verschiedene Vektoren, so ist a(t) := (1 — t)x; + txo die Verbin-
dungsstrecke von x; und xs. Definitionsintervall ist hier das Intervall [0, 1]. Fiir die
Ableitung erhilt man &(t) = x, — x;. Das ist der Richtungsvektor der Strecke und

£0.

3. a(t) := (rcost,rsint) beschreibt einen Kreis vom Radius 7 um Null im R?. Als
Definitionsintervall nimmt man sinnvollerweise das Intervall [0, 27]. Das ergibt einen

geschlossenen Weg. Die Ableitung ist &(t) = (—rsint, r cost), mit

| () || = \/7"2 sin®(t) + 12 cos?(t) = r.

Ist » = 0, so kommt nur der Nullpunkt heraus. Setzt man r # 0 voraus, so ist die
Kreislinie eine glatte Kurve.

4. Durch a(t) := (acost,bsint) und t € [0,27] wird eine Ellipse mit den Halbachsen
a und b definiert:
1 T2

B = a([0,2n)) = {x = (1,22) € R | ()2 + (2)? = 1},



240

KAPITEL III DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

d.

Viele interessante Kurven kommen aus der Anwendung. Wir betrachten hier eine
Zykloide:

Eine Kreisscheibe vom Radius 1 rolle entlang der x-Achse. Beim Start habe der
Mittelpunkt die Koordinaten xq = 0 und yo = 1. Der Punkt mit den Anfangsko-
ordinaten (0,0) bewegt sich auf der Peripherie der Scheibe. Wie sehen seine Koor-
dinaten a(t) = (z(t),y(t)) aus, nachdem die Scheibe um eine Strecke der Léange ¢
weitergerollt ist?

Das Rad beriihrt nun die x-Achse bei (¢,0), und der beobachtete Punkt hat einen
Kreisbogen der Lange t zuriickgelegt. Da der Radius des Kreises = 1 sein soll,
entspricht der Bogenlidnge auch ein Winkel vom (Bogen—)maf ¢. Offensichtlich gilt
dann fiir 0 <t < 7

z(t) =t —sint und y(t) = 1 — cos(t).

Man {tiberlegt sich leicht, dafl diese Beziehungen auch fiier ¢ > 7 richtig bleiben. Fiir
5 <t <mgiltzB.

x(t) =t —sin(r —t) =t —sint und y(t) = 1 + cos(m — t) = 1 — cos(?).
Also beschreibt ein Punkt auf der Peripherie des Kreises die Kurve
aft) = (t —sint,1 — cost), mit &(t) = (1 — cost,sint).

Dann ist || &(t) || = /2 — 2cos(t), und das wird genau dann Null, wenn cos(t) = 1
ist, also bei t = 2kw, k € Z. Das bedeutet, dafl a an diesen Stellen nicht glatt ist.
Bei den Punkten (2km,0) treten Ecken auf.

Ansonsten ist a glatt. y(¢) nimmt seine Maxima y = 2 jeweils bei ¢t = (2k 4+ 1) an
und bewegt sich sonst zwischen 0 und 2.
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Sei wieder « : [a, b] — R" eine beliebige Integrationskurve. Wir wihlen eine Zerlegung 3,,
des Definitionsintervalls:
a=to<t1 <...<t, =0

Dann erhalten wir Punkte a(ty),. .., a(t,,) auf der Spur der Kurve. Verbinden wir diese
Punkte nacheinander durch Strecken, so ergibt das einen approximierenden Streckenzug.
Und die Lénge dieses Streckenzuges ist die Zahl

Lo 3,) = mz | altian) — alty) |

Geht man von 3,, zu einer feineren Zerlegung 3’ iiber, so vergrofiert sich die Linge des
Streckenzuges: L(a, 3') > L(a, 3,,). Wire die Menge alle L(a, 3) beschrinkt, so kénnte
man das Supremum (die kleinste obere Schranke) dieser Zahlen als Linge von a bezeich-
nen. Leider existiert dieses Supremum nicht fiir jede stetige Kurve. Wenn es doch existiert,
nennt man die Kurve rektifizierbar und bezeichnet die Lénge mit L(«a). Es gilt:

I1.6.1 Satz. Sei « : [a,b] — R"™ eine stickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann
st « rektifizierbar, und es gilt:

Koy = [ 1&) | dr.

BEWEIS: Es ist

L, 3n) = W‘LO la(tir) —alty) |
- W.L_l »Zn;(%(tj+1)_o‘i(tj))2
= 3[R (i — 1)

() 1] - (tjar — 1)

I
NE

1

= S(1&], 3m, 6)-

<.
Il

Dabei sind die &; € [t;,t;11] Zwischenpunkte, wie sie nach dem Mittelwertsatz existieren:

ai(tjr1) — oi(t;)
ti+1 —

= (&)

Als Ergebnis der Gleichungskette erhélt man eine Riemannsche Summe der Funktion
t — || a(t) ]| zur Zerlegung 3,,. Wir haben dabei etwas gemogelt, denn in Wirklichkeit
miissen wir zu jedem j und zu jedem ¢ einen eigenen Zwischenwert £;; wéhlen. Diese
technischen Feinheiten wollen wir hier zu Gunsten besserer Verstéandlichkeit iibergehen.

Da || & || auf [a, b] stetig und somit integrierbar ist, konvergieren die Riemannschen Sum-
men gegen das Integral. Es ist aulerdem hinreichend plausibel, da§ { L(«, 3)} beschrankt
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ist, etwa durch sup{|| &(t)]| | @ <t < b} - (b — a). Also ist « rektifizierbar, und die Linge
kann durch das Integral ausgedriickt werden. ]

Beispiele :

1. Bei der Verbindungsstrecke a(t) := (1 —t)x; + x5 von x; und x, ist @(t) = x — X1,
also

1
L(a):/o %z — %1 || dt = || 2 — %1 |-

Das ist genau das, was man erwartet.

2. Bei der Kreislinie a(t) := (1 cost,rsint) ist &(t) = (—rsint,rcost) und || &(t) | = r,
also .
L(a) = / rdt = 2mr.
0

3. Bei der Zykloide a(t) = (t—sint, 1 —cost) ist &(t) = (1—cost,sint), also || &(t) || =
\/2 — 2cos(t). Nun ist
_ 5y~ eos?(5) —sin2(hy = 1 2sin?(t
cost = cos(2 2)—cos (2) sin (2)—1 2sin (2),

also

. .9, b .1
&) ) = Jz — (2 - 4sin?(3)) = 2fsin(;) |
Daher ergibt sich fiir einen Zykloidenbogen (von ¢t = 0 bis ¢t = 27 ):
2m t
L(a) = 2/ | sin2(L) | dt
0 2

_ 4/027r|sinx(t)|x’(t)dt (mit () == ©)

N |

= 4 / |sinz | dx
0
= 4. (—cosz) ’Z: 8.
Es ist bemerkenswert, dafl man als Ergebnis eine rationale Zahl erhélt!

4. Sei a(t) := (acost,bsint) die Ellipse mit den Halbachsen a und b. Dann ist &(t) =

(—asint,bcost) und || &(t) | = Va2 sin®t 4 b2 cos?t. Also erhiilt man als Lénge des
Ellipsenbogens das Integral

27
L) = / \/a2 sin® ¢ + b2 cos? ¢ dt
0

2 b2
= a/ sinzt—l——Qcos?tdt
0 a

2
= a V1 — k?cos?tdt,
0

b2
mit k := (/1 — —. Ein Integral von solchem Typ nennt man ein Elliptisches Integral.
a

Es ist nicht elementar l6sbar, man mufl es numerisch auswerten.
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5. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist «(t) := (¢, f(¢))
eine Kurve, deren Spur der Graph von f ist. Es ist &(t) = (1, f/(t)), also

| a(t) || = 1+ f(1)2.
L(a) :/ab,/1+ff(t)2dt.

Damit ist



