Kapitel 11

Lineare Algebra

81 Vektorrdume und Lineare Abbildungen

Es sei K ein Korper. Meistens interessieren uns nur die Félle K = R und K = C.

Definition.

Ein Vektorraum (iber K ) ist eine Menge V' mit einem ausgezeichneten Element 0,
so daf gilt:

1. Es gibt eine Verkniipfung + auf V', so da8 (V,+, 0) eine kommutative Gruppe
ist.

2. Es gibt zusétzlich eine Verkniipfung - zwischen den Elementen von K (den
»Skalaren“) und den Elementen von V' (den ,, Vektoren“), so daB fiir o, € K
und v, w € V gilt:

(a) (a+8) - v=(a-v)+(8-Vv),
(b) - (v+w)=(a-v)+(5-w),
(c) a-(B-v)=(ap)-v,

(d) 1-v=w.

Bemerkung: Wenn keine Klammern gesetzt werden, gilt wie iiblich ,, Punkt vor Strich®.
Beispiele:

1. Natiirlich sind die Mengen Vs, und V3 der ,anschaulichen® ebenen und rdumlichen

Vektoren auch Vektorrdume (iiber R). Sie dienten ja gerade als Modell fir den

abstrakten Vektorraum-Begriff.

2. Jeder Vektorraum enthélt eine ,Null“. Weitere Elemente braucht es aber laut Defi-
nition nicht zu geben. Deshalb ist {0} ist das einfachste Beispiel eines Vektorraumes.

3. Der n—dimensionale Zahlenraum K" := {x = (x1, ..., x,) | x; € K fiir alle i } ist
ein Vektorraum iiber K, wenn man die Verkniipfungen komponentenweise erklért:

(U1, ..y 0) + (we, ... Wy (V1 + Wi, .y Uy 4 W),
—(v1, o) = (=g, =),
0 = (0,...,0),
a-(v1, ...,0,) = (@-v, .., 0y)
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Da es ja letztlich egal ist, ob man die Komponenten eines n—Tupels auf dem Papier
nebeneinander oder iibereinander schreibt, kénnen wir ein Element v = (v, ..., v,)
des K™ auch als Spaltenvektor

U1

<l

Unp,

schreiben. Normalerweise brauchte man nicht zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren
zu unterscheiden. Es gibt aber Rechenverfahren, die sich besser einprigen, wenn
man die eine oder die andere Schreibweise verwendet.

4. Ist n =1, so wird aus K™ der Korper K selbst. Der ist also auch ein K—Vektorraum.
Die Multiplikation mit Skalaren ist in diesem Falle nichts anderes als die interne
Multiplikation in dem Korper K.

5. Ist N = n -m, so kann man die N-Tupel des KV auch in einem n x m-reihigen
rechteckigen Muster anordnen. Mit anderen Worten: Die Menge M,, ,,(K) der Ma-
trizen mit n Zeilen und m Spalten und Koeffizienten aus K bildet einen Vektorraum
itber K, wenn man Addition und skalare Multiplikation komponentenweise erklért.

6. Es sei [I(K) die Menge der Polynome mit Koeffizienten in K. Hier wollen wir uns
ausdriicklich auf die Fille K = R und K = C beschréanken. Die Summe zweier
Polynome ist wieder ein Polynom, das Produkt eines Polynoms mit einem Skalar ist
ebenfalls wieder ein Polynom. Alle anderen Regeln sind leicht nachzurechnen. Also
ist [I(K') ein Vektorraum iiber K, auch wenn dabei die geometrische Vorstellung von
Vektoren génzlich untergeht. Aber das macht ja gerade die Stérke des abstrakten
Vektoraum-Begriffes aus.

Weitere Beispiele bekommen wir auf folgendem Wege:
Definition.
Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge U C V heifit ein Untervektorraum,
falls gilt:
1. 0eU,
2. Sind v, w € U, so ist auch v+ w € U.

3. Istae Kund v e U, soist auch a-v € U.

1I.1.1 Satz. Ist U C V' ein Untervektorraum, so ist U auch selbst ein Vektorraum.

BEwEIs:  Die Null und zwei Verkniipfungen gibt es nach Voraussetzung. Daf} alle Ge-
setze gelten, folgt daraus, dafl sie ja in dem gréferen Raum V' schon gelten. ]

Beispiele :

1. Der Nullraum {0} ist Untervektorraum jedes anderen Vektorraumes.
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. Ist V ein Vektorraum iiber K und v € V', v # 0, so ist

Kv:={a-v|aeR}
ein Untervektorraum.

(a) 0 =0-v liegt offensichtlich in Kv.

(b) Sind w; = a-v und wy = 3-v Elemente von Kv, so ist auch wi+wy = (a+5)-v
ein Element von Kv.

(c) st w=a-ve Kvund v € K, so liegt auch v-w = (ya) - vin Kv.

. C ist ein R—Vektorraum, und R C C ist ein Untervektorraum.

C ist natiirlich auch ein C—Vektorraum, aber R ist kein C-Vektorraum und daher
auch — bezogen auf den Skalarenkérper C — kein Untervektorraum von C.

. Die Menge A, (K) aller Diagonal-Matrizen

a; -0

0 - ay,

bildet einen Untervektorraum von M,, ,(K).

. Jedes Element ¢ € K kann man als konstantes Polynom auffassen. In diesem Sinne

bildet K einen Untervektorraum des Raumes II(K) aller Polynome.

. Die Kugel B := {ve Vs | || V]| < 1} stellt keinen Untervektorraum von Vs dar!

Warum nicht? Ist etwa ve B, ?#6, so ist £ := || U || eine positive reelle Zahl < 1.

) . - — - ; .
Wire B ein Untervektorraum, so miifite auch w:= g v zu B gehoren. Es ist aber

[w]=2-e=2>1

£

Sind vy,...,v, € Vund a,...,qa, € K, so nennt man den Ausdruck

n
Z Q;V; = a1Vy + -+ RV,
i=1

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.
Definition.
Es seien vy, ..., v, Vektoren in V. Dann wird die Menge

n
< Vi,...,Vy >= {ZO&L’VZ‘ ‘ a1, ...,0p EK}

i=1

aller Linearkombinationen dieser Vektoren als Spann von vi,...,v, (oder als die
von vi,...,v, erzeugte Menge bezeichnet.
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I11.1.2 Satz. Sind vy,...,v, €V, s0ist <vy,...,v, > ein Untervektorraum von V.
BEWEIS:

1H)0=0-vi+---+0-v, liegt in <wvy,...,v, >.

2) Sind

n n
X = Z a;v; und y= Z Biv;
i=1 i=1

Elemente von < vyq,...,v, >, sowie a € K, dann gilt:

n

X+y = Z(ozz—kﬁz)vz eE< Vi,V >

i=1
und  a-x = ) (a-a)v; €< V...V, >
i=1
Damit ist alles gezeigt. ]

Definition.
Ein System E := {vy,...,Vv,} von Vektoren aus V heifit

1. ein Erzeugendensystem von V', falls gilt:
<Vi,...,Vvp>=1V,

2. linear unabhdngig, falls gilt:

n
Zaivi:():>041:...:an:0,

=1

3. eine Basis von V, falls E gleichzeitig linear unabhéngig und ein Erzeugenden-
system von V ist.

II.1.3 Satz. Sei {v1,...,v,} eine Basis des Vektorraumes V. Dann lafst sich jeder
Vektor v € V eindeutig als Linearkombination der v; schreiben.

BEWEIS:  Sei v € V beliebig vorgegeben. Da V =< vy,...,v, > ist, kann man v
natiirlich als Linearkombination der v; schreiben. Wenn es nun zwei solche Darstellungen
gibt,

n n
vV = Z%Vz‘ = Z@in‘,
i=1 i=1

dann ist .

> (ai—Bi)vi=0.

i=1

Und weil die v; linear unabhéngig sind, mufl dann «; — §; = 0 sein, firi=1,...,n.

Also stimmen die beiden Darstellungen {iberein. []
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Beispiele :

1. Die Einheitsvektoren

ol

- O

ol
(@]

H
I
3

bilden eine Basis von K".
2. Die 1 ist eine Basis von K (als K—Vektorraum aufgefafit).

3. 1 und j bilden eine Basis von C iiber R.

4. Die ,Monome“ 1, z, 2%, 23, ... ergeben ein Erzeugendensystem fiir den Vektorraum

II(R) der reellen Polynome. Da dies unendlich viele Elemente sind, kénnen wir
gegenwartig nicht entscheiden, ob sie auch eine Basis bilden.

Wie steht es mit der Existenz von Basen? Im K™ haben wir zumindest die Standardbasis.

Nun sei W C K" ein Untervektorraum, W # {0}. Um zu zeigen, dafl es in W eine
Basis gibt, miissen wir eine Tatsache voraussetzen, die wir erst im néchsten Paragraphen
beweisen konnen:%

Im K™ qibt es hochstens n linear unabhdngige Vektoren.

II.1.4 Satz.
Jeder Untervektorraum W C K™, W # {0}, besitzt eine Basis.

Bewegls:  Da W # {0} ist, gibt es in W wenigstens einen Vektor v; # 0, also wenigstens
ein linear unabhéngiges Element. Nun sei £ < n die maximale Anzahl linear unabhéngiger
Vektoren, die man in W finden kann, und es sei

{v1,..., vk}
ein solches System linear unabhéngiger Vektoren.

Ist w € W beliebig, so sind vy, ..., v, w linear abhéngig. Es gibt also eine Darstellung
der Null,

0=a;vy+- -+ vy + fw,
wo nicht alle Koeffizienten = 0 sind. Wéare nun § = 0, so miifiten — wegen der linearen

Unabhéngigkeit der v; — auch oy = ... = a3 = 0 sein. Da das gerade ausgeschlossen
wurde, mufl 5 # 0 sein, und dann gilt:

Das bedeutet, daf§ {vy,..., vy} auch ein Erzeugendensystem ist. ]

SWir werden dort darauf achten, dal wir die Existenz einer Basis nicht benutzen!
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Definition.

Sei V' ein Vektorraum, a € V und U C V ein Untervektorraum. Dann nennt man
a+U:={a+u|lueclU}

eine (zu U parallele) lineare Mannigfaltigkeit, oder auch einen affinen Unterraum.

Allgemeine Geraden, Ebenen usw. sind affine Unterrdume in Vn.
- a+U

Ist {vy,...,V,,} eine Basis von U, so ist
a+U={xeV|3Ja,...,anp € Kmit x=a+a1vi + -+ @V}
Das ist dann eine Parameterdarstellung fiir a + U.

Wir kommen nun zum zweiten fundamentalen Begriff dieses Abschnittes:

Definition.

Es seien V und W zwei (gleiche oder verschiedene) K—Vektorrdume.

Eine Abbildung f : V' — W heifit linear, falls fiir alle u,v € V und a € K gilt:

L flutv) = f(a)+ f(v).
2. fla-v)=a- f(v).

Beispiele :

1. f:R — Rmit f(x) := max ist linear, aber g(z) := mx + b ist fiir b # 0 nicht linear,
denn es ist z.B.

g(u+v) =mu+muv+b, aber g(u) + g(v) = mu + mv + 2b.

Man nennt solche Funktionen zwar trotzdem in der Analysis gerne linear, sollte aber
besser affin-linear sagen.

2. f:R — R mit f(x) := z? ist mit Sicherheit nicht linear!

3. Ist ¢ € C eine feste komplexe Zahl, so wird durch z + ¢ - z eine lineare Abbildung
des R—Vektorraumes C auf sich definiert.

4. Ist V ein beliebiger R-Vektorraum, v € V fest gewahlt, so ist f : R — V mit
f(A) := A+ v linear.
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5. Sei t € R und R : R* — R? definiert durch
AR xc.os(t) — ysin(t) ‘
Y zsin(t) 4+ y cos(t)
Das ist eine lineare Abbildung, die mit z — e’ - z iibereinstimmt.

Nun wollen wir versuchen, etwas Uberblick zu bekommen:

Sei F': K™ — K" eine beliebige lineare Abbildung.

— — - -
Die Standardbasis von K™ sei {€y,..., €,,}, dievon K" sei {f,..., .}

m
Ist 7= Z x; gje K™ so mufl wegen der Linearitdt von F' gelten:
j=1

— Ui —
F(l’) = ZIJ‘ . F(ej).
j=1
Die Abbildung ist also durch die Werte F(€4), ..., F(€,) schon véllig festgelegt. Und

diese Bildvektoren im K™ sind ihrerseits durch ihre Komponenten festgelegt:

alj n R
% .
j=F(ej) = : :Zaij fi
=1

CLn]’

—
a

Wenn wir also die n x m Zahlen a;;,¢ = 1,...,n,7 = 1,...,m, kennen, dann kennen
wir auch die lineare Abbildung F'. Die Zahlen kénnen wir zu einer Matrix A € M,, ,,(K)
zusammenfassen, und wir haben gerade gesehen, dafl jede solche Matrix A eine lineare
Abbildung Fs : K™ — K™ bestimmt, und umgekehrt!

Definition.

Ist 7€ K™ = M,,; und A € M, ,, so wird Ao € M, ; = K™ definiert durch
_>

Ao T:= Fu(7).

Das ergibt eine Verkniipfung M,, ,, X M, 1 — M, 1. Wie diese Verkniipfung genau aussicht,
das wollen wir jetzt ausrechnen:

I1.1.5 Satz. Es ist

aip Qa2 v Qi xy T1a11 + 2012 + 0 + TppGim
Qp1 Ap2 *** Gpm Tm T1Gn1 + To2ln2 +- Tmbpm

Legt man also die Spalte 7 auf die i-te Zeile von A, multipliziert dann jeweils die {iber-
einander liegenden Terme und summiert alles auf, so erhdlt man den i-ten Eintrag im

Bildvektor.
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BEWwWEIS:  Mit den oben gewéhlten Bezeichnungen gilt:

AoZ = Fu(z) = Y a;-F(¢;)

Daraus kann man die Behauptung ablesen. ]

Beispiel :
Sei F': R* — R? definiert durch

1 31’1 — 171’2
F( i) )I: .T1+5l'2+l'3 .
ZT3 2(.1‘2 — I‘l)

Dann kann man auch schreiben:

T 3 —17 0 T
F( T ) = 1 5) 1 e} i) .

Eine lineare Abbildung F' : K™ — K nennt man auch eine Linearform. Wenn wir a; :=

Q11 - .-, 0y = a1, Setzen, dann kénnen wir F' in der Form
F:(xy, ...,z = a1z + -+ apxy,
schreiben.
Ist n =3 und a:= (ai,as,a3)7, so ist F(7) —4 oZ—aox' —d e .
Definition.
Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann heif3t
Im(f) = {weW | IveVmnmitw=f(v)} das Bildvon f
und  Ker(f) = {veV]f(v)=0} der Kernvon f.

I1.1.6 Satz. Ist f : V — W linear, so sind Im (f) C W und Ker (f) C V jeweils
Untervektorrdume.

BEWEIS:
1) Ist f linear, so ist auf jeden Fall f(0) = f(0-0) =0- f(0) = 0. Also liegt die Null in
Im (f).
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Ist wi = f(vy) und wy = f(vy), so ist wy + wo = f(v1) + f(v2) = f(vi + v2), und
a-wy=a- f(vi) = fla-vy).

2) Da f(0) = 0 ist, liegt die Null in Ker (f).

Ist f(vi) = 0 und f(vy) = 0, so ist auch f(vy + vo) = f(v1) + f(v2) = 0, sowie
f()\'Vl) :)\f(Vl) =0. D

Bemerkung: Ist {vy,...,v,} eine Basis von V| so ist

Im(f) =< f(vl)a"'7f(vn) >

11.1.7 Satz. Sei f:V — W linear.
1. f ist genau dann surjektiv, wenn Im (f) = W ist.

2. f ist genau dann injektiv, wenn Ker (f) = {0} ist.

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) a) Sei f injektiv, f(v) = 0. Da auch f(0) = 0 ist, haben wir f(v) = f(0), und wegen
der Injektivitdt mufl dann v = 0 sein.

b) Sei Ker (f) = {0}. Ist f(vi) = f(va), soist f(vi —vy) =0, also vi — vy € Ker (f). Da
dieser nur die Null enthélt, mufl vi — vy = 0 sein, also vi = vo. Damit ist f injektiv. []

Beispiele:
1. Sei f:R? = R definiert durch f(z1,x3) := z1 — 5.
Dax =2 —0= f(x,0) firr jede reelle Zahl x gilt, ist Im (f) = R.

Weiter ist Ker (f) = {(z1,22) | 21 = 22} = {(z,z) | x € R} # {0}. Also ist f

surjektiv, aber nicht injektiv.

2. Sei V ein beliebiger Vektorraum, vy, ..., v, € V linear unabhéngig, und f : K™ —
V' definiert durch

flag,...,ap) = ZOéinw
i=1
Dann ist Im (f) =< vyq,...,v,, > und Ker (f) = {0}.
Definition.
Eine bijektive lineare Abbildung f : V' — W heifit ein Isomorphismus.

Zwei Vektorrdume V und W heiflen isomorph (in Zeichen V' = W), wenn es zwi-
schen ihnen einen Isomorphismus gibt.

11.1.8 Satz. Ist f 'V — W ein Isomorphismus, so ist f~1 : W — V linear, also
auch ein Isomorphismus.
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BEWEIS:  Seien wi,wy € W, a € K. Dann gilt:
vy, ve € V mit f(vy) =w; und f(vy) = wo.
Also ist

FH Wi+ we) = fTH(f(ve) + f(v2))
= [THfvi+v2))
Vi + Vo

= [T w) + [ (wa),

und

1

“(a-f(v))
“H(flavh))

- fH w).

fHawy) =

I
S

]

11.1.9 Satz. Sei f:V — W ein Isomorphismus und {vy,...,v,} eine Basis von V.
Dann ist auch {f(v1),..., f(vy)} eine Basis von W.

BEwEIS:  Sei w; := f(v;), firi=1,...,n.

1) Dalm (f) =< wy,...,w, > und f surjektiv ist, bilden die w; ein Erzeugendensystemn.

n
2) Seien ay, ..., q, € K mit Z%Wz' = 0. Dann ist
i=1

0= zn:l%‘f(vz‘) = zn:f(OéiVi) =f (i OéiW) :

=1

Da Ker (f) = {0} ist, muB schon Y _ a;v; = 0 sein. Da die v; aber in V' linear unabhéngig
i=1
sind, geht das nur, wenn a; = ay = ... = «,, = 0 ist.

Also sind die w; linear unabhéngig. []

Da in einem Vektorraum jedes Element auf eindeutige Weise als Linearkombination der
Basisvektoren geschrieben werden kann (sofern eine Basis existiert), iibertréigt ein Isomor-
phismus die Struktur eines Vektorraumes komplett auf einen anderen.

Die meisten Vektorrdume, die uns interessieren, besitzen eine endliche Basis. Mit deren
Hilfe kann man dann einen Isomorphismus auf einen der Rdume K™ konstruieren. Daher
werden wir uns im Folgenden vor allem mit dem Vektorraum K™ beschéftigen.
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§2 Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

Ein allgemeines Lineares Gleichungssystem hat die folgende Gestalt:

a111 + -+ ATy == b1

11 + o A+ Ty = bn

Die Koeffizienten a,; sollen in einem Korper K liegen. Wir kénnen sie dann zu einer
Matrix A € M, ,(K) zusammenfassen. Bilden wir auflerdem aus 1, ..., z,, einen Spal-

tenvektor 1€ K ™ und aus by, ..., b, einen Spaltenvektor Ze K", so bekommt das Lineare
Gleichungssystem (kurz LGS) die iibersichtliche Gestalt

—

Ao ?:Z oder Fy(x) :Z )

Die Spalten der Matrix A bilden m Spaltenvektoren 81, e ,zmé K™. Damit kénnen wir
das LGS auch wie folgt schreiben:

m N N
DT a;=b .
=1

Wir werden von Fall zu Fall die eine oder andere Darstellungsform wéhlen.

Definition.

—

Gegeben sei ein LGS Ao x=

o

1. Das LGS heit homogen, falls 3:6 ist. Andernfalls heifit es inhomogen.
2. Eine Losung des LGS ist ein Vektor re K™, der die Gleichung erfiillt.

-,

Man kann A und b zur erweiterten Matriz (A,b) € My, 41 (K) zusammentas-

-

sen. Mit Los(A, b) bezeichnet man die Menge aller Losungen des LGS.

Offensichtlich gilt:
1.2.1 Satz.

Los(A,0) = Ker (Fy) ist ein Untervektorraum von K™,

Ein homogenes LGS Ao 5:6 besitzt immer die ,triviale Ldsung® 2:8 Das st genau
dann die einzige Losung, wenn F'x injektiv ist.

Ist A= (31, . ﬁm), so ist
<Ay, Ap>=< FA(€1),..., Fa(€n) >=1m (Fy).
Daher gilt:
1.2.2 Satz. Ein inhomogenes LGS Ao E:Z ist genau dann lésbar, wenn 36

— — .
<A1y .., Q> 18L.
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Das liefert uns ein weiteres Losungskriterium, das in der Praxis von besonderer Bedeutung
ist:

Definition.

Ist A eine Matrix, so versteht man unter dem Zeilenrang (bzw. Spaltenrang) von A
(in Zeichen: rg, (A) bzw. rg,(A) ) die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen (bzw.
Spalten) von A.

1.2.3 Satz. Das inhomogene LGS Ao ;:Z ist genau dann losbar, wenn rg (A, l;) =
rg (A) ist.

BEWEIS Die Rang—Glemhung ist genau dann erfiillt, wenn b von den Spalten al, ey
m linear abhéngt, wenn also b€<a1, .. a m> 1st. []

: : - © e — — .
Nehmen wir nun einmal an, das LGS Ao x=p  sei losbar. Wenn z; und z, zwei
Losungen sind, dann gilt:

Ao (@) — @) = Ao & —Ao Ty=p — b=0 .
Das bedeutet: #; und 3_52 unterscheiden sich um eine Losung des zugehdrigen homogenen
Systems, also um ein Element von Los(A, 6) = Ker (Fy).
Daraus folgt:
1.2.4 Satz. Ist Ty eine spezielle Losung des LGS Ao 3:3 , S0 ist
Los(A,b) =2 + Ker (Fy).

Wenn also ein inhomogenes LGS diberhaupt losbar ist, dann ist die Losungsmenge eine
lineare Mannigfaltigkeit. Und das LGS ist genau dann eindeutig l0sbar, wenn das zugeho-
rige homogene System nur die triviale Losung besitzt.

Beispiel :
Wir betrachten das LGS

rT1+x+x3 = 1
.171—{—{[‘3 = —2

In Matrizenschreibweise sieht das folgendermaflen aus:

AN e
10 1 2= )
T3

Wir bestimmen zunéchst die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems:

Los(A, 5) = {§:>| T+ 2o+ 23 =121+ 23 =0}

= {72, =0und z3 = —21}
{(2,0,—2)" | » € R}
R-(1,0,—1)".
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Nun brauchen wir noch eine spezielle Losung des inhomogenen Systems: Setzen wir
versuchsweise x; = 1, so bleiben uns die Gleichungen

Ty + 23 =0 und x3 = —3.
Also ist Zg:= (1,3, —3)T eine Losung.
Die Gesamtlosungsmenge ist dann

. 1 1 14+
Los(A, b) = 3 +R- 0 =1 3 | z € R}.
-3 -1 -3 —x

Im Allgemeinen geht es leider nicht so einfach. Zur Behandlung von groflen Gleichungs-
systemen mufl man systematisch vorgehen.

Wir betrachten eine Matrix

1=1,...,n
A= (aij | j=1,...,m )’
mit den Spalten cﬁ,...,a_,;e K",

Wir wollen nun die Matrix verdndern, indem wir Zeilen oder Spalten gewissen einfachen li-
nearen Transformationen unterwerfen. Wenn wir das geschickt genug machen, dann bleibt
der Losungsraum erhalten oder wird nur unwesentlich verandert. Wir sprechen dann von
elementaren Umformungen.

Typ (I):
Firie {l,...,n} und A € K, A # 0, sei

T T
gyt K" — K" definiert durch x; = Ay
'Tn 'CCTZ

Das ist eine lineare Abbildung, ja sogar ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung €; /.
Ist A= (81, . ,Em), so wird bei der Transformation

A= ein(A4) = (em(a), e ,Em(gm))

schlicht und ergreifend die i—te Zeile von A mit A multipliziert.

Typ (1I):
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Fir i,k € {1,...,n} mit i # k sei

1 L1

X T; + Tk
eff: K™ — K™ definiert durch N :

Lk Tk

Tn Tn

Auch das ist eine lineare Abbildung, und auch ein Isomorphismus. Bei der Umkehrabbil-
dung ¢; k= €k,—1 O gzrk o g;,—1 wird das k-te Element vom i-ten Element subtrahiert.
Bei der entsprechenden Matrizen—Operation

A e (A) == (e55(dy), ..., ex*(d )

A i

wird die k—te Zeile zur i—ten addiert oder von ihr subtrahiert.

Eine elementare Zeilenumformung ist eine beliebige Kombination von Transformationen
vom Typ (I) oder (II). In diese Kategorie gehort zum Beispiel auch die Addition des A—
fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile (mit A # 0 und ¢ # k). Das nennt man manchmal
eine Umformung vom Typ (III).

Sogar Vertauschungen von Zeilen lassen sich so produzieren:

Qg —ag a; — ag a; — ag a; — ag a;
Zeilenvertauschungen nennen wir auch Umformungen vom Typ (IV).

Mit Spalten kénnte man entsprechende Umformungen vornehmen, aber man darf beide
Sorten nicht so ohne weiteres mischen. Deshalb werden wir bei den Spaltenoperationen
nur Vertauschungen von Spalten zulassen!

Ist A = (31, . ,Em) eine Matrix und o € S,, eine Permutation, so setzen wir A, :=
((_fg(l), e ,gg(m)). Das ist diejenige Matrix, die man aus A erhilt, wenn man die Spalten

geméaf o permutiert.

Diese ganzen Umformungen sind natiirlich nur dann sinnvoll, wenn dabei der Losungsraum
nicht oder nur unwesentlich verdndert wird. Das wollen wir nun {iberpriifen.

I.2.5 Satz. Wir betrachten ein inhomogenes LGS Ao T=p mit A€ M, (K).

1. Ist € eine elementare Zeilenumformung, so ist

-,

Los(e(A), (b)) = Los(A, b).

2. Ist o € S, und P, : K™ — K™ der Isomorphismus, der die Komponenten gemdf
o permutiert, so 1st

-,

Los(Ag, b) = P,(Los(A, b)).
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Fazit: Elementare Zeilenoperationen dndern am Losungsraum iiberhaupt nichts, wenn

-

man sie auf die erweiterte Matrix (A, b) anwendet. Spaltenvertauschungen sorgen fiir eine
Permutation der Komponenten der Losungsvektoren. Dariiber mufl man sorgfaltig Buch
fiithren.

BEWEIS:  Zu den Zeilenumformungen ¢ :

— —

- —
Aoz=p <= =z a1+ - +Tp =0
— — —
— e(w a1+ + Ty ay) =<(b)
— — —
— x1-e(a))+ -+ xy-e(ay,) =c(b)
e (Ao 7=2(p).
Bei den Spalten—Vertauschungen miissen wir nur beachten, dal (wegen des Kommutativ-
gesetzes) folgendes gilt:

—
a

— — —
T A1+ F Ty Q= To1) Ao(1) ++xa(m) Ag(m) -

Daraus folgt:
Ao 7= A, o P,(7).

]

Was wollen wir durch die Umformungen erreichen? Wir wollen die Matrix auf eine be-
sondere Dreiecksgestalt bringen, so daf§ dann das LGS ganz einfach 16sbar wird. Zu dem
Zweck betrachten wir die folgende Klasse von Matrizen:

Definition.

Eine Matrix A € M, ,,,(K) heifit r—speziell, wenn sie folgende Gestalt besitzt:

mit B € M, —(K), C € M,_ypm—(K) und aq1,...,a,, # 0. Im Késtchen links
oben stehen unterhalb der Diagonalen nur Nullen.

Beispiele :

1. Jede Matrix A ist O—speziell! Die Teilmatrix B ist dann gar nicht vorhanden, es ist

A=C.
2. Ist r = m = n, so ist A eine ,,obere Dreiecks—Matrix“.
3. Es muB natiirlich » < min(n,m) sein.

Ist r = n < m, so ist C' nicht vorhanden.
Ist r = m < n, so sind B und C beide nicht vorhanden.
Ist 7 < min(n, m), so muB man B und C' beriicksichtigen.
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1.2.6 Satz. Ser A r—speziell, C = 0 oder nicht vorhanden. Dann gilt:
1. Die ersten r Spalten und die ersten r Zeilen sind jeweils linear unabhdngig.

2. FEsistrg,(A) =rg,(A) =r.

5
3. Das Gleichungssystem Ao r=p st genau dann losbar, wenn b1 = b0 =
... =b, =0 ist. Insbesondere ist es immer losbar, wenn r = n ist.

BEWEIS: .
_>
1) Sei A = (31, . .,3m), und > a; aj:(), also
j=1
a1 a1y 0
0 : :
&1. ++ar aTT —
: 0
0 0 0
Dann ist , - a,, = 0, also ;. = 0. Aber dann ist auch a,_1 - a,_1,-1 = 0, also a,_1 =0
usw. Die Spalten a, ..., a, sind linear unabhéngig.
,
Die Zeilen von A seien mit cq, ..., c, bezeichnet. Ist Z Bic; = 0, so ist insbesondere
i=1

51'(alla"'aalr)+52'(07a227"'7a27“)+"'+67"(07"'707arr) = (07"'50)7

also
Bran = 0,
Biarz +  [aagn = 0,
Blalr + /820’21” + -+ /Brarr = 0.
Auch hier folgt offensichtlich, dafl 51 = B, = ... = 3, = 0 ist.

2) Es ist klar, daf rg,(A) = r ist, denn es folgen hochstens noch Nullvektoren als Zeilen.

Wir wissen schon, dafl rg,(A) > r ist. Daf es in A tatséchlich nicht mehr als r linear
unabhéngige Spalten geben kann, wird sich aus dem Beweis der Aussage (3) ergeben.

3) Wir miissen das folgende LGS betrachten:

aiy - Aip T by
B |, _
0 Ay Ly r
0 |0 *

Ist das LGS losbar, so muf} offensichtlich b,,1 = ... = b, = 0 sein.
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Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, so konnen wir x,,; = ... = x,,, = 0 setzen und
brauchen dann nur noch das kleinere System

a1y o Qip T by
O et
0 - ap T, b,
zu losen, also
rian + - 4+ xeay, = by,
TpQry = by

Aber das ist mit ,Riickwértseinsetzen“ ganz einfach zu bewerkstelligen:
Es ist

1
Ty = - bm
Qe
1
Tr1 = - (br—l - xra'r—lm)?
arfl,rfl
1
Lr—2 = - (br—2 — TpQr—2y — xr—lar—lr—l)
Qr—2,r—2

USW.

Jetzt konnen wir auch die Angelegenheit mit dem Spaltenrang erledigen: Das Gleichungs-

—
system ist losbar, wenn wir fiir p eine der Spalten ETH, e ,Em einsetzen. Aber das
bedeutet, dal diese Spalte dann eine Linearkombination von ay,..., a, ist. Also kann
rg,(A) nicht grofler als r sein. []
Definition.

Wir sagen, die Matrix A ist eine Gauffi—Matriz, wenn A r—speziell ist, und C' = 0
oder nicht vorhanden.

Bevor wir nun versuchen, ein LGS so umzuformen, daf§ es durch eine GauB—Matrix be-
schrieben wird, wollen wir noch untersuchen, wie sich Spalten— und Zeilenrang bei den
elementaren Umformungen verhalten.

1.2.7 Rang-Erhaltungssatz. Bei elementaren Zeilenumformungen oder Vertauschun-
gen von Spalten dndern sich Zeilenrang und Spaltenrang nicht.

Dieser Satz ist das zentrale Ergebnis in unserer Theorie! Er liefert nicht nur den Schliissel
zur Auflosung Linearer Gleichungssysteme, er hat auch sehr wichtige Konsequenzen in
der allgemeinen Vektorraum-Theorie.

Bevor wir zum Beweis schreiten, miissen wir noch einen Hilfssatz herleiten:

1.2.8 Austauschsatz. Es seien cq, ..., c, irgendwelche Vektoren im K™. Die ersten
r Vektoren seien linear unabhingig, und r sei auch die Mazimalzahl linear unabhdngiger
Vektoren unter den c;. Weiter sei d € {c,11,...,¢,}. Dann gilt:

Es sind entweder ¢y +d, cy, ..., c, oder d,cs, ...,c. linear unabhdingig.
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BEWEIS:  Zunéchst soll die Problematik an einem Beispiel erortert werden:

1 0
Wir betrachten die Matrix A:= | 0 1 mit den Zeilen cq, cq, c3. Offensichtlich sind
1 -1

c; und ¢y linear unabhéngig, wihrend c3 = 1-¢; + (—1) - ¢y ist.

Die Vektoren c; und cs + c¢3 = ¢; sind linear abhéingig. So etwas kann bei elementaren
Zeilenumformungen passieren. Da jedoch auch c¢; und c3 linear unabhéngig sind, bleibt
der Zeilenrang erhalten. Dafl das immer funktioniert, zeigt der folgende Beweis:

Wir betrachten die im Satz beschriebene Situation. Offensichtlich ist
d = pic; + - + Brey,

mit irgendwelchen Koeffizienten ;. Wir unterscheiden zwei Fiille:

1. Fall: 8, =0, also d = [2¢y + - - - + S,c,.

Es sei ay(c; +d) + agey + - - - + ai.c,. = 0. Die linke Seite konnen wir umformen zu
Q1€ + (04152 + CVZ)CQ +- (alﬁr + ar)cr'

Also muf} gelten:
ar =0und B, +ap=0firk=2,...,r

Aber dann ist auch oy = ... = «, = 0. Die Vektoren ¢; + d, cs, ..., ¢, sind in diesem
Fall linear unabhéngig.
2. Fall: p; #0

Es sei ayd + azcy + -+ - + a.¢, = 0. Hier konnen wir die linke Seite umformen zu
arficr + (aifBe + az)ey + - 4 (o + ap)c,.

Dann muf3 a; = 0 und damit auch as = ... = «, = 0 sein. Diesmal sind d, co, ..., c,
linear unabhéngig. ]

Nun zum BEWEIS des Rang-Erhaltungssatzes:

1) Sei A = (31, . ,Zm). Es ist klar, daf} sich der Spaltenrang bei einer Vertauschung der
Spalten nicht dndert. Wir kénnen deshalb 0.B.d.A.” annehmen, daf8 die ersten r Spalten
linear unabhéngig sind, und dafl rg (A) = r ist.

Ist nun € : K™ — K" eine elementare Zeilen-Umformung, so ist ¢ insbesondere ein Iso-
morphismus. Das bedeutet, dal die Vektoren

e(ay),. .. e(a,)
ebenfalls linear unabhéngig sind. Wenn es unter den Bildvektoren 8(3j) sogar 7+ 1 linear
unabhiingige gibe, dann kénnte man darauf den Isomorphismus 7! anwenden und hitte
auch r + 1 linear unabhéngige Vektoren unter den Ej. Da dem nicht so ist, mufl auch
rg,(e(A)) = r sein.

7 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit“, also ohne unzuléssige Voraussetzungen.
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2) Nun zum Zeilenrang: Es sei
C1
A=

Cn

die Aufteilung von A in Zeilen. Ist o € S, eine Permutation, so ist

Pa(cl)

Pa('cn)

Da P, : K™ — K™ ein Isomorphismus ist, d&ndert sich bei dieser Prozedur der Zeilenrang
nicht.

Bei den elementaren Zeilenumformungen reicht es, wenn wir die vom Typ (I) und (II)
betrachten, denn alle anderen ergeben sich ja aus diesen. Wir nehmen aber noch den Typ
(IV) vorweg, die Vertauschung von Zeilen. Da ist es klar, dafl sich der Zeilenrang nicht
andert. Also konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf} die ersten r Zeilen linear unabhéngig
sind, und dafl r = rg,(A) ist.

Beginnen wir mit der Transformation ¢; 5. Ist 4 > r, so hat sie sicher keinen Einfluf} auf
rg,(A). Ist 1 <7 <7 und

al.C1+...+ai.(A.Ci)+...+&r.cr:0’

soista; =...=a;A = ... =, =0, und das ist — da A # 0 ist — nur moglich, wenn auch
a; = 0 ist. Der Zeilenrang kann also nicht kleiner werden.

Nun schauen wir, was bei der Transformation €;* passiert: Ist & < r und
a1c1+"'+ai(ci+ck)+"'+arc7‘:Oa

so muf
op=...=q=...=;+o=...=a, =0

sein, wobei die Gleichung a;, = 0 zunéchst fehlt, aber sofort gefolgert werden kann. Also
sind die Zeilenvektoren

C1,.--5€Ci—1,C + Ck, Cit1,...,Cp
linear unabhéingig, und der Zeilenrang kann hochstens grofier werden.

Ist d := ¢ eine der Zeilen ¢, 1, . . ., c,, so folgt aus dem Austauschsatz, dafl der Zeilenrang
bei Anwendung von 7% (und analog bei ;%) nicht kleiner wird.

Wie beim Spaltenrang kénnen wir nun argumentieren, dafl sich alle Zeilenumformungen
umkehren lassen und dafl der Zeilenrang deshalb auch nicht grofler werden kann. ]

Nun gehen wir an die Losung eines allgemeinen LGS:

1.2.9 Gauf’sches Eliminatignsverfahren.

Gegeben sei ein LGS Ao 2=}, mit A € My (K) und rg,(A) = r. Durch endlich viele
elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen kann man die Koeffizienten-
matrix in eine r—spezielle Gaufi—Matrixz verwandeln.
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BEWEIS:
1) Jede Matrix, also auch A, ist O-speziell.

2) Reduktions—Schritt:

Es sei 0 < k < r. Wir nehmen an, A sei schon k—speziell:

0 | Cy
mit By € My pm—i(K), Cp € My_jpm—i(K) und ayy, ..., ax # 0. Wére Cy, = 0, so wire
rg,(A) = k. Das ist nicht der Fall, also mufl Cy # 0 sein.

Das bedeutet, dafl man ein a;; in Cj finden kann, das # 0 ist. Wir nennen dieses Ele-
ment das Pivot—FElement. Es ist nicht eindeutig bestimmt, und es ist Inhalt umfangreicher
numerischer Untersuchungen, dieses Pivot-Element moglichst geschickt zu wéhlen. Fiir
uns hier reicht aber die Existenz eines solchen a;; # 0. Durch Zeilenvertauschungen und
Spaltenvertauschungen kann man erreichen, dafl es das Element ajq 41 ist.

Nun subtrahiert man Vielfache der (k + 1)-ten Zeile von den folgenden Zeilen, um die

Elemente ayi9 541, - -, Gn k2 zum Verschwinden zu bringen:
a1 - Qg
: By
0 Qeke
A— 0 - 0 [ @1+
: 0 *
0 0 0

Das Ergebnis ist eine (k + 1)-spezielle Matrix.
3) Abschluf} des Verfahrens:

Ist schliellich k = r erreicht, so sind die hinteren m — r Spalten von den ersten r Spalten
linear abhéngig (denn der Spaltenrang bleibt ja immer gleich, und die ersten r Spalten
sind linear unabhéngig!). Das geht nur, wenn die rechts unten verbliebene Matrix C,. die
Null-Matrix ist. Aber das bedeutet, dal wir eine Gau-Matrix erhalten haben. []

1.2.10 Folgerung 1.  Bei einer beliebigen Matriz A ist stets rg,(A) =g, (A).

BEwWEIS:  Es stimmt fiir Gaufi-Matrizen, und man kann A in eine solche umformen,
ohne Spalten— und Zeilenrang zu veréndern. ]

Wir sprechen daher kiinftig einfach vom Rang einer Matrix (in Zeichen: rg(A) ).
1.2.11 Folgerung 2. Es gibt im K™ hdchstens n linear unabhdngige Vektoren.

BEWEIS:  Sind d1,..., d,, linear unabhingige (Spalten—)Vektoren im K", so kann man
sie zu einer Matrix A € M,, ,,,(K) zusammenfassen. Dann gilt:

m = 1g,(A) = 1g.(4) < n. i
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1.2.12 Folgerung 3. Jeder Untervektorraum des K™ besitzt eine Basis.

Der BEWEIS wurde schon frither gebracht, unter Vorwegnahme von Folgerung 2.

Bevor wir zu weiteren Folgerungen kommen, wollen wir ein Beispiel durchrechnen:

r1 + xy 4+ T3 = 3,
Ty — Xy — w3 = 4,
rp + 3%2 + 3$3 = 1.
Wir miissen die folgende erweiterte Matrix betrachten:
1 1 1|3
1 -1 —-11/4
1 3 3|1

Da a;; = 1 # 0 ist, braucht man beim ersten Schritt nichts zu vertauschen. Man kann
bereits ai; als Pivot—Element benutzen. Subtraktion der 1. Zeile von der 2. und 3. Zeile
ergibt:

1 1 1] 3

0 -2 =211

0o 2 2 |-2
Diese Matrix ist 1-speziell. Als neues Pivot-Element kann man ass = —2 benutzen.
Addiert man die 2. Zeile zur 3. Zeile, so erhélt man:

1 1 113

0 -2 =211

0O 0 0 |—-1

Der Rang der urspriinglichen Matrix ist also 2, der Rang der erweiterten Matrix aber 3.
Das LGS besitzt keine Losung!

Wie man hier deutlich sehen konnte, dient das Gaufl’sche Eliminationsverfahren auch zur
Bestimmung des Ranges. Man braucht den Rang nicht schon vorher zu kennen

Andert man in der Ausgangsgleichung Ao ;:_l; den Vektor 3: (3,4,1)" zu (3,4,2)", so
ergibt sich nach den Umformungen folgendes System:

1 1 13
0 -2 =-2|1
0 0 010

Dieses (iiberbestimmte) LGS ist 1osbar. Um eine spezielle Losung 7o zu erhalten, kann
man x3 beliebig wahlen, etwa x3 = 0. Dann ist

7
also ?0: - -1

’ 0

T + To = 3,
—2%2

Il
—

Wie bekommt man nun die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems? Wir
miissen folgendes System losen:

r1 + x2 + x3 = 0,
—2$2—2£U3:0.
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Setzt man fiir 3 einen beliebigen Parameter A ein, so wird daraus:

r1 + X9 = —)\,
0
Das ergibt 7= | =X |. Also ist
A
. 7 0
Los(A,b) = {F€ K* | IN€Rmit 7=—--[ -1 |+ | =X |}
0 A

Das hier angewandte Verfahren zur Bestimmung der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung konnen wir verallgemeinern:

Wir betrachten die Gleichung Ao 226, wobei wir aber schon voraussetzen konnen, dafl
A € M, ,(K) eine GauB-Matrix vom Rang r ist. Da auflerdem die Zeilen c,41,...,c,
alle = 0 sind und nichts zum Problem beitragen, konnen wir uns auf den Fall n = r
beschrénken:

aip -0 Al L1 0

0 - ap T 0

Die obere Dreiecksmatrix auf der linken Seite von Ak bezeichnen wir mit D, und den Vektor
. . . . — — .
7 teilen wir auf in zwei Vektoren ¢ € K" und # € K ™" so daf gilt:

— %

Dann folgt:

— kx

Aozzf)) <= Doz*—o—Box
= DoZ =—-Bod

5
0

kk

Das urspriingliche Gleichungssystem ist iiberbestimmt, und wie bei dem obigen Beispiel
s o .. Lk

fassen wir jetzt x  als Parameter auf. Danach miissen die (in # zusammengefaiten)

verbliebenen Komponenten zy, ..., z, festgelegt sein.

Tatséchlich ist fiir jeden Vektor ZE K™ das LGS Do ;*Zz eindeutig 16sbar. Es hat ja
die Gestalt
anry + o0 4+ anprTr = Y1

QrypTy = Ypr,

mit a; #0 firi=1,..., 7.

ok — ok

Das gilt dann insbesondere fiir g:: —Bo @ , wenn =  irgendwie gewahlt wird.
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Durchliuft ganz K™™" so erhalten wir auf diesem Wege die Losungsgesamtheit. Ist
{eq,... ,gm_T} die Standard-Basis des K™ " und ?j jeweils der eindeutig bestimmte
Vektor mit Do Zj: —Bo gj, fir y =1,...,m —r, dann bilden die Vektoren

eine Basis des Losungsraumes Los(A, 0) = Ker (Fy).

1.2.13 Folgerung.

Ist A€ M, (K), so besitzt Los(A,0) eine Basis von m — rg(A) Elementen.

Ist rg(A) < m (sind also die Spalten von A linear abhdngig), so gibt es eine nicht-triviale
Losung von Ao 5:6

BEWEIS:

1) Da man A zu einer GauB-Matrix vom Rang r = rg(A4) umformen kann, folgt die erste
Behauptung unmittelbar aus den obigen Uberlegungen.

2) Ist rg(A) < m, so gibt es m — rg(A) > 0 linear unabhéngige Losungsvektoren, also
mindestens einen #6 []

Das konnen wir fiir den folgenden grundlegenden Satz benutzen:

1.2.14 Satz. Im K" besitzt jede Basis genau n Elemente.

BEWEIS:  Wir wissen schon, daf} eine Basis hochstens n Elemente besitzen kann. Nun
nehmen wir an, es gibt eine Basis {a,..., a,,} von K™ mit m < n.

Die Einheitsvektoren €q,. .., €, miissen natiirlich als Linearkombinationn der a ; geschrie-
ben werden konnen:

- = e
€= ) aj aj, firi=1,... n.

s

1

j
Wir fassen die aj; zu einer Matrix

a1 0 Qap
A= : : € M, (K)

)

Am1 0 Opp

zusammen. Dann ist rg(A) < min(n, m) = m < n. Das bedeutet, daf§ das homogene LGS
_>
Ao 7=() mindestens eine nicht-triviale Losung 7€ K™ besitzt. Dann ist

n m
=1 =1 j=1
m n . N
= Z(Z jiz;) a; =0,
j=1 i=1

n

denn Z ajiw; ist die j-te Komponente von Ao ?, also 0 =. Aber das ist unmoglich, denn
i=1
7 enthilt Komponenten, die # 0 sind. Die Annahme war falsch. ]
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1.2.15 Folgerung. Ist K" = K™, so ist n = m.

BEWEIS: Sei F' : K" — K™ ein Isomorphismus. Dann ist {F(€;),...,F(€,)} eine
Basis von K™, und das ist nur moéglich, wenn n = m ist. ]

1.2.16 Folgerung. Sei V' ein K—Vektorraum. Wenn V' eine Basis mit n Elementen
besitzt, dann besitzt auch jede andere Basis von V' genau n Elemente.

BEwEIS:  Wenn V eine Basis mit n Elementen besitzt, dann gibt es einen Isomorphismus
F 'V — K". Hétte V noch eine Basis mit m Elementen, so gébe es auch einen Isomor-
phismus G : V — K™. Dann wiire Go F'=! : K™ — K™ ebenfalls ein Isomorphismus, und
das ist nur moglich, wenn n = m ist. ]

Beispiel :

Wir wollen jetzt ein etwas grofleres Gleichungssystem betrachten:

r1 + 3wy — 4dx3 + 3zy = 9,
3LL’1 + 9:152 — 2.733 - 11.734 = —3,
4dry 4+ 1229 — 623 — 8xry = 6,
21‘1 + 61‘2 -+ 2ZE3 - 14!134 = —12.

Fiir die systematische Anwendung des Gauf’schen Eliminationsverfahrens benutzen
wir folgendes Schema:

r1 X2 I3 Ty bl

1 3 -4 3 9

3 9 -2 -—-11| -3

4 12 -6 -8 6

2 6 2 —=14|-12

1 3 -4 3 9  bleibt stehen
0 0 10 —20|-30 (—3x 1. Zeile)
0 0 10 —20|—-30 (—4 x 1. Zeile)
0 0 10 —20|—-30 (—2x 1. Zeile)
T1 T3 Xy Xa Spaltenvertauschung
1 -4 3 3 9

0O 10 0 —=20|-30

0O 10 0 —20|-30

0 10 0 —=20|-30

1 -4 3 3 9

0 10 0 —20|—30 bleibt stehen
0 0 0 0 0 (—2. Zeile)

o 0 0 0 0 (—2. Zeile)

Das ergibt (z.B.) die folgende spezielle Losung:

xzy = 0 (willkiirlich gewé&hlt),
xe = 0 (ebenfalls willkiirlich),
T3 = —3,

und ry = 9-—12 = 3.
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Eine Basis fiir den Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems erhélt man,
indem man fiir (z9,24)" die beiden moglichen Einheitsvektoren einsetzt und dann
die zugehorigen Werte von z; und x3 bestimmt:

ro = 1 und x4 = 0 ergibt

171—4ZE3+3 = 0

und 10x3 = 0,

also r1 = —3 und z3 = 0.

o = 0 und x4 = 1 ergibt

.1'1—41'3+3 =0
und 10x3—20 = 0,

also 1 = 5 und z3 = 2.

Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist also gegeben durch

1 -3 -3 5 —3 —3a+ 54
T9 0 1 0 « .
e | T | =3 +a- 0 +06- o | = _3423 , mit o, f € R.

Zum Schlufl noch etwas Theorie:

Definition.

Sei V' ein K-Vektorraum. Wenn V' eine Basis mit endlich vielen Elementen besitzt,
so nennt man die (eindeutig bestimmte) Anzahl der Elemente dieser Basis die Di-
mension von V' (in Zeichen: dim(V') oder dimg (V) ).

Wenn V nicht der Nullraum ist und keine Basis mit endlich vielen Elementen besitzt,
dann nennt man V' unendlich—dimensional.

Ist a € Vund U C V ein Untervektorraum, so erklart man die Dimension des
affinen Raumes a + V' durch

dim(a+ V) := dim(V).

1.2.17 Satz.  dimg(K") = n, insbesondere dimg(C) = 2.
Der BEWEIS ist schon weiter oben erbracht worden.

1.2.18 Satz. Ist V=W, so ist dim(V) = dim(W).
Umgekehrt gilt auch: Ist dim(V') = dim(W) < oo, so ist V = W.
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BEWEIS:  Die erste Aussage ist trivial.
Ist {ai,...,a,} eine Basis von V und {by,...,b,} eine Basis von W, so wird durch
a; — b; (firi=1,...,n) ein Isomorphismus von V' nach W definiert. ]

1.2.19 Satz. Sei A € M, .»(K). Dann ist

rg(A) 4 dimg (Los(A, 0)) = m.

Auch hierfiir haben wir den BEWEIS schon gefiihrt.
1.2.20 Dimensions-Formel fiir lineare Abbildungen.
Seit FF=Fy: K™ — K" eine lineare Abbildung. Dann gilt:

dimg (Ker (F)) + dimg (Im (F)) = m.

BEWEIS:
Zunichst ist Ker (Fy) = Los(A, 0)

Wir miissen noch zeigen, dafl rg(A) = dimg (Im (F4)) ist. Es gilt aber:
Ist A= (31, cee Zm), So ist

—

Im (Fy) =< Fa(€1),...,F(€y) >=<a,...,

N
a

>

Das bedeutet, daf§ die (_fj ein Erzeugendensystem fiir Im (F)4) bilden. Wahlt man aus
ihnen ein maximales System linear unabhéngiger Vektoren aus, so erhélt man eine Basis
fiir Im (F4) mit rg(A) Elementen. ]

1.2.21 Folgerung. Sei F' : K" — K" linear. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. F ist injektiv.
2. F ist surjektiv.

3. F st ein Isomorphismus.

BeEwEIS:  Es ist dimg (Ker (£)) + dimg (Im (F)) = n. Dann gilt:

Ker (F) = {0}
dim(Ker (F)) =0
dim(Im (F)) =n
Im (F) = K"

F surjektiv .

F' injektiv

11117

Insbesondere ist F' schon dann bijektiv, wenn F' nur injektiv oder surjektiv ist. []
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§3 Matrizen und Lineare Abbildungen

Eine Matrix A € M, ,,,(K) definiert eine lineare Abbildung

Fp: K™ — K" mit Fy(Z):= Ao 7 .

Sind 21, o ,gm die Einheitsvektoren im K™, so ist
Q1;
Z{j:: Ao E’j: : die j-te Spalte von A.
anj
- & — - & —
Offensichtlich gilt dann fiir z=> z; €; : Ao x= "z; a;.
j=1 j=1

Wir wollen jetzt die Beziehung zwischen linearen Abbildungen und Matrizen noch etwas
genauer untersuchen. Es sei L(K™, K™) die Menge aller linearen Abbildungen von K™
nach K™. Man kann (wie bei den Funktionen oder den Polynomen) zwei lineare Abbil-
dungen addieren oder eine lineare Abbildung mit einem Skalar multiplizieren:

1. Sind f, g € L(K™, K™), so definiert man f + g € L(K™, K™) durch
(f+9)(@) == f(T) + ().
2. Ist f € L(K™, K™) und a € K, so definiert man « - f € L(K™, K™) durch
(a- f)(@) = a- f(@).

Es ist sehr leicht zu sehen, dafl L(K™, K™) auf diese Weise zu einem Vektorraum wird.

Von der Menge M,, ,,,(K) der K-wertigen Matrizen mit n Zeilen und m Spalten wissen wir
schon, daf} sie ebenfalls die Struktur eines Vektorraums tréagt. Nun gilt:

Durch A — F4 wird ein Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen M, .,(K) und
L(K™, K™) definiert.

Zum Beweis muf} die Linearitdat und die Bijektivitat der Zuordnung nachgerechnet werden.
Wir verzichten hier darauf, merken uns aber, dafl strukturell zwischen den Matrizen aus
M, (K) =2 K™™ und den linearen Abbildungen aus L(K™, K™) kein Unterschied besteht.

Beispiele :

1. Die identische Abbildung idgn» : K™ — K™ mit id(?) —7 wird durch die Einheits-

matrix
1 .- 0

1n = € Mn,n(K)
0 ... 1

beschrieben. Haufig schreibt man auch E oder E, an Stelle von 1 n-
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2.

Sei r < n. Dann definiert man die Einbettung ¢ = i,, : K" — K" durch
i((xy,...,2.)") = (21,...,2,,0,...,0) .

Die fehlenden Komponenten werden einfach mit Nullen aufgefiillt. Diese Abbildung
ist linear und injektiv, sie bildet K" isomorph auf den Untervektorraum

Im (i) = {(21, ..., 2,) € K" | 2py1=... =2, =0}
des K™ ab.

Man identifiziert K" auf diesem Wege mit Im (7) und tut damit so, als ob K" schon
selbst ein Unterraum des K™ wiére.

In Matrizenschreibweise wird ¢ gegeben durch die Matrix
1 -+ 0
A=| 1 7 e My (K).
0
Die Projektion von K" auf K" ist die Abbildung p = p,,, : K" — K" mit

p((zq, ... ,xn)T) = (z1,. .. ,xr)T.

Es werden einfach die letzten Koordinaten x,.1, ..., x, weggelassen. Die zugehdorige
Matrix A € M, ,,(K) ist gegeben durch

1 - 0
A=|: 10
0 --- 1

Man beachte, dal poi = idg+ ist, dal die Abbildungen aber nicht invers zueinander
sind, denn es gilt:

iop((zy, ...,2n)") = (x1,...,2,,0,...,0)".
Sei o € S, eine Permutation, P, : K™ — K™ definiert durch
Po(xy, ..., 20) == (To@1), - - - To(n))-

Dann ist Pa(gj) :go(j), fir j =1,...,n. Also wird P, durch die ,Permutationsma-
trix®

beschrieben.

Wir betrachten jetzt zwei lineare Abbildungen

g:K'— K™und f: K™ — K"
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Dann gibt es Matrizen A € M,, ,,(K) und B € M,,;(K), so daB8 f = Fy und g = Fp ist.

Wie steht es nun mit der zusammengesetzten Abbildung f o g : K! — K™ ? Es muf eine
Matrix C' € M, ;(K) mit Fo = f o g geben. Dadurch erhalten wir eine Verkniipfung

Mym(K) X Mp(K) — My (K)
(A , B ) = AoB:=C,

mit FAoB:FAOFB-

1.3.1 Satz. Sei A= (aij ;

1,....m
1,...,0 )

=1,...,n J
:1,...,m> undB:<bjk’ k

1=1,...,n . i
k=1 I >, mit Cik = E aijbjk .
j=1

g e ey

Dann ist Ao B = (cl-k

BEWEIS: ¢y ist der i-te Eintrag in der k-ten Spalte von C'= Ao B.

Wir benutzen die Einheitsvektoren 21, e ,?le K" und schreiben die Matrizen mit ihren
Spaltenvektoren wie folgt:

—

— — —
A=(dy,...,dp)und B=(by,..., b)), mit ;e K", hre K™
Dann ist ¢, der i-te Eintrag in

(AOB)O E)k: = FAOB(gk)

= Fa(Fy(€x))
— Ao (Bo¢y)
—

= Ao by
b -

= (317...,3m)0 :Zb]k3j7
bmk =1

also Ci. — Z bjkaij. D

j=1
Das bedeutet:

Das Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von A o B erhdlt man, indem man
die i-te Zeile von A auf die k-te Spalte von B legt, die dann tibereinander liegenden
Elemente multipliziert und schliefSlich alle Produkte aufsummiert.

a1 0 Aim
: : bin | b |0 by m
ail o Qim ‘ o — Zaijbjk —
: bt | D |-+ Do i=1
an1 -+ Apm

Tk
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Es ist also wichtig, dal die Anzahl der Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B
iibereinstimmt.

Es folgen nun einige Rechenregeln fiir das Matrizenprodukt:

1.3.2 Satz.
Seien A, A" € My, m(K), B,B" € My, (K) und C € M,,(K). Dann gilt:

1. Ao(BoC)=(AoB)oC.

2. Ao(B+B)=AoB+AoB.

3. (A+A)oB=AoB+ A oB.

4. a-(AoB)=(aA)oB=Ao(aB) firac€ K.
5. 1l oA=Aund Aol = A

Der BEWEIS erfolgt durch Nachrechnen.

Achtung!! Im allgemeinen ist Ao B # Bo A !ll

Hier ist ein einfaches Beispiel:

L1\ (1 0)_(1-141-2 1-041-2)_(3 2
0 2 2 2) \0-1+2-2 0.0+2-2) 4 4)

10 (1 1)_(1-140-0 1-140-2)_(1 1
2 2 0 2) (21420 2-1+42.2) "2 6 )"

Es gibt noch mehr seltsame Effekte: z.B. kann ein Matrizenprodukt die Null ergeben, auch
wenn keiner der der beiden Faktoren Null ist:

0 O . 0O 0\ (0 O

1 0 2 3] \0 0)°
Das bedeutet, dal man bei Matrizengleichungen i.a. nicht kiirzen kann: Wenn X o A =
X o B ist, mit X # 0, so muf} keineswegs A = B gelten!

aber

Es kann allerdings vorkommen, daf} eine Matrix ein Inverses besitzt:

Definition.

Eine quadratische Matrix A € M, ,,(K) heifit invertierbar, falls es eine weitere Ma-
trix B € M, ,,(K) gibt, so daf§ gilt:

AoB=BoA= 1n

Man schreibt dann auch: B = A~L.

1.3.3 Satz. Folgende Aussagen iber eine Matriz A € M, ,(K) sind dquivalent:
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1. A ist invertierbar.
2. Fy: K™ — K" ist ein Isomorphismus (mit (Fa)™! = Fa-1 ).
3. Ker (Fy) = {0}.
- —
4. Das LGS Ao x=() ist eindeutig losbar.
5. rg(A) =n.

BEWEIS:
(1) = (2):
Sei B := A~!. Dann ist

idgn = Fl = Fjop = Fy 0o Fg und genauso idgn = Fg o Fjy.

Also ist F4 bijektiv (und damit ein Isomorphismus) mit (Fy)~! = Fp.
(2) = (3):
Ist F4 ein Isomorphismus, so ist natiirlich Ker (F4) = {0}.

3) = (4):

Es ist Los(A,0) = Ker(F4), also = {0}. Damit ist das LGS eindeutig (durch 5):6)
l6sbar.

(4) = (5):
Nach der Dimensionsformel ist rg(A) + dimg (Ker (F4)) = n. Die eindeutige Losbarkeit
des LGS Ao =0 besagt, dafl Ker (F4) = {0} sein muf}. Also ist rg(A) = n.

(5) = (1):
Ist A= (dy,...,d,) und 1g(A) = n, so wird durch

ein Isomorphismus ¢ : K™ — K™ definiert, und zu dem gibt es eine Matrix B € M, ,(K),
so dafl ¢ = Fjp ist. Offensichtlich ist

- = - = ..
BoAo e;=e; und Ao Bo a;=a;, firi=1,...,n,

also BoA=AoB= 1. []

Definition.

Eine Matrix A € M, ,(K) heiBt reguldr, wenn sie eine der dquivalenten Eigenschaf-
ten von Satz 2 erfiillt.

Die Menge aller n-reihigen regulidren Matrizen wird mit GL(n, K) bezeichnet (,,Ge-
neral Linear Group*®).

,Regulédr® ist also nur ein anderes Wort fiir ,,invertierbar®. Zur Rechtfertigung des Namens
der ,,Allgemeinen Linearen Gruppe® brauchen wir noch den
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1.3.4 Satz.
GL(n,K);={A € M,,,(K) | rg(A) = n} ist eine Gruppe.
BEWEIS:
1) 1, liegt in GL(n, K) und spielt die Rolle des neutralen Elements.
2) Jedes A € GL(n, K) besitzt ein Inverses.
3) Seien A, B € GL(n, K). Dann gilt:
(AoB)o(B oA ) =Ao(BoB oA =404 =1,,

und genauso

(B'oA No(AoB)=1,.
Also ist A o B invertierbar, mit (Ao B)™' = B~! o A~!. Man beachte die Reihenfolge!!

4) Offensichtlich ist Ao (Bo ()= (Ao B)oC. []
Beispiele :
1. n=1:

GL(1,K) = {a € K | ar = 0 eindeutig losbar } = K* = K \ {0}.
2:

N
N
Il

b
A= ( CCL Z ist genau dann invertierbar, wenn (a) und ( d) linear unabhéngig
c
sind, wenn also det(A) = ad — be # 0 ist.

3. Eine Diagonalmatrix

dy - 0
D=| : .
0 - dy,
ist genau dann invertierbar, wenn diq, ..., d,, # 0 sind.

1.3.5 Satz. Set A € M, ,(K) und B € M,,;(K).

Dann ist rg(Ao B) <rg(B) und rg(Ao B) <rg(A).

BEWEIS: Sei f:=F4: K™ — K"und g := Fp: K! = K™. Aulerdem sei V := g(K).
Dann ist V' C K™ ein Untervektorraum, und rg(B) = dimg (V).

Sei k :=rg(B) und {xy,...,Xx} eine Basis von V. Dann ist { f(x1),..., f(xx)} ein Erzeu-
gendensystem von f(V), also dimg (f(V)) < k. Daraus folgt:

rg(AoB) = dimg(Im(Faop))

= dimg(f(V))
< k = rg(B).

Da f(V) C f(K™) =1Im (Fj4) ist, ist auch rg(A o B) < rg(A). ]
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1.3.6 Folgerung. Die Multiplikation mit einer regquldren Matrix dndert den Rang
nicht:

Ist Ae M, (K), Pe GL(n,K) und Q € GL(m, K), so ist rg(Po Ao Q) =rg(A).

BEwEIS:  Nach dem Satz ist rg(P o Ao Q) < rg(A).
Aber da A= P 1o (PoAoQ)oQ ! ist, gilt auch die umgekehrte Ungleichung. ]

Wir wollen jetzt ein Verfahren suchen, wie man A~! (fiir eine reguliire Matrix A ) berech-
nen kann.

Zunéchst einige Vorbereitungen:

C1
Sei A= (dy,...,dn)=| : |. Fiir P e My, (K) und Q € M, ,(K) gilt dann:
Cn
Cq OQ
PoA:(Pogl,...,Poam)undAoQ: :
Cp 0 Q)

Das wenden wir auf spezielle Matrizen P und () an:

Ist € eine Folge von elementaren Zeilenumformungen, so ist € : K™ — K" ein Isomorphis-
mus, der durch eine Matrix P beschrieben werden kann. Damit gilt:

=PoA.

Ist o eine Folge von Spaltenvertauschungen, so definieren wir f, : K™ — K™ durch

fg(ml, P ,l’m) = (1’0(1), e ,.%‘U(m)>.

Diese Permutationsabbildung ist ein Isomorphismus, den wir auf die Zeilenvektoren c;
von A wirken lassen.

Ist Q= E, = (20(1), e ,H ) € My,m(K) die zugehorige Matrix, so gilt:
C1 0 Q A10(1) *°° Al,0(m)
A o Q — . .
Cy 0 Q Ano(1) " Ano(m)
—
= (a0(1)7“'7 a(m) = Ao‘

Da man A durch elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen auf Gauf-
Form bringen kann, bedeutet das:

Istr =1g(A), so gibt es requlire Matrizen P und Q, so dafi PoAoQ) eine Gaufimatriz
vom Rang r ist.
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Nun betrachten wir den Fall, dal A € GL(n, K) ist. Allein mit Hilfe von Zeilenumfor-
mungen kann man erreichen, daf§ A r-speziell fiir ein r > 0 wird:

a1n - Qir

£(A) = 0 - a.

Wiére » < n und die 1. Spalte von C' = 0, so wire die (r+1)-te Spalte von £(A) linear
abhéngig von den ersten r Spalten. Andererseits ist rg(e(A)) = rg(A) = n, es sind also
alle Spalten linear unabhéngig.

Also gibt es in der ersten Spalte von C' ein Element # 0, und mit Hilfe von Zeilenvertau-
schungen kann man es an die Stelle (r + 1,7 + 1) bringen. Das bedeutet, dal man keine
Spaltenvertauschung braucht, um A auch (r + 1)-speziell zu machen.

Dieses Verfahren 143t sich fortsetzen, solange r < n ist. Das bedeutet: Es gibt eine Matrix
P € GL(n, K), die einer Folge von Zeilenumformungen entspricht, so dal Po A eine obere
Dreiecksmatrix vom Rang n ist. Durch weitere Zeilenumformungen kann man daraus
schlieflich sogar die Einheitsmatrix machen.

Ist aber Po A= 1,, soist P = A~. Um nun bei der Durchfithrung des GauBverfahrens
gleichzeitig auch die Matrix P zu erhalten, erweitern wir A zur Matrix (A4, 1 ). Dann gilt:

Po(A,l):(PoA,Po 1):(1,A_1).

I.3.7 Satz.  Sei A€ GL(n,K).
1. Es gibt eine Folge ¢ von Zeilenumformungen mit e(A) = 1 .

2. Iste(A, 1) =(1,A4%), soist A*= A1,

BEWEIS:  Der erste Teil wurde gerade gezeigt.

Wenn ¢ durch die Matrix P verwirklicht wird, hat man die Gleichung
Po(A, 1)=(1,4",
also PoA=1 und P=Po 1 = A*. Damit ist A* = AL, []

Beispiel :

Es sei A = < Cosp Ty )
sin ¢ CoS
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Dann ist det(A) = cos? ¢ + sin® p = 1, also A regulir. Wir berechnen die inverse
Matrix durch Umformen von (A, 1 ):

cos —sinp 1 0 X COS ¢
sin COos 0 1 X sin
cos? p —sinpcos cos 0 + 2. Zeile
sin? ¢  sinpcosy 0 sin @
1 0 cos sin ¢
sin? ¢  sinpcosy 0 sin ¢ —sin? (1. Zeile)
1 0 cos sin ¢
0 sinpcosy | —sin®pcosy sing —sin® @
1 0 cos sin ¢
0 1 —sine cos
Also ist

cosp —sine - B cos sin @
sin ¢ coS ¢ ~\ —sinp  cosep |’
Die Probe zeigt, dafl es stimmt!

Das Invertieren von Matrizen hat viele Anwendungen:

Sei A € M, ,,(K) reguldr. Dann ist jedes LGS Ao 323 eindeutig 1osbar. Das wuflten wir
schon, aber jetzt kann man die Losung auch sofort hinschreiben:

7= A"to z .

Eine andere Anwendung ist die Berechnung von Koordinatenwechseln. Das ist ein Thema,
das erfahrungsgeméfl zu Anfang einige Schwierigkeiten bereitet.

— —
Sei B=1{b1,..., bn} eine Basis von K",

B := (Zl, . ,Zn) € GL(n,K) die aus den Spalten Zl gebildete Matrix.
Dann gibt es fiir jeden Vektor 7€ K" eine eindeutig bestimmte Darstellung

n

1=

—

Wir setzen jetzt

A
[©)g:=| : | €K"
e
und nennen das den Koordinatenvektor von @ zur Basis B. Dann ist
2B
1
— —
Bo[Zlz = (b1,...,bn)o|
2(B)
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und weil B invertierbar ist, kann man auch schreiben:

Beispiel :
1 1 0
- = =
Sei B:=| 1 0 1 | mitden Spalten b1, bo, bs.
0 1 1

- = =
Dann ist B := {1, ba, b3} eine Basis des R*.

Um Koordinaten beziiglich der Basis B zu ermitteln, miissen wir zunichst B!
berechnen. Das geschieht nach dem Standardverfahren:

1 1 01 0 O

1 0 1,0 1 O

o1 1}0 0 1

1 1 01 0 O

0O -1 1}|-1 1 O

o1 1,0 0 1

1 0 1,0 1 O

0O -1 1]|-1 1 0

o 0 2|-1 1 1

1 0 1[0 1 O

0 1 —-1{1 -1 0

00 1|-1 L 4

Lo oL L -

001 0|1 -3}

00 1|-1 L g
1 1 1 -1
AlsoistB—1:5 1 -1 1
-1 1 1

12
Der Vektor 7:= | 6 | sei in kartesischen Koordinaten (also beziiglich der Stan-

30
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dardbasis) gegeben. Beziiglich der Basis B besitzt er die Darstellung

1 1 1 -1 12 —6
[Z]g = B lo 7= S| 1 -1 1 fol 6 |=|18
—1 1 1 30 12
Tatséchlich ist
—6 18 0 12
— — — —
0 18 12 30
—/ —/
Nun sei B' = {by,..., b, } eine weitere Basis, B’ die zugehorige Matrix. Ein Vektor
— .
r€ K" kann dann auch in der Form
— —

r= B/ (¢] {J}]B/

geschrieben werden, und dann gilt:

Bo[#]z = B'o[z]g,
also [r]z = (B 'oB)o[T]g, firalle ze K™

Die Matrix A := B~! o B’ heiBt Ubergangsmatriz. Wir benstigen sie, wenn wir zwei ver-
schiedene Koordinatenvektoren von x ineinander umrechnen wollen. Um ihre Bedeutung
noch besser zu verstehen, schreiben wir sie in der Form

A:(Oél'k ’ z,kzl,,n)
Da Bo A = B’ ist, folgt:

n Ak

A ist also die Koeffizientenmatrix, die man braucht, um die Basisvektoren von B’ als
Linearkombinationen der Basisvektoren von B zu schreiben.

Beispiel :

Wir fithren das Beispiel von oben fort:

1 -1 -1
EsseiB':=]|1 1 0 |, und B’ die aus den Spalten von B’ gebildete Basis
1 0 1

A=)

!/ ..
{by, b, _b>3} des R*. Die Ubergangsmatrix zwischen den Basen B und B’ ist die
Matrix A= B 1o B =
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Benutzt man etwa die zweite Spalte von A, so erhélt man z.B.:

1 S . . 0 —1 0 —1 N
5(0- b1 =2 bo+2-b3)= 0 [+ O |+ 1 |=[ 1 [=b,.
0 -1 1 0

Um den Koordinatenvektor von 7 beziiglich B’ zu ermitteln, berechnen wir (B')~":

1 -1 =11 0 0
1 1 0[]0 1 0
1 0 1[0 0 1
30 01 1 1
1 1 0[]0 1 0
1 0 1[0 0 1
ool
01 0|5
00 1]y 3
A
Demnach ist (B’)—lzg -1 2 -1 |,und
-1 -1 2
(1 12 16
[E],B,:(B’)—lozzg -1 2 1 |ofl 6 |=] —10
-1 -1 2 30 14

Der Ubergang von [#]gs nach [#]z wird durch Multiplikation mit der Ubergangs-
matrix A von links vollzogen:

Ao[z]gr=B ‘o B o(B) o 7= B o r=[7]p
Tatséchlich ist in unserem Beispiel
1 1 0 -2 16 1 —12 —6
3 1 -2 0 |o] =10 | == 36 =] 18
1 2 2 14 24 12

Wir fassen die Basiswechsel-Gleichungen noch einmal zusammen:

B =BoA
Ao [?]B/ = [3]3
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Man beachte die unterschiedliche Stellung von A in den beiden Formeln!

Sei jetzt V' ein beliebiger n-dimensionaler Vektorraum iiber K, und A = {ay,...,a,} eine
Basis von V. Der durch
5
Du(e;):=a; firi=1,...,n

gegebene Isomorphismus ® 4 : K" — V heifit Koordinatensystem oder Basisisomorphis-
mus.

n
Ist x € V, so besitzt x eine Darstellung x = Z x;a;, und es gilt:
i=1

T

(@)1 (x) =

Tn

Auf diese Weise kénnen wir die Elemente von V' mit gewohnlichen Spaltenvektoren aus
K™ identifizieren.

Was passiert nun, wenn wir in V' mit einer anderen Basis arbeiten wollen?
n
Ist B ={by,...,b,} eine solche Basis, so gibt es eine Darstellung x = Z zib;. Wir wollen
i=1
die neuen Komponenten z} aus den alten x; ausrechnen, in analoger Weise zu unserem
Vorgehen beim Basiswechsel im K™.
—/

Dazu sei Z;:: (®4) H(by), fire=1,...,n, und B" := (3;, ..., b,). Offensichtlich gilt:

@700 = 3@ 0) = et
Wir setzen
Xa = (207)
wd s = (B) o x4 = [(@4) ()]s
Beispiel :

Es sei V i= {x = (v1, 72, 23) € R’ | 21 + 23 + 13 = 0}. Das ist ein 2-dimensionaler
Untervektorraum des R?, und offensichtlich bilden

a;:=(1,0,—1) und ay:=(0,1,-1)

eine Basis A von V. Wir benutzen diese Basis als Standardbasis und erhalten z.B.
fir x := (3, -2, —1) = 3a; — 2a, die Darstellung

[x]a = (_32> SN

b, :=(1,1,-2) und by:=(1,-1,0)

Die Vektoren
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bilden ebenfalls eine Basis B von V', wie man leicht nachrechnet. Nun ist

@ b) = (@0 e a0) = ()

und  (D4)7H(by) = (Pa) (a1 —ay) = <1l>’

1/1 1
n-1_ + o
. 1 > und (B)™ = i < 1 1 ) Damit gilt:

Tatsachlich ist

1 5) 11 5 O
*bl + 7b2 = (777

S -2,00=(3,-2,-1) =x.
5 5 55 5 5 0) =032 -1)=x

Sei F' : K™ — K" eine lineare Abbildung, mit F(?c)) = Ao 7. Wir wollen sehen, wie
F mit Hilfe anderer Basen beschrieben werden kann (bisher haben wir immer nur die
Standardbasen benutzt).

Sind B = (Zl, . ,Zn) und C = (¢4,..., ¢,n) Basen von K™ bzw. K™ und B € GL(n, K)
bzw. C' € GL(m, K) die zugehérigen Matrizen, so gilt fir 7€ K™ und Y= F(z) e K™

—

[]c =C""o 7 und [?]B — B o y= B0 Ao z,

also N
5
[Y]s = (B 'oAoC)o][z]e.
Das bedeutet: Wenn F' beziiglich der Standardbasen von K™ und K™ durch die Matrix

A € M, n(K) beschrieben wird, dann wird F' beziiglich der Basen C und B durch die
Matrix B! o A o C' beschrieben.

el _ v = 1,...,n .
Ist A':= B voC’-(afw| b= 1 m),sogﬂt.

F(zu) = AoCog“
= Bo(BflvoC)og”

Bo (a'lu, . ,a;w)—r

n , s
- Zavu bu -
v=1
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Definition.

Zwei Matrizen A, A" € M, ,,(K) heiBlen dquivalent, falls es reguldre Matrizen B und
C gibt, so daB A’ = B~'o Ao C ist.

Aquivalente Matrizen beschreiben also die gleiche lineare Abbildung beziiglich verschiede-
ner Basen. Unter dem Normalformenproblem versteht man die Aufgabe, die Basen B und
C so zu wahlen, dal A" eine moglichst einfache Gestalt annimmt. Wir wissen schon, daf3
man durch elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen erreichen kann,
dafl A" eine GauBmatrix wird. Lafit man auch noch beliebige Spaltenumformungen zu, so
kann man zeigen:

Eine Matrix A € M, ,,,(K) vom Rang r ist dquivalent zu der Matrix

mit r Einsen auf der Hauptdiagonale.

Bei Abbildungen von K™ auf K™ kann man versuchen, mit einer einzigen Basis auszu-
kommen. Zwei Matrizen A, A" € M, ,(K) heiBen dhnlich, falls es eine reguldre Matrix B
mit A’ = B~ o Ao B gibt. In diesem Fall ist die Lésung des Normalformenproblems sehr
schwierig. Das Stichwort heif$t hier ,,Jordansche Normalform®.
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84 Determinanten

In diesem Paragraphen ist immer K = R oder K = C.
Fiir 2-reihige und 3-reihige quadratische Matrizen haben wir jeweils schon Determinanten

eingefiihrt:
a b
det<c d)—ad—bc.

ag b o
det as b2 Co = a1b263 + CLQb3Cl + a3b102 — a1b302 — a21)103 — a3b201
az by c3

= Y sgn(0)as1)be@)Co)-
o€S3

Wir wollen nun fiir beliebiges n eine Funktion
det : Mo (K)=K"x...x K" -+ K
suchen, die folgende Eigenschaften besitzt:

D1) det ist in jeder einzelnen Spalte linear, d.h..

— — —/ — — — —
det(ay,...,a; +a,,...,a,) = det(ay,...,a;...,a,)
— —/ —
+det(aq,...,a;...,a,),
— — — — — —
det(ay,...,a a;,...,a,) = a-det(ay,...,a;...,a,).

D2) Sind zwei Spalten gleich (d.h. Z:Ej fiir Indizes i # 7),

so ist det(dy,..., a,) =0.
D3) det(1,)=1.

In Kapitel I wurde schon bewiesen, dafl die Determinanten im Falle n = 2 und n = 3 die
Eigenschaften D1, D2 und D3 besitzen.

1.4.1 Hilfssatz. Sei V' ein K-Vektorraum und f : V xV — K eine Funktion, die in
beiden Argumenten linear ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f(x,x) =0 fir allex € V.

2. fly,x) =—f(x,y) firx,y eV.

BEWEIS:
1) Ist f(y,x) = —f(x,y), soist 2- f(x,x) = 0, also auch f(x,x)=0.

2) Sei f(x,x) = 0 fiir alle x. Dann gilt:
fy) +fy:x) = fxx)+fxy)+ fy:x) + fy,y)

= flx,x+y)+fly,x+y)
fx+y,x+y)=0. []
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Man nennt solche Abbildungen schiefsymmetrisch oder alternierend. Die Eigenschaft, in
jedem einzelnen Argument linear zu sein, nennt man multilinear. ACHTUNG! Wenn f
zwei oder mehr Argumente hat und multilinear ist, dann ist f i.a. nicht linear! (Man
tiberpriife das an Hand der Abbildung R x R — R mit (z,y) — x - y.)

Die Determinantenfunktion soll also eine auf n-Tupeln von Vektoren definierte multili-
neare alternierende Funktion werden, die auBerdem durch Bedingung (D3) normiert ist.

Vertauscht man in
— — — —
det(al,...,a,-,...,aj,...,a

n)
die Argumente 32- und E)j, so wechselt das Vorzeichen. Diesen Prozel kann man iterieren.
Daher muf schliefflich fiir jede Permutation o € .S,, gelten:

—

det(Apqry, - - s Qo) = sgn(a) - det(ay, . .., a,).
Insbesondere folgt daraus fiir die Einheitsvektoren 21, o ,gn :

—

det(?a(l), RN eg(n)) = sgn(a).

1.4.2 Satz von der Existenz und Eindeutigkeit der Determinante.

FEs gibt genau eine Funktion det : K™ x ... x K™ — K mit den Eigenschaften (D1), (D2)
und (D3).

BEwWEIS:  Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit, in der Hoffnung, daf sich
daraus auch eine Formel fiir die Existenz ergibt.

Die Spaltenvektoren 31, ..., an€ K" fassen wir auf als Spalten einer Matrix A = (a;;) €
M, »(K). Dann ist

n
Z{j:Zaijgi, furjzl,,n
=1
Und nun beginnt die Schwierigkeit: Da wir es mit n Summen zu tun haben, brauchen wir

auch n verschiedene Summationsindizes. In Ermanglung geeigneter Buchstaben (und weil
die Schreibweise dann auch zu schwerfillig wére) benutzen wir indizierte Indizes:

- " - - -
a1= Z @1 €4y s y An= Z Qi €4y -
i1=1

Wir nehmen nun an, wir hétten schon eine Determinantenfunktion, und setzen diese
Vektoren ein. Dann folgt aus der Multilinearitét:

n n
- — — —
det(al, RN an) = det(z Qi1 €4y - - -, Z Qj.n €Z‘n)

i1=1 in=1

n
= Z---Zaill-...-ainndet(gil,...,gin).

Nun ist

0 falls ein Argument doppelt auftritt,
det(€;,, ..., €;) =1 sgn(o) falls es ein o € S, gibt, s.d.
(11, ... in) = (0(1),...,0(n)) ist.



142 KAPITEL II LINEARE ALGEBRA

Es fallen also alle Summanden weg, bis auf diejenigen, bei denen
(i1, in) = (0(1),...,0(n)) fir ein o € S, ist.

Damit erhalten wir:

det(gl, . ,En) = Z sgn(0)ag(1),1 - - - * Go(n)n -
gESy

Die Determinante mufl zwanglédufig so aussehen! Das liefert uns die Eindeutigkeit, und
auch die Existenz, wenn wir zeigen koénnen, dafi der gefundene Ausdruck (den wir mit
D(dy,...,d,) bezeichnen wollen) die Bedingungen (D1), (D2) und (D3) erfiillt.

Das ist nicht ganz einfach! Wir beginnen mit der Multilinearitét (D1) und beschrianken
uns dabei aus schreibtechnischen Griinden auf das erste Argument:

D(a)l + 3/1,82, ey En) =

= Z sgn(0) (o)1 + @'o(1),1) - Go@)2 " - - - * Co(n)m
O’GSn

= Z Sgl’l(O') (aa(l),l ' a0(2),2 et aa(n),n + ala(l),l ' aa(?),? I aa(n),n)
CTGSn

= Z Sgn(a)aa(l),l ' a0(2),2 “e..t Qo(n)n + Z Sgn<o-)a/a(1),1 *05(2),2 " - -+ Qo(n),n
UGSn O'ESTL

= D(dy,da,...,d0) + D(ay, o, ..., dy).

Genauso geht es bei den anderen Argumenten. Weiter ist

D(a- 81, 32, . ,Bn) = Z sgn(o)(a - ao(1),1) * Ao@)2 " - - * Qo(n)n
O'ESn
= - Z sgn(0)ao(1),1 * Ao(2),2 " - - - * Go(n)n
O'GSn
= @'D(gl,ag,...,gn).

Nun nehmen wir an, dafl 31:32 ist. 7 € S, sei die Permutation, die lediglich 1 mit 2
vertauscht. Dann ist sgn(o o 7) = —sgn(o), fiir jedes o € S,,.

Wir definieren
S’ = {o€S,]|sen(o) =1}
und S, = {o €S, |sgn(o) =—1}.

Offensichtlich ist S’,, US”, = S, und S, N S”,, = @. Durch ¢ — ¢ o 7 wird eine bijektive
Abbildung von S, auf S”,, definiert. Daher gilt:

- = —

D<a17 aq,..., an) —

= > 580(0)ao(1)1 " A@)1 " - Ao(n)n
O'ESn

= Y sgn(0)ao1)1 - Go@)1 - * Qo(n)m
oc€Sy
+ Z Sg1(0 © T)Agor(1),1 * Goor(2)1 * - -+ * Goor(n)m

G'Gsln

= Y 88u(0)ao()1 Go2)1 - Aoty — D SEU0)Ao@)1 Ao(1)1 - - " Aofn)n

UESln O'es/n

= 0.
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Damit ist die Funktion D auch alternierend.

Wir kommen nun zu (D3): Das Kronecker—Symbol §;; wird definiert durch

P 0 fallsi#j
Yl 1 fallsi=g

Dann ist d;; die i-te Komponente des Einheitsvektors E)j, und es gilt:

5 s | 0 fallso #1id
o)1+ "%(m)n =N 1 falls o = id

Daraus folgt:

D(?l, 72n) = Z sgn(0)05(1)1 * - - - * Oo(n)m
Uesn
= sgn(id) = 1.
Damit ist tatsachlich alles bewiesen! ]

Wir haben jetzt eine Formel fiir die Determinante, und fiir n = 2 und n = 3 kommt
tatséchlich das heraus, was wir schon kennen. Man kann sich aber auch schnell davon
iiberzeugen, dafl so etwas wie die Regel von Sarrus fiir n > 4 nicht mehr zur Verfiigung
steht. Und die Original-Formel ist leider auch denkbar ungeeignet, Determinanten zu
berechnen. Daher miissen wir noch etwas mehr Theorie betreiben.

Bemerkung: Man schreibt auch
11 - Qip aix - Qi
statt  det
Ap1 - Qpp An1 = Qpp

Wir beginnen mit der Determinante der transponierten Matrix. Zur Erinnerung: Ist A =
(aij) € My, m(K), so steht in der transponierten Matrix A" € M, (K ) an der Stelle (j,7)
das Element a;;.

Beispiel :

3 -1 7Y\ _ _313
5 0 2) °

1.4.3 Satz. Ist A€ M, ,(K) und B € M,,,(K), so ist

(AoB)" =BT o AT,
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BEWEIS:
((Ao B)T)ki = (Ao B)y

= > AyBi
j=1

= > (AN);(B )y

=1

= (BT o} A/4T)]CZ

I1.4.4 Satz. Sei A € M, ,(K). Dann gilt:

det(AT) = det(A).

BEWEIS:
1) Die Zuordnung o + o~ ! liefert eine bijektive Abbildung S,, — S,,.

2) Fiir alle ¢ € S, ist sgn(c™!) = sgn(c). Man braucht ja nur alle Vertauschungen
riickgdngig zu machen.

3) o und 7 seien Elemente von S,,. Dann gilt wegen der Kommutativitéit der Multiplika-
tion:

A1,0(1) " -+ " Ano(n) = Ar(1),007(1) * - -+ * Ar(n),o0r(n)-
Unter Verwendung von (1) und (2), sowie (3) im Falle 7 = ¢! erhélt man (mit b;; := a;; ):
det(AT) = Z SgH(U)bg(l)J ot bo(n)’n

O'ESn

= Z SgH(O’)CLLU(D o an,o(n)
O'eSn

= Z sgn(a‘l)a(,_l(l),l PRy

o—les,

= Z sgn(a)aa(ml o Go(n)m

gESy

= det(A).

Damit ergeben sich folgende Regeln:
1.4.5 Satz. Sei A € M, ,(K).

1. Multipliziert man in A eine Zeile oder eine Spalte mit A € K, so mufl man auch
det(A) mit X multiplizieren.

Insbesondere ist det(\ - A) = A" - det(A).

2. Addiert man das Vielfache einer Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw.
Spalte), so dndert sich der Wert der Determinante nicht.
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3. Vertauscht man zwei Zeilen oder Spalten, so wechselt das Vorzeichen der Determi-
nante.

4. Ist rg(A) < n, so ist det(A) = 0.

5. Ist f: M, ,(K) — K eine Funktion, die multilinear und alternierend in den Zeilen
von A ist, mit f(1,) =1, soist f = det.

BEWEIS:  Das meiste ist schon bekannt oder ergibt sich durch den Ubergang A — AT,

Ist rg(A) < n, so sind die Spalten a1, ..., d, von A linear abhingig. Sei etwa
— “ —
a1= Z )\J a; .
j=2
Dann ist
n
— — - = —
det(ay,...,a,) = det(d_ N aj, as, ..., a,)
j=2
i - = —
= Z)\jdet(a],%, , Q)
j=2
= O’
denn in der letzten Determinante kommt ZL}J- zweimal als Argument vor. ]

Durch elementare Umformungen kann man jede Matrix A € M, ,,(K') auf Dreiecksgestalt
bringen. Daher ist der folgende Satz sehr niitzlich:

1.4.6 Satz.
@11 -+ Qin

= Q11" ... Qpp.
0 Qnn,

BEWEIS: Die Matrix sei mit A bezeichnet. Wir unterscheiden mehrere Fille:

1. Fall: a;; = 0.
Dann héngt die erste Spalte von den anderen linear ab, und es ist det(A) = 0.
2. Fall: ay1,...,a; # 0 fir ein ¢ mit 1 <7 <n, aber a;1;,+1 = 0.

Dann ist die (i+1)-te Spalte von den ersten i Spalten linear abhéngig, und auch in diesem
Fall ist det(A) = 0.

3. Fall: ayy,...,a,, # 0.

Durch elementare Zeilenumformungen, die nicht die Determinante verdndern, kann man
alle Elemente oberhalb der Diagonalen zum Verschwinden bringen. Wenn aber a;; = 0 fiir
1 # j ist, dann ergibt sich aus der Determinantenformel:

det(A) =aj1 ...  apy.

Der néchste Satz hat sowohl praktische als auch theoretische Bedeutung:
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1.4.7 Determinanten—Produktsatz.
Es seien A, B € M, ,,(K). Dann gilt:

det(A o B) = det(A) - det(B).

BEWEIS:
1) Zunéchst sei rg(B) < n. Dann ist det(A) - det(B) = 0.

Da aber rg(A o B) < rg(B) ist, ist auch det(A o B) = 0.

2) Ist rg(B) = n, so kann man B durch elementare Zeilenumformungen auf obere Drei-
ecksgestalt bringen, so daf} in der Diagonale nur Elemente # 0 stehen. Die Determinante
dndert sich dabei hochstens um einen Faktor # 0. Offensichtlich ist dann det(B) # 0.

Nun sei 0 : M, ,(K) — K definiert durch

__det(Ao B)
d(A) = T{B)

Man rechnet leicht nach, daf§ 6 multilinear in den Zeilen von A ist. Und wenn A zwei
gleiche Zeilen enthélt, dann trifft das auch auf A o B zu, so dafl §(A) = 0 ist. SchlieBllich
ist noch §( 1 ,,) = 1. Aber dann muB 6(A) = det(A) sein, und die Produktformel folgt. []

Wir haben implizit mitbewiesen:

1.4.8 Satz. A€ M,,(K) ist genau dann regulir, wenn det(A) # 0 ist.

1
~ det(A)

In diesem Falle ist  det(A™1)

Als néchstes wollen wir den allgemeinen Laplace’schen Entwicklungssatz beweisen, der
es erlaubt, die Berechnung einer n-reihigen Determinante auf die von (n — 1)-reihigen
zuriickzufiihren.

Definition.
. — —
Sei A= (ay,...,a,). Dann nennt man
— — - = —
Aij = det(al, ey A, €4y g, . an)

den Cofaktor (oder das algebraische Komplement) von A zur i—ten Zeile und j—ten
Spalte.

Mit S;;(A) wird diejenige Matrix bezeichnet, die man aus A durch Streichen der
i~ten Zeile und der j—ten Spalte gewinnt.
1.4.9 Satz. Fiir alle 1,7 gilt:

Az‘j = (—1)i+j det Sz'j (A)
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BEWEIS: Es ist

@11 - A15-1 0 1,541 - Qin
Ay = 1 — 1
Qp1  + Qpj-—1 0 Qpj+1 *°° Qpp
i1 1,J— 1,7+1 in
1 a o e a 7] 1 a 7] e a
i a o e a/ . a/ . e a/
_ ( 1)(1_1)_,’_(]_1) 11 1,7—1 1,5+1 1n
0 Ap1 *** Apj—-1 Apj+1 " Gpp
1 ‘ *
= (=1)"7 - det
0

= (=1)"7 . det S;;(A). (vgl. den folg. Hilfssatz!)
L

1.4.10 Hilfssatz. Sind A e M, (K), Be M,,_.(K) und C € M,_,,_(K), so ist

<m<§ g>:@m@dwm.

BEWEIS:

1) Mit Hilfe von Zeilenoperationen im Bereich der ersten r Zeilen und Spaltenvertau-
schungen im Bereich der ersten r Spalten kann man A in eine obere Dreiecksmatrix A
umformen. Es gibt dann ein a # 0 und eine Matrix B* € M, ,,_,(K), so daB gilt:

B A B\ A, B*
det(A) = a-det(A;) und det(o O)—a-det<0 C)'

2) Mit Hilfe von Zeilenoperationen im Bereich der letzten n —r Zeilen und Spaltenvertau-
schungen im Bereich der letzten n — r Spalten kann man C' in eine obere Dreiecksmatrix
Ay umformen. Es gibt dann ein ¢ # 0 und eine Matrix B** € M, ,,_,(K), so daf gilt:

B Ay BT\ A, B*
det(C) = c¢-det(Az) und det( 0 c )—c det( 0 A )

3) Da die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der Diagonal-
elemente ist, folgt:

A B B A, B*
det(o C’) = a-c-det( 0 A2>
= a-c-det(Ay)-det(Ay)

= (a-det(Ay)) - (c-det(Ay))
det(A) - det(B). ]
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1.4.11 Laplace’scher Entwicklungssatz.
Sei A = (a;j) € My ,(K). Dann gilt:
det(A) = Z(—l)”jaij det SZ](A)

=1
n

= Z(—l)”jazj det Sij (A)

J=1

Man spricht von der Entwicklung nach der j-ten Spalte (bzw. nach der i-ten Zeile).

BEWEIS:  Der zweite Fall folgt aus dem ersten durch Ubergang zur transponierten
Matrix.
Sind ZL)I, e ,3n die Spalten von A, so gilt:
n
— — — — - = —
det(al, ceey an) = det(al, ey aj,l,Zaij €iy Qjy1y-- -, an)
i=1
i — — - = —
= Zaij det(al, ey A, €4y Qg .. &n)

=1
n

= > a;Aj
=1

= Z aij(—l)Hj det SZJ<A)
i=1

Die Vorzeichen sind wie bei einem Schachbrett verteilt:

+ - + -
-+ - +
+ -+ -
Beispiel :
o 1 2
det| 3 2 1 = 0-det 21 —1-det 31 + 2 - det 32
1 1 o0 1 0 1 0 1 1

= 0-(-1)—1-(-1)+2-(3—2) = 3.

Das war eine Entwicklung nach der ersten Zeile. Im allgemeinen wird man eine Zeile
oder Spalte suchen, in der moglichst viele Nullen zu finden sind.
Eine Anwendung der Determinantentheorie ergibt sich fiir die LGS:

1.4.12 Cramersche Regel.
Sei A= (dy,...,dy) € My, (K). Dann gilt:
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1. Ao 5:_1; st genau dann fir jedes ZE K" eindeutig ldsbar, wenn det(A) # 0 ist.

2. Sei det(A) # 0 und z= (w1, ...,m,)" der eindeutig bestimmte Lésungsvektor des
_>
LGS Ao T=p. Dann ist

T, = -det(gl,...,gi,l,z,gi 1,...,8n).
det(A) -
BEWEIS:
1) Es gilt:
Ao ?zb ist emdeutlg l6sbar <=
— Aoz=0 eindeutig 16sbar, und rg(A,b) = rg(A)
— rg(A) = rg(A b) =n
— 1g(4) =
<= det(A) ;é 0.

2) Ist 7 der Losungsvektor des LGS Ao fz_l;, so ist

— n —
b= Zl‘k Qg
k=1
Daraus folgt:
— - = —
det(ah y A1, b7al+17" 7an> =
n
— - = —
= det(ala ) Ai_1, 23716 A, ai+17 ) an)
k=1
- — - = —
- Zxkdet(ala y Ai—1, Ok, Qiq1, aan)

Beispiel :

. 2 -3 S (13 -
Sei A = ( 5 1 ) und p= <_7>. Dann gilt:

det(A) =2+ 15 = 17,

—13 -3 2  —13
det( 7 1 )-—13—21——34 und det<5 _7>_—14+65—51.

Das LGS Ao 2=} ist eindeutig 16sbar, und fiir den Losungsvektor 7= (zy,z5)"

gilt:
—34 o1
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Als weitere Anwendung ergibt sich eine Berechnungsmoglichkeit fiir die inverse Matrix:
1.4.13 Satz.  Sei A€ GL(n,K). Dann ist A=t = (y;;) gegeben durch
1
Vi = Jet(A)
Man beachte die Reihenfolge der Indizes!

< (=1)" det S;;(A).

BEWEIS:  Sei ﬁj:: (Y1), - -+, Ynj) | die j-te Spalte von A™'. Da Ao A™! = 1, ist, gilt:
Ao ﬁjza firj=1,...,n.

Aus der Cramerschen Regel folgt dann:

- = —
(& a

— -
Yij = det(aq,...,a;_1, €4, Qirq,...,0p)

Beispiel :

a b\ 1 (4 b
c d S ad—bc \ —¢ a )’

Schliefllich kann man auch den Rang einer Matrix mit Hilfe von Determinanten bestim-
men:

I.4.14 Satz. Sei A € M, ,(K) nicht die Null-Matriz. Dann ist rg(A) die grifite

natirliche Zahl r, zu der es eine r-reihige Unterdeterminante # 0 von A gibt.

BEWEIS:
1) Es gebe eine r-reihige Untermatrix A’ von A mit det(A’) # 0. Dann sind die Spalten von
A" und damit auch r Spalten von A linear unabhéngig. Also ist rg(A) > r. Das gilt auch fiir
das grofitmogliche r, zu dem noch eine nicht verschwindende r-reihige Unterdeterminante
existiert.

2) Sei k =rg(A). Dann gibt es k linear unabhéngige Spalten in A. Sie bilden eine Matrix
A" € M, ;(K), die ebenfalls den Rang k hat. Aber dann gibt es in A’ k linear unabhéngige
Zeilen. Die bilden eine k-reihige quadratische Untermatrix A” mit det(A”) # 0. Also ist

r > rg(A). ]

1 1 2
A=12 1 0|.
3 2 2

Es ist det(A) =24+0+8—-6—-0—4 =0, also rg(A) < 3. Links oben findet sich die
Unterdeterminante 1-1—2-1= —1 # 0. Also ist rg(A4) = 2.

Beispiele :

1. Wir betrachten
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2. Sei
J 0 2j
1 0 2
B = 0 J J S M473((C).
1 3 5

Man kann nachrechnen, dafl alle 3-reihigen Unterdeterminanten Null sind. Man
s — - =
kann aber auch leicht sehen, dafl B = (b1, b2, b3) mit 2- by + ba=b3 ist. Also ist

rg(B) < 3. Rechts unten findet sich die Unterdeterminante j -5 —3-j = 2j # 0.
Also ist rg(B) = 2.
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85 Skalarprodukte

Im Folgenden miissen wir zwischen R und C unterscheiden.

Definition.
Sind 7 und ¥ Vektoren im R", so wird das (Buklidische) Skalarprodukt = e y
definiert durch .
—
Zey: :Zﬂfiyz‘ =T1Y1 + T+ TplYn-

i=1

1.5.1 Satz. Fiir das Skalarprodukt gelten folgende Regeln:

1. Tey=yed. (Symmetrie)
— = = = = - =
2. (r4+Y)ez=x02+Yecz.

3. Ist A€ R, s0ist (A Z)e Y= \-(Z @ §) =2 o(\ V).

>~
S
S
v

0.

8l
°
8l

N
T

N
0 < 2=0.

BEwEIS: 1), 2) und 3) sind trivial

4) und 5): T er= T2+ -+22 ist natiirlich immer > 0, und = 0 kann nur herauskommen,
wenn xy = ... =z, = 0 ist. ]

Bemerkung: Die Abbildung R” x R” — R mit (v,w) —v e w ist multilinear. In
diesem Fall (bei zwei Argumenten) sagt man bilinear dazu. Die Eigenschaften 4) und 5)
fafit man unter der Bezeichnung Positive Definitheit zusammen.

Das Skalarprodukt ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform.

Definition.

Fiir 7€ R" ist die Buklidische Norm (oder Ldnge) gegeben durch

|7 =V7zex.

Fiir kleines n entspricht die Norm genau derjenigen Lénge, die sich aus dem Satz des
Pythagoras ergibt.

1.5.2 Satz. Fiir die Norm gelten folgende Regeln:

1. | v || =0 fiir alle Vektoren v.

—
(%

2. | V|| =0 < v=0.



85  Skalarprodukte 153

— —
I e vl =lef- V]

- = — —
4 lvew[<|u-|w]. .

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.
5. Es gilt die ,,Dretecksungleichung®:

— — — —
[0 +wl <[lv]+[w].

BEWEIS: 1) und 2) ergeben sich sofort aus den Eigenschaften des Skalarproduktes.
3) Esist |- 0| = /(- ¥) o (0 ¥) = /a2 - (Vo ¥) = [a| - V|
4) Quadriert bedeutet die Ungleichung:

(Bm) = (5)- ()

Aber das ist nichts anderes als die schon im 1. Kapitel bewiesene Schwarzsche Ungleichung.

Die zweite Aussage ergibt sich aus einer genauen Analyse des Beweises der Schwarzschen
Ungleichung, wir wollen hier nicht weiter darauf eingehen.

5) Dafl die Dreiecksungleichung aus der Schwarzschen Ungleichung folgt, haben wir schon
im Falle n = 3 bewiesen. Mit beliebigem n geht’s genauso. ]

Definition.

Die Vektoren v und w im R seien beide # 0. Dann wird der Winkel ¢ = 1(3, 17)))
definiert durch

UV ew
1. cos(p) = — —
o - [l
2.0<p<7
Definition.

Zwei Vektoren v und w im R" sind orthogonal zueinander (in Zeichen v _Lw), wenn
- = .
v o w= () ist.

. — — . = . . .
Sind v und w beide #0, so sind sie genau dann zueinander orthogonal, wenn

-
(%

L(0,w) =7 /2

ist. ,,Orthogonal“ bedeutet also ,,senkrecht®.

1.5.3 Satz des Pythagoras. Sind T und ?7 Vektoren mit T e 5: 0, so ist
= T2 =2 T2
e+ 9" =N=l"+1vI"

Der BEWEIS kann wortlich aus dem 1. Kapitel iibernommen werden.
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Definition.

Ein Orthogonalsystem im R" ist eine Menge {Ul, ceey ?n} von paarweise zueinander
%
orthogonalen Vektoren #(. (Es ist also Ui e 3]-: 0 fiir i # 7).

Ein Orthonormalsystem (kurz: ON-System) ist ein Orthogonalsystem, in dem die
- s . . — By .
Vektoren v; zusétzlich normiert sind (also || v; || = 1 fur alle 7).

Eine Orthonormalbasis (kurz: ON-Basis) ist eine Basis des R", die zugleich ein ON-
System ist.

Natiirlich kann man alle diese Begriffe auch in Untervektorraumen des R" definieren und
benutzen.

Man beachte: Ein System {v1,...,v,} von Vektoren des R" ist genau dann ein ON-
System, wenn gilt:

Uie = 0ij (Kronecker-Symbol) |, fiir alle , 5.
Beispiele :

1. {€1,...,¢€,} ist eine ON-Basis des R".

1 1
2. Die Vektoren a:= <1> und do:= ( 1) bilden ein Orthogonalsystem im R?, sie

sind aber nicht normiert.

- 1 /1 - 1 1
bii= — und poi= — bilden ein ON-System und natiirlich auch eine
! \/§<1> 2 ﬂ<—1> Y

ON-Basis, da det(zb 32) # 0 ist.
Dafl das ON-System im 2. Beispiel schon eine ON-Basis war, war kein Zufall:

1.5.4 Satz. Sei U C R"™ ein Untervektorraum der Dimension k. Dann ist jedes Or-
thogonalsystem mit k Elementen in U auch eine Basis von U.

BEWEIS:
Es sei ein solches Orthogonalsystem {81, e ,ak} gegeben. Nach Voraussetzung sind alle

k
31-7&6. Ist Z)\,- 81:6, so ist 0 :6 o a= )\ - Hzl ||2, also \; = 0 firl = 1,... k.
i=1
Damit sind die Vektoren linear unabhéngig, und da ihre Anzahl mit der Dimension von
U iibereinstimmt, miissen sie eine Basis von U bilden. ]

Die Uberpriifung, ob ein System von Vektoren eine Basis bildet, ist in solchen Féllen
sehr einfach geworden. Besonders bequem ist auch die Ermittlung der Koordinaten eines
Vektors beziiglich einer ON-Basis:

1.5.5 Satz. Sei U C R ein Untervektorraum, {dy,..., dy} eine ON-Basis von U.
Ist 7€ U ein beliebiger Vektor, so findet man die Koeffizienten x; in der Darstellung

=

—
T

Il
&

durch die Formel T —Z e




85  Skalarprodukte 155

Der BEWEIS ist trivial, die Aussage sehr niitzlich. Man sollte sie sich unbedingt merken,
weil spéter etwas dhnliches im Zusammenhang mit orthogonalen Funktionensystemen
(z.B. bei Fourierreihen) vorkommt.

Im R"™ kennen wir schon ein Beispiel fiir eine ON-Basis. Bei einem beliebigen Unterraum
des R" stellt sich zunéchst die Frage, ob es dort iiberhaupt ON-Basen gibt. Dafl das in
der Tat der Fall ist, zeigt der folgende Satz:

1.5.6 Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren.
Sei U C R" ein k-dimensionaler Untervektorraum und {?1, N ?k} eine Basis von U.

Dann gibt es ein ON-System {31, ey Bk} U, so daf$ gilt:

— — — — .
<Ay, Q>=<Tq,...,x;> firl=1,..., k.

BEwEIS:  Wir konstruieren die 31» aus den ?l und benutzen dabei vollstéandige Induk-
tion:
1

=
2

Sei ay:= . 7, Dann ist | a, || =1 und <dy>=<T>.

. o — — . . .
Nun nehmen wir an, wir hitten aq,..., a; schon mit den gewiinschten Eigenschaften

konstruiert. Dann sei
!
- — — - =
bir1: =141 — E (T141 @ a;) a; .
i=1

Nun gilt:
- — —
1. hie<xy, ..., 21>,
— - = . . ..
2. ay,...,ay by sind linear unabhéngig.
. . - = — — —
3. Firj=1,...,0l ist byp1 @ a;=2; ;0 a; — ;1 @ a;=0.
. — - = . .
Also bilden aq, ..., a;, b;11 ein Orthogonalsystem mit
— - = — —
<A1y, QL bp1>=<Ty,...,Ti41>.
. o1 .= 1 -
Schlieflich setzen wir a; 1:= ———- bh41. []

[nEsy

1.5.7 Folgerung. Jeder Untervektorraum des R"™ besitzt eine ON-Basis.

Bewers:  Klar! []
Beispiel :
1 0
Die Vektoren ?1: 1 | und ?2: 1 | bilden eine Basis des Untervektorraumes
0 0
U:={ze R®| 23 = 0}. Das Schmidt’sche Verfahren liefert:
1
81 = 1 1

V2o
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—1/9
- — — -\ =
by = Ty —(Tyeay) a;= 1/2
0
- 1
Dann ist || ba|| = und wir setzen

el
no
|
N
Sal
Do
Il
\H
~
|
[u—
~

Definition.

Ist U C R" ein Untervektorraum, so heif3t
Ut :={xcR"|xeu=0firalleuc U}

das orthogonale Komplement von U.

1.5.8 Satz. U+t ist ein Untervektorraum.

BEWEIs: 1) Offensichtlich ist 0 € U,
2) Sind x,y € UL, soist (x +y)eu=xeu+yeu=0firaleuecU,alsox+y € U™,

3)Istxe Ut und A €R, soist (A\-x)eu=\-(xeu)=0 fiiralleu € U,
also A -x € U™. ]

1.5.9 Satz. Sei U C R" ein Untervektorraum. Dann gilt:

1. dim(U) + dim(U*+) = n.

2. Jeder Vektor x € R" kann eindeutig zerlegt werden:

x=u+v, mitueU undv € Ut.

3. Esist UNU* = {0}.
Bewels: 1) Wir wihlen eine ON-Basis {aj,...,a;} von U.
Dann definieren wir eine lineare Abbildung F : R” — R* durch

F(x):=(xeaj,...,xeay).

Dann ist F(a;) = e; der i-te Einheitsvektor, i = 1,... k. Also ist F' surjektiv.

Weiter ist  F(x) =0 <= xeu=0firalleueU
— xeUt,

also U+ = Ker (F). Nach der Dimensionsformel ist

dim(U) + dim(U™+) = &k + dim(Ker (F)) = dim(Im (F)) 4 dim(Ker (F)) = n.
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2) Es gibt eine ON-Basis {aj;1,...,a,} von U*. Da definitionsgemifl a; e a; = 0 fiir
t1=1,....,kund j =k +1,...,n ist, bildet

{ala"'yak’aak-‘rl?"'van}

eine ON-Basis des ganzen R".

Ist x € R" beliebig vorgegeben, so ist x = Z Ava, = U+ Vv mit

v=1
k n
u .= Z/\laz und vV = Z /\jaj.
i=1 j=k+1
Das ist die gewiinschte Zerlegung. Die Eindeutigkeit folgt aus (3).

3) Ist speziell x = u+ v € U so wie in (2) zerlegt, so ist x = u, also v = 0 (wegen der
Eindeutigkeit der Darstellung von x beziiglich einer Basis). Ist zusitzlich x € U™, so ist
x = v = 0. Damit haben wir (3) gezeigt. Und zusétzlich bekommen wir die Eindeutigkeit
der Zerlegung;:

Sind durch x = u+v = u’ + v’ zwei Zerlegungen gegeben, soist u—u’' =v' —v e UNU’,
also = 0. Aber das bedeutet, dafl u = u’ und v = v’ ist. []

1.5.10 Folgerung. Ist U C R" ein Untervektorraum, so ist U+ = U.

BEWEIS: Ist x € U, so ist x e v = 0 fiir alle v € U~L. Daher ist U C Ut+. Wegen der
Dimensionsformel ist

dim(U*+) = n — dim(U*) = n — (n — dim(U)) = dim(U).
Also mul U+t = U sein. ]

Von unseren rechtwinkligen Koordinatensystemen her kennen wir ,,orthogonale Projek-
tionen“. Das soll nun verallgemeinert werden. Ist U C R" ein Untervektorraum, so kann
man eine Abbildung von R™ auf U wie folgt definieren:

Da jeder Vektor x € R" eine eindeutige Zerlegung x = u+v mit u € U und v € U+
besitzt, kann man
pry :R" = U

definieren durch
u-+ve— u.

Diese Abbildung ist verniinftig definiert und - wie man leicht nachrechnen kann - auch
linear. Wir nennen pry; die orthogonale Projektion auf U. Sie hat folgende Eigenschaften:

1. pry o pry(x) = pry(x) fir alle x € R™.
2. Ker (pry) = U*.
3. pry : R" — U ist surjektiv.

4. ||lx —pry(x) || <||x —ul fir alle u € U.
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Zum BEWEIS:
1) Ist x =u + v, so ist pry(x) = u=u-+ 0, und daher

pry o pry(x) = pry(u) = u = pry(x).

2) Esist pry(u+v) =0 < u=0 < u+v=veU.

3) ist klar.

4) Sei X = ug + vo mit ug € U und vy € UL. Dann ist pry(x) = ug, und fiir u € U ist
(x —ug) ® (up —u) = vp e (ug — u) = 0. Daraus folgt:

Ix—ul® = |l (x—wuo) + (uo—w)|

2 2
= [[x—u||”+[ug—ul|
> [x—u

Die orthogonale Projektion von x auf U ist also derjenige Vektor u € U, der von x den
kleinsten Abstand hat, der also x am besten approximiert.

Die Berechnung der orthogonalen Projektion eines Vektors ist recht einfach:

Wir wihlen eine ON-Basis {aj,...,a;} von U und ergénzen sie wie oben zu einer ON-
Basis {ay,...,a,} des ganzen R". Dann gibt es eine Darstellung

n
X = Z)\Z-ai, mit )\z =Xe®a;.
i=1

Offensichtlich ist

k
pry(x) = Z(x ®a,;)a,,
i=1
und dafiir braucht man die zusétzlichen Basisvektoren a1, ..., a, gar nicht zu kennen!

Wir wenden uns jetzt den komplexen Vektorrdumen zu:

Zunéchst stellen wir fest, dal R™ x R" folgendermaflen zu einem reellen Vektorraum
gemacht werden kann:

el

N —
+c,b+d),
%
a

).

(@,5) +(
A (

) =
) =

)

2l ol
>l
>
>
-] <!

Y Y
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Natiirlich ist dieser Vektorraum isomorph zu R?", ein Isomorphismus ist etwa durch
_)
- — a
@i (3

gegeben.
Als néchstes definieren wir einen reellen Isomorphismus

— .

$:C" > R" xR”, durch 2=1 +j Y (2, ?)

Man sollte sich das so vorstellen, dal beim Ubergang von links nach rechts einfach die
,komplexe Struktur® vergessen wird. Da sie in der umgekehrten Richtung aber leicht wie-
der rekonstruiert werden kann, lassen sich alle Eigentiimlichkeiten der komplexen Struktur
des C" auch im R" x R" wiederfinden.

Multiplizieren wir etwa links den komplexen Vektor 2= + J ?7 mit j, so miissen wir auf
— —

der rechten Seite (7, %) durch (— ¥, ) ersetzen. Das liefert dort einen Isomorphismus

J:R" xR" — R" x R".

Der Betrag einer komplexen Zahl A = o + j/ ist bekanntlich die Zahl

A= VA3 = a2 £ 2.

Das motiviert die folgende Definition:

Definition.

1. Sind Z und w Vektoren im C", so wird das Hermitesche Skalarprodukt
- —
< z,w> definiert durch

— — n _ _ _
<Z,W> =Y 2 = AWy + -+ + 2y Wh
=1

2. Fiir z€ C" ist die Norm definiert durch

== V<

1.5.11 Satz. Fiir das Hermitesche Skalarprodukt gelten folgende Regeln:

— - =
1,w> + <22,w>.

— — — _ — —
LW> und <2, w>= @ <z,w>.
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BEWEIS: 1) wizy + -+ Wpzy = 2101 + -+ - + 2,Wh,.
Die Punkte 2) bis 5) werden wie beim reellen Skalarprodukt bewiesen. Speziell ist
— — _ _ 2 2
<z, Z2>=zmZ1+ -+ zZn =l + 4|z
L
Ist z=2 + j ? und w=u + j U, so kann man auch die Real- und Imaginérteile 2, 5, U, v
als Elemente von C" auffassen. Dann gilt:
— . T = .
<z, W> = <I+jY,u-+ju>
— = . - — . — — - —
<r,u>+) <Y, u>-—-31<zr,v>+<Y,v>

- = =

- = - = .=
= zeu+Yeuv+j(Yyeu—zev)

also

Re <z,w>=Re (7)o Re (w) +Im (2) e Im (w) = &(

Offensichtlich ist die Norm eines Vektors z im C"

.
1Z 1=l + -+ |zl?

nichts anderes als die euklidische Norm des entsprechenden Vektors @(2) im R" x R" =
R?". Daher gelten auch die gleichen Regeln wie im Reellen. Sogar die Schwarzsche Un-
gleichung 148t sich iibertragen (was nicht ganz so selbstversténdlich ist):

| <Zws P<[|ZIP wl?
Beim Skalarprodukt und bei der Orthogonalitét ist die Situation etwas komplizierter, die

Anschaulichkeit aus dem Reellen geht etwas verloren. Es gilt:

1.5.12 Satz.

<Zw>=0 < O(2) L ow) und O(j 2) L d(w).

BEweEIls:  Wir haben oben gesehen:

—

<Zw> = O(2)edw)+j- (—J(D())) e B(w)
= B(2)ed(w)—j - B(j 2)eB(w).

Daraus folgt sofort der Satz. ]

Orthogonal- und Orthonormalsysteme werden im Komplexen genauso wie im Reellen
behandelt. Das Orthogonalisierungsverfahren 148t sich ebenfalls iibertragen, und auch
der Satz iiber das orthogonale Komplement.

Als néchstes wollen wir uns (fir £ = R und K = C) mit dem Problem befassen, welche
linearen Abbildungen Orthonormalbasen in Orthonormalbasen abbilden. Wir beginnen
wieder mit dem reellen Fall:
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Definition.

Eine lineare Abbildung F': R" — R" heifit eine Isometrie, falls gilt:

1. F ist surjektiv.
2. | F(@) || = | 7| fir alle 7€ R™.

1.5.13 Satz. Ist F': R" — R" eine Isometrie, so ist F' ein Isomorphismus und
—

F(Z)e F(?) —Tey fiir alle @, yeR".
BEWEIS:
1) Eine surjektive lineare Abbildung F': R" — R" ist automatisch ein Isomorphismus.

—

2) Esist | F(Z)— F(¥) |*= | F(Z — ¥)|* = | 7 — ¥ |* Weiter gilt:

17 -9)° = (F-¥)e(@—7)
— — — — — —
= zer+Yey —-2xeY
1Z1P+ 1Y) -27 e,
also 7o Y=o (| =y "= [z|" =¥
Damit folgt die zweite Behauptung. ]

Eine Isometrie ist also nicht nur ldngentreu, sondern sie respektiert auch das Skalarpro-
dukt und ist daher winkeltreu.

1.5.14 Satz. Sei A€ M, ,(R), F=F4:R" — R". F ist genau dann eine Isometrie,
wenn ATo A= 1 ist.

— T =
BEwWEIS:  Wir benutzen, dafl Zey=1 o ist.

Nun ist die lineare Abbildung F4 genau dann eine Isometrie, wenn rg(A) = n ist, und

—T

E)T 0A" o Ao 372 (Ao ?)T o (Ao 5) = FA(z)T o FA(?_j) =T o ZU
fiir alle ?, ?
Ist B = (b;;) eine beliebige Matrix in M, ,(R), so ist E:T oBo gj: b;;, fur alle i, 5.

Aus dem obigen Kriterium folgt, dafl

T = =T T —
0;j =€; o ej=¢; o(A oA)oe;

ist, also AToA=1.
Sei umgekehrt AT o A = 1. Dann ist
1=det(1)=det(AT 0 A) = det(A)?,

also det(A) # 0 und damit rg(A) = n. Insbesondere ist A dann invertierbar und A=! =
AT. Und natiirlich ist dann

— T =

(Ao )" o (Ao 37) =r oy.
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Definition.

A € M, ,(R) heiBt eine orthogonale Matriz, falls AT o A = 1 ist.

1.5.15 Satz. Folgende Aussagen tiber eine Matriz A € M, ,,(R) sind dquivalent:
1. A ist orthogonal.
2. Die Spalten von A bilden ein ON-System.
3. Die Zeilen von A bilden ein ON-System.
4. Fy4 bildet ON-Basen auf ON-Basen ab.

5. Iy 1st eine Isometrie.

BEWEIS: . IR
5) = 4): Ist F4 Isometrie, so ist F4 ein Isomorphismus und Fy(z) e F4(Y) =z o ¥ fiir

alle ?, ﬁe R". Dann ist aber klar, da} F4 ON-Basen auf ON-Basen abbildet.

4) = 2): F4 bilde ON-Basen auf ON-Basen ab. Da die Standardbasis eine ON-Basis ist
und F A(a) = Ao ¢; die i-te Spalte von A ergibt, bilden die Spalten von A eine ON-Basis.

2) = 1): Ist A = (ay,...,dy,), so sind die Eintriige in AT o A gerade die Produkte
4>

T = =
a;, o aj=a; e a

AToA=1.

also = 9;;, wenn die Spalten von A ein ON-System bilden. Dann ist

VB ¥R

1) = 5): Das haben wir schon gezeigt!

Es fehlt noch die Aquivalenz von 2) und 3): Aber die Gleichungen AT 0 A = 1 und
Ao AT = 1 sind gleichwertig, beide haben zur Folge, daB A invertierbar und A=! = AT
ist, daf3 also jeweils auch die andere Gleichung gilt. ]

1.5.16 Satz.  Ist A orthogonal, so ist |det(A)| = 1.

BEWEIS:  Wir haben oben schon gesehen, daf det(A)? =1 ist. []

Im Falle n = 2 wollen wir alle orthogonalen Matrizen bestimmen:

Sei also A = ( @
c

miissen, ist

2 ) orthogonal. Da dann die Spaltenvektoren ein ON-System bilden

ac+E=0+d*=1.
AuBerdem ist € := ad — bc = det(A) = +1. Wir miissen also zwei Félle unterscheiden:

1) Ist e = +1, so ist

(a—d?+(b+c)? = a®+ b+ +d* +2(be— ad)
= 1+1-2-1=0,

also a=d und b= —c.
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Wegen a® + ¢® = 1 gibt es ein ¢ € [0,27), so daB a = cos(¢) und ¢ = sin(ip) ist. Damit ist
_ _ [ cos(p)  —sin(p)
A= R(p) = ( sin(¢y) cos(¢y)

eine Drehmatriz zum Winkel ¢.

R(y) bildet z.B. <(1)> auf <COS(¢)> ab.

sin(p)

(1) _01 > orthogonal, und die neue Matrix besitzt die

Determinante +1. Also gibt es ein ¢, so dafl

A:R(@o@ _01)_1:<COS(<P) sinw)

sin(p)  — cos(p)

2) Ist ¢ = —1, so ist auch Ao

ist. Wir betrachten hier zunéchst einmal den Spezialfall ¢ = 0. Dann ist A = < L 0 )

und Ao (x) = ( o ) Das ist eine Spiegelung an der x—Achse.
) -y
Ist ¢ beliebig, so gilt:

[estz) s ) (10 )O cos(5)  sin()
sin(£)  cos(%) 0 -1 —sin()  cos(%)
) cos(2)  —sin(%) ) cos( %) sm<§>)
sin(g) cos(%) sm(g) —Cos(g)
[ e si’(G) 2sin(D) eos()
2sin(7) cos(9)  —cos’({) +sin’(7)
[ eosle)  sinfy) ) |

Das zeigt, daB F4 in diesem Fall die Spiegelung an derjenigen Geraden ist, die mit der
positiven x—Achse den Winkel £ einschlief3t.

Wir benutzen die Ergebnisse in der Dimension 2 als Motivation fiir die folgende allgemei-
nere Definition:
Definition.

Eine orthogonale Matrix A € M, ,,(R) heiit Drehung, falls det(A) = 1 ist, und
Drehspiegelung, falls det(A) = —1 ist.
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Man kann zeigen, dafl eine Drehspiegelung immer als Verkniipfung einer Drehung mit
einer Spiegelung an einer Hyperebene® geschrieben werden kann.

Im Komplexen sehen die Isometrien etwas anders aus:
— — -T =,
Da <z, w>=z ow ist, folgt:

1.5.17 Satz. Sei A e M, ,(C), F=F4:C"— C". F ist genau dann eine Isometrie
(beziiglich des hermiteschen Skalarproduktes), wenn AT o A = 1 ist.

Die Bedingung ist dquivalent zu der Bedingung Aloa=1.

Definition.

A € M, »,(C) heift eine unitire Matriz, falls A'oA=1 ist.

Die dquivalenten Bedingungen fiir die Orthogonalitéit einer Matrix lassen sich sinngeméaf
auf die unitdren Matrizen iibertragen. Weiter folgt:

A unitir = |det(A4)]> = 1.

Aber VORSICHT! Eine komplexe Zahl vom Betrag 1 hat die Gestalt ed’. Daher kann
man die Unterscheidung zwischen Drehungen und Drehspiegelungen nicht auf unitére
Matrizen iibertragen!

Um die Notationen zu vereinfachen, setzt man gelegentlich auch

o AT falls A reell,
T A falls A komplex.

Man nennt A* die zu A konjugierte Matrix.

A ist also orthogonal (im reellen Fall) bzw. unitéir (im komplexen Fall), wenn A*A = 1
ist.

Ist {31, e ’Z{n} eine Basis des R" bzw. C", so kann man aus den Skalarprodukten der
Basisvektoren eine Matrix H := (h;;) aus M, ,(R) bzw. M, ,(C) bilden, durch

—
a .

—
’L7a

hij =< i furz,jzl,,n

Offensichtlich ist A* = A.

Definition.

Eine Matrix A mit A* = A heifit symmetrisch (im reellen Fall) bzw. hermitesch (im
komplexen Fall).

Den symmetrischen oder hermiteschen Matrizen entsprechen spezielle lineare Abbildun-
gen:

8Eine Hyperebene im R" ist ein (n-1)-dimensionaler Untervektorraum.
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Definition.

Eine lineare Abbildung f : C" — C" mit < f(?),@> =<7, f(fu) > fiir alle 2, we
C" heif3t selbstadjungiert.

(Im Reellen wird , selbstadjungiert vollig analog definiert, aber natiirlich mit Hilfe
des Euklidischen Skalarproduktes!)

1.5.18 Satz.

1. Eine Matriz A € M, ,(R) ist genau dann symmetrisch, wenn Fy : R" — R" selbst-
adjungiert ist.

2. Eine Matriz A € M, ,,(C) ist genau dann hermitesch, wenn F4 : C* — C" selbst-

adjungiert ist.

BEwEIs:  Wir betrachten nur den komplexen Fall, der Reelle ist darin enthalten.

. - = — — . - = — .
Es ist genau dann < Ao z,w> =<2z, Ao w> fiir alle 2, w, wenn AT = A ist. []
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§6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition.

Sei V' ein K-Vektorraum, F': V' — V linear.
Ein Vektor x € V' heifit Figenvektor von F', falls gilt:

1. x ist nicht der Nullvektor.
2. Es gibt ein A € K, so dafl F(x) = X - x ist.

Der Skalar A heifit Eigenwert von F' zum Eigenvektor x.

Ist A € M, ,(K) eine quadratische Matrix, so versteht man unter einem Eigenvektor
bzw. Eigenwert von A einen Eigenvektor bzw. Eigenwert von F, : K" — K.

Beispiel :

: 1 2 — 2 :
Sei A = ( 3 9 ) und := (3) Dann ist

o T <1~1—|—2~3> _ (8) _4. <2>
3-2+2-3 12 3
Also ist 4 ein Eigenwert von A zum Eigenvektor 7z
1.6.1 Satz. Sei V' ein K-Vektorraum, F :'V — V linear und A € K. Dann ist
EN) ={xeV]|F(kx) =X x}

ein Untervektorraum von V.

BEWEIS:
1) Offensichtlich liegt 0 in E(\). Man beachte allerdings, dafi 0 kein Eigenvektor ist!
2) Ist x € E(\), also F'(x) = A - x, so ist auch

F(ax) = a- F(x) = a(Ax) = AMax),
also ax € E(\).
3) Sind x,y € E(\), so ist F'(x) = Ax und F(y) = Ay. Also ist

Fx+y)=Fx)+Fly)=A-x+XA-y=X(x+Yy),
also x +y € E(\). []

Definition.

Ist F': V — V linear, A € K, so heifit E(\) der Eigenraum von F zu .

Bemerkung: Die Menge E()\) \ {0} besteht aus Eigenvektoren zum Eigenwert A. Im
allgemeinen wird sie natiirlich leer sein.
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Wozu sind Eigenvektoren gut?

Definition.

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung F': V — V
heiflt diagonalisierbar, wenn es eine Basis {by,...,b,} von V gibt, bzgl. der F' durch
eine Diagonalmatrix beschrieben wird.

Eine Matrix A € M, ,(K) heifit diagonalisierbar, wenn Fy : K" — K™ diagonali-
sierbar ist.

Die Matrix D = (d;;), die F' bzgl. der Basis {by,...,b,} beschreibt, gewinnt man be-
kanntlich aus der Gleichung

n

F(b]):ZdUbl, ]:1,,TL

=1

D ist genau dann eine Diagonalmatrix, wenn d;; = 0 fiir ¢ # j ist, also F(b;) = d;;b;
fir j = 1,...,n. Eine solche Matrix D kann man genau dann finden, wenn V' eine Basis
besitzt, die nur aus Eigenvektoren besteht.

Nun sei speziell F' = Fy : K" — K", mit A € M,, ,(K).
Beziiglich der Basis {31, ce Zn} werde F' durch die Matrix D beschrieben. Fassen wir die

Basisvektoren zu der reguldren Matrix B := (_b>1, . ,Zn) zusammen, so ist bekanntlich
D=B'oAoB (vgl §3).

Damit haben wir:

1.6.2 Satz. Folgende Aussagen tiber eine Matriz A € M, ,(K) sind dquivalent:
1. A ist diagonalisierbar.
2. Im K™ gibt es eine Basis von Eigenvektoren von A.

3. Es gibt eine Diagonalmatriz D und eine requlire Matrix B, so dafs
D=B1'0AoB

18t.

Wie findet man Eigenvektoren zu einer Matrix A 7

Es ist einfacher, mit den Eigenwerten zu beginnen. Sei A ein Eigenwert von A. Das be-
deutet:

3 V40 mit Ao o=\ v
- =

= 3 U£0 mit Ao ¥ —\ V=0
— 337&6 mit(A—)\-l)o?:a>
e Ker(A—X 1)#£{0}
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— 1g(A-X-1)<n
— det(A—X-1)=0
a; — A 12 Q1n
21 gy — A - -- Q2n,
S =0
an1 An?2 ann_)\

Wie sieht diese Determinante aus? Es ist

det(A -\ 1 ) = Z Sgn(0)50(1),1 et aU(n),n

oESy
o~ Q5 furz;«éj
<mlta”'_{(l“’—/\ fUI‘Z:j )
= (a1 —A) ... (@py — A) + Terme,

bei denen M in hochstens n — 2 Faktoren vorkommt

= (=1)"N"+ (=1)" 'O _ai)A""" + Polynom in A vom Grad <n — 2.

=1

Definition.

pa(x) = det(A — - 1) heiBt charakteristisches Polynom von A.

pa(z) =co+c1w+ -+ + 12" + 2™ ist ein Polynom vom Grad n iiber K, mit
Cp = (_1)11’
o1 = (=1)" D ay,
i=1

co = det(A).

Die Zahl Spur(A) := ) ay; heift die Spur von A. DaBl ¢y = det(A) ist, stellt man bei
i=1
genauem Hinsehen fest:

Es ist namlich

Ag(1)1 " -+ Qo(n)n = Qo(1),1 * - - - * Go(n),n + Terme, die A enthalten.

Das Entscheidende ist nun:
Die Figenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms pa(x).

Das liefert eine praktische Berechnungsmoglichkeit.
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Beispiele :

1. Wir betrachten noch einmal die Matrix A = ( é ; ) Es gilt:

1— A 2
det( 5 2_)\>—(1—)\)(2—)\)—6—)\2—3>\—4.

Also ist

3+v9+16
paN) =0 < A:+:{ 4

2 -1

Den einen dieser beiden Eigenwerte hatten wir schon kennengelernt. Nun suchen

wir die zugehorigen Eigenvektoren. Dazu mufl man bei gegebenem A\ die Gleichung
— =

Ao x= \- 7 losen:

1
A=—1: ( § ; ) o (2) = (8) hat z.B. a1:= (_1> als Losung.
. —3 2 T . 0 - 2 .
A=4: ( 3 9 > o <x2> = <0> hat aq:= (3) als Losung.

d; und a5 sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten —1 bzw. 4. Da det ( _1 1 g ) =

5 # 0 ist, bilden sie auch eine Basis.

—1

rreren (1 T3 2)o(4 3)
-5 (0 )
(7 8)- (08

Es kommt eine Diagonalmatrix heraus, und die Eintrédge darin sind gerade die Eigen-
werte. Ob das Zufall ist oder ob es genau so sein muf}, werden wir spéter untersuchen.

w

1 _
WirsetzenB:( 1 2>.DannlstB L= (3 2)und

cosp —sing
sin @ cos

2. R(yp) sei die Drehmatrix R(yp) := ( > Dann ist

oy _ Ccos Y — A —sing
det(R(¢) —A- 1) = det( o COW_A>

(cos — \)* +sin? p
= A —2\cosp+ 1.

Dieser Ausdruck wird genau dann Null, wenn

- (2cosp £ \/4cos? p — 4) = cos p & \/ —sin? .

A=

[\D\»—t
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Das ist nur moglich, wenn ¢ = 0, 7, 27 ist, also sin ¢ = 0. Das bedeutet, dal unter
allen Drehmatrizen nur die speziellen Matrizen

1 0 —1 0
(0 1)21 und (O _1>:—1

Eigenwerte besitzen (und zwar A = 1 bzw. A = —1). Andere Drehungen besitzen
keinen Eigenwert und daher auch keinen Eigenvektor.

Spafleshalber kann man ja einmal nach komplezen Eigenwerten suchen. Auf Grund
der obigen Berechnung ist sofort klar, dafi \; » = e3¢ komplexe Eigenwerte sind.

Die Gleichung fiir einen Eigenvektor <Z> € C? zum Eigenwert \; = e lautet:
w

—jsing  —singp NEAN 0
sin —jsingp w)  \0J)

1 1
Man sieht, daf3 ( ) eine Losung ist. Genauso ist () ein Eigenvektor zum Eigen-
—J J

. 1 1

wert Ao = e ¥, Offensichtlich sind <> und ( ) linear unabhéngig (auch iiber
J —J

C), es gibt also eine Basis von Eigenvektoren. Man sieht, dal eine Matrix iiber R

nicht diagonalisierbar, aber iiber C diagonalisierbar sein kann.

1.6.3 Satz. Sind ?1, cee UkE K™ Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten Ay, ..., A\, der Matriv A € M, ,(K), so sind sie linear unabhdngig.

BEWEIS:  Dies ist Gelegenheit fiir einen Induktionsbeweis. Wir fithren Induktion nach
der Anzahl k.

k=1: FEin einzelner Eigenvektor v, ist immer linear unabhingig, weil er ja 3&6 ist.

k—1—k: Esseien Eigenvektoren 5}1, cee ?k zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
Ay Ay gegeben. Wir nehmen an, sie wéren linear abhéngig, und versuchen, daraus
einen Widerspruch zu konstruieren:

Nach Induktionsvoraussetzung sind ?1, cee V)1 linear unabhéngig. Wenn sie durch Hin-
zunahme von vy linear abhéngig werden, mufl es Koeffizienten a; € K geben, so da8
gilt:

k—1
— —
V= ZO&j vj.
J=1

Daraus folgt:

0=(A-N1)ow, = (A—Akl)olfaﬁj

=1
ﬁ

k—1
= ZO&j'(A—Ak].)O ’Uj
7=1

—

k—1
= ZOéj(/\J—)\k) Uj.
j=1
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Da die A; # Aj sind, also A\; — A\, # 0 fiir j = 1,...,k — 1, und da 31,...,3k_1 linear
unabhéngig sind, mufl a; = ... = a;_; = 0 sein. Aber dann ist 7/&:6, und das kann bei
einem Eigenvektor nicht sein. WS! []

1.6.4 Folgerung.
Hat A € M, ,(K) n verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar.

Eine besondere Rolle spielt der Eigenwert 0 :
1.6.5 Satz.

Ae M, ,(K) ist genau dann reguldr, wenn 0 kein Eigenwert von A ist.

BEWEIS:  Das charakteristische Polynom hat die Gestalt

Daher ist p4(0) = ¢y = det(A), und es gilt:

A regulir <= det(A)#0
< pa(0) #0
<= 0 kein Eigenwert.

]

Das charakteristische Polynom p4 einer Matrix A € M, ,,(K) hingt in Wirklichkeit nur
von der linearen Abbildung F' = F4 ab, ganz egal, beziiglich welcher Basis man F' be-
schreibt:

1.6.6 Satz. Ist B invertierbar, so ist

pe-148(x) = pa(z) fir alle z € R.

BEWEIS: Es ist

pp-1ap(z) = det(B'AB -z 1 )
det(B~'AB — B '(z1)B)
det(B~'o(A—xz1)0B)
(det B) "' det(A — 2 1 )det B
= det(A—z1) = pa().

1.6.7 Satz. Besitzt A € M, ,,(K) n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist
dim(Ker (Fy)) <1, also rg(A) > n — 1.

BEwWEIS:  Sind Aq,..., \, die n verschiedenen Eigenwerte von A, so gibt es eine inver-
tierbare Matrix B, so dafl D := B~! o A o B eine Diagonalmatrix mit den \; auf der
Diagonalen ist. Aber dann ist

pa(r) = pp-1ap(z) = ()" - (x = X)) - ...- (x = \p).
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Da hochstens ein Eigenwert = 0 sein kann, ist rg(A) = rg(D) > n — 1, und daher auch
dim(Ker (Fy)) < 1. ]

Leider kann man nicht immer erwarten, dal das charakteristische Polynom in lauter
verschiedene Linearfaktoren zerfillt. Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel:

Beispiel :
6 4 4
SeiA:=| -1 0 —1 |.Dann gilt:
-2 0 0

6-X 4 4
det(A—X1) = det| -1 X -1
—2 0 =X
= (6=MNN+8+4-0—8\—0—4)
= X +6X7— 12\ +38
(2—N)3
Also ist A = 2 die einzige Nullstelle von pa(x). Sie hat die Vielfachheit 3. Mehr

Nullstellen kann es aus Gradgriinden selbst im Komplexen nicht geben. Wie steht
es nun mit den Eigenvektoren? Die zugehorige Gleichung hat die Form

4 4 4 T 0
—1 —2 -1 o} ) = 0
-2 0 -2 T3 0
Wir verwenden das schematisch Verfahren zum Losen von Linearen Gleichungssy-
stemen:
4 4 410
-1 -2 —-1/0
-2 0 =210 (+(—2)x (2. Zeile) )
4 4 410
-1 =2 =10 (4+3x(1. Zeile) )
0 4 010
4 4 410
0 -1 010
0 4 010 (+4x (2. Zeile) )
4 4 410
0 -1 00
0 0 0|0

Das resultierende Gleichungssystem

{L’1+CL’2+ZE3 = 0,
Ty = 0

liefert als Losungsraum den Eigenraum

E@2)={a-| 0 ||aeR}
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Der ist nur 1-dimensional.

Definition.

Sei A € K ein Eigenwert der Matrix A € M,, ,,(K).

a(A) = Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms p4(x)
heifit algebraische Vielfachheit von .

g(A) == dimg(E (X)) heiBt geometrische Vielfachheit von .

Das Verhalten im vorigen Beispiel war kein Zufall:

1.6.8 Satz. Ist A Figenwert von A € M, ,(K), so ist

1<g(N) <a()) <n.

Bevor wir diesen Satz beweisen kénnen, miissen wir noch ein anderes Ergebnis nachtragen,
den ,, Basisergdnzungssatz*:

1.6.9 Satz.  Sei V C K" ein Untervektorraum, d := dimg (V') und {ay,...,a;} ein
System linear unabhingiger Vektoren von V. Dann kann dieses System zu einer Basis
{ai,...,ak, 4511, ...,24} erginzt werden.

BEwEIs:  Ist k < d, so gibt es einen Vektor ay,; € V, so dal ay,...,ag, a1 linear
unabhéngig sind, denn andernfalls wéire < ay,...,ap >=1V.

Mit dem um einen Vektor erweiterten System fahrt man fort. Da es in V' hochstens d
linear unabhéingige Elemente geben kann, bricht das Verfahren bei d Vektoren ab. Dann
hat man das Ausgangssystem zu einer Basis ergéinzt. []

Nun koénnen wir uns dem Vergleich der algebraischen und geometrischen Vielfachheit
widmen:

BEWEIS:  Sei k := g(\).

Dann gibt es eine Basis {5)1, N Uk} von E()\). Wir ergénzen diese Basis zu einer Basis
{?1, . Un} des ganzen K™. Dann ist B := (?1, o ?n) eine regulare Matrix, und es
gilt:
B l'ocAoB = B_lo(Ao(31,...,3k),Ao(3k+1,...,3n))
= B loAUy,..., AUk, Ao (Usr,..., Uy))
= (A\-B7lo(Uy,...,U5), B o Ao (Vksr,. .., Un))
Ao 0
: X
0 -~ A
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mit irgendwelchen Matrizen X € My, (K) und Y € M, (K). Daraus folgt:

pA($) = pB—lAB(SU)
A—zx .- 0

= det

0 Yy —z1

= A—2)f-det(Y —z- 1).

Also ist A eine Nullstelle von mindestens k-ter Ordnung, es ist a(\) > g(\).

Da p,(x) hochstens n Nullstellen haben kann, ist a(A) < n, und da A nur dann Eigenwert
ist, wenn es dazu mindestens einen Eigenvektor gibt, ist g(\) > 1. []

1.6.10 Folgerung. Sei A€ M, ,(K). A ist genau dann diagonalisierbar, wenn gilt:
1. pa(x) zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren.

2. Fiir jeden Figenwert X ist a(\) = g(\).

BEwEIs: 1) Ist A diagonalisierbar, so gibt es eine Basis {01, ..., U, } von Eigenvektoren.
Wir kénnen die Basisvektoren so anordnen, daf gilt:
vi,..., Uk sind Eigenvektoren zum Eigenwert A,
5}k1+1, el ?kﬁ;@ sind Eigenvektoren zum Eigenwert s,
— - . . .
Vkytotkr_q1+15 - - - » U sind Eigenvektoren zum Eigenwert ..
Die Eigenwerte Ay, ..., \, seien paarweise verschieden. Wir bilden aus ihnen die Diago-
nalmatrix
A0 0
0
A1
A2
A
A= 2
Ar
0 e 0 A

Es gibt eine reguliire Matrix B, so dal B~'AB = A ist. Daher gilt:

pa(@) =pa(z) = A — ) (A — )k
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Das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren, und es ist a(\;) = k; = g(\;)
firi=1,...,r.

2) Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt, Ay, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte mit den
Vielfachheiten k; = a()\;) = g(\;) fiir ¢ = 1,...,r. Dann folgt:
dimg (E(A1)) + -+ + dimg (E(A)) = g(A) + -+ 9(A)
= a(M)+---+alN)
— deg(pa(a)) = n.

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, folgt jetzt die
Existenz einer Basis von Eigenvektoren. ]
Bemerkungen :

1. Uber C zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren. Da ist die erste Bedingung iiber-
fliissig.

2. Mit diagonalisierbaren Matrizen kann man gut rechnen:

A 0
Ist B'AB =D := eine Diagonalmatrix, so ist z.B.
0 An

B'A"B = (B'AB)o...0 (B"'AB) = D"

p-mal

Aber die Potenzen einer Diagonalmatrix kann man leicht ausrechnen. Daraus ergibt
sich:
A 0
AP — Bo - oB™L
0 AP

n

Auf diese Weise kann man Polynome von (diagonalisierbaren) Matrizen bilden. Ist

f(x) = a;z’, so setzt man

i=1
f(A):=ag+a-A+ay-A*+-- +a, A™

Insbesondere ist

pa(Ar) 0
pA(A):BOpA(D>OBilzBO 0371:0.

Das ist ein Spezialfall des Satzes von Cayley-Hamilton, in Wirklichkeit gilt die Glei-
chung pa(A) = 0 fiir jede quadratische Matrix. Der Beweis dafiir ist schwierig, er
benutzt die Jordansche Normalform. Und man muf sich vor folgendem ,, Kurzschluff*
hiiten:

pa(A) = det(A—A- 1) =det(A— A) = det(0) = 0.

Das ist natiirlich volliger Quatsch!! (Warum?)
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Wir wollen uns jetzt mit den Eigenwerten spezieller Matrizen befassen:
1.6.11 Satz. Sei A € M, ,(K) orthogonal (im Falle K = R ) oder unitdr (im Falle
K =C). Dann gilt:

1. Ist A € K ein Eigenwert von A, so ist |\ | = 1.

2. Sind A\, u zwei verschiedene Figenwerte von A und 7 b Y jeweils Eigenvektoren
_>
dazu, so sind 7 und Y zueinander orthogonal.

BEwEIS:  Wir betrachten nur den komplexen Fall, und wir arbeiten mit der linearen
Abbildung F' = F4 statt mit der Matrix A.

1) Sei 5%6, F(Z) = A 2. Da F eine Isometrie ist, gilt:

M <T,T>=<AT,A\T>=< F(7),F(z) >=<z,7> .

Daraus folgt, daB | A [> = 1 ist.
2) Ist F(2) =\ 7 und F(H) =u 5, mit A # u, so folgt:

Ni<Z,Yy>=<F(Z),F(y) >=<Z,J> .

Also ist (\zp — 1)- <z, Y>= 0. Wire MNi =1, s0o wire it = A1 = X (weil || = 1 ist).
Aber dann wére auch A = u, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muf <57>, §> =0

sein. []

Bevor wir die Frage der Diagonalisierbarkeit erortern, wollen wir noch den zweiten im
Zusammenhang mit Skalarprodukten interessanten Typ von Matrizen betrachten:

1.6.12 Satz. Sei A € M, ,(K) symmetrisch (im Falle K = R ) oder hermitesch (im
Falle K = C ). Dann gilt:

1. Das charakteristische Polynom von A zerfdllt in Linearfaktoren.
2. Alle Figenwerte von A sind reell.

3. Figenvektoren zu verschiedenen Figenwerten von A sind zueinander orthogonal.

BEWEIS:  Eine reelle symmetrische Matrix ist natiirlich auch hermitesch, und iiber C
zerféllt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Wir brauchen also nur zu zeigen,
daf alle Eigenwerte einer hermiteschen Matrix A reell sind.

Wieder arbeiten wir mit der zugehorigen linearen Abbildung F' = F)4. Sie ist in diesem
Fall selbstadjungiert.

Ist A € C Eigenwert von F', so gibt es einen Vektor z€ C" mit 27&6, so daB F(Z) = A-
ist. Dann ist <?, 2> reell und > 0. AuBerdem gilt:

—
z

- — - — —, =
A<z, 2> = <Az, 2>=<F(2), 2>
— —
= <z,F(2)>

— — ~ = =
= <Z, A z2>= A<z,2>.
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Es ist klar, dal dann A = X sein mu8, also \ € R.

Zur Orthogonalitédt der Eigenvektoren:
Seien \ # u zwei Eigenwerte, Z bzw. w zugehorige Eigenvektoren. Dann gilt:
N <Z,uw> = <\zZ,u>
= < F(Z), 0>
<Z,F(w) >
- =
= <z pw>
= - <zZ,w> (weil p reell).
Also ist (A — p)- <E’, w>= 0, d.h. <E’, w>=0. []

Jetzt untersuchen wir die Diagonalisierbarkeit. Dabei wollen wir induktiv oder rekursiv
vorgehen. Ist F': K™ — K" linear, so wird ein Untervektorraum U C K" F-invariant
genannt, wenn F(U) C U ist.

Wiéhlt man nun eine Basis {ay,...,a;} von U und ergénzt sie zu einer Basis {ay, ..., ay,
i1, .- .,a,) von K" so laBt sich F folgendermafen beschreiben:

F(aj) = Zaijai, j = ]_, o,
i=1
mit a;; = 0 fiir j < k und ¢ > k. Dann hat die Matrix A := («;;) folgende Gestalt:
A/ A//
A= ( 0 | A" > .
Es leuchtet also ein, dafl sukzessives Aufsuchen von invarianten Unterrdumen zumindest

auf eine Matrix in oberer Dreiecksgestalt fiihrt. Bei den speziellen linearen Abbildungen,
die wir hier untersuchen wollen, gilt aber noch mehr:

1.6.13 Hilfssatz. Sei F': K™ — K" isometrisch oder selbstadjungiert. Ist U C K"
ein F—invarianter Untervektorraum, so ist auch U+ F—invariant.

BEWEIS:  Es sei F(U) C U. Wir miissen zeigen, daf§ auch F(U+) C Ut gilt.
Den BEWEIS dazu miissen wir in zwei Teilen ausfiihren:
a) Zunichst sei F' selbstadjungiert. Dann ist
< F(Z),u>=<Z F(w)> firalle z,we K"
Ist nun z€ U und we U+, so gilt:
<Z,F(w) >=< F(Z),u>=0.
b) Ist F isometrisch, so ist F ein Isomorphismus und < F(2), F(w) > =<z, w> fiir alle
Z,we K.
Ist z€ U, so gibt es ein 7' U mit F(?/) =7. Ist weiter we U™, so gilt:
<Z FW@)>=<F(Z),F@) >=<Z ,u>=0.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. ]
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1.6.14 Satz. Sei A € M, ,(K) symmetrisch, hermitesch, orthogonal oder unitdr. Im
orthogonalen Fall sei zusdtzlich vorausgesetzt, dafi pa(x) in Linearfaktoren zerfillt.

Dann gibt es in K™ eine ON-Basis von FEigenvektoren von A.

BEWEIS:  Sei I':= Fy : K™ — K". Wir behandeln den reellen und den komplexen Fall
simultan und fithren Induktion nach n:

n=1: Ista:=F(1) € K,soist F(1) =a-1, also {1} eine ON-Basis aus Eigenvektoren,
zum Eigenwert a.

n—1—mn: Auf Grund der Voraussetzungen zerfillt ps(x) in Linearfaktoren. Es gibt
also einen Eigenwert A und dazu einen Eigenvektor v. O.B.d.A. sei || v || = 1. Wir setzen
U := K- v. Offensichtlich gilt F(U) c U.

Nach dem Hilfssatz ist F(U+) C U*.
Die Abbildung F’ := F ’Ul: U+ — U* bleibt selbstadjungiert bzw. isometrisch. Da es

in U+ eine ON-Basis gibt, kénnen wir U+ mit dem K" ! identifizieren und darauf die
Induktionsvoraussetzung anwenden. Es gibt eine ON-Basis von Eigenvektoren von F” (die
dann auch Eigenvektoren von F sind) in U+. Zusammen mit dem Vektor v ergibt das
eine ON-Basis von Eigenvektoren von F'in K". []

Als Folgerung haben wir:

1.6.15 Satz von der Hauptachsentransformation.

Ist A € M, ,(K) eine symmetrische (bzw. hermitesche) Matriz, so gibt es eine orthogonale
(bzw. unitire) Matriz S € GL(n, K), so daff S~ o Ao S eine (reelle) Diagonalmatriz ist.
Die FEintrdge in der Diagonalmatriz sind die Eigenwerte von A.

BEWwWEIs:  Es gibt eine ON-Basis {Ul, ce ?n} aus Eigenvektoren von A. Dann ist S :=
(5)1, ce Un) unitéir, und beziiglich der ON-Basis wird F' := F4 durch die Matrix S~toAoS
beschrieben. Es ist klar, dal dies eine Diagonalmatrix ist, in der die Eigenwerte von A
stehen. ]

Um den Begriff , Hauptachsentransformation“ zu erldautern, sei noch ein Beispiel angege-
ben:

Beispiel :

Sei M := {rec R? |§T or=1}= {<x1> | (71)® + (22)* = 1} der Einheitskreis im
X2
R?. Wir wenden die folgende lineare Transformation auf den R? an:

1 1

Es sei A := L 7 | und F( “ )= Ao ) j_ 272) Diese Abbil-
0 ) T2 ) 572

dung verwandelt das Quadrat mit den Ecken (1,1), (—=1,1), (—=1,—1) und (1,—1) in

ein Parallelogramm mit den Ecken (2, 1), (—=1,1), (=3, —3) und (3, —1). Dadurch

werden Figuren in der Ebene in einer einfachen Parallelperspektive dargestellt. Ins-
besondere wird aus dem Einheitskreis eine Ellipse:
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Wir konnen diese Ellipse genau angeben. Es ist

F(M) = {g F(# |x 0 d=1)
Y| F7' () o < y)=1}
(AT oA o y=1}.
Da det(A) = 1 ist, gilt:

A‘1:2~<
wren= (4 2)(3 2)-(4 F)

5
Fiir Y= (y1,y0) " folgt daraus:

gT o((A™H)T o Ao g = (ye)o < _11 _51 > o <y1>

Y2
Y1 — Y2
yY2) ©
(yl 2) <5Z/2 - y1>

= ?J% — 2y1y2 + 5y§.

Ol
|
N[
~
I
VR
O =
o |
—_
~—

und damit

Mit Hilfe der symmetrischen Matrix B := (A™!)T o A~ wird die ,,quadratische

Form*“
— —T

q(Y) =Y oBo y= Yt — 25192 + 5y
beschrieben. Das Bild des Einheitskreises unter F' ist die Ellipse

- = —
E:={y]q(y) =1} ={¥| y{ — 2y1y2 + 5y5 = 1}.

Will man eine solche Ellipse zeichnen, so ist es niitzlich, ihre Hauptachsen zu ken-
nen (Manche Computer-Programme koénnen Ellipsen mit Hilfe ihrer Hauptachsen
zeichnen). Also fithren wir eine Hauptachsentransformation durch:

Es ist

5—\
= 1-N6B-A) -1
= N —6)\+4.

det(B—X1) = det(l__l)\ - )
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+v36—1
und M —6A+4=0 <— A:6266:3i\/§.

Es gibt also zwei verschiedene (natiirlich reelle) Eigenwerte
AM=3+v5 und A =3-V5

Dazu miissen wir noch Eigenvektoren bestimmen. Das geschieht — fiir A € {A;, Ay}
- —

— durch Losen der Gleichung (B — A1 )o 2=0.

L A\ =3+5
—2-+v5  —1 \_ (=) _ (0
~1 25 z2)  \0
liefert die Bedingung x; = (2 — v/5)z,. Also ist
. (2 — \/S> <—0.24>
V1= ~
1 1
ein passender Figenvektor.
2. Ao =3— /5.
—2+v5 1\ _(x) _ (0
~1 2+5 x2)  \0
fithrt auf die Bedingung z; = (2 + v/5)25 und damit auf den Eigenvektor
- (2 + \/5> (4.24)
’U2: 1 =~ 1 .

Damit stehen die Richtungen der Hauptachsen fest. Offensichtlich stehen sie aufein-
ander senkrecht: Es ist v; @ Uo= (2—v5)(2+v5) +1=0.

Eine Drehung des Standardkoordinatensystems um einen noch zu ermittelnden Win-

kel « fiithrt die Einheitsvektoren in die Richtungen von 5)2 und ?1 iiber. Dabei
ist
1S 5)2
. 1 .
sin(a) &~ T 0.23, / 1
12 + (4.24) o . 2 Richtung
4.24

also o ~ 13°.
Als Gleichung in den neuen Koordinaten (bezogen auf {v5, v1}) erhélt man fiir B
)\2.%‘% + )\127% =1.

Normalerweise hat die Gleichung einer Ellipse (mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt)
die Form ) )
T )
— —) =1
(2) ()

~1.14 und b=

Also erhalten wir

1 1
a=—— —— =~ 0.44.
vV )\2 Vv )\l



