Kapitel 1

Die Objekte der Mathematik

Objekte der Mathematik sind
Zahlen, Punkte, Geraden, Ebenen, Vektoren, Felder, Funktionen, ...

Neue Objekte werden gebildet, indem man schon bekannte Objekte zu Mengen zusam-
menfafit.

Ist z ein Element der Menge M, so schreibt man: r e M.
Liegt x nicht in M, so schreibt man: x ¢ M.

Faft man einen Teil der Elemente von
M zu einer eigenen Menge T zusam-
men, so nennt man 7' eine Teilmenge
von M und schreibt:

T C M.

Enthélt T" wenigstens ein Element, das
nicht zu M gehort, so ist T' keine Teil-
menge von M, in Zeichen: T' ¢ M.

Sind schliellich A und B irgendwelche Mengen, so kann man aus ihnen neue Mengen
bilden:

1. Die Vereinigung AU B, die alle Elemen-
te von A und B zusammen enthélt.

AUB
7
2. Den Durchschnitt A N B, der nur die 7
Elemente enthilt, die zugleich in A und
B liegen. ANB

3. Die Differenz A\ B, die alle diejenigen
Elemente von A enthéilt, die nicht in B
liegen. A\ B

Schlieflich erweist es sich als zweckméfig, ein Symbol fiir die leere Menge einzufiihren,
die iberhaupt kein Element enthélt, ndmlich &.
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81 Zahlen

Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen, die wir uns anschaulich als die Menge
der Punkte auf einer Geraden vorstellen konnen.

N:={1,2,3,4,...} ist die Teilmenge der natiirlichen Zahlen.
(Wir verwenden hier die aufzihlende Schreibweise fiir die Darstellung einer Menge. Das
Zeichen ,:=“ bedeutet: ,,ist definiert als® )

No :=NU{0} ={0,1,2,3,4...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefilich der
Null.

7 :={0,+1,—1,42,—2,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.

Q= {% | a € Z und b € N} ist die Menge der rationalen Zahlen. Man beachte, dafl die

Nenner hier automatisch immer # 0 sind. Wir haben zur Darstellung von Q die beschrei-
bende Schreibweise benutzt. Zu beachten ist auch noch, daf§ jeder Ausdruck der Gestalt

% mit a,b € R und b # 0 als Bruch bezeichnet wird. Rational sind nur solche Briiche, bei

denen Zahler und Nenner ganzzahlig sind. Die Bruch—Darstellung ist bekanntlich nicht
eindeutig, man kann kiirzen und erweitern.

R\ Q ist die Menge der irrationalen Zahlen.
1.1.1 Satz. Es gibt irrationale Zahlen.

BEwEIS:  Wir beginnen mit einer geometrischen Konstruktion:

0 1 d R

Fiir die Diagonale d eines Quadrates mit der Seitenldnge 1 gilt nach dem Satz des Py-
thagoras: 12 4 12 = d?, also d? = 2. Mit Hilfe eines Zirkels kann man die Linge d auf der
Zahlengeraden abtragen.

Wir wollen zeigen, daff d irrational ist. Dazu verwenden wir das Prinzip des Widerspruchs-
beweises:

m
Annahme, d € Q. Dann ist d = —, mit m,n € N. Durch Kiirzen kann man erreichen, daf§
m und n auer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben.
Da d? = 2 ist, folgt: m? = 2-n?, also ist m? eine gerade Zahl. Das ist nur moglich, wenn m
selbst gerade ist, also von der Form m = 2k. Setzen wir das oben wieder ein, so erhalten

wir: 4k* = 2n?%. Also ist auch n? eine gerade Zahl. Dann ist aber auch n gerade, und n und
m haben die 2 als gemeinsamen Teiler. Das ist ein Widerspruch! Also war die Annahme

falsch, die Zahl d = v/2 ist irrational! ]

Das Rechnen in R wird hier als bekannt vorausgesetzt, ich erinnere nur an einige Regeln:
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atb = b+a _
a-b = b-a } Kommutativgesetze
a - (b . c) — (a X b) . } ASSOZlatlvgesetze
a-(b+c) = a-bta-c Distributivgesetz

Im Gegensatz zu solchen allgemeingiiltigen Gleichungen kennen wir auch sogenannte Be-
stimmungsgleichungen. Sie treten z.B. in der Beschreibung einer Menge auf:

M:={zeR|a-z+b=c}.

Um M genauer zu bestimmen, miissen wir die Gleichung a - z + b = ¢ 16sen. Dabei sind
a, b, c als bekannte Konstanten aufzufassen, x ist variabel. Wir miissen diejenigen Werte
fiir z finden, fiir die die Gleichung erfiillt ist. Dabei gibt es mancherlei Fallen. Der Faktor
a konnte z.B. = 0 sein, dann reduziert sich die Bestimmungsgleichung auf b = ¢, und das x
kommt nicht mehr vor. Ist tatséchlich b = ¢, so ist M = R, ist jedoch b # ¢, so ist M = &.
Wenn aber a # 0 ist, dann ist die Gleichung eindeutig 16sbar, und es ist M = {(c —b)}
eine Menge mit genau einem Element.

Interessanter ist schon eine quadratische Gleichung. Wir beginnen mit dem einfachsten
Fall, namlich der Gleichung
* =a.
Hier kommt ins Spiel, daf§ es positive und negative reelle Zahlen gibt.
Ist a > 0, so gibt es zwei verschiedene Losungen, ndmlich z = +y/a und x = —/a.
Ist a = 0, so gibt es nur die Losung x = 0.
Ist @ < 0, so gibt es keine Losung!
Zur Begriindung des letzten Falles miissen wir uns kurz an das Rechnen mit Ungleichungen
erinnern:

Sind @ > 0 und b > 0, so ist auch a +b > 0 und a - b > 0. Aulerdem ist 1 > 0. Diese
Tatsachen werden einfach so festgelegt. Jede Zahl a # 0 ist entweder positiv oder negativ,
und wenn a < 0 ist, so ist —a > 0. Da schlieBlich (—a) - (—a) = a-a = a? ist, ist a*> > 0
fiir jedes a # 0.

Weiter definiert man:

a<b <= b—a>0, !

a<b <= a<bodera=5b,

a>b < b<a,
und a >b :<= a>bodera=h.

So ist — im Gegensatz zur Umgangssprache — die Aussage ,,3 > 3“ mathematisch vollig
korrekt.

1

. <= “ steht fiir ,bedeutet definitionsgemif“. Eine Definition ist die Erklirung eines neu eingefiihr-
ten Begriffes oder Symbols.
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Ist nun etwa a < b und ¢ beliebig, soist b—a >0 und (b+c¢) — (a+c¢) =b—a > 0, also
a+ c < b+ c. Auf diese Art kann man die bekannten Regeln herleiten:

a <bund ¢ beliebig = a+c<b+ec, 2
a<bundc>0 = a-c<b-c,
a<bundc<0 = a-c>b-c,

1 1
0<a<bdb —= 0<-<-—.
b a

Gewisse Teilmengen von R konnen durch Ungleichungen beschrieben werden:

Definition.

(a,b) ={x €eR|a <z <b}
heifit offenes Intervall mit den Grenzen a und b,
[a,b] :={z €eR|a<x<b}

heifit abgeschlossenes Intervall mit den Grenzen a und b.

Beim abgeschlossenen Intervall gehoren die Grenzen dazu, beim offenen nicht!?

Man beachte noch:
a < x < b bedeutet eigentlich: a < z und = < b.

Ein Punkt x liegt also genau dann nicht in (a,b), wenn entweder = < a oder x > b ist.

Speziell nennt man — fiir beliebiges a € R und € > 0 — die Menge
Usfa) =(a—ec,a+e)={r€eR|a—ec<z<a+ce}
die e-Umgebung von a.

Il
T

a— € a a—+é¢e

Die Menge Ry :={z € R | x > 0} heifit die positive Halbgerade und R_ := {x e R | z <
0} die negative Halbgerade.

Wir kommen nun zur allgemeinen quadratischen Gleichung
az® +br +c =0, mit a # 0.
Zur Losung erinnere man sich an die binomische Formel

(:c+y)2 = 2% 4 2zy + 2

2, = “ steht fiir ,, daraus folgt“. ,, <= “ steht fiir ,,gilt genau dann, wenn*.
3Fiir das offene Intervall (a,b) sind auch andere Symbole im Gebrauch, wie etwa < a,b > oder ]a, b[.
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Man versucht, die quadratische Gleichung so umzuformen, daf3 ihre linke Seite die gleiche
Form wie die rechte Seite der binomischen Formel annimmt. Das geschieht mit Hilfe der
sogenannten ,,quadratischen Erginzung*:

4 - = —C,
a a
2 2
b b c b
2
9. 2 - _° v
T 2ax+ <2a> a * (2&) ’

n b ? B b? — dac
o  4a?

Der Term A := b* — 4ac heifit Diskriminante der quadratischen Gleichung. Wie bei der
einfachen quadratischen Gleichung gibt es 3 Md&glichkeiten:

1
1. Ist A >0, so gibt es 2 Losungen: z = 2—(—b:|: VA),
a

b
2. Ist A =0, so gibt es nur die Lésung x = o0
a

3. Ist A < 0, so gibt es keine Losung!

Im ersten Fall kann man schreiben:

~b+ VA —b—VA

{reR|ar* +br+c=0} ={ 5 oa }.

Definition.
Der Absolutbetrag einer reellen Zahl ist gegeben durch

o] = a fallsa>0
@73 —¢ fallsa<0

Soist z.B. |3| =3 und | —7| = 7. Fiir das Rechnen mit Betrigen haben wir die folgenden
Regeln:

1. Den Betrag einer mit Vorzeichen und Dezimalziffern geschriebenen reellen Zahl
erhélt man, indem man einfach das Vorzeichen weglafit.

2. la-b|=1a]-|b|. Wegen (1) ist das klar.

3. |a—b|=1]b—a| ist der Abstand von a und b auf der Zahlengeraden: Ist ndmlich
etwaa<bsoist l[a—b|=b—aunda+]|a—b|=a+ (b—a)=0.

4. Esist stets —|a| <a < +|al.

5. Sei ¢ > 0. Dann ist
2] <c¢ <<= —c<z<+ec
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6. Es gilt die Dreiecks—Ungleichung:
la+b] <|a|+|b]

Zum Beweis: Wegen (4) ist —|a| —[b| <a+b<|a|+]|b].
Wegen (5) folgt daraus die Dreiecksungleichung.

7. Esist |a—0b| > |a|—|b].
Zum Beweis benutzt man einen beliebten Trick:
Esist [a|=|(a—b)+0b| <|a—b|+]|b|
Als Konsequenz erhalten wir z.B.:

reUfa) <= a—-e<zx<a+e
— —Ee<zr—a<-+e
= |rz—al<e.

Die e~Umgebung von a ist also die Menge derjenigen x, deren Abstand von a kleiner als
€ ist.

Beispiele :
1. Zu bestimmen sind alle reellen Zahlen z mit
le =5 <|xz+1].

Wie geht man vor? Die Betrége |z — 5| und |z + 1| wechseln ihre Vorzeichen bei
x =5 bzw. x = —1. Das fiihrt zu folgender Tabelle:

lz<-1|-1<z<5|z>5
|z —=5]| —z+5 —z+5 |z—-5
le+1|| —z—1 r+1 r+1

(D (I1) (1)

Im Falle (I) erhélt man:
—r+5<—2r—-1 <= 5<—1.
Das ist immer falsch, also gibt es hier keine Losung.
Im Falle (IT) erhélt man:
—r+5<x+1 = 20>4 < x> 2.
Und im Falle (III) erhélt man:
r—5<zr+1 <+ -5<1

Das ist immer richtig, also ist hier jedes x eine Losung.

Zusammengefafit ist die Losungsmenge gerade {z € R | x > 2}.

Man kann sich das leicht auch anschaulich iiberlegen: Gesucht werden diejenigen
Zahlen x, die von 5 weniger weit entfernt sind als von —1. Da die Mitte zwischen
—1 und +5 gerade bei 2 liegt, muf} es sich um alle x mit z > 2 handeln.
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2. Es soll eine quadratische Ungleichung gelost werden:
—22% 492 —4 < 0.
Division durch —2 &ndert die Richtung der Ungleichung:

9

Zur Losung benutzen wir wieder die quadratische Ergénzung:
9 9\? 9\ 2
e (- (-
T 4x+ 1 > 1 ,
(1) 5= ()
1) 16 \a)

Wie ist nun eine Ungleichung vom Typ 3? > ¢ mit ¢ > 0 zu 16sen? Wir erinnern
uns an eine weitere binomische Formel:

also

(2 —y) (z+y)=2"—y"
Also ist
? = (y—c)-(y+c)>0
<= y — ¢, y+ c haben gleiches Vorzeichen.

Y >c

Eine reelle Zahl x ist daher genau dann Lésung von (z — 9)* > 13, wenn (z — 4) -
(z — %) > 0 ist, und das ist genau dann der Fall, wenn

(a) entweder z >4 und z > 3

(b) oder z <4 und z < }

ist, wenn also entweder x > 4 oder x < % ist.

Die Losungsmenge ist demnach die Menge

1
{Z‘ER|J}<§}U{$ER|Z‘>4}.

Definition.
Sind a1, as, as, ..., a, reelle Zahlen, so setzt man
n
Zai =a1+tax+---+a,
i=1
und

n
HCLZ‘ =aip-ag - ... ap.
1=1

Die Symbole ¥ und II nennt man Summenzeichen und Produktzeichen.
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Der Summationsindex ¢ darf auch mit einem anderen Buchstaben bezeichnet werden, und
die Untergrenze mufl nicht die 1 sein. Z.B. ist

k+m m
ak+ak+1 +"'+ak+m = Z a; = Zak+j.
i=k j=0

Speziell gilt:

k
1. Zai = ay.
i=k

m

2. Ist m < k, so wird die , leere Summe* Z a; definitionsgemifl = 0 gesetzt.
i=k
3. Es kann vorkommen, dal a; = a ist, fiir : = 1,...,n. Dann ist

offensichtlich Z a=n-a.

i=1
Fiir das Produktzeichen gelten analoge Regeln. Ist m < k, so wird das ,leere Produkt*
H a; = 1 gesetzt.

i=k

n
Fir n € Ny ist a” := H a:=a-a-...-adie n-te Potenz von a. Insbesondere ist a’ = 1.
—_————
i=1

n—mal

Man beachte, daf§ 0" = 0 fiir jedes n € N ist, aber 0° = 1.

Aus der Definition ergeben sich sofort die Rechenregeln fiir Potenzen:

CLn—&—m — an . am

und "™ = (a"™)™.

Man kann auch negative Exponenten zulassen:

1
a "= (a)", firn e N, a # 0.

1
Speziell ist ™' = — das Inverse zu a, und allgemein ist
a

a = (a )" =(a")""

Definition.

Mit n—Fakultat bezeichnet man die Zahl
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Dann ist 0! = 1! = 1, und allgemein gilt die Rekursionsformel:
(m+1)!=nl-(n+1).

Weitere Werte:
20=2,31=2-3=6,41'=2-3-4=24, ..., 10! = 3628800.

Wir wollen die Zahl n! auf andere Weise interpretieren. Dazu brauchen wir ein weiteres
Beweisprinzip, und um das verniinftig formulieren zu koénnen, miissen wir erst einmal
prézisieren, was eine Aussage ist.

Als Aussagen bezeichnen wir verniinftige mathematische Sétze, z.B. ,37 ist eine Prim-
zahl® oder ,,Zwei Geraden schneiden sich in hochstens einem Punkt“. Man kann von einer
Aussage im Prinzip immer entscheiden, ob sie wahr oder falsch ist.

Enthélt ein Satz eine Variable x (z.B. ,,x ist eine gerade Zahl®), so kann man den Wahr-
heitsgehalt nicht mehr ermitteln. Dennoch hat der Satz die Form einer Aussage und wird
deshalb als Aussageform bezeichnet. Ist nun A(x) eine solche Aussageform, so gibt es zwei
Standardmethoden, daraus eine Aussage zu machen:

1. Die Ezistenz—Aussage Iz : A(z),
in Worten: Es gibt ein x mit der Eigenschaft A(x).

Z.B.: | Es gibt eine gerade ganze Zahl x“. Um die Wahrheit festzustellen, braucht
man nur ein Beispiel anzugeben. Und es stort keineswegs, dal es in Wirklichkeit
sehr viele Beispiele gibt.

2. Die All-Aussage Nz : A(z),
in Worten: Fir alle = gilt A(x).

7.B.: ,Alle ganzen Zahlen x sind gerade“. Dieser Satz ist natiirlich falsch, und zum
Beweis brauchen wir nur ein Gegenbeispiel anzugeben, etwa x = 5. Schwieriger wird
es bei einer All-Aussage, deren Wahrheit wir zeigen wollen, z.B. , Aus jeder positiven
reellen Zahl kann man die Wurzel ziehen“. Eigentlich miiffiten unendlich viele Aussa-
gen bewiesen werden. Das ist nur zu schaffen, indem man einen allgemein—giiltigen
Beweis findet.

Wenn sich eine All-Aussage nur auf die Elemente einer bestimmten Menge M bezieht,
dann schreibt man das in der Form

VeeM: Ax).

Ist nun zufdllig M = N, so gibt es ein besonderes Beweisverfahren, den Beweis durch
vollstindige Induktion:

Um den Induktionsbeweis zu verstehen, stelle man sich die natiirlichen Zahlen als eine
unendliche Reihe von Domino—Steinen vor. Kippt man den ersten Stein um, und sind alle
Steine so aufgestellt, dafl der n—te Stein, wenn er kippt, automatisch auch den (n+ 1)-ten
Stein zum Kippen bringt, dann kippen alle Steine um.

Um eine Aussage der Form Vn € N : A(n) zu beweisen, reicht es, die Aussage A(1) zu
beweisen und zu zeigen, dafl — fiir beliebiges n — aus A(n) stets A(n + 1) folgt. Wohlge-
merkt: Man braucht nicht zu zeigen, daf§ A(n) wahr ist! Man muf nur zeigen, dafl A(n+1)
automatisch wahr wére, wenn A(n) schon wahr wére.



10 KAPITEL I DIE OBJEKTE DER MATHEMATIK

Beispiel :
Wir wollen folgende Aussage beweisen:
Es gibt genau n! Moglichkeiten, die Zahlen 1, 2, 3, ..., n anzuordnen.

Eigentlich haben wir nur eine Aussageform A(n) hingeschrieben, und wir wollen
natiirlich die Aussage ¥Vn € N : A(n) beweisen. In der Umgangssprache ist klar,
dafl das gemeint ist.

Nach dem Domino-Prinzip miissen wir zunédchst den Induktionsanfang erledigen,
also die Aussage A(1) beweisen: , Es gibt genau eine Moglichkeit, die Zahl 1 anzu-
ordnen®. Nun, das ist so evident, da brauchen wir gar nichts zu zeigen.

Im zweiten Schritt miissen wir den Induktionsschluff durchfithren, d.h. wir miissen
uns davon iiberzeugen, dafi die Domino—Steine richtig stehen. Wenn man die Zah-
len 1,2,3,...,n auf genau n! verschiedene Weisen anordnen kann, dann sieht die
Situation bei den Zahlen

1,2,3,...,n,n+ 1 folgendermaflen aus:

Es gibt n! mégliche Anordnungen, bei denen die Zahl n + 1 an letzter Stelle steht.
Es kann aber auch jede andere Zahl zwischen 1 und n + 1 an letzter Stelle stehen,
und fiir die verbliebenen n Zahlen stehen jedesmal wieder n! mogliche Anordnungen
zur Verfiigung. Zusammen sind das (n + 1) - n! = (n + 1)! Méglichkeiten.

Jetzt sind wir mit dem Induktionsbeweis fertig! Aus der Aussage A(1) folgt wegen
des Induktionsschlusses die Aussage A(2), hieraus dann die Aussage A(3) usw. Die
Dominosteine kippen alle um!

Ein weiteres Beispiel ist die verallgemeinerte Dreiecks—Ungleichung:

1.1.2 Satz. Sind aq,as, . .., a, reelle Zahlen, so ist
lar+ay+ -+ an| <lar | +]azg|+-- +]an].
BEwEgis:  Wir fithren Induktion nach n.

Der Falln =1 (|a; | <|ay]) ist trivial.

Die Aussage sei schon fiir ein n > 1 bewiesen. Dann gilt:

lar+ -+ apn+an| = (a1 4+ +a,) + an1]
< Jar 4 Fan |+ | ang |
< (Ja+-+lan]) +[ans |

lap|+ -4 |an| + |ani1]

Hier wurde das Assoziativgesetz, die gewohnliche Dreiecksungleichung und die Indukti-
onsvoraussetzung benutzt. ]

Ein weiteres Beispiel:
n(n+1)

1.1.3 Satz. Fir allen € N st Zz = 5

i=1
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BEWEIS:  Wieder fithren wir Induktion nach n:

n = 1: Die linke Seite ist = 1, und die rechte = 1'(12“) =1.

n—n-+1: Es ist

g:lz-Zz—l— n+1) = n(n;—l)+<n+1>
o onn+1)+2(n+1)  (n+1)(n+2)
B 2 B 2 ‘

]

Solche Formeln werden gerne benutzt, um den Induktionsbeweis zu iiben. Dabei ist keine
Rede davon, wie man die Formel findet, und es wird auch verschwiegen, dafl es einen viel
einfacheren Beweis gibt:

Es ist ndmlich
2:3 i =  142+4---+n
tnt+n—1)+--+1
= n(n+1).

In dieser Form hat der kleine Gaufl schon in der Schule das Problem gelost, die Zahlen
von 1 bis 100 zu addieren.

Wir werden das Induktionsprinzip kiinftig nur dort anwenden, wo es notig ist.

I.1.4 Satz. (Geometrische Summenformel)
Ist g # 1 eine reelle Zahl, so ist

n qn+1 -1

>4 =

k=0 q—1
BEwEIS:  Man kann einfach ausmultiplizieren:

(Zq> (-1 = iqk“—iqk

Division durch g — 1 ergibt das Ergebnis. ]

Der Trick mit den beiden Summen, wo sich die Summanden — bis auf das erste Glied
der einen und das letzte Glied der anderen Summe — gegenseitig wegheben, kann héufig
benutzt werden. Man spricht auch von ,, Teleskop-Summen*“. Hier ist noch ein weiteres
wichtiges Beispiel:

I.1.5 Satz. Ist x # vy, so ist

n—1

'T_y znzl
T—y —Zmy
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BEWEIS: Es ist

n—1
— Z l,iJrl n—i—1 Z xiynfi
=0 =0
(xyn—l 4o _I_In—ly _’_wn) . (yn +$yn—1 4. _I_l,n—ly)

Beispiele :

1. Der Fall n = 2 liefert die Formel

2. Ist y = 1, so erhélt man

n_1
& =l+z+a>+-- +a" "
r—1
Definition.
Sei 0 < k < n. Die Zahlen ™ (in Wort iiber k“) nennt
ei n. Die Zahlen .= ——— (in Worten: ,,n iiber nennt man
- k El(n — k)! 7
Binomialkoeffizienten.

Hier sind einige Eigenschaften:

1. Esist " :(n_k—'—l)' n_k+2)-...-n.
k 1-2-.. -k

()-0)-
()-8

Uberpriifen wir die letzte Aussage: Es ist

(Z)*(kl) - k;!(nni k;)!+(k:—1)!(Z!—k:+1)!

nl-(n—k+1)+k-n!
Kl(n—k+1)!
n!-(n+1)
kl(n—k+1)!

(n+1)! _(n+1
Hn+1) — k) ( k )
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Die gerade bewiesene Formel erlaubt eine besonders einfache Berechnung der Binomial-
koeftfizienten — ohne Multiplikation! Allerdings miissen die Koeffizienten der Reihenfolge
nach berechnet werden. Man kann sie dann in Form des sogenannten Pascalschen Dreiecks
anordnen:

n=>0 1

n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=23 1 3 3 1

Es gibt noch eine kombinatorische Interpretation der Binomialkoeffizienten:

Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus der Menge {1,2,3,...,n} eine Teilmenge mit k Ele-
menten auszuwéhlen? Dazu kann man folgendermafien vorgehen:

Wir wihlen eine beliebige Anordnung aller Zahlen von 1 bis n (davon gibt es bekanntlich
n!). Anschliefend nehmen wir die ersten k Zahlen. Auf diese Weise erhalten wir sicherlich
alle k—elementigen Teilmengen, aber sie treten mehrfach auf. Wenn wir die ersten k Zahlen
untereinander vertauschen (und dafiir gibt es k! Moglichkeiten), oder wenn wir die hinteren
n — k Zahlen untereinander vertauschen (dafiir gibt es (n — k)! Moglichkeiten), dann
andert sich nichts an unserer Auswahl. Also gibt es k‘(nk)' = Z Teilmengen von
I(n —k)!
{1,2,...,n} mit k Elementen.

Beispiel :

Beim Lotto miissen 6 Zahlen aus 49 ausgewéhlt werden. Nun ist

= 13983 816.

49\ 49! 44-45-46-47-48-49
6/ 643! 1-2-3-4-5-6

Bei sovielen Moglichkeiten sollte man die Ausgabe fiir den néchsten Lottoschein
vielleicht doch noch einmal {iberdenken.

Wir kommen nun zu dem Satz, der den Binomialkoeffizienten ihren Namen gab:
I1.1.6 Satz. (Binomische Formel)
Fiira,b € R und n € N ist

i 3 (i

k=0

BeEwers:  Esist (a+0)" = (a+0b)-(a+b)-...-(a+0b), mit n Faktoren. Beim Ausmul-
tiplizieren erhélt man Terme der Gestalt

A NmE) a0

wobei N(n,k) die Anzahl der Moglichkeiten bedeutet, aus & Klammern ein a und aus

n — k Klammern ein b zu holen. Aber dann ist N(n, k) = (Z) ]
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Fiir kleines n ist diese Formel wohlbekannt:
(a+0b)* = a* + 2ab + b°,
(a+0b)* = a® + 3a®b + 3ab® + V°,
Zwei Folgerungen wollen wir noch notieren:

Zum Beweis setze man einfach ¢ = b = 1 in der binomischen Formel.

1.1.8 Folgerung 2. Ist x > 0, so st

(I1+2)" > 1+ nz.

BEWEIS:  Es ist )
(1—|—x)n=1—|—nx—|—m_2)nx2+~--+:v”.

>0
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82 Grenzwerte

Die Folge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,... bricht niemals ab. Wenn wir nun irgend
ein unendliches System von reellen Zahlen aq,as,as, ... vorliegen haben, das mit einer
bestimmten Zahl a; beginnt und zu dem eine Vorschrift existiert, welche Zahl auf die
n—te Zahl a, folgt, so sprechen wir auch von einer

Folge reeller Zahlen (ay,)

Definition.

1. Eine Folge (a,) heiBt konstant, falls es ein a € R gibt, so dafl a,, = a fiir alle
n € N ist.

2. Eine Folge (a,) heiit
nach oben beschrinkt (bzw. nach unten beschrankt),
falls es ein ¢ € R gibt, so daf fiir alle n € N gilt:

an, <c (bzw. c<a,).

3. (ay) heifit beschrankt, falls (a,) nach oben und nach unten beschrinkt ist.

4. Eine Folge heifit unbeschrdnkt, falls sie nicht beschrankt ist. (Sie ist dann ent-
weder nicht nach oben beschrinkt oder nicht nach unten beschrénkt oder in
beiden Richtungen nicht beschrankt.)

Wir betrachten einige
Beispiele :

1. Durch a, := n wird die Folge der natiirlichen Zahlen 1,2, 3,4, ... gegeben. Unsere
Erfahrung sagt uns, daf sie nicht beschrénkt ist. Tatséchlich kann man diese Aussage
nicht beweisen, die Mathematiker fordern sie als Aziom, also als eine unbeweisbare
Tatsache:

Das Axiom des Archimedes:
VereR dn € Nmitn > z.
Die natiirlichen Zahlen wachsen iiber jede Schranke hinaus.
2. Durch a,, := (—1)" erhilt man die seltsame Folge
-1, +1, =1, +1, ... .

Sie ist offensichtlich beschrénkt, es werden ja nur die beiden Werte —1 und +1
angenomimen.

Hinweis: Ist (a,) eine Folge, so kann man dazu die Menge der Folgenglieder bil-
den: M := {a, | n € N}. Diese Menge ist etwas ganz anderes als die Folge selbst.
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Die Folge in unserem Beispiel besitzt unendlich viele Glieder, die zugehérige Men-
ge M = {—1,+1} besteht aber nur aus 2 Elementen. Der Grund dafiir liegt in
der genauen Mengendefinition, die ich am Anfang der Vorlesung unterschlagen ha-
be. Man mufl die Elemente einer Menge stets voneinander unterscheiden koénnen.
Kommt ein Objekt mehrfach als Element vor, so darf es nur einmal gezéhlt werden!
Bei einer Folge sind die Glieder dagegen schon durch ihre Nummer voneinander zu
unterscheiden, die Werte diirfen dann ruhig gleich sein.

3. Durch a, := % wird die Folge der ,Stammbriiche“ 1, %, %, i, .

Folge ist nach unten durch 0 und nach oben durch 1 beschrénkt.

.. definiert. Diese

Die zuletzt betrachtete Folge hat eine bemerkenswerte Eigenschaft: Die Werte der Folge-
glieder kommen der Null immer n#her, ja, sogar beliebig nahe! Wie kann man das, was
anschaulich klar ist, exakt formulieren? Tatséchlich wird der Wert 0 ja nie angenommen.

Stellen Sie sich vor, wir wéren iiber das Problem in Streit geraten. Sie glauben von ihrer
Anschauung her, dal die Folgeglieder der Null beliebig nahe kommen, ich dagegen bin
skeptisch: ,Wie nahe kommen die a,, der Null, etwa niher als 1/1000 7¢

,Sicher!“, sagen Sie. ,Wenn n > 1001 ist, dann ist a,, < ﬁ < 1/1000.¢

»Ja, aber kommen die a,, der Null auch néher als 1/3 000 000 7

,Natiirlich, sobald n > 3 000 001 ist.*

Und wenn wir nicht mit dem Streitgespriach aufhéren, dann sind wir am Ende des Se-
mesters immer noch dabei. Die Tatsache, da} Sie immer wieder eine passende Antwort
finden, muf} uns als Begriindung reichen.

Definition.
Eine Folge (a,) konvergiert gegen die reelle Zahl a, falls gilt:

Zu jeder vorgegebenen Genauigkeit € > 0 gibt es eine Nummer ng, so daf fiir alle
weiteren Nummern n > ng das a,, um weniger als € von a entfernt ist.

In Formeln kann man das etwas kiirzer ausdriicken:
Ve >0 dng, sodaB Vn > ng gilt: |[a —a,| <e.
Man nennt dann a den Grenzwert oder Limes der Folge und schreibt:

lim a,, = a.
n—o0

Wenn die Folge nicht konvergiert, heifit sie divergent.

Die Verschachtelung von ,Quantoren“ V ... d ...V ... bereitet zu Anfang Schwierigkei-
ten, und mancher lernt’s nie. Deshalb kommt hier noch eine weitere Formulierung der
Konvergenz:

Wir sagen, fast alle Folgenglieder a, liegen in einer Menge M, wenn es hochstens endlich
viele Ausnahmen gibt. Geht man die Folgeglieder der Reihe nach durch, so hat man
irgendwann alle Ausnahmen hinter sich gebracht und damit ein ng erreicht, so daf§ fiir
n > ng alle a,, in M liegen. Mit dieser Sprechweise konnen wir sagen:

(a,) konvergiert genau dann gegen a, wenn gilt:
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In jeder e-Umgebung von a liegen fast alle a,.

1.2.1 Satz.

lim — =0.
n—oo n

BEwWEIS:  Wir miissen nur feststellen, daf§ das Streitgesprich um die Genauigkeit der
Annédherung beliebig lange weitergefithrt werden kann.

Sei ein beliebiges € > 0 vorgegeben. Dann ist % eine reelle Zahl, und nach dem Axiom des
Archimedes gibt es eine natiirliche Zahl ng, die grofier als % ist. (Man bedenke, da§ man
e sehr klein wéhlen wird, und dafi dann I eine sehr groBe Zahl ist).

Ist nun n > ng, so ist

1
< —

1 1
|——0|=— <e.
n n = ng

Also ist alles bestens! []

Es kommt manchmal vor, dafl eine Folge zwar nicht konvergiert, sich aber dennoch einem
bestimmten Wert beliebig annéhert.

Definition.

a € R heiit Haufungspunkt der Folge (a,), falls gilt:

In jeder e-Umgebung von a liegen unendlich viele Folgeglieder a,,.

Beispiele :
1. 1,2,3,4,... hat keinen Haufungspunkt.

2. 1,5, é, i, ... hat die 0 als einzigen Haufungspunkt. Der ist zugleich der Limes.

3. a, == (=1)" = —1,41,—1,41,—1,... hat zwei Haufungspunkte, ndmlich +1 und
—1. Sie konvergiert weder gegen +1 noch gegen —1, weil sie sich immer wieder von
diesen Punkten entfernt.

Man muf} also sorgfiltig unterscheiden, ob in einer Umgebung , nur“ unendlich viele
oder sogar fast alle Folgeglieder liegen.

4. Die Folge

S I falls n gerade
"1 L falls n ungerade

hat einen Haufungspunkt, ndmlich die 0. Sie konvergiert aber nicht gegen 0, sie ist
sogar unbeschrankt!
Ein Haufungspunkt ist also i.a. nicht der Grenzwert. Umgekehrt gilt aber offensichtlich:

Wenn die Folge (a,) gegen a € R konvergiert, dann ist a auch der einzige Hdaufungs-
punkt der Folge.
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Wir haben an fritherer Stelle gelernt, dafl es eine reelle Zahl d mit d?> = 2 gibt. Diese
Zahl bezeichnen wir auch mit v/2, und ihre Existenz haben wir geometrisch begriindet.
AuBerdem haben wir gezeigt, dal v/2 keine rationale Zahl ist. Aber was ist v/2 wirklich?

In unserer Not greifen wir zum Taschenrechner, und der zeigt uns auf Knopfdruck:
V2 = 1.4142136.. .. .
Ein solches Ergebnis bleibt zwangslaufig immer etwas ungenau, aber es liefert uns auch

Informationen:

v/2 liegt im Intervall I, := [1,2] (der Linge 1),

die Zahl liegt aber auch in den Intervallen

I :=[1.4,1.42] (der Lange 0.02),

I3 :=[1.414,1.415] (der Lénge 0.001)

usw. Die Intervalle sind ineinander enthalten, und es sieht so aus, als ob man sie beliebig
klein bekommen konnte.

Definition.

Eine Folge von Intervallen I,, := [a,, b,] mit
LODLDI3D. ..

heiBt Intervallschachtelung, falls lim (by, — a,) = 0 ist.

Es ist dann

-Sangan—&-l <bn+1 Sbnga
und daher b, — a, > b,11 — aps1 > ... Wenn diese Intervall-Langen zudem gegen Null
konvergieren, dann kann man sich fragen, ob im Inneren aller Intervalle noch eine Zahl
iibrig bleibt. Z.B. ist I, := [—,+21] eine Intervallschachtelung, die den Nullpunkt als

einzigen gemeinsamen Punkt enthélt, und wir haben den Anfang einer Intervallschach-
telung konstruiert, bei der alle Intervalle die Zahl V2 enthalten. DaB letzteres auch mit
unendlich vielen Schritten geht, besagt das

Vollsténdigkeitsaxiom:

Zu jeder Intervallschachtelung I,, := [a,, b,] gibt es genau eine reelle Zahl ¢, die in
samtlichen Intervallen I,, enthalten ist.

Dieses nicht beweisbare Vollstandigkeitsaxiom besagt, daf es — so, wie es uns die geometri-
sche Anschauung sagt — in R keine Liicken gibt. Ublicherweise wird man auf diesem Wege
versuchen, irrationale Zahlen durch aufeinander zulaufende rationale Folgen zu approxi-
mieren. Wir sprechen dann von einer rationalen Intervallschachtelung. Das Axiom sichert
zu, dafl es die approximierte Zahl gibt, und daf sie eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt
kann man natiirlich um jede reelle Zahl ¢ herum eine Intervallschachtelung konstruieren,
die genau diese Zahl enthélt, etwa [c — , ¢ + +]. Mit etwas mehr Miihe kann man auch
erreichen, daf§ die Intervallgrenzen rationale Zahlen sind: Weil sich jede reelle Zahl ¢ als
unendlicher Dezimalbruch schreiben 1&8t, finden wir in jeder e-Umgebung von ¢ geniigend
rationale Zahlen.
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Ein mathematisch sauberer Beweis fiir die Existenz von v/2 wird nun so gefiihrt, daf
man eine geeignete Intervallschachtelung angibt (wir haben bis jetzt ja nur den Anfang
einer solchen kennengelernt). Allerdings wollen wir das hier nicht ausfiihren, und ich
mochte auch nur erwéhnen, daff man mit Hilfe von Intervallschachtelungen folgenden
Satz beweisen kann:

1.2.2 Satz. Zu jeder positiven reellen Zahl a und jedem n € N gibt es genau eine
positive Losung der Gleichung x™ = a.

Die Lésung schreibt man in der Form x = {/a = a*/™.

Ist ¢ = ™ eine positive rationale Zahl und a > 0 reell, so kann man
a® = (a™)Y" = fam

setzen und damit die Potenzen erweitern. Die bekannten Rechenregeln fiir Potenzen gelten
nach wie vor, aber man muf} die Bedingung a > 0 beachten!

1
Setzen wir noch a7 := —» 80 haben wir den Ausdruck a” fiir jedes positive x € R und
a
jedes rationale x € QQ definiert. Das geniigt uns aber immer noch nicht, wir wollen fiir den
Exponenten x sogar beliebige reelle Zahlen zulassen. Und das geht folgendermaflen:

Wir betrachten zunéchst den Fall a > 1. Ist x € R beliebig, so gibt es eine rationale
Intervallschachtelung

LDOLDI3D. .. mit:zrelkﬁirallek.

Ist Iy = [Pk, qx), mit px, g € Q, so setzen wir I} := [aP*, a%]. Man kann nachrechnen, daf3
die I} wieder eine Intervallschachtelung bilden (die i.a. nicht mehr rational ist!), und die
dadurch approximierte reelle Zahl bezeichnen wir mit a®.

Der Fall a = 1 ist besonders einfach, natiirlich wird stets 17 = 1 gesetzt.

Ist 0 <a <1, soist % > 1 und man kann a” := (%)*5" setzen.

Wir fassen zusammen:

Definitionsgeméf ist 0° = 1.

Ist a € R, a # 0 und n € Z, so ist a” definiert.

Ist a € Ry und x € R, so ist ebenfalls a” definiert.

Ist a <0 und x € Z, so ist a” i.a. nicht definiert! Es gibt aber Ausnahmen, wie
etwa (—27)1/3 = 3.

Wenn a” und a? beide definiert sind, dann gilt:

v = ad*-adv,

a>lundx <y = a" <d,
a<lundzx<y = a*>d".

Wir kommen jetzt zu einem sehr wichtigen Satz iiber Folgen:
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1.2.3 Satz von Bolzano—Weierstraf3. Jede beschrinkte Folge (a,,) besitzt (minde-
stens) einen Hdufungspunkt.

BEwEIS:  Da (a,) beschrinkt ist, gibt es reelle Zahlen «y, 81, so da8
a1 < a, < p; fir alle n € N ist.

Wir halbieren das Intervall I := [ay, £1]. In wenigstens einer der beiden Hélften miissen
unendlich viele Folgeglieder liegen. Die Grenzen dieser Intervallhilfte liefern uns reelle
Zahlen o, By mit g < g < By < f1 und Py — ap = % - (p1 — a1), so daBl unendlich viele
a, zwischen as und Sy liegen.

Jetzt halbieren wir dieses Intervall wieder und finden s, 83 mit 83 — a3 = i (B —
aq), so daBl unendlich viele a,, dazwischen liegen. So fahren wir fort und erhalten eine
Intervallschachtelung, bei der jedes Teilintervall unendlich viele Folgeglieder a,, enthélt.
Die reelle Zahl ¢, die dadurch approximiert wird, ist offensichtlich ein Haufungspunkt der

Folge. []

1.2.4 Satz. Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie beschrdnkt ist und genau
einen Hdaufungspunkt besitzt.

Der einzige Hiufungspunkt ist auch der Grenzwert.

BEWEIS: 1) Sei (a,) konvergent gegen die reelle Zahl a, ¢ > 0 eine irgendwie gewihlte
Zahl. Da in U, (a) stets fast alle Folgeglieder liegen, ist a auch der einzige Haufungspunkt.
Die verbliebenen endlich vielen Folgeglieder, die vielleicht nicht in U, (a) liegen, haben
einen beschréankten Abstand von a. Also ist (a,) auch beschrinkt.

2) Sei umgekehrt (a,) beschriankt und a der einzige Haufungspunkt. Sei € > 0 beliebig
vorgegeben. Wir miissen zeigen, daf fast alle a,, in U.(a) liegen. Wir nehmen an, das sei
nicht der Fall. Dann liegen unendlich viele a,, in R\ U.(a). Wenn wir diese unendlich
vielen Folgeglieder durchnumerieren, dann erhalten wir eine ,, Teilfolge“, die natiirlich
auch beschrankt ist. Nach Bolzano—Weierstrafl besitzt die Teilfolge einen Haufungspunkt
b, und der mul um mindestens € von a entfernt sein. Insbesondere ist a # b. Das ist ein
Widerspruch, denn b ist auch Haufungspunkt der urspriinglichen Folge, und die sollte nur
einen besitzen. []

Beispiel :

Sei a,, = (—1)" n T Das ist die Folge

2n
2n+1

2n +1 2n |_ 1
n+1 2n4+1' 2n+1

Da 2n + 1 {iber alle Grenzen wéchst, kommt ﬁ der Null beliebig nahe, d.h.:

Fiir die positiven Terme as,, = gilt:

|1 —agn| =

Ve > 0 liegen fast alle ag, in U(1).
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Also ist 1 ein Haufungspunkt der Folge. Genauso zeigt man, daf§ auch —1 ein
Héufungspunkt ist. Aus dem gerade bewiesenen Satz folgt nun, dafl (a,,) nicht kon-
vergiert, also eine divergente Folge ist.

Im Beispiel ist zu sehen, daf es fiir jeden der beiden Haufungspunkte eine Teilfolge gibt,
die gegen diesen Punkt konvergiert. Das ist ein allgemeingiiltiges Prinzip:

Ist a Héaufungspunkt der Folge (a,), so gibt es eine Teilfolge von (a,,), die gegen a
konvergiert.

Wir haben gesehen, dal es schon bei relativ einfachen Folgen ziemlich miihsam ist,
Héaufungspunkte oder Grenzwerte zu bestimmen. Zum Gliick haben die Mathematiker
eine Reihe von Regeln zur Berechnung von Grenzwerten gefunden, die wir hier ohne Be-
weis iibernehmen:

1.2.5 Satz. Die Folgen (ay,) bzw. (by,) seien konvergent gegen a bzw. b. Dann gilt:

lim a, £b, = a=+b,

n—oo
und lim a, b, = a-b.
n—oo
Sind b und alle b, # 0, so ist
lim o _ @

Ist (x,,) eine weitere Folge und a,, < x, <b, fir alle n, so gelten folgende ,Vergleichsre-
geln“:

1. Konvergiert (x,) gegen x, so ist a < x < b.

2. Ist iiber (z,,) nichts bekannt, aber a = b, so folgt, daf$ (x,) gegen a konvergiert.

Bisher sind wir mit dem Begriff ,unendlich“ etwas zaghaft umgegangen. Wir wollen uns
jetzt das Leben erleichtern:

Die erweiterte Zahlengerade R besteht aus der Menge R und zwei weiteren Elementen
—o0 und +o0, die nicht zu R gehoren und auch voneinander verschieden sind:

R=RU{—00,+00}.

Die Rechenregeln von R diirfen nicht auf —oo und +oo angewandt werden, aber es gilt
folgende Ordnungs-Beziehung:

VereR: —oo < x < +oo.

Insbesondere soll das auch bedeuten, dal —oo < +o0 ist.

Wir definieren jetzt:

lim a, = 400 :<= Vc & R gilt: Fast alle a, sind < c.

n—oo

lim a, = —00 :<= Vc € R gilt: Fast alle a,, sind < c.

n—oo
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Beispiele :
3n
n+1 1+

1. a, := T konvergiert gegen =3.

I 140
5 n(n—2) n®—2n 1-2-1 I et
. Qp = = = onvergler cegen —.

5n?+3  bn?+3 5+3.1.1 sIeTt 858 5

) n
Der Trick ist immer der gleiche: Man kiirzt die héchste Potenz von n heraus. Das

geht allerdings nur so lange gut, wie diese hochste Potenz im Nenner auftritt. Enthalt
der Zahler n in hoherer Potenz als der Nenner, so passiert z.B. folgendes:

3 2 1
n 1_n =

54 n 341

Ay, : konvergiert gegen 4 o0o.

3. Nun zu etwas komplizierteren Beispielen:

Seib>1und a, := Vb. Daa, > 1 ist, konnen wir schreiben:
a, =1+ h,, mit h, > 0.
Dann ist b = (a,)" = (1 + h,)" > 14+ n - h,, also

Oghngb_—l.
n

Daraus folgt, dafl nh_)rglo h, = 0 und nh_)ngo a, =1 ist.
4. Den Trick von eben sollte man sich merken, denn jetzt wird’s noch schwieriger:

Sei a,, := /n. Eine Vorhersage iiber das Ergenis ist nicht so ohne weiteres moglich.
Wir gehen wie beim vorigen Beispiel an die Sache heran, benutzen aber noch einen
weiteren Trick:

Da a, > 1 ist, ist b, := \/a, = 1 + h, mit h,, > 0.

Dabei ist b, = {//n, also
vVn=(b,)"=14+h)">1+n-h,.

Damit ist
V-1 _1-1/vn _ 1
n n T n

hn, <

also
2 1
1< ap=(bn)* = (1+hp)* =142, + (hy)* <1+ —=+—.
n

NG

Das bedeutet, daf (a,) gegen 1 konvergiert.
5. Wir betrachten nun die Folge ¢" fiir ¢ € R,.

(a) Ist ¢ > 1, also g =14 h mit h > 0, so ist ¢" = (1 +h)" > 1+ n - h, und dieser
Ausdruck konvergiert gegen +ooc.
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(b) Ist ¢ =1, so ist ¢" = 1 eine konstante Folge.

1 1\"
(c) Sei 0 < ¢ < 1. Dannist — > 1, also () > 1+ n-h nach oben unbeschrinkt.
q q

Daraus folgt:

1
0< qn S m fir alle n.

Also ist in diesem Falle nh_)rrolo q" = 0.

Eine ganz andere Klasse von Beispielen erhélt man folgendermaflen:
n+1

Seia, =Y ¢ = CA— (fiir ¢ #£ 1).
=0 q—1

Wir betrachten hier nur den Fall ¢ > 0:
1. Ist ¢ > 1, so ist ¢" und damit erst recht a, = 1+ g + ¢* + - - - + ¢" unbeschrinkt.

2. Ist 0 < ¢ < 1, so strebt ¢"* = ¢ - ¢" gegen Null, also
1

a, gegen

Es ist
a = 1+4q,
az = l+q+¢,
a; = l+q+¢ +¢°

Im Grenzwert werden unendlich viele Terme addiert. Man spricht daher von einer unend-

lichen Reihe und schreibt .

lim a, = = .
im a gq ¢

n—00

Wir werden zu einem spéteren Zeitpunkt noch viele andere Reihen kennenlernen, das hier
betrachtete Beispiel ist die sogenannte geometrische Reihe. Sie kommt in der Mathematik
sehr haufig vor.

Beispiele:
1. Wir betrachten einen unendlichen Dezimalbruch, z.B.
0.9999...=9-10""+9-10724+9-107% + -
Einen Sinn bekommt das erst, wenn wir schreiben:

0.9999... = 7}5&;9'<m>

) n 1 K3
= 9-7}%;(10)

S (.
a '<1—1/1o_)

10 9
= 9. (=-2) =1
(9 9)
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2. Es ist

iG):li =2

1
i=0 2

also Z (2> = 1. Das liefert die wundersame Formel
i=1

1+1+1+1+ =1
2 4 8 16 -

Sie zeigt, warum Achilles bei seinem Wettlauf mit der Schildkréte doch gewonnen
hat.

Eine andere wichtige Klasse von Folgen sind die monotonen Folgen:

Definition.

Eine Folge (a,) heiit monoton wachsend (bzw. monoton fallend), falls gilt:

an < any1  (bzw. a, > a,4q ) fir alle n € N.

Z.B. ist die Folge a,, := + monoton fallend, wihrend die Folge a, := Y ¢" (mit ¢ > 0)
i=0
monoton wachsend ist.

1.2.6 Satz von der monotonen Konvergenz. Die Folge (ay,) sei monoton wach-
send und nach oben beschrdnkt. Dann ist sie konvergent.

BEwWEIS:  Es gibt nach Voraussetzung eine reelle Zahl ¢, so dafl a; < a, < c fiir alle
n € N ist. Also ist (a,) beschrankt und besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
einen Haufungspunkt a. Wir wollen zeigen, dafl es der einzige Haufungspunkt und damit
schon der Grenzwert ist.

Wenn es ein ny € N mit a,, > a gédbe, dann wire wegen der Monotonie sogar a, > a
fiir alle n > nyg, also fiir fast alle n. Wahlt man dann ein € zwischen 0 und a,, — a, so
konnen hochstens endlich viele a,, in U.(a) liegen. Das widerspricht der Tatsache, daf a
Héaufungspunkt ist.

Also ist a, < a fiir alle n € N. Eine Zahl b > a hat dann keine Chance mehr, Haufungs-
punkt von (a,) zu sein. Wenn es aber ein b < a gibe, das Haufungspunkt ist, dann miiite
— nach der gleichen Argumentation wie eben — schon a,, < b fiir alle n € N sein, und die
Zahl a kénnte kein Haufungspunkt der Folge sein. Also besitzt (a,) nur einen einzigen
Héufungspunkt und ist damit beschrankt! []

Der Satz von der monotonen Konvergenz ist ein duflerst niitzliches Kriterium, um die
Konvergenz einer Folge zu beweisen. Ist die Konvergenz erst einmal gesichert, dann gibt
es oftmals Mittel und Wege, auch noch den Grenzwert herauszubekommen.
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Beispiel :

Es sei a; = \/§, ay = \/2+\/§, as = \/2+\/2+\/§ und allgemein a,,, :=
2+ ay,.

Das ist eine rekursive Definition. Dal auf diese Weise alle Folgeglieder bestimmt
sind, ergibt sich unmittelbar aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion. Rekursive
Formeln lassen sich besonders gut mit dem Computer bearbeiten.

Wir wollen zeigen, daf8 (a,,) monoton wachsend und nach oben durch 2 beschriankt
ist.

Wegen der rekursiven Definition miissen wir fast zwangslaufig das Induktionsprinzip
verwenden: Offensichtlich ist a; = v/2 < 2, und da 2 < 24 /2 ist, ist a; = V2 <

2 + /2 = ay. Damit ist der Induktionsanfang erledigt.

1. Ist nach Induktionsvoraussetzung a, < 2, so ist a,, + 2 < 4, und damit a,,, =
Van, + 2 < v/4 = 2. Das war ganz einfach.

2. Bei der Monotonie lautet die Induktionsvoraussetzung a, < a,,1. Aber dann
ist 2+ a, < 2+ a,y1, und damit

Unt1 = V24 a, <\/2+ api1 = Qpio.

Damit ist auch hier der Induktionsschlufl vollzogen.

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt jetzt, dal (a,) konvergent ist.
Mit einem einfachen Trick ermitteln wir den Grenzwert:

Mit (a,,) ist natiirlich auch (b,) mit b,, := a,+1 konvergent. Beide Folgen konvergieren
gegen den gleichen Grenzwert, eine reelle Zahl a. Nun ist b, = /2 + a,, also

2 _ (1 2 _ 2 _ 1 _
a” = (lim b,)" = lim (b,)” = lim (2 +a,) = 2 +a.

n—oo
1+£v1+2-4 143
2 )

Das bedeutet, da a®> —a — 2 = 0 ist, also a = . Da alle

Folgeglieder > 0 sind, mufl auch a > 0 sein, also a = 2.

Gelegentlich kann man auch neue (irrationale) Zahlen als Grenzwerte von Folgen einfiih-
ren:

Es sei 5 1 ' . .
= B T T H O i
¢ V;y! T T T
Es handelt sich mal wieder um eine Reihe, diesmal aber keine geometrische Reihe. Of-
fensichtlich ist (a,) monoton wachsend. Da die einzelnen Summanden ab einer gewissen
Stelle stets schneller schrumpfen als die Summanden der geometrischen Reihe, diirfen wir

vermuten, dafl (a,) konvergiert.

Tatsachlich ist
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also

hei3t Fulersche Zahl.

Man sieht sofort, dal 2 < e < 3 ist. Eine genauere Analyse ergibt
e=2.T18281...,

und man kann relativ leicht zeigen, daf e irrational ist.

Als néchstes untersuchen wir die Folge
1 n
b, == (1—1—) (=2,225,237...,...).
n

Mit der binomischen Formel erhalten wir:

by = Z(Z)l _ i;,(n—k+1)%...(n_1)n

k=0 nt S
B z”:l n n-1 n-2 n—k+1
&k n n n n
RS (1 1)(1 2) k-1
k! n n n
|
< ZH<€
k=0

Also ist (b,) nach oben beschréankt durch die Eulersche Zahl. Weiter gilt:

1 n+1 n+1 n+1 1
bn - 1 = JE—
i ( +n+1> kg%( k )(n—i—l)k

o e D —1) .. (n—k+2)
B kzzoﬁ (n+ 1)k

v
)
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&1 an=1)-...-(n—(k—-2))

B kz:%H (n+ 1)kt

&1l (n+1) -1 (n+1)-2 (n+1)—(k—1)
B ZH n+l  n+l n+1

e
Il
o

() ()
() ()

I
M=
= —

i
o

Y
M=
| —

I

o =
S
* o

Damit ist (b,,) monoton wachsend, also konvergent gegen eine Zahl e*. Um den Grenzwert
naher zu bestimmen, brauchen wir einen Trick! Ist m > 2 irgend eine feste natiirliche

Zahl und n > m, so gilt:

- B D02 (5
-0 0D (-5

LaBt man n — oo gehen, so erhélt man:

>

n
by
k=0

m
>
k=0

. — 1 .
e :nh—{gobnzg_%ﬁ’ fiir jedes m > 2.

Also ist schliellich e* > e, und damit

e = lim (l—i-) = —.
n—00 n P’ k!

So haben wir zwei verschiedene Darstellungen der Eulerschen Zahl gewonnen.
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83 Paare und Abbildungen

A und B seien zwei Mengen. Dann kann man je ein Element x € A und ein Element
y € B zu einem (geordneten) Paar (x,y) zusammenfassen. Man nennt dann z die erste
Komponente und y die zweite Komponente des Paares (z,y). Es kommt auf die Reihenfolge
an, d.h., es gilt:

(a,b) = (¢,d) <= a=cund b=d.
Die Menge aller moglichen Paare nennt man die Paarmenge oder das kartesische Produkt
von A und B und bezeichnet sie mit A x B. Es gilt also:

Ax B={(z,y) |z € Aund y € B}.

Beispiel :
Es sei
A={0,0, 8, &}
die Menge der Farben beim Skat, und

B :={7, 8, 9, 10, Bube, Dame, Konig, As}

die Menge der moglichen Werte. Dann ist A x B die Menge der Karten eines Skat-
spieles, ein Element ist z.B. das Paar (O, As), das ,,Herz—As“.

Das kartesische Produkt von A mit sich selbst bezeichnet man auch mit A2. Hier muf}
besonders auf die Reihenfolge der Komponenten geachtet werden. Sind x, y zwei verschie-
dene Elemente von A, so ist zwar {z,y} = {y,x}, aber (z,y) # (y,x) !

Die Menge R? = R x R wird auch als Fuklidische Ebene bezeichnet. Sie ist ein Modell fiir
die Menge der Punkte der Anschauungsebene.

Ist Py = (wo,%) € R? ein solcher Punkt, so nennt man z, die z-Koordinate oder Ab-
szisse und yo die y-Koordinate oder Ordinate von Fy. Der Punkt O := (0,0) heifit der
Koordinatenursprung.

Sind Py := (x1,11) und Py := (29, 2)
zwei Punkte in der Ebene, so ist die
Verbindungsstrecke von P, und P, die

Hypotenuse eines rechtwinkligen Drei- 9
ecks mit den Katheten |y — ;| und
| £o — 21 |. Sie hat also die Lénge 1

d(Py, Py) := \/($2 —21)? + (Y2 — n)* x T w N N

Man nennt diese Zahl auch den Abstand
oder die Distanz von P; und Ps.

Ist Py = (z9,yo) ein Punkt im R? und r > 0 eine reelle Zahl, so nennt man die Menge
D, (Py)) = {PeR*|d(P,PR)<r}
= {(z,y) €eR* | (x — m0)* + (y — 0)* < 1°}
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die (offene) Kreisscheibe um Py mit Radius r. Ersetzt man ,<“ durch ,<“, so spricht
man von einer abgeschlossenen Kreisscheibe. Die Kreisscheiben spielen im R? die Rolle,
die auf der Zahlengeraden die Intervalle innehaben. So konvergiert z.B. eine Folge (P,)
von Punkten der Ebene genau dann gegen einen Punkt Py, wenn in jeder Kreisscheibe
D.(F,) fast alle Folgeglieder liegen.

Ist F'(z,y) ein Term, der z und y als Variable enthélt, so nennt man die Menge
K ={(z,y) € R*| F(z,y) = 0}

eine ebene Kurve. Dahinter kann sich vielerlei verbergen:

Beispiele :

1. St i={(z,y) | 2> +y?* =1} ={P € R? | d(P,0) = 1}
ist der sogenannte Einheitskreis. Allge-
meiner ist

K. (P) ={PcR*|d(P,P) =r} <

|/

der Kreis um P, mit Radius 7.

2. N :={(z,y) € R* | y = 2%} ist die ,Normal-Parabel“.

3. Wenn man Pech hat, kommt gar keine Linie heraus. So ist z.B.
{(x,y) € R? | 22 + y%> = 0} = {(0,0)} nur der Nullpunkt.

4. Das Wort ,, Kurve“ soll keineswegs mit einer gekriimmten Linie gleichgesetzt werden.
Unser wichtigstes Beispiel ist die allgemeine Gerade

L={(z,y) € R*| ax + by = s},
mit reellen Zahlen a, b, s und (a,b) # (0,0). Auch das ist ein Beispiel fiir eine Kurve.
Wir wollen die Geraden in der Ebene etwas ndher untersuchen:

Dazu unterscheiden wir zwei Falle:

1. Ist b=0 und a # 0,

SO 1st

L={(ay) e®|z="} T =

eine ,vertikale Gerade®.
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2. Ist b # 0, so kann man die Geraden—Gleichung az + by = s nach y auflésen. Wir
setzen m := —7 und ¢ := §. Dann ist

L={(z,y) €ER*|y=ma+t}

eine ,,schrige Gerade“:

t

7

Wenn sich die Abszisse von x um eine Einheit auf x + 1 erhoht, dann erhéht sich
die Ordinate von y = mx +t auf m(x+ 1)+t = y + m, also um m Einheiten. Daher
nennt man m die ,,Steigung* der Geraden.

(a) Ist m > 0, so liegt eine aufsteigende Gerade vor.

(b) Ist m < 0, so liegt eine fallende Gerade vor.

(c) Ist m = 0, so verlduft die Gerade horizontal. Wir fassen das dennoch als Spe-

zialfall einer schrigen Geraden auf.

Meistens werden Geraden durch zwei Punkte definiert:

Zunéchst betrachten wir die schrage Gerade mit der Steigung m durch einen Punkt P, =
(wlv yl):

Allgemein ist y = mx +t,

und speziell y; = mx; + ¢,

insgesamt also y —y; = m(x — 7).

Das ergibt die Geradengleichung

y=1vy1 +m(x—x).

Soll die Gerade zusétzlich durch P, = (x,y2) gehen, so mufl yo = y; + m(zy — 1) sein,
also

Y2 — U
m = .
Tz — 11
Einsetzen ergibt die Geradengleichung

L2 — 21

Man kann das noch in eine symmetrischere Form bringen:

Y=y _ g2
T—1T Ty—T1
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Man spricht dann von der SZwei—Punkte—Form*.

Als néchstes suchen wir nach dem Schnittpunkt zweier Geraden

Ly = {ax+by=s}
und Ly = {cx+dy=r}.

Wir miissen mehrere Falle unterscheiden:

1. L1 ={(z,y) | * = p} und Ly = {(z,y) | = = q} sind beide vertikal. Dann ist

) Ly fallsp=g¢q
leLz_{ @ falls p # q.
2. Ly = {(z,y) | v = p} ist vertikal und Ly = {(z,y) | y = ma + t} ist schrdg. Dann
ist offensichtlich

ein einziger Punkt.

Ein analoges Ergebnis erhdlt man, wenn L; schrag und L. vertikal ist.

3. Der interessanteste Fall liegt vor, wenn beide Geraden schrig sind. Sei Ly = {(z,y) |
y =mx +t} und Ly = {(z,y) | y = nx + u}. Ist m = n, so haben die Geraden
die gleiche Richtung, sind also parallel. Dann mufl auch noch t = u sein, damit die
Geraden zusammenfallen, andernfalls sind sie disjunkt (d.h. sie haben einen leeren
Durchschnitt).

Ist m # n, so kann man die Gleichung (m — n)z + (¢ — u) = 0 nach z auflésen und
erhélt genau einen Schnittpunkt, ndmlich

t—u mu—nt

(z,y) = (= )-

m-—-n m-—n

Man kann den Schnittpunkt auch bestimmen, wenn die Geraden nicht in der Steigungs-
form gegeben sind. Das fiihrt auf ein Gleichungssystem der folgenden Art:

(I) ax+by = s,
und  (II) cx+dy = .

So etwas nennt man ein , Lineares Gleichungssystem®.

Subtrahiert man das b—fache der zweiten Gleichung vom d—fachen der ersten Gleichung,
so erhélt man:

(ad — bc)x = ds — br.

Subtrahiert man das c—fache der ersten Gleichung vom a—fachen der zweiten Gleichung,
so erhélt man:
(ad — be)y = ar — sc.

Die Zahl d := ad — bc heifit die Determinante des Gleichungssystems. Sie entscheidet {iber
die Losbarkeit:
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1. Ist d # 0, so gibt es genau eine Losung, ndmlich

ds — br
T = ,

d

ar — sc

d

und y =

2. Ist dagegen d = 0, so ist ad = bc. Ist auflerdem ds = br und ar = cs, so gibt es

unendlich viele Losungen, d.h. die beiden Geraden fallen zusammen. Ist etwa b # 0,

so ergibt sich die zweite Gleichung aus der ersten durch Multiplikation mit 7

Ist b = 0, so mufl a # 0 sein, und die zweite Gleichung ergibt sich wieder aus der

c
ersten, diesmal durch Multiplikation mit —:
a

c:a-f,d:b-gundr:s-g.
a a a
Eine andere Situation liegt vor, wenn ds # br oder ar # cs ist. Dann wird das
Gleichungssystem von keinem (zx,y) erfiillt, d.h. die Geraden sind disjunkt und zu-
einander parallel. In diesem Fall ist zwar auch die linke Seite der zweiten Gleichung
ein Vielfaches der linken Seite der ersten Gleichung, aber die rechten Seiten passen
nicht zueinander.

Soweit die Theorie der Geraden in der Ebene. In Kapitel II werden wir Lineare Glei-
chungssysteme sehr viel allgemeiner behandeln.

Definition.

A und B seien zwei beliebige Mengen. Unter einer Abbildung von A nach B versteht
man eine Vorschrift, durch die jedem Element x € A genau ein Element y € B
zugeordnet wird.

Die Zuordnungsvorschrift sei mit dem Buchstaben f bezeichnet.

Dann schreibt man:

Wird dem Element = € A das Element € B zugeordnet, so driickt man das durch
f(x) =y oder f:z— y aus.

Die Menge A nennt man den Definitionsbereich von f. Sie ist wesentlicher Bestand-
teil der Abbildung f und wird daher auch gerne mit Dy bezeichnet. Die Menge B
nennt man Wertebereich, Wertevorrat oder Zielmenge.
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Beispiel :

Es sei A die Menge aller Postsendungen, die ein Brieftrager am Morgen zum Austra-
gen erhilt, und B die Menge aller Anwohner seines Zustellbezirkes. Die Zuordnung
f A — B wird durch die Empfinger-Daten auf den Postsendungen definiert. Wir
nehmen einmal an, dafl diese Daten alle leserlich und korrekt sind, und dafl keine
Einschreiben oder Nachnahmen dabei sind.

Am Ende seiner Tour hat der Brieftriger keine Sendung mehr in der Tasche, es
wurde also jeder Sendung ein Empfanger zugeordnet. Und natiirlich wurde kein
Brief zerrissen und an zwei Leute verteilt. Es liegt also tatséchlich eine ,, Abbildung*
von A nach B vor.

Es ist dabei moglich, dafl ein Empfanger mehrere Briefe bekommt, und genauso,
dafl ein anderer Empfanger leer ausgeht.

In diesem Anfangsstadium kénnen wir eine Abbildung durch ein Pfeildiagramm veran-
schaulichen:
f

Sobald es um grofle oder gar unendliche Mengen geht, versagt diese Methode der Veran-
schaulichung, wir miissen uns nach anderen Hilfsmitteln umsehen.

Definition.

Ist f: A — B eine Abbildung, so versteht man unter dem Graphen von f die Menge

Gr={(z,y) e AxBly=f(z)} ={(z, f(z)) | x € A}.

Ist etwa A C R und B C R, so kann man den Graphen sehr einfach aufzeichnen:

Die typischen Eigenschaften einer Abbildung sind leicht zu erkennen:

1. Da jedem x € A etwas zugeordnet werden soll, mufl jede vertikale Gerade, die A
trifft, auch den Graphen treffen.
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2. Da jedem x nur ein y zugeordnet werden kann, darf eine vertikale Gerade den
Graphen auch stets nur einmal treffen.

Ist der Wertebereich einer Abbildung eine Menge von Zahlen, so sagt man an Stelle
von ,,Abbildung* meistens ,,Funktion“. Das ist allerdings nur eine Tradition, keine feste
Vorschrift. Und der Begriff ,Zahl“ kann dabei recht weit ausgelegt werden.

Der Graph einer reellwertigen Funktion f mit Dy C R ist eine Teilmenge von R? der
Gestalt {(z,y) | y — f(z) = 0}, also eine Kurve. Umgekehrt ist jedoch noch lange nicht
jede Kurve im R? der Graph einer Funktion, wie etwa das Beispiel eines Kreises zeigt.

Definition.

Sei f : A — B eine Abbildung. Ist M C A eine Teilmenge, so nennt man die Menge
fM) = {f(z) |xe M} CB
das Bild (oder die Bildmenge) von M unter f.

Im Brieftrédger—Beispiel sei z.B. M die Menge aller derjenigen Sendungen, auf denen als
Empfianger ,Franz Xaver Hintermoser” angegeben ist. Die Bildmenge f(M) wird dann
voraussichtlich nur aus einem einzigen Element bestehen. Anders sieht die Situation aus,
wenn man fiir M die Menge aller Postkarten nimmt. Schliellich ist es auch moglich, M = A
zu wéhlen. In unserem Beispiel ist f(A) die Menge der Bewohner, die Post bekommen.
Das ist i.a. etwas anderes als die Zielmenge B'!

Beispiele :

1. f: R — R sei definiert durch f(x) := max + ¢, mit m # 0. Das ist eine , Lineare
Funktion“, und der Graph ist eine schrége Gerade. Eine vertikale Gerade kann nicht
der Graph einer Funktion sein. Warum nicht?

2. f : R — R sei definiert durch f(z) := az® + bz + ¢, mit a # 0. Das ist eine
»,Quadratische Funktion®, und ihr Graph ist eine sogenannte , Parabel“. Was kann
man iiber die Gestalt dieser Parabel sagen?

(a) Die Losungen der quadratischen Gleichung f(z) = 0 sind die ,,Nullstellen® von
[, also die Schnittpunkte von Gy mit der x—Achse.

(b) Nach dem Prinzip der quadratischen Ergénzung kann man schreiben:
f@) =a((x—a)® = p),

mit o := —— und 8 := —. Dann ergibt sich sofort:
2a 4a?

fla—z) = fla+t ),

d.h., Gy liegt symmetrisch zur vertikalen Geraden {(z,y) | * = a}. Die Parabel
ist entweder nach oben oder nach unten gedffnet.

A
(c) Ist a >0, s0ist f(x) > —a-f = 1 Dann besitzt f einen Scheitelpunkt bei
a

x = «, und Gy ist nach oben gedfinet.

Ist @ <0, so0ist f(z) < —a-f und Gy nach unten gedfinet.
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(d) Man kann jetzt die Losungsmenge einer quadratischen Ungleichung aus der

Gestalt des Graphen entnehmen.

a>0

a<0

I

f=0

3. Die Funktion f(x):= |z | hat folgenden Graphen:

4. Fiir eine reelle Zahl x sei [x] die grofite ganze Zahl n € Z mit n < x. Man spricht
auch von der ,GauB-Klammer“. Z.B. ist [3.5] = 3, [37] = 37 und [-%] = —3.

Die Funktion f(x) := [z] hat dann folgende Gestalt:

>

5. Die GauB-Klammer ist recht niitzlich. Wir wollen die Definition der Funktion finden,

deren Graph die folgende Zackenkurve ist:

Ist 2n < x < 2n+ 1, so soll f(x) = x — 2n sein, in dem betrachteten Intervall ist

aber 2n = [x].
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Ist 2n + 1 < x < 2n+ 2, so soll f(x) = —(z — (2n + 2)) sein. Hier ist [z] = 2n + 1,
also f(x) =1 — (z — [z]). Zusammen ergibt das:

) = xr — [x] fir 2n <z <2n+1
|l 1—=(z—[z]) fur2n+1<z<2n+2.

Bis jetzt haben wir nur reellwertige Funktionen betrachtet. Ist I = [a, b] ein Intervall und
¢ : I — R? eine Abbildung, so nennt man ¢ eine parametrisierte Kurve. Der Fall I = R
ist auch zugelassen. Das Bild | ¢| := ¢(/) nennt man auch die Spur von ¢. In vielen
Féllen (aber nicht immer) kann man die Spur einer parametrisierten Kurve auch durch
eine Gleichung F'(z,y) = 0 beschreiben.

Beispiele:

1. Sind P, = (z1,91), Py = (2,92) zwei verschiedene Punkte im R?, so wird durch
o(t) = (v1 +t(zg — 21), 51 + t(y2 — 1)) eine Abbildung ¢ : R — R? definiert, mit
©(0) = P, und (1) = P,. Ein Punkt (z,y) liegt genau dann auf | ¢ |, wenn es ein
t € R gibt, so daf3 gilt:

r=x1+t(re —x) und y=1y; +t(y2 — y1),

T — 2 Yy—h
also =

To — 1 Y2 — U1

Das ist die Zwei-Punkte-Form einer Geraden. Wir haben mit ¢ also die Parametri-
sierung einer Geraden durch P, und P, gefunden. Ein Punkt ¢(¢) der Geraden liegt
genau dann zwischen P; und P, wenn 0 < ¢ < 1 ist. Beschrankt man also ¢ auf den
Definitionsbereich [0, 1], so erhélt man die Parametrisierung der Verbindungsstrecke
von P; und P;.

2. Einen Kreis konnen wir momentan noch nicht so schon parametrisieren, das holen
wir spater nach. Aber eine Parametrisierung des halben Einheitskreises kénnen wir
immerhin angeben:

o(t) == (t, V1 —t?),
fir —1 <t < +1.
3. Das vorige Beispiel ist ein Spezialfall der folgenden Situation: Ist f : I — R eine

Funktion, so parametrisiert ¢(t) := (¢, f(¢)) den Graphen von f.

Wiéhrend man Funktionen am besten durch ihren Graphen darstellt, veranschaulicht man
Kurven durch ihre Spur. Schwierig wird es, wenn eine Funktion oder Abbildung von
mehreren Variablen abhéngt.

Sei etwa @ : R? — R? definiert durch
®(z,y) = (z+a,y+0).

Diese Abbildung verschiebt jeden Punkt der Ebene um a Einheiten nach rechts und b
Einheiten nach oben. Man nennt sie daher auch eine Verschiebung oder Translation. Der
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Graph wire eine Menge in R? x R?, und das kann man sich beim besten Willen nicht mehr
vorstellen. Das Bild des Definitionsbereiches R? ist der ganze Zielbereich R?, also kann
man auch nicht von einer Spur sprechen. Aber man kann z.B. jeden Punkt X der Ebene
mit seinem Bildpunkt ®(X') durch einen Pfeil verbinden. Das ergibt eine unendliche Schar
von Pfeilen gleicher Richtung und gleicher Linge. Dieses Bild sollte man sich fiir spéter
merken.
7
/
/ /
/
/

Die Abbildung ¥ : R?* — R? mit W(z,y) := (z, —y) stellt die Spiegelung an der x-Achse
dar. Verbindet man hier Punkt mit Bildpunkt, so erhélt man eine unendliche Schar von
vertikalen Doppelpfeilen, die alle von der x—Achse halbiert werden.

]
T

SchlieBllich wollen wir noch ein Beispiel ganz anderer Art betrachten:

e

Wir wéhlen eine Anordnung i1, is, ..., i, der Zahlen 1, 2, ..., n und schreiben die beiden
Zahlenreihen untereinander:
1 2 ... n
[ i1ty ... dp 1

Ordnet man jetzt der Zahl v jeweils die darunter stehende Zahl 7, zu, so ergibt das
eine Abbildung o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Dabei kommt unter den Bildelementen
o(i) jede der Zahlen 1,2,...,n wieder genau einmal vor. Man spricht auch von einer
Permutation (der Zahlen 1,2,... n). Die Menge aller Permutationen bezeichnen wir mit
dem Symbol §,,. Da jedes Element von &,, genau einer der moglichen Anordnungen der
Zahlen 1,2, ... n entspricht, enthélt S,, genau n! Elemente.

Z.B. enthélt S; die Elemente
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
123’113 2|"|213|’}(23 1|3 12|13 21]°

Definition.
Es sei f: A — B eine beliebige Abbildung.

1. f heiit injektiv (oder eineindeutig), falls gilt:

11 # 1y = f(21) # f(22).
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2. f heifit surjektiv (oder eine Abbildung auf B), falls gilt:
Vye B3drx e Amit f(z) =y.

3. f heiit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

f ist also genau dann injektiv, wenn die Gleichung f(x) = y bei gegebenem y — wenn
iiberhaupt — eindeutig l6sbar ist. Und f ist genau dann surjektiv, wenn die Gleichung
f(z) = y bei gegebenem y stets 16sbar ist (aber nicht unbedingt eindeutig).

An Hand des Graphen Gy kann man sich diese Eigenschaften veranschaulichen:

f ist genau dann injektiv, wenn der Graph von jeder horizontalen Geraden hochstens
einmal getroffen wird.

injektiv / nicht injektiv

Man weist Injektivitat meist nach folgendem Schema nach: f(z1) = f(x2) = 1 = 2.

Statt (A = B ) zu zeigen, kann man auch (nicht B = nicht A ) beweisen. Das
nennt man ,Beweis durch Kontraposition®. Das Verfahren ist dem Widerspruchs-
beweis sehr dhnlich.

f ist genau dann surjektiv, wenn jede horizontale Gerade, die B trifft, auch den Graphen
G f trifft.

Beispiele:
1. f:R = Rmit f(z) := mz+tund m # 0 ist injektiv und surjektiv, also bijektiv.

2. f:R — R mit f(z) := z? ist weder injektiv (denn f(—x) = f(x)) noch surjektiv
(denn negative Werte kommen nicht vor).

3. Surjektivitdt kann man immer durch Verkleinern der Zielmenge erreichen. So ist
zB. f: R — R, U{0} mit f(z) := 2? surjektiv.

4. Eine Funktion f : I — R heit monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend),
falls fiir 1, x5 € I mit xy < x5 gilt:

flz1) < flaa)  (bzw. f(x1) < f(z2)).
Analog definiert man , (streng) monoton fallend*.

Normalerweise zeigt eine Funktion auf verschiedenen Abschnitten unterschiedliches
Monotonieverhalten:
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W II II1 IV \Y VI
I

In den Bereichen (I) und (V) fillt f streng monoton, in den Bereichen (II), (IV) und
(VI) wéchst f streng monoton, und in (III) ist f konstant, also zugleich monoton
wachsend und fallend, aber weder streng monoton wachsend, noch streng monoton
fallend.

Offensichtlich gilt: Ist f streng monoton (wachsend oder fallend), so ist f injektiv.
Betrachten wir z.B. f(z) := 2 und z; < x5. Dann ist
f(x2) = flz1) = ($2)3 - (%)3 = (za —11) (I% + 179 + x%)

Haben 1, x5 das gleiche Vorzeichen, so ist der Ausdruck in der rechten Klammer
> 0, und da auch xo — 1 > 0 ist, mufl f(z1) < f(x2) sein. Ist jedoch z1 < 0 < zo,
so ist auch f(z1) <0 < f(x3). Also ist z — z? streng monoton wachsend und damit
erst recht injektiv.

Im {ibrigen ist z — 2% auch surjektiv. Zu jeder positiven reellen Zahl a gibt es eine

positive Zahl z mit 23 = a. Aber dann ist auch —a = (—z)3.

Definition.

A, B und C seien irgendwelche Mengen. Sind Abbildungen f : A — B und g :
B — (' gegeben, so kann man diese Zuordnungen hintereinander ausfithren und so
zu einer neuen Abbildung go f : A — C verkniipfen, mit

go fx):=g(f(2)).

L[
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Beispiele :

1. Die Funktionen f, g : R — R seien definiert durch f(x) := 22 +2z und g(y) := y+1.
Dann gilt:

go f(x) = 2*+2r+1,
fogly) = (y+1)*+2(y+1) = y* +4y +3.
Im allgemeinen ist also fog # go f.

2. Sind @ : (z,y) — (x+a,y+b) und ¥ : (z,y) — (x + ¢,y + d) zwei Translationen
der Ebene, so ist ¥ o ® : R* — R? gegeben durch

(Vo®)(z,y) =V¥(z+ay+b)=(z+(a+c)y+(b+d)),
also wieder eine Translation.
3. Ist S: (z,y) — (z, —y) die Spiegelung an der x-Achse, so ist S o S(z,y) = (z,y).

Ist A eine beliebige Menge, so wird die Abbildung ids : A — A mit id4s(z) := = als
tdentische Abbildung von A bezeichnet. Wir haben gerade gesehen, dafi S o § = idge ist.

Sind o ::[; ZQ ?]undag ::l; ]3 l? zweil Permutationen, so kann
1 2 ... iy 1 ko .ok,

man sie zu einer neuen Permutation o, o 0; miteinander verkniipfen. Dabei wird z.B. die
1 zunéchst auf oq(1) = iy und i; dann auf o09(i1) = k;, abgebildet.

1 2 3 o 1 23] |123

21 3 32 1| |31 2]
Eine Permutation heifit Transposition oder Vertauschung, wenn nur zwei Zahlen mitein-
ander vertauscht werden und alle anderen fest bleiben, z.B. wird bei

So ist etwa

1 2 3 45
4 2 315

nur die 1 mit der 4 vertauscht. Eine beliebige Permutation entsteht nun, indem man
geniigend viele Vertauschungen hintereinander ausfiithrt. Leider ist die Zerlegung einer
Permutation in Transpositionen nicht eindeutig. Allerdings gilt:

1.3.1 Satz. Wird eine Permutation auf zweierlei Weisen durch eine Folge von Trans-
positionen erzeugt, so ist die Anzahl der bendtigten Vertauschungen in beiden Fillen ent-
weder gerade oder ungerade.

Der Beweis ist nicht ganz einfach und wird deshalb weggelassen. Die Idee besteht darin,
beide Anzahlen zu addieren und zu zeigen, dafl dabei eine gerade Zahl herauskommt, weil
man nur durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen einen fritheren Zustand wieder
herstellen kann.
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Definition.

Eine Permutation o € S,, heifit gerade, wenn sie sich aus einer geraden Anzahl von
Vertauschungen zusammensetzt. Andernfalls heifit sie ungerade. Wir setzen

sgn(o) = +1 falls o gerade ist,
g = —1 falls o ungerade ist,

und nennen diese Zahl das Signum der Permutation.

Zur Abkiirzung setzen wir (i1, is,...,4,) = [ z‘l 22 o Zn ] . Dann ist
12 ... iy
sgn(1,2,4,3,5) = -1,
sgn(3,4,1,2,5) = +1
und sgn(3,5,4,1,2) = —1.

Wir werden dies spéter in der Determinanten—Theorie brauchen.

Sei f : A — B eine bijektive Abbildung. Dann gibt es wegen der Surjektivitit zu
jedem y € B ein x € A mit f(z) = y, und wegen der Injektivitét ist dieses x eindeutig
bestimmt. Also ist die Zuordnung y = f(x) + x auch eine Abbildung. Man nennt sie die
Umbkehrabbildung zu f und bezeichnet sie mit f~!. Es gilt dann:

f_l of = idy
und  fof! = idg.
Beispiele :
1. Sei f : R — R definiert durch f(z) := ma+t, mit m # 0. Dann ist f~!(y) = £ (y—1).

2. Sei f: Ry — Ry definiert durch f(z) := x*. Dann ist f~'(y) = \/¥.

Den Graphen der Umkehrfunktion f~*
erhélt man iibrigens, indem man den y = f(z)
Graphen von f an der Winkelhalbieren-
den spiegelt.

1.3.2 Satz. FEine Abbildung f : A — B ist genau dann bijektiv, wenn es eine weitere
Abbildung g : B — A gibt, so dafs go f =ids und f o g =idp ist.

BEWEIS:  Ist f bijektiv, so wihlt man fiir g einfach die Umkehrabbildung f~!. Ist
umgekehrt ein g mit den angegebenen Eigenschaften vorhanden, so mufi man zeigen, dafl
f bijektiv ist:

1) Ist y € B, soist f(g(y)) =y, also f surjektiv.
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2) Ist f(x1) = f(x2), soist z1 = g(f(x1)) = g(f(22)) = xa, also f injektiv. []

Dieses Kriterium ist sehr niitzlich. Z.B. ist die Translation ® : (z,y) — (z + a,y + b)
bijektiv, weil man sofort eine Umkehrabbildung angeben kann:

' (z,y) = (x —a,y— ).

Wir fassen noch einige Eigenschaften der Translationen zusammen:
1. id = idpe ist eine Translation, und es ist ® oid = id o & = P fiir jede Translation .
2. Mit ® und V¥ ist auch deren Verkniipfung ¢ o ¥ eine Translation.
3. Esist Po(VoA)=(PoW¥)oA.

4. Jede Translation ist bijektiv, mit ® ist auch ®~! eine Translation, und es ist od~! =
O lod =id.

Eine dhnliche Struktur trifft man in der Mathematik sehr oft an. Man spricht dann von

einer Gruppe.

Definition.

Eine Gruppe ist eine Menge G, in der je zwei Elemente g und h zu einem Element
gh € G verkniipft werden koénnen, so daf3 gilt:

1. g(hk) = (gh)k fiir alle g, h, k € G.

2. Es gibt ein Element e € GG, so dafl ge = eg = g fiir alle g € G ist.

3. Zu jedem g € G gibt es ein g7 € G, so daB gg~! = g7 1g = e ist.
Das Element e ist eindeutig bestimmt und wird als neutrales Element bezeichnet.

Das Element ¢g~! heifit das Inverse zu g.

Ist gh = hg fiir alle g, h € GG, so nennt man die Gruppe kommutativ.

Beispiele:

1. Die Permutationen o € S,, bilden mit ihrer Verkniipfung auch eine Gruppe. Da i.a.
01 0 09 # 09 0 01 ist, nennt man die Gruppe nicht kommutativ. Die Gruppe der
Translationen ist dagegen kommutativ, wie man leicht sieht.

2. Die reellen Zahlen mit der Verkniipfung +, dem , Inversen“ —z und dem , neutralen
Element® 0 bilden eine kommutative Gruppe. Und genauso die Menge R* := R\ {0}
mit der Verkniipfung -, dem Inversen z=! und dem neutralen Element 1.
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84 Elementare Funktionen

A) Polynome

Eine Funktion der Gestalt
n
p(z) = Z QT = Apx™ + Q12"+ + agx® + a4 ag
i=0

mit a, # 0 heilt Polynom vom Grad n. Die Zahlen a; nennt man die Koeffizienten des
Polynoms.

Eine konstante Funktion f(z) = ¢ mit ¢ # 0 ist ein Polynom vom Grad 0. Das ,,Nullpo-
lynom* f(z) = 0 bekommt definitionsgemafl den Grad —1.

Bemerkung: f(z) = ¢ bedeutet, dal f(z) = ¢ fiir jedes = € R ist. Man darf dann
auch kiirzer schreiben: f = ¢. Und man kann sagen, dafl f durch f(z) := ¢ definiert wird.

Dagegen bedeutet die Gleichung f(x) = ¢ (ohne den Doppelpunkt), dal f an einer Stelle
x den Wert ¢ annimmt, in = also eine c—Stelle besitzt. Besonders interessieren einen die
Nullstellen, also die Losungen der Gleichung f(x) = 0, wihrend die Funktion f(z) = 0
(das Nullpolynom) hochst langweilig ist.

Das Rechnen mit Polynomen diirfte bekannt sein, hier soll nur an die Grad—Formel

deg(f - g) = deg(f) + deg(g)

erinnert werden.

Eins der wichtigsten Hilfsmittel in der Theorie der Polynome ist die Division mit Rest:

I1.4.1 Satz (Division mit Rest fiir Polynome). Es seien f,qg Polynome mit
deg(g) < deg(f). Dann gibt es Polynome q und r, so daf gilt:

1. f=q-g+r (alsoi:q—ki).
g g

2. Entweder ist r = 0 (d.h., die Division geht auf),
oder es ist 0 < deg(r) < deg(g).

BEwEIs:  Wir kennen die Division mit Rest von den positiven ganzen Zahlen: Sind
a,b € N mit a > b, so dividiert man a durch b mit Rest, indem man b so oft von a
subtrahiert, bis eine Zahl r mit 0 < r < b iibrigbleibt. Ist ¢ die Anzahl der Subtraktionen,
soista=q-b+r.

Bei den Polynomen geht das nicht so einfach. Es sei
flz)=apa"+---+ax+ay und g(x)=0buz™+ - +bx+by, mitm<n.

Wir wollen g(z) ,s0 oft“ von f(z) subtrahieren, daf ein Polynom r(z) mit einem Grad< m
iibrigbleibt, wir bilden also Ausdriicke der Gestalt f —¢q- g. Ist der Faktor ¢ nur eine Zahl
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und etwa n > m, so kénnen wir auf diese Weise die hochsten Terme von f nie zum
Verschwinden bringen. So einfach geht es also nicht, wir miissen fiir ¢ auch Polynome
zulassen. Setzen wir z.B.

On n—m

q(z) == o

so ist q(z) - g(z) = a,2"+ Terme kleineren Grades, und f(x) — g(z) - g(z) enthélt keinen
Term vom Grad n mehr. Beginnt der verbliebene Rest mit einem Term cpx® mit k > m,
so subtrahieren wir davon als néchstes das Polynom

Ii’;xk‘m -g(@)

und verringern erneut den Grad des Restpolynoms. Das verbesserte ¢ hat jetzt die Gestalt

C
q(x) . nfm_._ ixkfm.

" b by

Dieses Verfahren konnen wir solange fortsetzen, bis r(x) = f(x) —q(z) - g(x) einen Grad<

m aufweist oder gar das Nullpolynom ist. Dann sind wir fertig. ]
Rechenbeispiel:
(2 +32% =2z +7) : (2® +42%) = 2* —4dx +16
x5 +4xt
— 4% +322 -2z +7
—4x* —162°
1623 +322 —22 +7
162°  +6422

—612%2 —2x +7
1 Dies hat einen Grad < 3

Also ist f(z) = (2® — 4z + 16) - g(z) + (—612* — 22 + 7).

1.4.2 Satz. Sei p(x) ein Polynom vom Grad n und c eine Nullstelle von p. Dann gibt
es ein Polynom q(x) vom Grad n — 1, so daf$ gilt:

p(z) = (x =) - q(x).

BEwers:  Esist p(c) =0, also

px) —plc) = (anx™ +- -+ ag) — (ac" + -+ ap)

= ap(z" — ")+ an,l(x”’l = c"’l) + -4 a(z — ),

und dieses Polynom ist durch (x — ¢) teilbar, nach der Formel

k-1
b= =(x—c) Y 2t
1=0
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Beispiel :

Sei p(x) := x5 — 22' — 2 + 2. Durch Probieren stellt man schnell fest, dafl p bei x = 1
eine Nullstelle besitzt. Durch Polynomdivision erhélt man, daf3

pr)=(x—1) (2" — 2% —2* — 2 —2)

ist. Zur Probe kann man ausmultiplizieren.

Definition.

Sei p(z) ein Polynom vom Grad n > 0. Eine Zahl ¢ heifit k—fache Nullstelle von p,
falls es ein Polynom ¢(x) vom Grad n — k gibt, so daf§ gilt:

L p(z) = (v =) - ().
2. q(c) #0.

Bemerkung: Da g(c) # 0 sein soll, kann ¢ nicht das Nullpolynom sein. Also muf sein
Grad n — k > 0 sein, d.h. k <

1.4.3 Satz.  Seip(x) ein Polynom vom Grad n > 0.
1. p besitzt hochstens n Nullstellen (mit Vielfachheit gezihlt).

2. Sind cy,...,c, die verschiedenen Nullstellen von p, m < n, mit Vielfachheiten
ki,...,kn, so ist

) km

ple) = (z— )" . (@ = en) - qla),

mit ky + -+ 4+ k,, < n und einem Polynom q ohne Nullstellen.

BeEwEIs:  Ist deg(p) = 0, so ist p konstant und die Aussage trivial.

Sei also deg(p) > 1. Es sei weiter m > 0 und c¢y,..., ¢, ein System von (paarweise
verschiedenen) Nullstellen von p, mit den Vielfachheiten ky, . . ., k,,. Die Moglichkeit m = 0
lassen wir zu, dann gibt es eben keine Nullstellen.

Durch wiederholte Polynomdivision kann man ein Polynom ¢(x) finden, so da8 die Glei-

chung

p(r) = (x — cl)l€1 (= cm)’Cm - q(x)

erfiillt ist und ¢4, ..., ¢, keine Nullstellen von ¢ mehr sind. ¢ kann nicht das Nullpolynom
sein.

Da die Polynome auf der linken und der rechten Seite der Gleichung gleich sind, haben
sie auch den gleichen Grad, und es muf3

ki + -+ kp +deg(q) <n

sein. Da nach Konstruktion deg(q) > 0 ist und alle k; > 1 sind, muf k; +- - -+ k,,, < n und
insbesondere m < n sein, es kann also — selbst mit Vielfachheit gezédhlt — héchstens n Null-
stellen geben. Wenn man dafiir sorgt, da8 die Menge {ci, ..., ¢} bereits alle Nullstellen
enthélt, dann kann ¢(x) keine Nullstelle mehr haben. ]
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Beispiel :

Wir betrachten ein quadratisches Polynom
b
p(z) = ax® +bx +c=a(z® + Br + ), mit a #0, B := — und 7 := ‘.
a a

Wir benutzen die Diskriminante A := 32 — 4. Ist A > 0, so gilt:

p()=0 <= 2*+pBx+7y=0
—B+ VA

St T =T12 = 9

Dann sieht man sofort:

1+ T2 = —ﬁ
und  x1-x0 =1.

Diese Beziehung wird auch als ,, Vietascher Wurzelsatz® bezeichnet. Nun ergibt sich:
p(z) = alx — 1) (x — x2).

Ist A = 0 und daher z; = 29 =: ¢, so ist p(z) = a(z — ¢)?, und p hat in z = ¢ eine
Nullstelle 2. Ordnung. Ist A < 0, so hat p iiberhaupt keine Nullstelle. Das ist z.B.
bei p(z) = 1+ z? der Fall.

B) Rationale Funktionen

Definition.

Sind p, ¢ zwei Polynome, von denen ¢ nicht das Nullpolynom ist, so nennt man

eine rationale Funktion.

Der Definitionsbereich Dy einer solchen rationalen Funktion f ist die Menge Dy := {z €
R | g(x) # 0}. Da ¢ ein Polynom vom Grad> 0 ist, besitzt ¢ hochstens endlich viele
Nullstellen. Die mufl man aus R herausnehmen, um D zu bekommen.

Was passiert in einem Punkt g, wo g(zq) = 0 ist?

Wir konnen den Faktor (z — z¢) in der hochstmoglichen Potenz aus p(x) und ¢(x) her-
ausziehen: Es gibt Zahlen k£ > 0 und [ > 0, sowie Polynome p und ¢, so daf gilt:

p(x) = (2 — 20)" - p(w) und g(2) = (z — x0)" - G(),

mit p(xg) # 0 und G(xg) # 0. Wenn schon p(xg) # 0 ist, mufl man k = 0 setzen.

Nun sind zwei Falle zu unterscheiden:



84 FElementare Funktionen 47

1. Ist £ > 1, so ist
flo) = (@ — o) 2D
q

und die rechte Seite der Gleichung ist auch in x = xy definiert. Man nennt xy dann
eine hebbare Unbestimmtheitsstelle von f. Der ,unbestimmte Wert* f(z() = % kann
in Wirklichkeit durch eine bestimmte reelle Zahl ersetzt werden.

2. Ist k <[, soist
1 p(z)
flx) = e
N T
Hier wird der erste Faktor bei Anndherung an xq beliebig grofl, wihrend der zweite
Faktor beschréankt bleibt. Also kann man f in zy keinen verniinftigen Wert zuordnen.
Man sagt in dieser Situation: f besitzt in zy eine Polstelle der Ordnung | — k.

C) Exkurs iiber Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Gerade war von dem Verhalten einer Funktion f(z) bei Anndherung an ein x die Rede.
Das miissen wir noch etwas klarer formulieren:

Definition.

Sei I C R ein Intervall, zg € I ein Punkt und f eine (zumindest) auf I\ {z}
definierte Funktion.

1. Wir sagen, f strebt bei Anndherung an xo gegen den Wert ¢, falls gilt:
Fiir jede Folge () in I\ {wo} mit lim x, =z ist lim f(z,) = c.

Man schreibt dann: lim f(z) = c.

T—xTQ

Dabei ist auch ¢ = +00 zugelassen!

2. Jetzt sei I = [a,00) = {x € R | x > a} und f auf ganz I definiert. Wir sagen,
f strebt fir x gegen Unendlich (asymptotisch) gegen c, falls gilt:

Fiir jede Folge (x,) in I mit dim 2, = fo00 ist lim flx,) =c.

Man schreibt dann: lim f(z) = c.
T—r+00

Analog definiert man lim f(z) = c.

Tr—r—00
Beispiele :
1. Die Geschichte mit der hebbaren Unbestimmtheitsstelle wird nun klarer:

2?2 —1 ,

2. Ist f(x) =z, so ist 1i_>m f(z) = xg = f(xo) fiir jedes o aus dem Definitionsbereich.
T—To

Ein solches Verhalten werden wir noch genauer studieren.
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3. Es ist offensichtlich lim 1 = 0.

T—00

. . 1 L
Problematischer wird es, wenn man hn% — berechnen mochte. Lafit man nur positive
z—0U v

x zu, so ist der Grenzwert 400, 1at man dagegen nur negative x zu, so ist der
Grenzwert —oo.

Wir miissen also auch die einseitige Annéherung an eine Stelle untersuchen:

Definition.

Es sei —00 < a < 400, b > a und f auf (a,b) definiert. Wir sagen, f besitzt in a die
Zahl ¢ als rechtsseitigen Grenzwert, falls gilt:

Fiir jede Folge (z,) in (a,b) mit nh_}rgo T, = a ist nh_}rgo flz,) =c

Man schreibt dann:

c= lim f(z) = f(a+t).

r—a+

Dabei ist auch ¢ = £o0 zugelassen.

Ist —o0 < b < 400 und a < b, so kann man analog den linksseitigen Grenzwert
liril f(z) = f(b—) erkldren.
T—b—

Beispiel :

Es ist ) .
lim — = —oound lim — = +o0.
z—0— z—0+

Aus den Grenzwert—Sétzen folgt fiir Funktionen:

1.4.4 Satz.  Es seien f und g zwei Funktionen auf I\ {a}, wobei I ein Intervall und
a ein Punkt aus dem Inneren oder vom Rand des Intervalls ist. Wenn die Grenzwerte
lim f(z) =c und lim g(x) = d existieren, dann gilt:

1. lll}r(ll(f(%) +g(x))=ctd.
2. im(f(x)-g(x)) =c-d.

Tr—a
3. Istd# 0, so ist}ji_r)rcllgég:;.

1
Sei a > 0, I := [a,00) und f : I — R eine Funktion. Dann ist f(=) fiir alle z € (0, %]
T
definiert. Offensichtlich gilt:
1

Wenn lim f(—) existiert, dann ezistiert auch lim f(x), und beide Grenzwerte
r—0+ €T T——+00

sind gleich.
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Entsprechende Uberlegungen gelten fiir die Annéherung an —oo.
Daraus folgt z.B.:
1.4.5 Satz. Sind p und q zwei Polynome mit deg(p) < deg(q), so ist

BEWEIS:  Sei

p(x) =" az' und g(x) =) bpa",
=0 k=0
. I _ plx).
mit m < n, a,, # 0 und b, # 0. Dann gilt fiir f(z) = o)
q(x

1 Amx™ ™+ 4 ag
f&) = ——,
A A+ - apa™
by, + bp_1x + -+ by

1
Also ist lim f(—) =0. []

r—0+ x
Als Folgerung ergibt sich fiir Polynome p und ¢ mit deg(p) > deg(q):
Ist p(x) = g(x) - q(z) + r(z) mit deg(r) < deg(q) (Division mit Rest), so ist

. ople)
A ) T LA 9(@).

Definition.
Sei f eine Funktion.

L Ist 2o € R und lim f(z) = £oo, so heifit die Gerade {(z,y) | + = zo} eine
T—T0
vertikale Asymptote von f.
2. Ist g eine weitere Funktion und Erf (f(x) —g(z)) = 0, so heifit der Graph

von g eine asymptotische Kurve fiir f. Ist g sogar eine lineare Funktion vom
Typ g(x) = mx + t, so spricht man auch hier von einer Asymptoten.

Beispiel :

342
Sei f(x) : v

.= ——— fiir x # £2. Polynomdivision ergibt:
222 — 8

x 3w
I =5 oot
Die Geraden {x = —2} und {z = +2} sind offensichtlich vertikale Asymptoten. Die
Gerade {y = %x} ist eine weitere Asymptote, = 0 die einzige Nullstelle. Es ergibt
sich dann folgendes Bild:
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Im Falle der Funktion f(z) := = war stets lim f () = f(xg). Dieses besonders schone
T—x0

Verhalten bekommt einen eigenen Namen:
Definition.

Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine Funktion und xq € I. f heiflt stetig in zq,
falls gilt:

lim f(z) = f(zo).

T—TQ

f heifit stetig auf I, falls f in jedem Punkt x € [ stetig ist.

Nun ist unmittelbar klar:
1.4.6 Satz. Sind f und g beide in xy stetig, so sind auch f+ g und f-g in xy stetig.

Da f(x) := x und natiirlich auch alle konstanten Funktionen stetig sind, ist jedes Polynom
auf ganz R stetig.

"—1
Die rationale Funktion f(z) := ’ 7 ist in # = 1 nicht definiert. Kiirzt man durch
T —

x — 1, so erhélt man:

14z 42!

Also ist offensichtlich lirri f(x) = " Die Funktion
z— m

(fir z #1).

) flz) fallsxz#1
F(z) = { 2 fallsz =1

ist dann stetig (zur Stetigkeit von rationalen Funktionen kommen wir weiter unten), und
man sagt, f ist nach 1 stetig fortsetzbar.

Betrachten wir schliefllich das Beispiel f(z) := [].

Im Innern der Intervalle [, := [n,n + 1] ist f konstant und daher stetig. An den End-
punkten z,, := n existieren der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert:

lim f(z) =n= f(n) und xlil}?,ﬂx) =n—1.

T—n+

Also ist f in x,, nicht stetig.
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Allgemein gilt:
1.4.7 Satz. Fine Funktion f ist genau dann in xq stetig, wenn f(xo+) und f(xo—)

beide existieren und gleich sind.

Definition.

Die Funktion f sei in der Ndhe von zq definiert. Wenn f(zo+) und f(xo—) existieren
und nicht gleich sind, nennt man xzy eine Sprungstelle von f.

Den Wert | f(zo+) — f(xo—) | nennt man die Sprunghdhe.

Wenn einer der einseitigen Grenzwerte (oder gar beide) nicht existieren, dann liegt in xg

1
eine kompliziertere Unstetigkeitsstelle vor. Das ist z.B. bei der Funktion f(z) := sin(—)

x
der Fall.

Nun folgen weitere wichtige Satze zur Stetigkeit:

1.4.8 Satz.  Die Funktion f : I — R sei in xy € I stetig. Ist f(xg) > 0 (bzw.
f(zo) <0), so gibt es eine e-Umgebung U.(xy), so dafs f(x) >0 (bzw. f(x) < 0) fir alle
x € INU(x0) ist.

Wir begniigen uns mit einer Plausibilitdtsbetrachtung: Da f in xg stetig ist, ist
nh_{& f(zn) = f(xo) fiir jede Folge (x,) in I mit 7}1_{1()10 Tp = To.

Also kommen die Werte von f in der Nihe von zq dem Wert f(xq) beliebig nahe.

1
1.4.9 Folgerung. Ist f in xo stetig und f(xzo) # 0, so ist auch 7 in xqo stetig.

Also sind rationale Funktionen iiberall dort stetig, wo sie definiert sind.

1.4.10 Satz. Ist f stetig in xq und g stetig in yo := f(x0), so ist die zusammengesetzte
Funktion g o f stetig in xq.

Der Beweis ist trivial, er ergibt sich aus der Definition der Stetigkeit.

Der folgende Satz ist besonders wichtig:
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1.4.11 Zwischenwertsatz. Sei [ auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig,
f(a) # f(b) und ¢ ein Wert zwischen f(a) und f(b).

Dann gibt es ein & € [a,b] mit f(€) = c.

BeweEls:  Ist ¢ = f(a) oder ¢ = f(b), so ist nichts zu zeigen.

Es sei also f(a) < ¢ < f(b) (der Fall f(a) > ¢ > f(b) wird ganz analog behandelt).
Auflerdem sei zur Vereinfachung ¢ = 0.

Der Mittelpunkt des Intervalls I, := [a,b] ist x; = “TH’ Ist f(x1) = 0, so ist man
fertig. Ist f(x1) < 0, so wéhle man I := [zq,b], ist f(x;) > 0, so wédhle man [, :=
la, z1]. Auf jeden Fall erfiillt f auf I die Voraussetzungen des Satzes. So fahrt man fort.
Entweder ist der gesuchte Punkt ¢ nach endlich vielen Schritten gefunden, oder es ergibt
sich eine Intervallschachtelung (Ij) mit der Eigenschaft, dafi f an den Intervallgrenzen
stets verschiedenes Vorzeichen hat. In dem Punkt £, der in allen [} liegt, mufl f dann eine

Nullstelle haben. D

Nicht nur der Satz, sondern auch sein Beweis ist fiir die Anwendung interessant: Es sei

etwa f(z) := 2% — 2 auf I; := [0, 2]. Dann gilt:
f(0)=-2 <0< +2=f(2),
f(1)=—-1 <0< +4+2= f(2), also I, = [1,2],

f(l)y=—-1 <0< +411:f(§)’ also I3 = [1, 1.5],
f(i) <0< f(i), also I; = [1.25, 1.5),
f(lgl) <0< f(lg), also Iy = [1.375, 1.5],

22 23
f(TG) <0< f(1—6), also Is = [1.375, 1.4375].

Durch dieses Bisektions—Verfahren gewinnt man eine Intervallschachtelung fiir v/2.

Schneller konvergiert die sogenannte requla falsi, die auf einer &hnlichen Idee beruht, aber
komplizierter ist. Wir wollen hier nicht darauf eingehen.

Wichtig ist auch der folgende Satz vom Minimum und Maximum:

1.4.12 Satz von Weierstraf. Die Funktion f sei auf dem abgeschlossenen Intervall
la, b] stetig. Dann nimmt [ in gewissen Punkten des Intervalls seinen kleinsten und seinen
grofiten Wert an.

Daf$ diese Aussage nicht selbstverstandlich ist, zeigt folgendes einfache Beispiel: die Funk-
tion 1 ist auf dem offenen Intervall I = (0,1) stetig, nimmt dort aber keinen gréften

Wert an.

Den Beweis des Satzes von Weierstrafl lassen wir aus. Er benutzt keine wirklich neuen
Ideen, ist aber technisch etwas komplizierter.

Als Anwendung untersuchen wir das Verhalten von Polynomen fiir x — 4oo. Zunéchst

ist klar:

lim 2™ = 400 (fiir alle m € N),
r—+00
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lim z™ =
r—r—00

+oo falls m gerade
—oo falls m ungerade -

1.4.13 Satz. Sei f(x) = amx™+- - -+a1x+ag ein Polynom vom Grad m. Ist a,, > 0,
so wverhdlt sich f fiir x — +oo wie ™. Ist a,, < 0, so verhdlt sich f wie —x™.

BEweEeis:  Da a,, # 0 ist, gibt es ein Polynom g vom Grad m — 1, so daf} gilt:

F@) = ana™ - (14— -g(0)).

T
1 1
Fiir x — 400 strebt % gegen Null. Da ¢ auf ganz R stetig ist, strebt dann 1+ — - g(—)
x x

gegen 1, also f(x) gegen den gleichen Wert wie a,,z™. Daraus ergibt sich die Behauptung.

[

Beispiel :

Wir suchen nach Nullstellen eines Polynoms dritten Grades. Dabei konnen wir vor-
aussetzen, dafl das Polynom normiert ist, daf also der hochste Koeffizient = 1 ist:

Sei  f(x):= 2+ ax® + bx +c.
Fiir x — oo verhilt sich f(z) wie 3. Der Grad ist ungerade, also gilt:

lim f(x)=—ocound lim f(z)=4oc.

T—r—00 T——+00

Beschrankt man die stetige Funktion f auf ein Intervall [a, b], wo a < 0 und b > 0
ist, so kann man den Zwischenwertsatz benutzen und erhélt ein £ € R mit f(£) = 0.
Mit Hilfe des Bisektions—Verfahrens a8t sich £ noch ndher bestimmen.

Mit Polynomdivision erhdlt man schliefllich ein Polynom g(x) vom Grad 2, so daf

flz) = (x—¢&) - g(x) ist.

Damit ist gezeigt: Ein Polynom dritten Grades besitzt immer eine Nullstelle. Da-
riiber hinaus kann es noch zwei weitere Nullstellen oder eine weitere Nullstelle zwei-
ter Ordnung geben, muf es aber nicht.

D) Exponentialfunktion und Logarithmus

Es sei a > 0 eine feste reelle Zahl. Dann wird durch
frx—a®

eine Funktion auf ganz R definiert, die Fxponentialfunktion zur Basis a. Aus den Rechen-
regeln fiir Potenzen folgt:

1. Ist a =1, soist f(z) = 1.
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2. Ist a > 0 beliebig, so ist

f(ar+x2) = f(z1) - f(z2).
Man nennt das die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.
3. Esist f(0) =1 und f(1) = a.

4. Ist a > 1, so ist f streng monoton wachsend.
Ist a < 1, so ist f streng monoton fallend.

In beiden Féllen ist f injektiv.

Einige Bemerkungen zum BEWEIS: Wir kénnen uns auf den Fall @ > 1 beschrénken,
alsoa =1+hmit h > 0. Da (1+h)" > 1+n-hist, ist dann ™ > 1 fiir alle n € N.
Daraus folgt sehr leicht, daB auch a'/™ = {/a > 1 fiir alle n und schliellich a? >
1 fiir alle positiven rationalen Zahlen ¢ ist. Mit Hilfe von Intervallschachtelungen
iibertragt sich das auf Exponenten z € R, .

Ist nun o1 < T, so ist x := x5 — x1 > 0 und a*? = a® % = a*! - a® > a*'.
5. f:x > a® bildet (fir a # 1) R surjektiv auf R, ab.

Der Beweis ist etwas technisch. Man geht vor wie beim Zwischenwertsatz, an Stelle
der Stetigkeit benutzt man die strenge Monotonie. Dafl keine Spriinge auftauchen
konnen, liegt daran, daf§ die Werte a? mit rationalem ¢ geniigend dicht liegen.

Das folgende Kriterium ist recht niitzlich:

1.4.14 Satz.  Sei f: I :=[a,b] — R streng monoton wachsend, J := [f(a), f(b)].
Dann ist f(I) C J, und f besitzt hochstens Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen.
Ist sogar f(I) = J, so ist f auf ganz I stetig.

BeEweis:  Mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz kann man folgern, dafl
iiberall der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert existiert. Ist f : I — J monoton
und surjektiv, so kann es aber keine Sprungstellen geben. ]

Hieraus folgt:
Die Funktion f : x — a® ist diberall stetig.
Definition.

Sei f: R — R, die Exponentialfunktion x + a*, mit a # 1.

Die Umkehrfunktion f~!: R, — R heifit Logarithmus zur Basis a. Man schreibt:

M (y) = log,(y).

Aus der Definition des Logarithmus folgt mit Hilfe der Eigenschaften der Exponential-
funktion:
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1.4.15 Satz.
1. log,(a”) = x und alo8a(y) = 4.

2. log,(1) = 0 und log,(a) = 1.

co

log, (u - v) = log,(u) + log,(v) fir u,v > 0.

4. log, (=) = log,(u) — log,(v) firu,v > 0.

SHES

5. log,(y*) = x - log,(y) firy > 0.
Zum BEWEIS: = := log,(y) ist die Hochzahl, mit der man a potenzieren muf, um y zu
erhalten.
7.B. wollen wir a’ = y® 16sen. Es ist aber a'°8) = 4 also

yx _ (aloga(y))x _ ax-loga(y)'

1.4.16 Folgerung. Sind a,b € Ry, beide # 1, so kann man den Logarithmus zur
Basis a in den zur Basis b umrechnen: Fir x > 0 ist

log () — 1og1<b> 1og,(2).

Insbesondere gilt:
log, (b) - logy(a) = 1.

BEWEIS: Es ist

logy (z) - log, (b) = log, (0'*#) = log, ().

Die zweite Behauptung ergibt sich, wenn man z := a setzt. []
Zum Beispiel ist
272=0.2521=0520=1,2"=222=4,22=8, ...,
also
log,(0.25) = —2, log,(0.5) = —1, log,(1) = 0, log,(2) =1, log,(4) =2, ...

Das ist ein einfaches Beispiel einer sogenannten ,,Logarithmentafel“. Da das Logarithmie-
ren Punkt-Rechnungen in Strich-Rechnungen verwandelt, hat man vor der Einfithrung
des Taschenrechners oder Computers viel mit Logarithmentafeln gearbeitet. Wegen unse-
res Dezimalsystems benutzten diese Tafeln tiblicherweise die Basis 10. Mit lg(x) bezeichnet
man den Zehner—Logarithmus oder Briggschen Logarithmus log,(x).

In mathematisch-naturwissenschaftlichen Anwendungen interessiert eher der Fall der Ba-
sis e:

x

exp(z) = e heifit Ezponentialfunktion,
In(x) := log.(x) heifit Natirlicher Logarithmus.

Die Graphen dieser Funktionen haben folgende Gestalt:
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exp(z) In(x)

E) Winkelfunktionen

Wir betrachten einen Punkt P im R? der sich gegen den Uhrzeigersinn auf dem Rand
des Einheitskreises bewegt:

P(a)

Vom Ursprung aus siecht man P unter einem gewissen Winkel «, gemessen von der po-
sitiven x—Achse aus. Der Winkel bewegt sich zwischen 0° und 360°. Mit arc(a) (Arkus
von «) bezeichnet man die Linge des zuriickgelegten Bogens. Sie ist proportional zum

Winkel.

Definition.
Mit 7 bezeichnet man die Lange des halben Einheitskreisbogens.

T
—_ a

180

Die Zahl 7 ist irrational, ja sogar transzendent, d.h. sie kann nicht mit Hilfe von Wurzeln

aus rationalen Zahlen dargestellt werden. Der Anfang der Dezimalbruchentwicklung von
7 ist

Offensichtlich ist dann arc(a) =

| 7w =3.141592653... |

Die Ziffern 1, 1, 3, 3, 5, 5 liefern bei geeigneter Anordnung eine erstaunlich gute rationale
Néherung von 7:

355
— = 3.141592
113 3 5929
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Der Umfang eines Kreises vom Radius r ist die Zahl U = 2rm, seine Fldche die Zahl

F =r’r.

Hier ist noch eine Umrechnungstabelle zwischen Grad und Bogenmaf:

« ‘00‘300 45° 1 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
@ 0] 2 151515171 % %

Noch einmal betrachten wir P = P(«) = (z,y) auf dem Einheitskreis.

Definition.

Die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus werden definiert durch

P(a) = (cos(a), sin(c)).

Der Winkel darf dabei wahlweise im Grad— oder im Bogenmafl angegeben werden, d.h. es

T
ist cos(45°) = COS(Z). Fiir mathematische Zwecke ist es aber giinstiger, mit dem dimen-

sionslosen Bogenmaf} zu arbeiten. Dann sind Sinus und Cosinus auf dem Intervall [0, 27]
definiert. La8t man jedoch auch mehrere Umdrehungen und Winkel in Uhrzeigerrichtung
zu, so kann man die Winkelfunktionen auf ganz R definieren.

Definition.

Eine Funktion f : R — R heifit periodisch mit der Periode p, falls f(x + p) = f(x)
fiir alle z € R gilt.

Offensichtlich sind die erweiterten Funktionen Sinus und Cosinus periodisch mit der Pe-
riode 2. Das gleiche gilt fiir davon abgeleitete Funktionen wie

tan(z) = :;r;((?) (Tangens)
und cot(x) := Z?I?((i)) (Cotangens).

Definition.

Eine Funktion f : R — R heifit gerade, falls f(—xz) = f(x) fiir alle z € R ist. Sie
heifit ungerade, falls f(—z) = —f(z) fir alle x € R ist.
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Beispiel :
f(x) := 2? ist offensichtlich gerade, wihrend f(z) := 2 ungerade ist.

Da die Punkte P(a) und P(—«) spiegelbildlich zur x—Achse liegen, ist Cosinus eine gerade
und Sinus eine ungerade Funktion. Daraus folgt, dal Tangens und Cotangens beides
ungerade Funktionen sind.

Um einige Werte der Winkelfunktionen zu berechnen, erinnern wir an eine andere Cha-
rakterisierung dieser Funktionen:

sin(a)
& cos(a) 90°

a
Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b und der Hypotenuse
r. Der Winkel zwischen a und r sei mit « bezeichnet. Dann nennt man a auch die Ankathete
zu o und b die Gegenkathete zu .

Aus dem Strahlensatz folgt:

r
sin()  cos(a) 1

also
a=r-cos(a) und b = r-sin(a).

Das bedeutet z.B., daf§ durch
p(t) == (vo + 7 - cos(t),yo + r - sin(t))
eine Parametrisierung ¢ : [0, 27] — R? des Kreises mit Radius 7 um (z, 3) gegeben ist.

Auflerdem lesen wir ab, daf§ — unabhéngig von der Grofle des Dreiecks — folgende Beziehung
gilt:

a Ankathete

- = —— = cos(a),
r Hypotenuse

b Gegenkathete )

- = —————— = sin(a).
r Hypotenuse

An einem gleichschenklig—rechtwinkligen Dreieck mit Kathetenlénge 1 kann man jetzt
ablesen:

Es ist
° 2
. 45 V2 sin(%) = cos(%)
1 1
90° 45° - E 9
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In einem gleichseitigen Dreieck mit Seitenldnge 1 und Hohe h folgt:

Esist h? =17 — (3)? =3,
30° 1 also h = £+/3. Daraus folgt:
h
1 1
. sin(%) =3 und cos(%) = 5\/5
Y Bei Z geht es umgekehrt.

Fassen wir die Ergebnisse in einer Tabelle zusammen:

e ol g |53 |5
cos(z) | 1|3v3]3v2| L Jo|-1
sin(z) | 0] & |iV2]3iV3]1]| 0

Um weitere Werte zu ermitteln, braucht man die

1.4.17 Additionstheoreme. Fiir beliebige Winkel o, 5 gilt:

sin(a + ) = sin(a)cos(B) + cos(a) sin(B3),
cos(a+ ) = cos(a)cos(f) — sin(«) sin(f3).

Der Beweis kann — zumindest fiir spitze Winkel — elementargeometrisch gefithrt werden.
1.4.18 Folgerung. Fiir beliebige Winkel o gilt:
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sin’(a).

Aus der Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis folgt auflerdem:

1.4.19 Satz.  Flir alle x € R ist sin(x)? + cos(z)? = 1.

1.4.20 Folgerung.
1. sin(a+ %) = cos(a) und cos(a + %) = —sin(a).
2. sin(a + 7) = —sin(a) und cos(a + 7) = — cos(a).

3. Fir beliebiges av ist | cos(a) | < 1 und |sin(a) | < 1.

Es folgt insbesondere, daf3 die Graphen von Sinus und Cosinus gleich aussehen, sie sind
nur um 3 gegeneinander verschoben. Und es folgt, dal Tangens und Cotangens sogar
periodisch mit der Periode 7 sind.

1.4.21 Satz.  Die Funktion sin(x) ist auf [0, ] streng monoton wachsend.
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Wir verzichten auf einen exakten BEWEIS, die Behauptung l&8t sich anschaulich am Ein-
heitskreis leicht tiberpriifen.

Da der Sinus eine ungerade Funktion ist, ist sin(x) sogar auf [—7,+7] streng monoton

2
wachsend. Und da
. T T
sm(§ + ) = sm(g — )

3

gilt, ist sin(x) auf [7, 7] streng monoton fallend.

1.4.22 Satz. FEs st

sin(x
lim sin(z) =0, lim cos(z) =1, lim (z) =1
z—0 xz—0 z—=0
1 —cos(z
und lim 7() =0.
z—0 €T
BEWEIS:  Die ersten beiden Aussagen sind offensichtlich richtig.
sin(—=z sin(z
Da (=2) = (z) ist, geniigt es bei der dritten Aussage, den rechtsseitigen Grenzwert
— x

zu betrachten, und da es nur auf kleine positive Werte von x ankommt, kénnen wir
folgende Skizze benutzen:

a

A E B

Es sei AB=AC =1 und z := /(BAC). Dann ist EC' = sin(x) und BD = tan(z).

sin(x)
2 )

1
Die Fliache des Dreiecks AABC betragt 3 AB-EC =

die Fléache des Kreissektors ABC' betragt 2£ - {Fléache des Einheitskreises} = g
T
1 t
und die Fldche des Dreiecks AABD betrégt 5 AB-BD = anz(x).
Also erhélt man folgende Ungleichungskette:
sin(x) z  tan(x)
2> 2% 2
, sin(z)
und daher 0 < sin(x) < x < tan(x) =
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st 0 <z < g, so kann man durch sin(z) dividieren und erhalt:

1 :
l<— < ,also  cos(x) < sin(z) < 1.
sin(z)  cos(x) x
Da hi% cos(z) = 1 ist, folgt die 3. Aussage.
FirO0 <z < g ist auBerdem
1
0 <1—cos(x) = (1—cos(z))- m
1—cos’(z)  sin’(z)

1+cos(z) 1+ cos(x)

< sin*(z) < 2%

also .
T

Das ergibt die 4. Grenzwertbeziehung. ]

1.4.23 Folgerung 1. Sinus und Cosinus sind auf ganz R stetig.

BeweEls:  Auf Grund des gerade bewiesenen Satzes sind sin(z) und cos(x) in = 0
stetig. Wir betrachten jetzt nur den Sinus, beim Cosinus geht’s analog.

Sei xy € R beliebig, h := = — zy. Dann gilt:
sin(x) = sin(zg + h) = sin(zg) cos(h) + cos(xg) sin(h).

Wenn (z,,) gegen xg konvergiert, dann konvergiert h,, := x,, — zo gegen 0, und wegen der
Stetigkeit von sin(x) und cos(z) im Nullpunkt konvergiert sin(x,,) gegen sin(xy). Also ist
der Sinus in xg stetig. []

1.4.24 Folgerung 2.

. , sin(x) falls x # 0 _ '
Die Funktion  f(x) := x ist tberall stetig.
1 falls x =0
Der BEWEIS ist klar.
1
T T T T T T T T T [ T T T
-2 - ™ 2w

Fiir die Funktionsgraphen von Sinus und Cosinus ergibt sich nun folgendes Bild:
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1 sin(x)
T T T T T T T T T :E
- m 2m
-14
cos(z)
Als streng monoton wachsende Funktion ist sin : [-%,4+3] = [—1, +1] bijektiv.

Die Umkehrabbildung sin™' : [-1,+1] — [-Z,+%] wird als (Hauptwert des) Arcussinus
bezeichnet, kurz: sin~!(y) = arcsin(y). Vom , Hauptwert* spricht man, weil man den Sinus
natiirlich auf jedem Intervall umkehren kann, wo er streng monoton ist. Das ergibt andere

»Zweige“ des Arcussinus.

5 ' arcsin(y)

Der Cosinus ist auf [0, 7] streng monoton fallend, bildet dieses Intervall also bijektiv auf
[—1,1] ab.

Die Umkehrfunktion ist der Arcuscosinus, die Funktion arccos : [—1,1] — [0, 7].

Zwischen 0 und 27 hat der Sinus die Nullstellen 0, 7, 27 (wie man sofort am Einheitskreis
sieht). Also ist

{zr eR|sin(z) =0} ={reR| In€Zmitx =nnr}
die Menge aller Nullstellen des Sinus, und entsprechend ist
{r €R|cos(z) =0} ={z eR| EInEZmit.:E:g—i—mr}

die Menge aller Nullstellen des Cosinus. Auflerhalb der letzteren Menge ist der Tangens
definiert, und offensichtlich gilt:

lim tan(z) = —oco und lim tan(x) = 4o0.
z——7/2+ T+ /2—

Man kann sich auch iiberlegen, dafl

tan : (—g, +g) —R

streng monoton wachsend und stetig ist, also bijektiv.

Die Umkehrfunktion tan™' : R — (—g, +g) ist der Arcustangens, kurz arctan(x). Die

Graphen von Tangens und Arcustangens sehen folgendermafien aus:
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tan(z)

2 -
...................... g%

1%

arctan(y)

T T T T T T x { { { { { {
- 320 - 1 2 3

-1
_7g% ...........................

-2

SchlieBlich kann man auch den Cotangens auf gewissen Intervallen umkehren und erhélt
so den Arcuscotangens.

Wir betrachten einige Anwendungen der Winkelfunktionen:

1. Sei P = (z,y) ein Punkt der Ebene, aber nicht der Ursprung. Es sei

r(P) :=d(P,0) =+/22+y%> >0

x

u::—undv::y.

r r
Dann ist u? +v% = 1, der Punkt (u,v) liegt auf dem Einheitskreis und es gibt einen
eindeutig bestimmten Winkel o € [0, 27), so dafl u = cos(a) und v = sin(«) ist. Wir

setzen

und

arg(P) := a ( Argument von «).

Dann gilt:

P = (r(P) - cos(arg(P)),r(P) - sin(arg(P))).
Wir haben eine bijektive Beziehung zwischen den Punkten der Ebene (mit Ausnah-
me des Ursprungs) und den Paaren (r,«) mit » > 0 und « € [0,27). Man nennt
(r,a) die Polarkoordinaten des Punktes P.

Die Zuordnung (r,«) — P := (r - cos(a),r - sin(«)) ist sehr einfach, aber wie sieht
explizit die Umkehrabbildung aus?

P = (x,y) — (r,«) ist gegeben durch
ro= /22 +y?

arctan(¥) fallsz > 0und y >0

und

3
arctan(¥) + 7

3

2
arctan(%) + 2w

T

falls x =0 und y > 0
falls x < 0

falls x =0 und y < 0

falls x > 0 und y < 0.
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2. Gegeben sei eine schrige Gerade L = {(z,y) | y = ma + b}. Sind g,z € R mit

o < x, und Yo,y gegeben durch
Yo := mxo+ b und y := mx + b,
so erhélt man fiir die Steigung der Geraden:

Y —Yo
m = .
T — X

Aber z — xy und y — yo sind die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen
Hypotenuse auf der Geraden L liegt. Ist o der Winkel, den die Gerade mit der
x—Achse einschliet, so ist offensichtlich m = tan(a).

Ist also z.B. nach der Geraden gefragt, die mit der x—Achse einen Winkel von 30°
einschliefit, und die auBerdem durch den Punkt (3,1) geht, so hat man folgende
Informationen:

Die Gerade ist durch eine Gleichung der Form y = max + b gegeben, mit m = %\/3,
und es ist 3m +b = 1, also b = 1 — 3m = 1 — /3. Zusammen ergibt das die
Geradengleichung

yzéx/ﬁ-x+(1—\/§)=1+\/§(§—1).

. Es seien A, w, a feste reelle Zahlen. Dann wird die Funktion

f(t) == A-sin(wt + )

als eine harmonische Sinus—Schwingung bezeichnet. Dabei heifit o die Anfangsphase
(auch Phasenkonstante oder Nullphasenwinkel), A die Amplitude und w die Kreis-
frequenz.

Es gilt nun: Eine Funktion f(¢) ist genau dann eine harmonische Sinusschwingung
mit der Kreisfrequenz w, wenn es reelle Konstanten a und b gibt, so dafl gilt:

f(t) = a-sin(wt) + b - cos(wt).
Zum BEWEIS braucht man in der einen Richtung nur das Additionstheorem anzu-
wenden:

f(t) = A-[sin(wt)cos(a) + cos(wt) sin(a)]
= a-sin(wt) + b - cos(wt),

mit a := A - cos(a) und b := A - sin(«).

Ist umgekehrt f von dieser Gestalt, so setze man A := v/a? 4+ b2. Dann ist

(a)2+ 22_a2+b2_1
A A) A2 7
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und es gibt ein o mit cos(a) = 4 und sin(a) = 4. Aber das bedeutet, daff f eine

harmonische Sinusschwingung mit der Amplitude A, der Kreisfrequenz w und der
Anfangsphase « ist.

Als néchstes betrachten wir zwei harmonische Sinusschwingungen mit der gleichen
Kreisfrequenz w:

f(t) :== Ay sin(wt + aq) und g(t) := Agsin(wt + az).

h(t) := f(t) + g(t) ist die Schwingung, die durch Uberlagerung (Superposition) von
f und g entsteht. Nun kann man aber schreiben:

f(t) = aysin(wt) + by cos(wt)
und  g(t) = agsin(wt) + by cos(wt),

mit geeigneten Konstanten aq, by, as, bs. Und dann ist

f(t) + g(t) = (a1 + az) sin(wt) + (by + ba) cos(wt),
und das ist wieder eine harmonische Sinusschwingung mit der Kreisfrequenz w.
Sinusschwingungen mit verschiedenen Kreisfrequenzen iiberlagern sich iibrigens

nicht mehr zu einer harmonischen Sinusschwingung!

F) Hyperbelfunktionen

Definition.

Die auf ganz R definierten Funktionen

sinh(z) := ;(ex —e ")
1
und cosh(z) := 5(636 +e ")

heiflen Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus.

Offensichtlich ist cosh(z) eine gerade und sinh(z) eine ungerade Funktion. Weiter gilt:

cosh(0) =1 und lim cosh(z) = lim cosh(z)= 400,

T——00 T—+00
sowie
sinh(0) =0, lim sinh(z) = —oco und lim sinh(z) = +o0.
T——00 T——+00

Auflerdem ist sinh(x) < cosh(x) fiir alle x € R. Die Graphen sehen also ungefihr folgen-
dermaflen aus:
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cosh(x)
2 -
sinh(z)
I I I I I I
-3 -2 -1 1 2 3
14
-2

Es ist
cosh?(z) —sinh?(z) =1  fiir alle x.

Deshalb wird durch
©(t) := (cosh(t),sinh(t))

die Hyperbel H := {(x,y) € R? | 22 — y* = 1} parametrisiert. Daher haben die Hyperbel-
funktionen ihren Namen.

Schliefllich definiert man noch:

tanh(z) :=

und coth(z) :=
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85 Vektoren

Wir haben schon Paare als Elemente eines kartesischen Produktes kennengelernt. Was
mit zwei Mengen moglich ist, geht auch mit drei, vier oder noch mehr Mengen:

Sind Ay, Ag, ..., A, irgendwelche Mengen, so kann man aus jeder dieser Mengen A; jeweils
ein Element x; herausnehmen und dann diese n Elemente x, o, ..., x, zu einem neuen
Gebilde

X = (T1,...,7p)

zusammenfassen, einem sogenannten ,, n—Tupel®. Im Falle n = 2 spricht man auch von
einem Paar, im Falle n = 3 von einem Tripel und im Falle n = 4 von einem Quadrupel.

Die Menge aller n-Tupel x = (z1, ..., z,) mit x; € A; bezeichnet man als kartesisches
Produkt aller A; (in Zeichen: A; X As X ... X A,).
Ist Ay = Ay =... = A, = A, so schreibt man: A" := A; x...x A,. Wir kennen das schon

bei der Euklidischen Ebene R? = R x R, und entsprechend ist der R* = R x R x R ein
Modell fiir den Euklidischen Raum. Dadurch, dafl jedem Punkt des Raumes ein Tripel
(21, 22, x3) zugeordnet wird, fithrt man kartesische Koordinaten im Raum ein. Mit Hilfe
dieser Koordinaten mifit man Lénge, Breite und Hohe von rdumlichen Gebilden.

Die Physiker arbeiten im Zusammenhang mit der Relativititstheorie gerne im R*, die 4.
Koordinate mifit dann die Zeit. Science-Fiction—Autoren sprechen manchmal {iber fiinf-
oder hoherdimensionale Réume, und sie haben dann Schwierigkeiten mit der Interpretati-
on der neu hinzugekommenen Koordinaten. Der Mathematiker braucht nicht zu interpre-
tieren, und er hat deshalb auch keine Probleme, im n—dimensionalen Raum R" zu arbeiten.
Anwenden l&8t sich eine solche Theorie dann auch auf Gegebenheiten, wo man mit vielen
voneinander unabhéangigen Groflen rechnen mufl, die sich nicht mehr geometrisch deuten
lassen.

Vorerst kehren wir zu R? und R® zuriick und deuten die Komponenten der zugehorigen
Elemente im herkémmlichen Sinne als ebene oder rdumliche Koordinaten.

Neben den ,statischen“ oder ,skalaren“ Groflen, die mit Hilfe reeller Zahlen gemessen
werden, treten in der Physik auch ,,dynamische“ Groflen auf, die durch eine positive Maf3-
zahl und ihre Richtung charakterisiert werden. Sie werden Vektoren genannt. Typische
Beispiele sind Krifte oder Geschwindigkeiten. Um nun in der Mathematik ein addquates
Modell zu finden, versuchen wir, die Eigenschaften der physikalischen Vektoren moglichst
genau zu analysieren:

1. Eine vektorielle Grofle hat eine wohlbestimmte Richtung, in die sie wirkt.
2. Sie hat einen melbaren Wert, die Mafizahl ist stets eine nicht—negative reelle Zahl.

3. Wenn man ein kartesisches Koordinatensystem zugrundelegt und dieses parallel ver-
schiebt, dann dndern sich die Melwerte nicht.

Ein Pfeil oder eine gerichtete Strecke haben Grofie (Lange) und Richtung. Zur Festlegung
geniigen zwei Punkte, ndmlich Anfangs— und Endpunkt. In der Ebene brauchte man dazu
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2 x 2 = 4 Koordinatenwerte, und im Raum 2 x 3 = 6. Diese Werte &ndern sich, wenn man
das Koordinatensystem parallel verschiebt. Invariant bleiben jedoch die Koordinatendif-
ferenzen. Man kann also den Ursprung des Koordinatensystems auf den Anfangspunkt
des Pfeils legen. Zur Festlegung des Pfeils geniigt dann die Angabe der zwei (bzw. drei)
Koordinaten seines Endpunktes.

Es bieten sich nun verschiedene mathematische Modelle fiir den Vektorbegriff an:

1. Ein Vektor ist eine unendliche Schar von gleichlangen und gleichgerichteten Pfeilen
(oder gerichteten Strecken). Jeder Punkt der Ebene (bzw. des Raumes) kommt als
Anfangspunkt eines dieser Pfeile vor.

2. Ein Vektor ist eine Translation 7" der Ebene (bzw. des Raumes). Fiir jeden Punkt
X gibt T'(X) den Endpunkt des in X angreifenden Vektors an.

3. Ein Vektor ist eine aus zwei (bzw. drei) Komponenten bestehende Grofie

1
— (%] —
V= oder v=| vy

(¥
2 U3

Das Paar (v1,v2) (bzw. das Tripel (vq,v9,v3) ) bezeichnet jeweils den Endpunkt des
am Ursprung angreifenden Vektors.

Welches dieser Modelle zeigt nun den ,,wahren“ Vektor? Tatsache ist, daf§ alle drei Modelle
Inkarnationen ein und desselben Begriffes sind, und wir konnen uns von Fall zu Fall jeweils
die passendste Moglichkeit aussuchen. Zum Rechnen wird man meistens die dritte wéhlen,
den ,,Spaltenvektor®. Die anderen Darstellungsarten helfen aber dabei, Eigenschaften von
Vektoren zu ermitteln.

Wir arbeiten jetzt mit Vektoren im Raum, es a8t sich aber alles auch auf ebene Vektoren
iibertragen:

Fiir v := (v, v, v3) € R? sei v der zugehorige Spaltenvektor und 7y, die durch
Ty(x1, 0, 23) = (1 + v1, T2 + v9, T3 + v3) gegebene Translation.

Bei der Beschreibung durch Translationen werden die Vektoreigenschaften am deutlich-
sten. So wie sich zwei Translationen durch Hintereinanderausfithrung miteinander ver-
kniipfen lassen, so lassen sich zwei Vektoren v und @ zu einem resultierenden Vektor
U4+ W verkniipfen. Anschaulich erfolgt diese Addition von Vektoren nach dem Prinzip
vom Parallelogramm der Kréfte.

U+ W

Das bedeutet fiir Spaltenvektoren:

V1 w1 U1 + w1
Vo |+ | we | = vatwy |,
Vs Ws Vs + W3
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und fiir Translationen:
T, + Ty =Ty oT,.

Da fiir die Verkniipfung von Abbildungen stets das Assoziativgesetz gilt, ist auch die
Vektoraddition assoziativ. Weiter gibt es ein neutrales Element, den Nullvektor

N 0
0:=1 0 [, bzw. T, :=id.
0

Offensichtlich ist v + 6:8 + v="0 fiir jeden Vektor v,

Ein Inverses zu v ist der negative oder entgegengesetzte Vektor

—v=| - , baw. — T, := (T,)".

Insgesamt haben wir nachgewiesen:

Die Menge Vs der rdumlichen Vektoren (und genauso die Menge Vo der ebenen
Vektoren) bildet eine Gruppe.

An Stelle von Spaltenvektoren hétte man genauso auch ,, Zeilenvektoren“ (also gewthnliche
Paare oder Tripel) benutzen kénnen:

(vla U27U3) + (w17 w27w3) = (/01 + Wy, V2 + Wa, U3 + w3)a

—(7117712,03) = (—U1,—U2,—U3)-

Dann gilt:
Ty +Tw =Ty wund =T, =T 4.

Wir haben an Beispielen gesehen, dafl in Gruppen das kommutative Gesetz nicht zu
gelten braucht. Da aber bei den Vektoren die Verkniipfung auf die Addition von Zahlen
zuriickgefiihrt wird, gilt:

Die (additive) Gruppe der Vektoren ist kommutativ.

Die Menge der Vektoren ist nicht nur eine Gruppe, sie hat eine noch viel reichhaltigere
Struktur. Es ist z.B. anschaulich klar, dal man einen Vektor um einen gewissen reellen
Betrag strecken kann:

U1 [0 %3]

— —
Ist a e Rund v=| vy |, sosetzt man a- v:= | awvs
V3 QU3

Definiert man noch « - (v, ve, v3) := (Qv1, QUy, avs), o ist a - Ty = Ty.y.

Man kann leicht nachrechnen, daf§ diese Multiplikation zwischen Skalaren und Vektoren
folgende Eigenschaften hat:

1. 1 v=uv.
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2. a-(B-v) = (af) v.
3. (a+p) v=a v 44

4 a-(V+0)=a U +a- 0.

N
(%

Hieraus folgt z.B. (ohne Riickgriff auf die Definition mit Hilfe von Spaltenvektoren):

0- v= (0 4+ 0)- v=0- v +0- v, also 0- U=0. Man beachte, dafl hier zweierlei Nullen
auftreten!

Die Multiplikation mit einem Skalar o < 0 hat {ibrigens folgende anschauliche Bedeutung:
Der Vektor wird um den Faktor | a | gestreckt (bzw. gestaucht), und dann wird zusétzlich
seine Richtung umgedreht. Zur Abkiirzung schreiben wir noch U —wi=v +(— 1_)0)

Man beachte aber, dal man Vektoren nicht miteinander multiplizieren und erst recht sie
nicht durcheinander dividieren kann!

Zu einem Vektor gehort neben seiner Richtung auch seine Grofle. Bis jetzt haben wir
aber noch keinen Gréflenbegriff fiir Vektoren eingefithrt. Dazu nehmen wir wieder die
geometrische Anschauung zu Hilfe:

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, den ebenen Vektoren:

Der Vektor v= (Z;) wird anschaulich durch einen Pfeil vom Ursprung (0,0) zum Punkt

v = (v, vy) dargestellt. Die Lange dieses Pfeils wird nach dem Satz des Pythagoras durch
die Zahl

—

o1 =/ (02)? + (02)?

angegeben. Im R? ist die Situation dhnlich:

/TZ
| VvV = (U17U27U3)
I
I
\ _—7 Y
I
\ U3
\\ d

Wird der Vektor v durch einen Pfeil von (0,0,0) nach (v, vs, vs) reprisentiert und ist d
die Linge der Projektion von v auf die x—y—Ebene, so gilt: d = 1/(v1)? + ()2

Aber die Lénge || v || des Vektors v tritt als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
mit den Katheten d und vs auf, es ist also

10 || = 2 + (03)2 = 1/ (01)% + (02)2 + (v3)2.

Die Zahl || v || nennt man die Linge oder Norm des (riumlichen) Vektors v. Man iiberlegt
sich leicht:

1. || v || > 0 fiir alle Vektoren v.
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2. || V]| =0 < v=0.
— —
3. e v =Tal-[v].
Auflerdem gilt

1.5.1 Die Dreiecksungleichung.
— — — —
o +w| <|v+I[w].

Zum BEWEIS brauchen wir einen Hilfssatz:
1.5.2 Schwarzsche Ungleichung. ai,...,a, und by, ..., b, seien reelle Zahlen.

b (S < (£ (51)

=1

BEwWEIS:  Sei

n n n

A:=>"a}, B:=> b und C:=> ab;.
= i=1 i=1

=1 = =
Ist B=0,s0ist by = ... =b, = 0, und die Ungleichung ist trivialerweise erfiillt. Wir
nehem also an, dal B > 0 ist. Dann gilt:

n

=1
=1 =1 =1

= B?A+C?B —2BC?
— B?A-C’B = B(AB - C?).
Also ist C? < AB, und das war zu zeigen. []

Die Dreiecksungleichung folgt nun leicht:

3
1o+ @] = > (v +w)’

=1

3 3 3

= va+2w?+22viwi

=1 =1 =1
3 3
S+ S wd 42T 0f)(S )
=1 =1

= Q/Zv%JZw%)Q

21+ 1@1)°

IN

Ein Vektor der Lange 1 wird auch als Einheitsvektor bezeichnet. Durch Normierung kann
—
man aus jedem Vektor 77&0 einen Einheitsvektor machen, ndmlich

—0 1 —
Vi=——5—0
[ v]]

Hier sollte eine Warnung ausgesprochen werden:
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Die Norm eines Vektors ist eine reelle Zahl und kann daher auch im Nenner auf-
tauchen. Der Vektor selbst darf jedoch nie im Nenner stehen!!!

Im Folgenden bezeichne V' eine der Mengen V, oder V3. Wir nennen eine solche Menge
von Vektoren auch einen Vektorraum.

Definition.
. — —

Sind z4,...,z, Elemente von V und aq,...,qa, € R, so nennt man

n
— — —

Zai- Tii=oq1 1+ ... +ay Ty
=1

eine Linearkombination der Vektoren zq,..., z,,.

Eine Linearkombination von endlich vielen Vektoren aus V' liegt wieder in V. Man spricht
auch von , Vektorketten® oder , Vektorziigen“. Die jeweils um die Faktoren «; gestreck-
ten Vektoren z; werden sukzessive aneinandergehéngt und der Pfeil vom Anfang dieser
Vektorkette bis zu ihrer Spitze repréasentiert das Ergebnis.

Beispiel :

2 1

N - — 21 5 —32 —6
e (3)+()+(2)-(3)

Seien 31:: (_7 ), §2:: (:1) und 23:: (_14) Vektoren aus V,. Dann ist

Definition.
x1
— s
Ist x = (x1, 29, x3) € R3 so nennt man x' :=7= | 2, | den zugehorigen Ortsvek-
T3

tor.

Da die Zuordnung x — x' eine bijektive Abbildung R® — V5 induziert, ist es mdoglich,
die Geometrie des Raumes mit vektoriellen Mitteln weiterzutreiben. Und entsprechendes
gilt natiirlich auch fiir die Ebene!

Sei etwa L C R? die Gerade durch die beiden verschiedenen Punkte a = (a;,ay) und
b = (b1, by). Wir haben schon die Parameterdarstellung kennengelernt:

L={(z1,20) € R*| 3t € R mit 1 = a; + t(by — ay) und 25 = ay + t(by — as)}.
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Vektoriell geschrieben ist das die Menge
L={xcR?|3tcRmitx=a+t(b—a)}

oder -
L={7eV,| 3t e Rmit z=da +t(p — a)}.

Man spricht dann von der vektoriellen Zwei-Punkte-Form der Geraden. Sie 148t sich un-
mittelbar auf den rdumlichen Fall iibertragen.

Den Vektor v:= (by — ay,by — ag)T bezeichnen wir als Richtungsvektor von L. Nach

. . = . - —
Voraussetzung ist er immer #(0. Mit den Ortsvektoren a= (a;,as)’ und = (zy,29)"
kann man schreiben:

L={7eV,| 3t e R mit Z=a +t v}.

Das nennt man die Punkt-Richtungs-Form der Geraden. Auch bei ihr kann Vs, ohne wei-
teres durch V5 ersetzt werden.

Definition.

1. Zwei Vektoren #= x' und Z_/): y " der Ebene oder des Raumes heien kolli-
near, wenn x und y auf der gleichen Geraden durch den Ursprung liegen. (Sie
unterscheiden sich dann héchstens um einen reellen Faktor)

2. Zwei Geraden heiflen parallel, falls ihre Richtungsvektoren kollinear sind. Sind
sie disjunkt, aber nicht parallel, so nennt man sie windschief.

Windschiefe Geraden gibt es erst ab der Dimension 3.
Definition.
1. Sei ae V3. Weiter seien ?, we Vs micht kollinear. Dann heif3t
E:={7eVs| Is,t e Rmit =0 +s- v +t- w}

eine Ebene in Vis.
2. Drei (oder mehr) Vektoren in V3 heiflen komplanar, falls sie in der gleichen
Ebene durch 6 liegen.

Sind E; (bzw. Ey) zwei Ebenen mit den , Richtungsvektoren® 5}1,@7)1 (bzw. 5}2,@—&2), SO
gibt es zwei Moglichkeiten:

Sind 5)1,17))1, Vs und W, allesamt komplanar, so sind die Ebenen , parallel“. Andernfalls
schneiden sich F; und F5 lings einer Geraden.

Wir haben vorhin Vektorketten betrachtet. Wir wollen nun untersuchen, was passiert,
wenn die Spitze einer Vektorkette wieder genau auf ihren Anfang trifft. Man spricht dann
von einer ,,geschlossenen Vektorkette.

Es seien fl, e ,?n Vektoren 7&6, und es gebe reelle Zahlen oy, ..., a,, so daf} gilt:

n

i=1
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Zwel Falle sind denkbar:

1) Esist ag = ... = a, = 0. Das ist natiirlich héchst langweilig. Wir sprechen dann vom
Htrivialen Fall“.

2) Nicht alle Koeffizienten «; sind = 0.

Wann kann dieser Fall iiberhaupt eintreten? Wir untersuchen das fiir verschiedene n € N.

n=1: Ist a- ?:8 und ?7&6, so gibt es eine Komponente z; # 0 von Z mit a-z; = 0.
Dann mufl @ = 0 sein. Der nicht—triviale Fall kann hier garnicht eintreten.

2: Sei - & +4- 3726 Ist etwa B # 0, so ist 5: —%- 7 ein Vielfaches von z. Ist

dagegen o # 0, so kann man # als Vielfaches von ? schreiben. In beiden Féllen ist

einer der Vektoren eine (zugegebenermaflen simple) Linearkombination des anderen.

Man sagt dann, die Vektoren sind linear abhdingig.

n

Zwei Vektoren sind also genaw dann linear abhdingig, wenn sie kollinear sind.

. — — - =
n=23: Essel o ¥1 +ag- T +as- £3=0.

Ist a3 = 0, so liegt in Wirklichkeit der Fall n = 2 vor. Deshalb kénnen wir voraus-
setzen, dafl ag # 0 ist. Aber dann kann die Gleichung nach 75 aufgelost werden:

— (6%} — (6%)] —
Tg=(——) -1+ (——) 72.
ag a3

Man kann ?3 linear aus 77 und 2, kombinieren. Wenn eine solche Abhéngigkeit
zwischen den drei Vektoren besteht, nennt man sie auch hier wieder linear abhdingig.
Geometrisch gesehen liegen die drei Vektoren dann auf der gleichen Ebene durch
den Ursprung. Also gilt:

Drei Vektoren sind genau dann linear abhdngig, wenn sie komplanar sind.

Unabhéngig voneinander sind drei Vektoren also nur dann, wenn sich der Nullvektor
=
0 aus ihnen nur auf triviale Weise linear kombinieren l148t.

Diese Fallstudie motiviert die folgende Definition:

Definition.

Ein System von Vektoren 21, e ,fn heifit linear abhdngig, falls es reelle Zahlen
a1, ..., q, gibt, die nicht alle = 0 sind, so daf} gilt:

— —
a; ;=0 .
1

n

)

Andernfalls nennt man die Vektoren linear unabhdngig.

Beispiele :
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1. Ein einzelner Vektor 7&8 ist immer linear unabhéngig. Kommen mehrere Vektoren
zusammen, so konnen Sie — als System betrachtet — dennoch linear abhéngig sein.

2. Die sogenannten Einheitsvektoren

1 0 0
21:: 0 ,82:: 1 und 23:: 0
0 0 1

bilden ein linear unabhéingiges System in Vs:

Ist namlich

3 aq

- —

0= ZOéi' ei=| a2 |,
i=1 as

so mufl a; = oy = a3 = 0 sein.

3. Wir behaupten:

8]

1 1
1= (1) und o= ( 1) sind linear unabhdngig im R?.

Zum Beweis nehmen wir wieder an, es géibe reelle Zahlen oy und aw, so dafl

— - =
a1 Ty o To=0

ist. Dann gilt:

0
<a1+a2> = ( ), also a; + ap = 0 und a7 — oy = 0.
a1 — g 0

Daraus folgt sofort, dafl a; = as = 0 sein mu8.

4. Die Vektoren fl:: (6
%

3) und Zy:= (‘_10) sind linear abhéngig, denn es ist

5
%

_ _5
To= -3 1.

Die Einheitsvektoren 21,22,236 V3 sind nicht nur linear unabhéngig, sie haben noch
eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft: Ist ndmlich € V5 ein beliebiger Vektor mit
den Komponenten x1, x5, x3, so kann man auch schreiben:

— — — —
T=1T1 €1 +To €9 +T3- €3 .

Jeder Vektor in V5 148t sich aus den Einheitsvektoren linear kombinieren!
Natiirlich gelten sinngeméfle Aussagen auch in Vs.
Fiir die Ebene wollen wir eine noch allgemeinere Aussage beweisen:

1.5.3 Satz. Die Vektoren ?1,§26 Vs, seien linear unabhdngig. Dann laf$t sich jeder
%
andere Vektor x€ Vy aus 51 und ?2 linear kombinieren.
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BEWEIS:  Sei 7= <$1> und Zo= (@)7 und 7= (x) € V), sei beliebig vorgegeben. Da
Y1 Y2 Y

71 und 7, linear unabhéngig sind, miissen sie insbesondere beide #() sein. Wir suchen
reelle Zahlen «, 8, so dal = «a- 1 +- x5 ist. Das bedeutet, dal wir das folgende lineare
Gleichungssystem (mit den Unbekannten o und f) lésen miissen:

(1) ra+xff = w,
(II) i+ =

Wire die Determinante d := x1ys — 2211 = 0, so gébe es ein t € R, so dal (y1,y2) =
1
t - (xq,x9) ist. Aber dann wire T1= 11 - . und To= 2 - (t)’ d.h. 7, und 7 wiren

linear abhéngig. Das widerspricht der Voraussetzung, wir konnen also annehmen, dafl
d # 0 ist. Aber dann besitzt das Gleichungssystem genau eine Losung («, 3). ]

Mehr als 2 linear unabhéngige Vektoren kann man in Vs nicht finden. Es gilt ndmlich:

1.5.4 Satz. Je drei Vektoren 51, ?2, 236 Vs sind linear abhdngig.

BEwEIs:  Sind z; und 25 schon linear abhéngig, so sind erst recht alle drei Vektoren
linear abhéngig. Sind aber x; und 75 linear unabhéingig, so kann man 73 aus ihnen linear
kombinieren:

— — —

Tz= (v T +ﬁ Ty .

Doch dann ist a- 7, +83- T +(—1)- Z3=0 und (e, B,—1) # (0,0,0). Also sind die drei
Vektoren linear abhingig. ]
In V5 gelten entsprechende Aussagen: Aus drei linear unabhéngigen Vektoren 148t sich
jeder weitere Vektor linear kombinieren, und mehr als drei linear unabhéngige Vekto-

ren kann es in V3 nicht geben. Das werden wir spéter in allgemeinerem Zusammenhang
beweisen.

Wir betrachten nun eine Situation aus der Physik:

N
Eine Kraft — dargestellt durch den Vektor i — wirke auf einen Massenpunkt. Dieser Punkt
sei nur in einer bestimmten Richtung bewegbar. Wenn er in dieser Richtung einen gewissen
Weg zuriicklegt, so kann man das auch mit einem Vektor s beschreiben. Das Produkt

A = Kraft - Weg

ist die dabei verrichtete Arbeit. Sie ist eine skalare Grofle. Um sie richtig zu berechnen,
darf man nur den Anteil der Kraftwirkung beriicksichtigen, der in Richtung des Vektors
_)

s wirkt:

.
-k

wl
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In der von § und Z aufgespannten Ebene schliefen die beiden Vektoren einen Winkel «

ein. Dieser Winkel a = [(?, Z) ist gerichtet, aber seine Richtung hat keinen Einflufl auf
den Wert von A. Es gilt offensichtlich:

A= (S ]-11k | - cos(a).

Da eine solche Konstruktion haufig vorkommt, erhélt sie einen eigenen Namen:

Definition.
Sind v und W zwei Vektoren, so heifit
- = — — - —
vew=|v]|-|w]-cos(L(v,w))

das innere Produkt oder Skalarprodukt von v und .

1.5.5 Satz. Seien T und 37 Vektoren. Dann gult:

1. Bsistz e 2= || 2 |*

2. Ist =0 oder 3720, soist T e 37: 0.

g, - — - .
, so gilt x e Y= 0 genau dann, wenn x und Y aufeinander
senkrecht stehen.

N

5. Ist A€ R, soist (A T)e Y=\~ (7 o §) =2 o(\- ¥).
6. Es gilt die ,Schwarzsche Ungleichung* :
@ oy <IZIP- 11V "

Dabei bedeutet die Gleichheit, dafs Z und 5 linear abhdngig sind.

BEWEIS:  Sei a := /(7 ?).
1) Ist :_c):?, so ist a = 0, also cos(a) = 1.
)

2) Klar!

3) Vertauscht man 7 und ?7, so éndert sich lediglich das Vorzeichen von a. Der Cosinus
bleibt dann aber gleich!

. — — — —
4) Unter den angegebenen Voraussetzungen ist || 2 || > Ound || ¥ || > 0. Ist nun = e ¥= 0,

so muf cos(a) = 0 sein, und zwischen 0 und 7 passiert das nur bei o = 7.

5) Fiir positive A folgt die Formel offensichtlich. Da /(— z, ?) — 180° — /(, 5) ist, folgt
sie auch fiir negative \.
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6) Die Ungleichung folgt, weil cos?(a) < 1 ist. Gleichheit gilt genau dann, wenn cos(a) =

+1 ist, also a = 0° oder a = 180°. Das ist genau dann der Fall, wenn 7 und 5 linear
abhingig sind. ]

Das Skalarprodukt mifit, wie weit Z und 5 davon entfernt sind, senkrecht aufeinander zu
stehen. Und es unterscheidet sich sehr stark von den Produkten, die wir bisher kennenge-
lernt haben: das Skalarprodukt von zwei Vektoren ist nicht mehr lénger ein Vektor, es ist
ein Skalar!

Etwas schwieriger ist folgende Aussage zu beweisen:

1.5.6 Satz. Sind 5:), 5 und Z Vektoren, so gilt:

— -y = = = - =
(x4+Y)ez=x 02+ Yoz

BEWEIS:  Die (mit Vorzeichen versehene) orthogonale Projektion von = auf 2 ist die
Zahl

P(#:2) = |7 |- cos(U(3.F) = 5

. — — —
Entsprechendes gilt fiir ¥ und = + ¥.

i i i

wl

T T T

P(e:7)
Wie man der Skizze entnehmen kann, ist P(7 + 5; Z)=P(z;2)+ P(y; 7). Daraus folgt
sofort die Behauptung. []

Als Anwendung kann das Skalarprodukt in Kartesischen Koordinaten besonders einfach
berechnet werden:
. T 5 Y1
1.5.7 Satz. Sind x= | xo | und Y= | yo | zwei Vektoren in Vs, so ist
T3 Y3

- —
T ®Y=2x1 Y+ T2 Y+ T3 Ys.

BEWEIS: 21, 22, 23 seien die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen.
Dann gilt:

— — — —
r = I1* €71 +l’2- €9 +$3' €3
— — — —
und Y = yi- €1 +ya- €2 +Y3- €3,
sowie
- = . . - = .
ciec,=1 firallei und ¢c;ec;=0 firi#j.
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Mit dem gerade bewiesenen Distributivgesetz folgt daraus die Behauptung. []
Weitere Folgerungen:

1.5.8 Satz des Pythagoras. Sind @ und Y Vektoren mit 7 o Y= 0, so st
— 72 =112 72
e+ 97 =l=l"+ vl

BEWEIS: Es ist

- 2 — - — —
[z +y[" = (x+Y)e(r+Y)
- = T D
= Tex +2-r0Y +Yey =
=2 T2 Y
= lzlF+ vl S
x
1.5.9 Satz. Sind _>, Y Vektoren %6, mit 7 e Y= 0, so sind sie linear unabhdngig.

BEWEIS:  Es seien A, p reelle Zahlen, mit A- z + ?7:6 Multiplikation mit z ergibt:
0=0ed=\[|Z|*+pu yod=x ||
Da ?#6 ist, mu3 A = 0 sein. Aber dann ist auch p = 0. ]

Als nachstes betrachten wir Geraden in der Ebene:

Wir gehen diesmal von der allgemeinen Form in kartesischen Koordinaten aus:
L ={(xy,25) € R* | azy + bay =1}
Setzt man n:= (a,b)7, so ergibt sich folgende vektorielle Schreibweise:
L={7eV,|nez=r}.

Man kann die Situation noch normieren:

—

—0 n r
n :=-——undp:= ——.
|7l |7 ]

0
Dann ist |7 || =1 und
0
L={ZeV,|n ez —p=0}.
Man sagt dann, L ist in der Hesseschen Normalform gegeben. Den Vektor 7 bezeichnet
0
man als Normalenvektor und 1 als Einheitsnormalenvektor.

Wir vergleichen dies mit den anderen Darstellungsformen von L:

a) Ist L = {E’)ﬁ"} o= p} in der Hesseschen Normalform gegeben, mit einem normierten
Vektor n= (n1,n2) ", so kann man die Geradengleichung sofort ablesen:

ni1xT1 + Nakg = P.

Wie man umgekehrt von einer Geradengleichung auf die Hessesche Normalform
kommt, haben wir gerade oben gesehen.
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b) Ist L = {x = (21,72) € R* | ax; + bry = r}, so steht v := (—b,a) auf dem
Normalenvektor n = (a, b) senkrecht, kann also als Richtungsvektor benutzt werden.
Um auflerdem einen Ortsvektor auf L zu bekommen, mufl man die Gleichung ax; +
bro, = r losen. Dabei ist ein Parameter frei, und wenn etwa b # 0 ist, dann ist

Xo := (0, 7) ein geeigneter Ortsvektor. Das ergibt die Darstellung

L ={x]| 3t € Rmit x =x¢+tv}.

Ist umgekehrt L in einer solchen Punkt-Richtungs-Form gegeben und n ein zu v
orthogonaler Einheitsvektor, so hat die Hessesche Form die Gestalt

L={x|(x—x%9)en=0}

Die Hessesche Normalform ist besonders gut dazu geeignet, den Abstand eines Punktes
b = (b1, b2) von der Geraden L zu bestimmen:

Ursprung

Es geht darum, eine reelle Zahl d zu bestimmen, so dafl b +d- 7' L ist. Dann ist |d |
der gesuchte Abstand.

0
Ist d gefunden und :_51::3 +d- 7 , so liegt auch Tyi=2, + v auf L, und es gilt:

0=" en = (22 - 21)0 g p— (z +d- ﬁo)o g p— Z o7 —d.

Damit folgt:

Der gesuchte Abstand ist |d| = | p— ben |.

Beispiel :
Sei L = {(z,y) | 3z + 2y = 5}, b= (4,3)T. Dann ist n= (3,2)T ein Normalenvektor
mit Norm || n | = V13, also prig \/11_3 : <2> und p = i
Also ist der gesuchte Abstand

S0 5 1 13
—|p—ben |:‘ﬁ_ﬁ'(4'3+3'2)’:ﬁ:\@'

Fiir Ebenen im Raum kann man ebenfalls eine Hessesche Normalform aufstellen. In Punkt-
Richtungs-Form hat eine solche Ebene die Gestalt

E={xecR| 3s,t € Rmit x =x0 + sa+tb},
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mit zwei linear unabhéngigen Vektoren a und b. Ist n ein Einheitsvektor, der gleichzeitig
auf a und b senkrecht steht, so ergibt sich die Hessesche Normalform

E={xecR’|(x—x0)en=0}.
Hieraus kann man sofort die Ebenengleichung
(1 — 2Dy + (29 — 2)ng + (23 — 29)N3 =0
ablesen.
Definition.

Ein rechteckiges Zahlenschema

aypr a2 ... QAim

ag91 A92 ... dA9m
A =

An1 Gp2 ... Gpm

wird als (reellwertige) Matriz mit n Zeilen und m Spalten bezeichnet. Die Eintrége
aii, a1z, - .. nennt man die Koeffizienten der Matrix.

Die Menge aller solchen Matrizen wird mit M, ,,(R) bezeichnet.

Beispiele :
1. Die Koeffizienten eines Linearen Gleichungssystems

ar+by = r
ce+dy = s

a b

kann man zu der Matrix A := ( ¢ d ) € M (R) zusammenfassen.

2. Die Komponenten zi,xs, x5 eines Punktes im R® kann man zu einer Zeile x =
(21,29, 3) € My 3(R) zusammenfassen.

(%1
3. Ein Vektor v= | v, | bildet eine Spalte aus Ms;, (R).
U3

4. Sind 7, Y und 7 (Spalten—)Vektoren in Vs, so ist A := (7, 37, Z) eine Matrix aus
M;5(R).

In der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix A steht das Element a;;. Vertauscht man
die Komponenten so, daf in der i-ten Zeile und j-ten Spalte das Element aj; steht, so
erhélt man die sogenannte transponierte Matriz AT.

a b\’ a c — T
Z.B.lst<c d) :<b d),XT:xundx:x.
Ganz allgemein ist (AT)" = A.

Definition.
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d
der Matrix A.

Ist A= ( CCL b ) € M5 5(R), so heifit die Zahl det(A) := ad — be die Determinante

Da eine Matrix A € M,5(R) aus zwel Spaltenvektoren besteht, kann man die Deter-
minante auch als Abbildung det : V5 x V5, — R auffassen. Dann hat sie die folgenden
Eigenschaften:

1.5.10 Satz. Fiir ?, ye Vo und o, f € R gilt:
1. det(y, 7) = —det(7, ?)
2. det(, + o, ) det(?l,y) + det(fz,g).
3. det(a- z, B ?) =af- det(z, 5)

4. det(gl,ZQ) =1.

BEWEIS: Sei 7= (Z), Y= (2) und 7= (CC”:) Dann gilt:

1) det(g, 7) = det ( Z CCL ) = be — ad = — det(Z, g)

aiy + as b
1+ ¢ d

bCQ) = det(zl, :7) + det(zg, g)

2) det (7 + 7o, ) det ( ) = (a1 +az)d —b(c1 + ¢2) = (a1d —bey ) + (agd —

3) det(a- , - ?) = det < ZZ gg ) = af - (ad — be) = af - det(x, ?)

4) det(€1, ¢5) = det ( oY ) — 1 0

aq b1
Sind a= ( ao ) und Z: ( b ) zwei Spaltenvektoren aus Vs, so kann man aus ihnen
b

as 3

die Matrix
a; by

A=(a,p) = (a2 by ) € M;(R)

as bz

bilden. Streicht man in A die i-te Zeile, so erhilt man eine quadratische Matrix S;(A) €
M;5(R).

Definition.

Sind ZL), _b>€ V3, so definiert man das Vektorprodukt a x _b>€ V3 durch

—

H—l det (A)) €; .

><
mw
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Dann gilt:
N - a9 b2 - aq bl — ai bl —
axp = det(aB b3> € det(a3 bg) (ag—i-det<a2 b2> €3
a2b3 — Clgbg
= azby — a,b3
ale — CLle

Hier haben wir nun gliicklich das dritte Produkt im Bereich der Vektorrechnung kennen-
gelernt. Wir kennen inzwischen:

- Die skalare Multiplikation o  (fiir v € R und Vektoren ),
- das Skalarprodukt = e y (fiir Vektoren Zund ¥ ),

- das Vektorprodukt = x y (ebenfalls fiir Vektoren 7 und 5)

Das Vektorprodukt sieht so aus, wie man es von einem ansténdigen Produkt erwartet: Zwei
Vektoren werden wieder zu einem Vektor verkniipft. Leider ist diese Konstruktion nur in
V3 moglich! Wir wollen untersuchen, was man sich anschaulich unter dem Vektorprodukt
vorzustellen hat:

1.5.11 Satz. Fiir 3, 31, 32, ZE V3 und o € R gilt:

BeweEls:  Die Eigenschaften (1), (2) und (3) ergeben sich sehr einfach aus der Definition
mit Hilfe von Determinanten.

(4): Man mu$ mit Hilfe der Koordinaten ausrechnen, dal @ e(a x Z) = 0 ist. Dann ist
B N — " N
auch p o(a x p)=—p o(h x a)=0. ]

Sind die Vektoren @ und Z linear abhéngig, so ist der eine von ihnen ein Vielfaches
des anderen, und aus (1) folgt, daB 4@ x b=0 ist. Sind die Vektoren dagegen linear
unabhéngig, so spannen sie eine Ebene £ C V3 auf, die den Nullpunkt enthilt, und das
Vektorprodukt a x _b> steht auf dieser Ebene senkrecht. Es kann in diesem Falle nicht der

Nullvektor sein.* Aber in welche der beiden Normalenrichtungen weist a x Z ? Und wie
lang ist der Vektor?

Betrachten wir zunéchst einen Spezialfall: Sind 21, 22 und 23 die Standard-Einheitsvek-

toren, so gilt:
— - = — — — — - =
€1 X €9=€3, €1 X €3=— €9 und €9 X €3=€1 .

4Der Beweis wird sich aus der Determinantentheorie in Kapitel II ergeben.
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Insbesondere bilden die Vektoren 21, 22 und 21 X 32 ein sogenanntes ,, Rechtssystem®.
Spreizt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand, so bilden die Rich-
tungen, in die die Finger weisen, in der genannten Reihenfolge ein Rechtssystem. Das ist
natiirlich keine mathematische Definition, aber wir kénnen das Vektorprodukt fiir eine
exakte Definition benutzen:

Definition.

_)
Ein System {3, b, ?} von linear unabhéngigen Vektoren in V3 bezeichnet man als
Basis oder Dreibein. Legt man auch noch die Reihenfolge der Vektoren fest, so
spricht man von einer orientierten Basis. Die Basis heifit positiv orientiert oder

ein Rechtssystem, falls o := 1(?,3 X _b)) < 90° ist. Andernfalls heifft sie negativ

orientiert.
— —
. a xp i
. —
Die von a und p auf-
gespannte Ebene
a
_>
hd b
%
L a

Y

— — —
Sind also @ und p zwei linear unabhéngige Vektoren, so bilden 3, b, a x b definitions-
geméf eine positiv orientierte Basis. Die oben genannte Rechte-Hand-Regel zeigt, wie die
positive Orientierung des Raumes anschaulich zu verstehen ist.

1.5.12 Satz. Es ist
laxbl"=lal* o]~ (aeb)
Zum BEWEIS mufl man nur beide Seiten der Gleichung ausrechnen.

1.5.13 Folgerung. Es ist

— — . —
laxol=1ldal-lol-sin((d,b)).

BEWEIS:  Sei ¢ := /(a, Z) Dann gilt:
lax bl = Idl”-15]°—(deb)?
— —
= Jalf[lo]* (1—-cos’())
— - .
= Ja|* | bl sin®(p).
Da 0° < ¢ < 180° ist, ist sin(p) > 0. []

Das gewonnene Ergebnis hat anschauliche Bedeutung:
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—

' [|-sine)

S
1

Die Lange von a x Z ist genau der Flécheninhalt des von a und _b> aufgespannten
Parallelogramms!

Wir wollen zwei Anwendungen des Vektorproduktes betrachten:

a) Es sei eine Gerade in Punkt-Richtungs-Form gegeben,
L={z| 3t e Rmit r=2y +t v},

sowie ein weiterer Punkt Z_j Dann spannen die Vektoren v und g — ?0 ein Paralle-
_)
logramm auf, dessen Hohe d den Abstand von ¥ und L beschreibt:

—

Y
L

_>
To

Die Flache des Parallelogramms betréigt dann gerade || v ||-d, und wegen der Formel
fiir den Betrag des Vektorproduktes folgt daraus:

— — —

N EESCEED]

= = .
o]

b) Es soll die Schnittgerade zweier Ebenen bestimmt werden, die beide in der Hesse-
schen Normalform vorliegen:

B, = {Z| (¢ —7))en=0}
und By, = {Z|(Z — Zy)e ny=0}.

Eine Losung T des Gleichungssystems
(f —Z)en;, i=1,2,
liegt auf jeden Fall auf der Schnittgeraden.

Der Vektor U::ﬁl X ﬁg steht gleichzeitig auf ﬁl und auf ﬁz senkrecht, liegt also
gleichzeitig in F; und in Ey, und damit auf der Schnittgeraden

L:={z| 3t eRmit T=2¢+t v}
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Definition.

. - 7 =
Sind a, b, c€ V3, so nennt man

[d,5,¢]:=d (b x ¢)

das Spatprodukt von 3, _b> und ¢.

Noch ein Produkt!! Diesmal sogar mit 3 Faktoren! Nun, lassen Sie sich nicht irritieren,
so schlimm ist es gar nicht. Was haben wir hier vor uns? Das Spatprodukt ist eine reelle
Zahl, die wir noch etwas genauer hinschreiben kénnen:

[@, 5, )= a5 x| -cos(£(d, b x 7).

Das Vorzeichen héngt also nur von dem Winkel g := 1(3,3 X E)) ab. Ist 8 < 90°, so
ist das Spatprodukt positiv oder Null, andernfalls ist es negativ. Und [ ist genau dann

H
kleiner als 90°, wenn {b,g7 Z{} (in der angegebenen Reihenfolge) eine positiv orientierte
Basis ist. Da eine zweimalige Vertauschung der Basisvektoren die Orientierung erhélt,
kann man sagen:

— —
[3, b,?] >0 <— {3, b, ?} positiv orientierte Basis.

- — /
b x ¢ /
/
7
Und was ist ][3,3,3]]7 S S
a
o
c
=
b

Die drei Vektoren spannen ein rdumliches Gebilde auf, das man einen Spat nennt. Man
kann dieses Gebilde als 3-dimensionale Verallgemeinerung des Parallelogramms auffassen.

Die Grundfliche F'ist durch die Zahl || bx ¢ || gegeben, die Hohe h durch die Gleichung

h
—— = cos(3). Das Volumen V' des Spates errechnet sich wie bei einem Quader als

N
| al
Grundflache - Hohe
- — — - = =
=F-h=|bxcl| |al-cos(B8)=]la,b,c]l|

Damit ergibt sich:
1.5.14 Satz.

1. Folgende Aussagen tiber Vektoren 3, Z und ¢ sind dquivalent:
(a) 3, Z und ¢ sind linear abhdngig.
- = - .
(b) a, b und c sind komplanar.

- 7 =

(c) |a,b, c]=0.
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o
2. Vertauscht man in [ZL), b,?] zwei aufeinander folgende Argumente, so dndert sich
das Vorzeichen.

3. Es ist .
— — —
[al + o, ba C] :[
und
- 7 = - 7 =
- a, b, c]=a-[a,b,c].

—

4. Es ist [81,22, 63] =1.

Definition.
Sei A = (31, 32, 33) € M;3(R) eine 3-reihige quadratische Matrix. Dann heif3t
det(A) = [317 32’ 83]
die Determinante von A.
Man beachte, dafl die 3-reihige Determinante ganz analoge Eigenschaften zur 2-reihigen

Determinante hat.

Natiirlich kann man die Determinante auch explizit berechnen. Es ist

= _ — N ai b203 - b3c2
det(a, b, C) = a .(b X C) = as ° bgcl — bng
as b102 — bQCl

= a1bacs + agbser + agbicy — arbzcy — asbicz — azbacy

= > 5g0(0)ao(1)be@)Com)-
og€ESs

Setzt man die Originaldefinition des Vektorproduktes ein, so erhélt man ferner:

1.5.15 Laplace’scher Entwicklungssatz.

ay by &

- by ¢ by @ by,
det| aa by ¢ —al'det(bg CS)—aQ-det<b3 63>+a3'det<62 @).

as bs C3

BEWEIS: Es ist

Wir werden spéter fiir jedes n eine Determinantenfunktion
det: M,,,, = R

definieren, die die gleichen Eigenschaften aufweist, wie wir sie im Falle n =2 und n = 3
schon nachgewiesen haben, und wir werden zeigen, daf sie durch diese FEigenschaften sogar
eindeutig bestimmt ist. In der Theorie der Linearen Gleichungssysteme mit n Unbestimm-
ten spielen die Determinanten eine wichtige Rolle. Mit Hilfe eines verallgemeinerten La-
placeschen Entwicklungssatzes kann man solche Determinanten induktiv berechnen. Zum
Schluf} sollen noch zwei , Eselsbriicken* angegeben werden:



88 KAPITEL I DIE OBJEKTE DER MATHEMATIK

1. Das Vektorprodukt kann formal als Determinante berechnet werden:

N
€1 a1 by

— - —

a X p=det| ey ay by
—
€3 az b

Natiirlich darf man so etwas nicht wirklich hinschreiben! Die Eintréage in der Matrix
diirfen eigentlich nur Skalare sein, keine Vektoren.

2. Fiir die Berechnung der 3-reihigen Determinante (und nur fiir diese!) gibt es die
Sarrus’sche Regel:

Schreibe die Matrix—Elemente in der folgenden Form auf:

ap by a|a b
ay by ca|ax by
as by c3|as bs

Die Produkte der Elemente in den ,,Hauptdiagonalen* werden mit ,,+*“ versehen,
die Produkte der Elemente in den ,,Nebendiagonalen* werden mit ,,—* versehen.

Schliefllich werden alle Produkte aufsummiert:
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§6 Komplexe Zahlen

Ist z eine beliebige reelle Zahl, so ist 2 > 0. Deshalb ist in R nicht jede quadratische
Gleichung 16sbar. Es kann z.B. keine reelle Zahl x mit 2% + 1 = 0 geben.

Wir haben jedoch bewiesen, daf} eine Gleichung dritten Grades immer eine Losung besitzt.
Wir wollen sehen, wie man eine solche Losung finden kann:

Es geht also um eine allgemeine kubische Gleichung der Form

22+ ax? +bxr+c=0.

Man kann den Anfang der linken Seite, 2% + az?

auffassen:

, als Teil eines Binoms vom Grad 3
(x + %)3 =2 +ar+3- (%)% + (%)3.

Also ist
2

x3+ax2+b:c—|—c:(x+g)3+(b—%)3€+(0—<g)3)-

Das bedeutet, dal man nur die folgende reduzierte Gleichung 16sen muf:

v +py=q|,

it b a? ab 2a3 d N a
mi =b— — =——Cc—— un =r+—.
b 37 1773 27 Y 3
Um weiter zu kommen, braucht man einen Trick, der um 1500 in Italien gefunden wurde:
Es sei zunéchst p > 0 und ¢ > 0. Der Trick besteht in dem Ansatz y = u + v. Setzt man
das ein, so erhalt man:
u? 4+ v* 4+ 3uv(u +v) + plu+v) = q.

Wenn man nun u und v so wihlen kann, dafl u® +v® = ¢ und wv = —2 ist, dann hat man
die Gleichung gelost. Und das ist tatséchlich moglich:

Ist eine quadratische Gleichung z? + Sz + v = 0 mit der Diskriminante A := % — 4~
gegeben, und A > 0, so erhélt man die Losungen

-5+ VA -8 —VA
=————und zp = ———.
2 2
Wir haben in §4 schon die ,,Gleichungen von Vieta“ kennengelernt:

21

21+ 29 = —ﬁ
2122 = 7

3
= —;)— sind also sicher dann erfiillt, wenn u* und
3

v® Losungen der quadratischen Gleichung 2* — gz — % = () sind, wenn also gilt:

W= q+\/Z
2
3 q—\/Z

d -
un v 5

Die Gleichungen u® +v* = ¢ und u® - v*
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4 3
mit A = ¢ + 2—p7 Da p,q > 0 vorausgesetzt wurde, ist tatsidchlich A > 0. Also gilt:

Gefunden hat diese Gleichung der Italiener Scipione dal Ferro. Allerdings hielt er das Fr-
gebnis zunéchst geheim und verriet es nur seinem Schwiegersohn und einem befreundeten
Rechenmeister namens Antonio Maria Fiore. Letzterer forderte voller Stolz den bekann-
ten Rechenmeister Tartaglia, den ,Stotterer”, zu einem offentlichen Wettstreit heraus.
WEeil Fiore wohl nicht besonders intelligent war und Tartaglia zudem auf dunklen Wegen
auch in den Besitz des Geheimnisses gekommen war, gewann der Stotterer den Wettstreit
auf glanzende Weise. Er wurde daraufthin von dem Mathematiker Girolamo Cardano be-
dréngt, ihm doch das Geheimnis zu verraten. Nach langem Zogern gab er nach, lief§ sich
jedoch unter Eid Verschwiegenheit zusichern. Als Cardano die Formeln studierte, kam er
zu der Ansicht, sie seien von Tartaglia nicht auf redliche Weise erworben worden. Er fiihlte
sich nicht mehr an seinen Eid gebunden und veroffentlichte das Ergebnis innerhalb eines
umfangreichen Algebra-Buches. Ein langer Rechtsstreit und wiiste 6ffentliche Beschimp-
fungen waren die Folge, aber in die Geschichte gingen die Losungen als ,,Cardanische
Formeln“ ein.

Beispiel :

Wir betrachten die reduzierte Gleichung y* + 3y = 4.

u:\3/2+\/5undv:\3/2—\/5.

Leider erhélt man die Losung so in einer sehr komplizierten Form. Wenn man weif3,

daB

Dann ist

(1£vV5)?=1+3V5+15+5V5=16+£8V5=8-(2+5)

ist, dann erhéalt man:

yzu—l—v:;(l%—\/g)%—;(l—\/g):l.

Dieses Ergebnis hitte man natiirlich durch Probieren schneller gefunden, aber wenn
es keine so glatte Losung gibt, dann ist die ,,Cardano’sche Formel“ sehr niitzlich.

Es gibt Félle, wo die Formel nicht angewandt werden kann:
Wir betrachten die Gleichung y* — 6y + 4 = 0, die auch vom obigen Typ ist. Hier ist
p=—6und ¢ = —4, also A =16 —4-23 = —-16 < 0.

Wenn man alle Bedenken iiber Bord wirft und mit v/A = 4y/—1 formal weiterrechnet, so
erhélt man:

y=—2+2/ 1+ {22/ 1L

Das ist ein ziemlich sinnloser Ausdruck, aber man kann sich iiberlegen, dafl

(1+£vV-1P3=143V-1-3+(—V/-1)=-24+2V/-1
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ist, also

y=(1+vV-1)+(1-+v-1)=2

Nun ist y® —6y+4=(y—2) - (> +2y —2) = (y —2)(y + 1 — V3)(y + 1 ++/3). Durch
die Rechnung mit der ,,imaginiren Grofie v/—1 hat man schliellich drei reelle Lésungen
gefunden.®

Derartige Entdeckungen waren Anlafl genug, auch mit Wurzeln aus negativen Zahlen zu
rechnen. Der berithmte Mathematiker Euler fithrte 1777 die Abkiirzung

i::\/—_l

ein, und Gauf} iibernahm sie und erklarte auflerdem, was man sich anschaulich unter einer
,komplexen Zahl“ a + ib (mit a,b € R) vorzustellen hat. Die Bezeichnungen haben sich
bis heute erhalten, allerdings wird in der Elektrotechnik lieber j statt i geschrieben.

Wenn man mit j genauso wie mit anderen Zahlen rechnen kann, dann ergibt sich:
(a+bj) + (c+dj) = (a+b) + (c+d)j,
und  (a+bj) - (c+dj) = (ac—0bd) + (ad+bc)j.
Das motiviert die folgende

Definition.

Unter der Menge der komplexen Zahlen versteht man die Ebene R?, auf der neben
der vektoriellen Addition zusétzlich eine Multiplikation gegeben ist:

(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc).
Das Element (1,0) wird mit 1 bezeichnet, das Element (0, 1) mit j.

Die Menge der komplexen Zahlen wird auch mit dem Symbol C bezeichnet. Jedes
Element z € C kann auf eindeutige Weise in der Form z = a + bj geschrieben
werden, mit a,b € R. Man nennt dann Re (z) := a den Realteil und Im (2) := b den
Imagindrteil von z.

Die reellen Zahlen bilden eine Teilmenge der komplexen Zahlen (ndmlich genau diejenigen
komplexen Zahlen, deren Imaginérteil = 0 ist). Die Erweiterung von R nach C gibt Anlafl
zu der Frage, was denn Zahlen iiberhaupt sind.

Vielleicht bekommen wir eine Antwort, wenn wir versuchen, die algebraische Struktur zu
analysieren, die R und C gemeinsam haben:

Definition.

Ein Kdrper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und -, sowie zwei (vonein-
ander verschiedenen) ausgezeichneten Elementen 0 und 1, so daf gilt:

1. (K,+,0) ist eine kommutative Gruppe.
Das ,Inverse® —x wird das Negative zu x genannt.

5Schon Cardanos Schiiler Rafael Bombelli entdeckte um 1570 diese Methode.
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2. Sei K* := K \ {0}. Dann ist
(K*,-,1) ebenfalls eine kommutative Gruppe.
Das ,Inverse“z~! wird das Reziproke zu x genannt.

3. Es gilt das Distributivgesetz a - (b+c¢)=a-b+a-c.

Dies ist nach der Gruppenstruktur eine weitere wichtige algebraische Struktur. Promi-
nentestes Beispiel ist natiirlich R, der Korper der reellen Zahlen. Aber auch die Menge Q
der rationalen Zahlen bildet einen Korper, es wird ja keine Vollstéandigkeit gefordert. Und
man sollte auch beachten, dafl es in einem Korper keine Anordnung zu geben braucht.
Die komplexen Zahlen, die man sich ja als Punkte der Ebene vorstellen kann, besitzen
keine (mit den algebraischen Strukturen vertrdgliche) Anordnung.

Ein besonders pathologisches Beispiel stellt die Menge K5 := {0, 1} dar. Sie bildet einen
Korper, wenn man definiert:

0+40:=0,0+1=1+0:=1und1+1:=0,

sowie 0-0:=0,1-0=0-1:=0und 1-1:=1.

Dann ist z.B.  —1 =1 (in K,!). Was hier wie ein rein mathematischer Irrsinn aussieht,
dient nicht nur dazu, daf} Sie zu Hause Ihrer Oma erzihlen konnen, Sie hiatten gelernt, daf3
1+ 1 = 0ist. Im Zeitalter von Elektronik und Bindr—Arithmetik haben solche Strukturen
durchaus auch Anwendungen auflerhalb der Mathematik, etwa in der Codierungstheorie.

Wie verriickt die Beispiele auch aussehen mogen, gewisse Regeln bleiben immer erhalten:
Ist etwa K ein beliebiger Korper und x € K, so ist 0 -z = 0.

BEwEls: Esist 0-2=(0+0)-2=0-24+0-x.

Daauch 0.2z =0-2+0ist, muB 02 = 0 sein.] |

Wir wollen nun nachweisen, daf§ die komplexen Zahlen tatséchlich einen Korper bilden.
Was haben wir davon? Wir wissen dann, dafl wir mit komplexen Zahlen genauso wie mit
reellen Zahlen rechnen kénnen (solange wir nichts benutzen, was mit der Anordnung zu
tun hat), und gleichzeitig lernen wir den Umgang mit komplexen Zahlen.

Da wir die Zeilenvektoren von R? mit den Spaltenvektoren von V, identifizieren kénnen,
wissen wir aus der Vektorrechnung schon, daf (C, +,0) eine kommutative Gruppe ist. Die
1 ist sicher ein neutrales Element fiir die Multiplikation. Assoziativitdt und Kommutati-
vitit der Multiplikation kann man — mit geniigend Geduld — nachrechnen, genauso das
Distributivgesetz. Nun miissen wir noch das Reziproke zu einer komplexen Zahl z # 0
finden. Eine direkte Herleitung ist etwas miihsam, deshalb verwenden wir einen einfachen
Trick:

Ist 2z =a+bj € C, so bezeichnet man z := a — bj als die zu z konjugierte komplexe Zahl.

z=a+ bj
1Ak
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Es gilt:

1. z2+w=2z+w.

(a+bj)+(c+dj)=(a+c)+(b+d)j=(a+c)—(b+d)j
=(a—"0j)+ (c—dj) =a+bj+c+dj.

2.7 w=z w.
(a+0j) - (c+dj) = (ac —bd) + (ad + bc)j = (ac — bd) — (ad + bc)j
und
a+0j)-(c+dj)=(a—0bj)-(c—dj)=(ac—bd) — (ad + bc)j.

3. 2=z

4. Ist z=a+bj,soist z-z = (a+bj)-(a—bj)=a*+b*>0.
Ist z # 0, so ist sogar z - Z > 0.

5. Realteil und Imaginérteil einer komplexen Zahl sind gegeben durch

1 1
Re(z) = =(2+4+2) und Im (2) = — (2 — 2).
2 2]
Die reelle Zahl | z| := ++/zz > 0 nennt man den Betrag der komplexen Zahl z. Ist

z=a+ bj, so ist

|z] = Va*+b* = || (a,0) |
die euklidische Norm und besitzt deshalb auch die gleichen Eigenschaften.

Ist nun z # 0, so ist 22 = | 2 |2 > 0, und es gilt:

22 z
1= — =z —
2z 2 |
Also ist
z
2= " fiir 2 #£0
z|
Definition.

Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung f : I — C wird auch als komplezwertige
Funktion bezeichnet.

Eine komplexwertige Funktion kann immer in der Form f = ¢ + jh in Realteil und
Imaginérteil zerlegt werden. Da g und h gewohnliche reellwertige Funktionen sind, kénnen
wir unsere Erkenntnisse iiber reelle Funktionen problemlos auf komplexwertige Funktionen
ausdehnen: f ist z.B. stetig, wenn ¢ und h es sind.

Schwieriger zu behandeln sind Funktionen, die auch als Argumente komplexe Zahlen
zulassen, das werden wir zu einem spateren Zeitpunkt tun. Eine Ausnahme bilden die
komplexen Polynome

p(2) = ap2™ + ap1 2"+ a1z + a,
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mit denen wir uns auch schon in diesem Paragraphen beschiéftigen werden.

Ist z = a+bj eine komplexe Zahl mit | z| = 1, so ist a>+b* = 1 und es gibt eine eindeutig
bestimmte Zahl ¢ € [0, 27) mit

cos(t) = a und sin(t) = b.

Fiir beliebige komplexe Zahlen z # 0 erhélt man dementsprechend eine Darstellung

z=|z]|-(cost+ jsint).

Das ist die sogenannte ,, Polarkoordinaten-Darstellung“ von z. Die Zahl arg(z) := ¢ nennt
man das Argument von z. Erlaubt man, dafl ¢ beliebig in R gewéhlt wird, so ist das
Argument nur bis auf 27 eindeutig bestimmt. Fiir 2 = 0 kann man iiberhaupt keinen
Winkel ermitteln, deswegen haben wir diesen Fall ausgeschlossen.

Nun folgt eine auf den ersten Blick befremdliche Definition:

Definition.

Fiir t € R sei eI! := cos(t) + j sin(t).
Die Rechtfertigung liefert der folgende Satz:
1.6.1 Satz.

1. 39 =1,

9 eilths) — oit | ois
BEWEIS: 1) cos(0) = 1 und sin(0) = 0.
2) Mit dem Additionstheorem erhélt man:

cos(t + s) + jsin(t + s) =
cos(t) cos(s) — sin(t) sin(s) + j[sin(t) cos(s) + cos(t) sin(s)]
= [cos(t) + jsin(t)] - [cos(s) + jsin(s)].

Bemerkung: Die Bezichung

edt = cos(t) + jsin(t)

wird als Fulersche Formel bezeichnet.
Das Rechnen mit Winkelfunktionen wird auf diese Weise stark vereinfacht. Z.B. gilt:

1.6.2 Moivre’sche Formel.

(cost + jsint)" = cos(nt) + jsin(nt).
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BEWEIS:
(ejt>n — ejnt.

Interessant ist auch die folgende ,, Weltformel“:

™+ 1=0.

Sie verbindet die wichtigsten Konstanten der Mathematik miteinander: 0,1, j, 7 und e.
Der Beweis ist simpel: Es ist cos(m) = —1 und sin(7) = 0.

1.6.3 Satz. Die Gleichung z" = 1 hat in C genau n Losungen, ndmlich

k.

Com i=en® k=0,1,...,n— 1.

BEWEIS:

Die Punkte (., = cos(k - %’T) + jsin(k - 2%), k=0,1,...,n — 1, liegen auf den Ecken
eines (dem Einheitskreis einbeschriebenen) regelméfigen n—Ecks. Insbesondere sind sie
alle verschieden.

Da ek2mi — cos(k - 2m) + jsin(k - 2m) = 1 ist, ist

(Con)" = €™ =1 fiir k=0,1,...,n— 1.

Sei umgekehrt w € C irgendeine Losung der Gleichung 2™ = 1. Dann ist |w|" = |w™ | = 1,
also |w| = 1, also w = €* fiir ein geeignetes t € [0,27). Da aufierdem e = w" = 1 ist,
mufl gelten:

cos(tn) = 1 und sin(tn) = 0.
Das ist nur moglich, wenn tn € {27k | k € Z} ist. Da t € [0, 27) liegt, kommen fiir ¢n nur
k
die Werte 0,27, 4w, ..., (n — 1)27 in Frage. Also mufl ¢ von der Form ¢t = — - 27 sein. [ |
n

Definition.
Die Zahlen (., := e%'%j, k=0,1,...,n— 1, heilen die n—ten Einheitswurzeln.
Man braucht iibrigens zu jedem n jeweils nur die erste Einheitswurzel zu kennen, denn es

1st ja gk,n = (Clm,)k'

Beispiel :
Sei n = 3. BEs ist 2% = arc(120°),

1 1
cos(120°) = —sin(30°) = —3 und  sin(120°) = sin(60°) = 5\/5
Daraus folgt:

1 j ;
Gs=1Gs= D) + %\/g md (3= (G3)° =—5 - SV3
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1.6.4 Satz. In C besitzt jede Zahl z # 0 genau n n—-te Wurzeln.

BEWEIS:  Sei 2z = red!, mit 7 = | 2| und einem geeigneten ¢ € [0, 27). Dann setzen wir

2k = {1/7_"'6% “Chms k=0,1,...,n—1.
Offensichtlich sind dies n verschiedene komplexe Zahlen z; mit 2} = z.

Ist andererseits w irgendeine Losung der Gleichung w" = z, so ist w" = z{, also
(wzy )" = 1.
Das bedeutet, daBl es eine n—te Einheitswurzel (;,, gibt, so dal w = zg - (jp, ist. ]

Man kann also in C nie von der n—ten Wurzel einer Zahl z sprechen, es gibt stets n
verschiedene. Das gilt auch im Falle n = 2! Das Symbol /7 ist also zweideutig. In R haben
wir dagegen die positive Losung der Gleichung 22 = a als die Wurzel aus a definiert.

Der obige Satz enthélt die Aussage:
Das Polynom =" — w besitzt (fiir jedes w € C) eine Nullstelle.

Im Reellen ist das falsch, z.B. hat 2% 4+ 1 keine Nullstelle in R. Das zeigt die Bedeutung
des folgenden Satzes:

1.6.5 Fundamentalsatz der Algebra.
Jedes nicht konstante komplexe Polynom hat in C wenigstens eine Nullstelle.

Wir verzichten hier auf den Beweis, der eher fiir Mathematiker interessant ist.

Durch fortgesetzte Polynomdivision erhédlt man nun:

1.6.6 Satz. Jedes nicht konstante komplexe Polynom lifit sich in Linearfaktoren zer-
legen.

Es gibt eine interessante Anwendung auf reelle Polynome:
1.6.7 Satz.

Es seip(z) = Z a;2" ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Dann gilt:
i=0

1. Ist o € C und p(a) =0, so ist auch p(a) = 0.
Die Anzahl der nicht-reellen Nullstellen von p ist gerade.

Ist n ungerade, so besitzt p mindestens eine reelle Nullstelle.

Besitzt p keine reelle Nullstelle, so ist p(z) Produkt von Potenzen von quadratischen
reellen Polynomen.

BEwEgis: Ist a €C,so0ist a=a < a€R.

1) Da alle a; reell sind, ist

p(@) = p(a) = 0.

2) Ist o ¢ R, so0 ist @ # . Also kann man die nicht-reellen Nullstellen in Paaren zusam-
menfassen.
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3) Es gibt n = 2m + 1 komplexe Nullstellen. Wegen (2) mufl mindestens eine davon reell
sein.

4) Sei aw = a + bj eine nicht-reelle Nullstelle. Dann enthélt p(z) den Faktor
(z—a)(z—a)=(z—a—0j)(z—a+bj) = (z—a)> = (b])* = 2% — 2az + (a® + V?),

und der ist ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffizienten. Fortgesetzte Polynomdi-
vision ergibt die Behauptung. []

Zum Schluf3 dieses Abschnittes soll angedeutet werden, wie komplexe Zahlen in der Wech-
selstromrechnung angewandt werden:

Ein Punkt P durchlaufe mit konstanter Geschwindigkeit einen Kreis mit Radius A, in
mathematisch positiver Richtung, also gegen den Uhrzeigersinn. T" sei die Zeit, die er fiir

t
einen vollen Umlauf ben6tigt. Der in der Zeit ¢ {iberstrichene Winkel betragt T 2,

_27r
T

ist die Winkelgeschwindigkeit. Nach der Zeitspanne ¢ hat P demnach den Winkel {w
zuriickgelegt.

die GroBle  w:

In komplexer Schreibweise hat P eine Ausgangsposition Py = A -e3¥, den Winkel ¢ nennt
man die Phase. Zur Zeit t hat P die Position P(t) = A - ed@*%) Die Projektion

y(t) :=Im P(t) = A -sin(wt + @)
auf die y—Achse ist eine harmonische Sinusschwingung.
y(t) =Y - e
Y=A- ed®

In der Elektrotechnik bezeichnet man die konstante Gréfie Y := A - 3% als Zeiger der Be-
wegung. Man stelle sich das wie einen Uhrzeiger vor. Die Drehbewegung selber wird durch
y(t) :=Y - el*! beschrieben, also durch die Drehung des Zeigers (gegen den Uhrzeigersinn)
um den Ursprung.

In der Wechselstromtechnik treten Spannung und Stromstérke in Form von harmonischen
Schwingungen auf:

u(t) := usin(wt + ¢,) und i(t) := Tsin(wt + ¢;).

Dabei beschreibt ¢ := ¢, — ¢; die Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom-
starke. Nun bildet man die komplexen Zeiger

U:=u-e% und [:=7-6e%,
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die auch als komplexe Scheitelwerte von Spannung und Strom bezeichnet werden.

Die Funktionen
ult):=U e und i(t):=1- -

sind dann Wechselspannung und Wechselstrom in komplexer Darstellung, und es ist

Im w(t) =wu(t) und Im i(t) =i(t).

(t)

Fiir jedes ¢ bezeichnet man das Verhiltnis z(¢) := = n der komplexen Spannung zur

ilt:

I

e

i
komplexen Stromstéarke als komplexen Widerstand. Es

erwt Q a .
2(t) = Teiwt T %ew‘

Offensichtlich ist dieser Ausdruck zeitunabhéngig, also ein komplexer Zeiger Z. Man nennt
Z auch Widerstandsoperator, Scheinwiderstand oder Impedanz. R := Re (Z) heifit Wirk-
widerstand, X := Im (Z) heifit Blindwiderstand. Der Vorteil der komplexen Schreibweise
besteht unter anderem darin, dal in Form der Gleichung

U=2-1

das Ohmsche Gesetz auch in der Wechselstromtechnik gilt.

Befindet sich in einem Wechselstromkreis ein Ohmscher Widerstand,

R

o—" |

so gilt:

u(t) = R-i(t) fiir alle ¢, also U = R - I. Der Ohmsche Widerstand wird daher durch den
reellen Widerstandsoperator Z = R dargestellt. Insbesondere mufl ¢ = 0, also ¢, = ¢;
sein, Spannung und Strom sind in Phase.



