Kapitel 1 Vektoranalysis

81 Kurvenintegrale

In diesem Paragraphen wird zunéchst die Integrationstheorie im R™ wiederholt,
die eigentlich zum Stoff von Mathematik 2 gehort. Dabei wird besonders auf die
Transformationsformel und ihre Anwendungen eingegangen.

In der zweiten Hilfte werden Kurven und Kurvenintegrale behandelt.

Zunéchst mochte ich einige Besonderheiten meiner Notationen vorstellen:

Punkte im R™ und Vektoren, die zur Beschreibung von Punkten dienen, schreibe
ich als ,,Zeilenvektoren®:

x = (x1,...,x,) (im Skript fett gedruckt, an der Tafel in der Form x).

Der zugehorige ,,Spaltenvektor” entsteht durch Transponieren. Er wird im Skript
und an der Tafel durch einen Pfeil gekennzeichnet:

g

Tn

Spaltenvektoren sind bei der Matrizenrechnung niitzlich, kénnen aber auch dort
vermieden werden. Die Ausdriicke A -z und (x - A?)* bezeichnen den gleichen
Spaltenvektor. Mit L4(x) := x - A" wird die durch A bestimmte lineare Abbil-
dung bezeichnet. Ist {ey, ..., e,} die ,Standard-Basis“ des R" (deren Elemente die
Einheitsvektoren sind), so ist

Lile,) =e,-Al=(A-¢,)!

die (als Zeile geschriebene) v-te Spalte von A.

Die (euklidische) Norm eines Vektors x ist die Zahl

Il = /a3 4+ a2

Das Skalarprodukt der Vektoren x und y ist die Zahl

Xey (= quyu .
v=1
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Die Funktionalmatrix einer differenzierbaren Abbildung
F=(fi,....,fm) :R" > R™

wird in der Literatur einheitlich in der Form

(fl)acl e (fl)acn
Jr=| : :

geschrieben. Bezeichnet DF(x) die totale Ableitung von F' in x, so ist

(fu)a,(x) = € Jr(x) - €, = e, DF(x)(e,).

In Mathematik 2 wurden mehrfache Riemann-Integrale behandelt. Dieses Thema
soll hier wiederholt werden, wobei ich die folgende Notation verwende:

/f(x)an:/f(xl,...,xn)dxl...d.rn,
M M

wobei folgende Voraussetzungen erfiillt sein miissen:

1. M muss eine Jordan-messbare Teilmenge des R™ sein. Das bedeutet, dass

M beschrankt und OM eine Nullmenge ist. Eine beschrdinkte Menge ist eine
Menge M, die in einem Quader

Q = [al,bl] X ... X [an,bn]

enthalten ist. Die Zahl vol,(Q) := (by — a1)--- (b, — a,) nennt man das
Volumen von Q.

Der Rand OM einer Menge M C R"™ besteht aus allen Punkten x € R™ mit
folgenden Eigenschaften:

(a) x gehort zu M oder ist ein Haufungspunkt von M.

(b) x ist kein innerer Punkt von M.

x ist also genau dann Randpunkt von M, wenn jede Umgebung von x einen
Punkt von M und einen Punkt von R™ \ M enthilt.

Eine (Jordan-)Nullmenge im R™ ist eine Menge N mit folgender Eigenschaft:
Ve > 0 d endlich viele Quader @4, ..., Qy mit

(a) NC@QiU...UQy.
(b) vol,(Q1) + -+ vol,,(Qn) < €.
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Ist U C R™ offen und beschriankt, so bildet jeder Graph einer stetigen Funk-
tion f : U — R eine Nullmenge im R""*. Deshalb sind z.B. beschrinkte Teile
von Geraden in der Ebene Nullmengen in der Ebene und von Ebenen im
Raum Nullmengen im Raum.

Fiir jede messbare Menge M ist ein Volumen vol,, (M) erklért, das in einfachen
Féllen mit dem bekannten geometrischen Volumen {ibereinstimmt.

2. Die Funktion f muss iiber M integrierbar sein. Dafiir steht uns kein allge-
meines leicht nachpriifbares Kriterium zur Verfiigung. Eine etwas genauere
Erklarung findet sich im Skript zu Mathematik 2. Ist U C R" offen, M C U
messbar und f : U — R stetig, so ist f iiber M integrierbar. Damit kommt
man in den meisten praktischen Féillen aus.

Die Berechnung eines Riemann-Integrals bleibt auch zunéchst etwas im Dunkeln,
aber in gewissen Spezialfallen liegen praktikable Techniken vor, von denen ich weiter
unten einige vorstellen werde. Zunéchst erinnere ich aber an einige Regeln iiber den
Umgang mit Integralen:

L [y, (06)+ 9)) Vi = fy 0x) Vs + fy, 90) Vi
fyc f(x)dV, =c- fM x) dV,.
2. Ist f <g,soist [, f(x)dV, < [,, 9(x)dV},.

3. Stets ist | [, f(x) dV,| <fM|f x)| dV,, < supy,|f] - vol,,(M).
4. Esist [,,1dV, = vol,(M).

Der einfachste Fall liegt bei der Integration iiber einen Quader vor. Da kann man
ndmlich den Satz von Fubini anwenden:

Ist Q = Q1 X Qa CR™ x R™ =R"™™ ein Quader und f auf Q stetig, so ist

/Qf(x,y) an+m:/1( QQf(x,y) de> an:/Q( 5 £(x,5) an) V.

Dieses Verfahren kann man iterieren, man kann also nach jeder einzelnen Variablen
integrieren, nach den Regeln der eindimensionalen Integration.

Weit verbreitet sind auch Integrationen iiber Normalbereiche. Ein Normalbe-
reich ist eine Menge

N={(xy) e M xR : p(x) <y <(x)},

wobei M kompakt und messbar und ¢, : M — R zwei stetige Funktionen mit
o(x) < (x) fiir x € M sein sollen. Ist nun f: N — R stetig, so gilt:

/N f(x5y) AV = /M ( [o ?:)f(X;y) dy) dV,.

Dabei spielt die Numerierung der Variablen keine Rolle.



4 KAPITEL 1 VEKTORANALYSIS

Beispiel.

Sei M = {(z,y) € [0,]] xR : 0 < y < z}. Das ist ein Normalbereich,
insbesondere kompakt und messbar. Dann ist auch

N:={(z,y,2) e M xR : 0 < z<uzy}

ein Normalbereich. Die Integration der Funktion f(x,y,2) := zy*2? iiber N

ergibt:
y
/ ry?3dVy = / (/ ry?23 dz> dVy
N M NJo
1 T Ty
= / / ry?23 dz dy dx
o Jo Jo
1 1 T s 6
= - x’y° dy dx
4 Jo Jo
I 1
= —/ P dr = —— .
28 Jo 13- 28

Eine weitere Berechnungsmethode liefert das Prinzip von Cavalieri:

Sei K C R"*! kompakt und messbar. Fiir alle t € R sei der ,,Schnitt®
K, ={xeR": (x,t) € K}

leer oder messbar. Insbesondere gibt es dann ein Intervall [a, b], so dass K, = & fiir
t & [a,b] ist, und es gilt:

b
vol, 1 (K) = / vol, () dt.

Man kann dieses Prinzip z.B. benutzen, um das Volumen einer Kugel zu berechnen.
Sei B :={x € R? : |x|]| <r}. Dann ist

g J @y 2+ <=2} falls —r<t<r
' 2 falls |t] > r.

und

vol3(B) = /T voly(By) dt
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Besonders wichtig ist die Verallgemeinerung der Substitutionsregel, die man auch
als Transformationsformel bezeichnet.

In einer Verédnderlichen ist die Substitutionsregel folgendermafien bekannt:
¥(B) B )
[, s [ e
(o a

wobei ¢ : o, 5] — |a, b] stetig differenzierbar und f : [a,b] — R stetig ist. Meistens
wird die Formel nur fiir den Fall angewandt, dass ¢ injektiv und ¢’ # 0 ist, denn nur
dann kann man nach Berechnung des Integrals die Substitution wieder riickgéngig
machen. Ist ¢ auBerdem surjektiv, also ¢([a, §]) = [a,b], so sind noch zwei Félle
zu unterscheiden:

1. Ist ¢/ > 0, so ist ¢ ,orientierungserhaltend”, und es muss ¢(a) = a und
©() = b sein.

2. Ist ¢’ <0, so ist ¢ ,orientierungsumkehrend“ und () = b und ¢(5) = a.

Vertauscht man bei einem Integral die Grenzen, so dndert sich das Vorzeichen.
Deshalb kann man beide Félle zusammenfassen zu:

b B
Ist diberall ¢'(t) # 0, so ist / f(x)dz = / flp@) - ¢ (t)] dt.

Das motiviert die allgemeine Formel:

1.1 Die Transformationsformel. Sei G C R" ein Gebiet (also eine zusam-
menhdingende offene Menge), F : G — R"™ eine stetig differenzierbare injektive

Abbildung (die ,Transformation®) und det Jp(x) # 0 fir alle x € G.

Weiter sei K C G eine kompakte Jordan-mefibare Menge und f : F(K) — R eine
integrierbare Funktion. Dann gilt:

/’fwmmszWQWMmhwww
F(K) K

Die Formel bleibt giiltig, wenn ein Teil der Voraussetzungen auf einer Nullmenge
verletzt ist.

Wir betrachten einige Spezialfélle:

1. Ebene Polarkoordinaten

Sei G == {(r,p) € R? | r > 0und 0 < ¢ < 27}. Das ist ein Gebiet, und die
Transformation auf Polarkoordinaten ist gegeben durch

F(r,p) = (r-cosp,r-sinp).

cosp  —rsing

Dann ist Jp(r, @) = ( sin ¢ T COS

> und det Jg(r, p) = r.



6 KAPITEL 1 VEKTORANALYSIS

Nun sei zB. K :={(r,p) e R? |0<a<r<bunda<ep<f}mtd<a<f<
27r. Dann ergibt sich fir F(K) folgendes Bild:

Y
¥ F(K)
PR\
ﬁ ........
K T
ANl N,
: : r
0 a b

Nach der Transformationsformel ist

B b
flz,y)dedy = / / f(rcosp,rsin)rdrde.
F(K) a Ja
Das bleibt auch dann noch richtig, wenn die Menge K an den Rand von G heran-
riickt. Man mufl nur aufpassen, daf sich ¢ in keinem Intervall bewegt, dessen Lange
27 iibersteigt.

Beispiele.

1.Sei 0 < a < bund K,p = {(z,y) : a < |[(z,y)]| < b}. Weiter sei
f:(a,b) — R stetig und g(x) := f(]|x]|). Dann ist g eine sogenannte ,rota-
tionssymmetrische Funktion®, und es ist

/Ka,bg(x’y)dxdy:/O%/be(r)rdrdgﬁ27r/abf(r)rdr_

Ist z.B. g(x) = 1/||x|| und @ = ¢ > 0, b = 1, so ist f(r) = 1/r, und man

erhalt: .
1
/ —dx:27r/ dr =2n(1—¢).
Kc1 ||X|| €

1
LaBt man e gegen Null gehen, so ergibt sich: / — dx = 27.
D1(0) [

2. Sei P = {(z,y,2) : 0 <z <25—x?—y*}. Dies ist ein Normalbereich iiber der
x-y-Ebene, ein abgeschnittenes Paraboloid. Wir wollen das Volumen von P
berechnen. Aus Symmetriegriinden reicht es, den Teil zu berechnen, der iiber
dem ersten Quadranten liegt, und dann das Ergebnis mit 4 zu multiplizieren.
Wir kénnen also das Integral iiber die Funktion f(z,y) = 25 — 2*> — y? und
die Menge V = {(z,y) : 2 +y*> < 25, > 0, y > 0} berechnen, denn das
Integral stimmt mit dem Volumen unter dem Graphen von f iiberein.
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In Polarkoordinaten ist V' gegeben durch 0 < r < 5und 0 < ¢ < 7/2. Also

18t
vol3(P) = 4 -/(25 — 2 — ) dr dy
v
w/2 5
= 4'/ / (25 — r*)r dr dyp
0 0
/2 (25 1 5
— 4 . /2~ 4 d
/0 ( 2 " 4 " ) r=0 v
/2 625 6257
/0 s YT
3. Wir wollen das Integral [ = e da berechnen, das im Zusammenhang

0
mit der Fehlerrechnung und mit der Gamma-Funktion auftritt.

Wir beginnen mit einem Trick. Sei Qr = [-R, R] X [-R, R] und f(z,y) :=

202 .
e ¥ 7Y . Dann ist

R 2 R 2
Ip = flx,y)dedy = / eV (/ e’ d:v) dy
Qr -R -R

- (Lee)-(Liea)

. 472
alsongr;O]R—él I-.

Ist andererseits Dr = {(z,y) : |[(z,y)]| < R}, so ist

lim Ir = lim f(z,y) dx dy.

R—o00 R—o0 Dnr

2w R
/ flx,y)dedy = / / re=" dr dy
Dg o Jo
/2#( 1 7‘2) R
= ——e
0 2
21 1 )
= / S(l—e™)dy
0 2

= 7(1-e ),

Nun gilt:

dp

r=0



8 KAPITEL 1 VEKTORANALYSIS

und das strebt gegen 7 fiir R — oc.
Jetzt lassen wir R gegen oo gehen und erhalten:

1

0.@) 5 1
T dr == /1lim Ip = = )
/0 ¢ v 2 Rggo R Qﬁ

2. Zylinderkoordinaten
Hier ist G = {(r,¢,2) € R® | r >0, 0 < ¢ < 27 und 2 beliebig} und

F(r,p,z):= (rcose,rsingp, z),

cosp —rsing 0
also Jp = | singp rcose 0 |. Fiir die Funktionaldeterminante ergibt sich
0 0 1

wieder det Jg(r, ¢, 2) = 7.

Ist G C R? das Bild eines Rechtecks R in der r-p-Ebene nach Anwendung der
ebenen Polarkoordinaten, sind g; und go zwei stetig differenzierbare Funktionen
iiber G und ist

T:={(z,y,2) : (z,y) € Gund ¢(z,y) < z < ga(x, )},

so gilt fiir eine stetige Funktion f : T'— R die Formel

g2(r cos @,rsin @)
/f(x)d‘/},:/ / f(recosp,rsing, z)dz | rdrde.
T R g1(r cos ¢,rsin )

Beispiele.

1. Istetwa T = {(z,9,2) ER3 |2 >0,y >0, 22 +3*> < 1und 0 < z < 1}, s0
istT:F(Q),mitQ::{(r,go,z)]OSrgl,Oggoﬁgundogzgl}.

Also ist z.B.

/:L’zdeg = /(rcosgp)2 (rsing) - rd(r, @, z)
T Q

T2 1 pl
= / / / r* cos? psin o dz dr dy
0 0o Jo e

w/2 pl
= / / r* cos? psin p dr dp
0

0
1 w/2
= —/ cos? psin p dyp
5 Jo
1 5 |7/? 1
= —— o8 = —.
5% T 15
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2. Ein fester Korper in der Physik kann mathematisch durch eine kompakte
Jordan-mefibare Menge M C R? beschrieben werden. Ist V = v3(M) das
Volumen von M, so nennt man

1 1 1
(‘r37y8728> T <V/N[xd‘/37 V/Mdeg,V/Mde;;>

den Schwerpunkt von M.
Wir wollen den Schwerpunkt des Kugeloktanten
M :={(x,y,2) : >0,y >0,2>0und 2% + y* + 2 < a*}

1 4
berechnen. Dabei ist V = — - §a3 = %a?’. Aus Symmetriegriinden ist z, =

Ys = Zs. Nun gilt:

/2 pa  pVa2-r?
/ z2dVy = / / / zrdzdrde
M 0 o Jo

/2 ra 22 Vaz—r2
_ / (r- ) dr dyp
0 0 2

z=0
w/2 ra r
/0 §(a2 — 7’2) dr dy

w/2

2.2 4

(%)

a

d
r=0

I
gﬁh N

o
nol 5

a*-m-6 3
~a.

also 23 = ——— =
m-a3-16 8

3. Riumliche Polarkoordinaten

Leider gibt es hier in der Literatur verschiedene Definitionen. Fiir mich ist die
folgende Version besonders plausibel:

Sind die Polarkoordinaten in der Dimension n — 1 gegeben,
Pyo1=Pya1(r,01, s 0n-1),
so definiert man
Po(ryp1, .o y0n) = (Po1 (7, @1, -+, 1) COS Op, T SIN ©,).

Insbesondere ist dann P3(r, ¢, ) = (rcos ¢ cos @, rsin ¢ cosf, rsinf). Hier misst ¢
den Winkel in der z-y-Ebene (von der z-Achse aus im mathematisch positiven
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Sinn) und 6 den Winkel gegen die z-y-Ebene (zwischen —m/2 und 7/2), es ist also
r>0,0<¢<2rund —7/2 <60 <7/2.

Leider ist eine andere Version gebriuchlicher:

Ist 0 der Winkel gegen die positive Z—Aghse, so ist 0 + 6 = /2, also cosf =
cos(m/2 — 0) = —sin(—6) = sinf und sin§ = sin(7/2 — 6) = cos(—0) = cos .

Misst man also den Winkel 6 von der positiven z-Achse aus, so erhélt man als
raumliche Polarkoordinaten:

F(r,0,0) = (rcosesinf, rsinpsinf,rcosf), r >0, 0 <0 <7, 0 < ¢ < 27.

Hier ist also

cospsinf  rcospcosf  —rsingpsinf
Jp(r,0,¢) .= | sinpsinfd rsinpcosf  rcos@sinf ,
cos 6 —rsinf 0

also
det Jp = (cos®) - (r?cos@sinf) + r(sinf) - (rsin® )
= r’sind.

Die Reihenfolge der Koordinaten ist wichtig, damit man die Standard-Orientierung
des Raumes erhélt (Nédheres dazu spéter!). Ist » > 0 und 0 < 6 < 7, so ist
det Jp(r, ¢, 0) > 0.

Ist Qo = [, 3] X [a,b] C (0,7) x (0,27) und
Q:={0,0,1) € Qo xR :ri(0,p) <r<ryb,p)},

mit zwei stetigen Funktionen 71, ry, so ist

/ F(x)dVs =
F(Q)

B rb rra(6,p)
= / / / f(rcos@sin®, rsinpsin, r cos @)r? sin 0 dr dp df.
a Ja Jri(0,p)

Beispiele.

1. Wir konnen jetzt das Volumen der Einheitskugel ein zweites Mal berechnen:

VOlg(Bl(O)) = / 1 d‘/g
B1(0)

™ 2m 1
= // /r2sin9drd<pd9
o Jo Jo
1 s 2
= —/ / sin 0 dy df
3Jo Jo

2 vy

= —W/ sinfd
3 Jo
2

= ?(— cos ) i

= —T.
0 3
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2. Es soll das Volumen der folgenden , Eistiite* berechnet werden:

z
/3

T,y

Die Eistiite T' wird beschrieben durch

O§90§27r,0§9<%und0§r§2acos€.

Letzteres ergibt sich so: Der Radius in der durch 6 bestimmten Richtung
variiert zwischen 0 und einem Wert ry, wobei ry und 2a die Ankathete und
die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit eingeschlossenem Winkel

6 sind. Also ist ro/(2a) = cos(f). Damit folgt:

w/6  p2m p2acos6
/ / / r? sin 6 dr dy df
0 0 0
/6 27 .3
= / / (T— sin 9)
0 0 3

V013 (T) =

cos
dy df

2a
r=0

w/6 27 8

= / / —a® cos® Osin 6 dy df
0 o 3
/6

167a®

= / cos® 6 sin 6 df
0

3
B 167TCL3< cos*d
3 4
4dra® 9
— (=2 41
TR T

/6

0=0

7
T3
12

Dabei wurde die Formel cos(7/6) = v/3/2 benutzt.

Damit beschliefen wir die Wiederholung der Integrationstheorie.

Definition.

Ein stetiger (bzw. stiickweise stetig differenzierbarer) (parametri-

sierter) Weg im R™ ist eine stetige (bzw. stiickweise stetig differenzierbare) Abbil-

dung a = (ay, .. .,

a,) : I — R™ wobei I C R ein beschrénktes oder unbeschrank-

tes Intervall ist. Ist a sogar iiberall stetig differenzierbar und o/(t) # 0 fur alle

t € I, so sprechen wir von einem glatten Weg.
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Die Bildmenge |a| := {a(t) : t € I} nennt man die Spur von «. Ist I = [a, b] ein ab-
geschlossenes Intervall, so nennt man den Punkt x4(a) := a(a) den Anfangspunkt
und xg(a) := «(b) den Endpunkt von c.

Ist t € I, so heifit o/(t) = () (t),...,al(t)) der Tangentialvektor von « bei t.

n
Manchmal nennen wir einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg auch einen
Integrationsweg.

Definition. Eine surjektive streng monoton wachsende (oder fallende) stetig dif-
ferenzierbare Funktion ¢ : [¢,d] — [a, b] nennt man eine Parametertransformation.
Die Wege o und a0 ¢ besitzen dann die gleiche Spur. Ist o glatt, so ist auch ao ¢
glatt.

Durch die Parametrisierung werden die Punkte auf der Spur von « angeordnet,
es wird also ein Durchlaufungssinn oder eine Orientierung fiir a festgelegt. Eine
monoton wachsende Parametertransformation ¢ dndert diesen Durchlaufungssinn
nicht. Man nennt ¢ dann orientierungserhaltend. Ist ¢ dagegen monoton fallend, so
dreht sich der Durchlaufungssinn um, und man nennt ¢ orientierungs-umkehrend.
Unter einer (orientierten) Kurve verstehen wir die Spur eines Weges, zusammen mit
einem Durchlaufungssinn. Diese Kurve ist durch eine beliebige Parametrisierung
festgelegt. Es kommt aber nicht auf die spezielle Parametrisierung an, solange man
nur orientierungserhaltende Parametertransformationen zulésst.

Beispiele.
1. Sei a € R" ein fester Punkt und v # 0 ein Richtungsvektor. Dann wird durch
a(t) . =a+tv, teR,
eine Gerade durch a mit Richtung v beschrieben.

2. Es seien u, v € R" zwei Vektoren mit ||u| = ||v|| = 1 und uev = 0, sowic a
ein beliebiger Punkt und » > 0. Dann nennt man

a(t) :=a+ (rcost)u+ (rsint)v, te 0,27,
den Kreis um a mit Radius r in der von u und v aufgespannten Ebene.
Meistens ist n = 2, u = (1,0) und v = (0, 1). Dann ist
a(t) = (a + rcost,ay + rsint).

Die Spur dieses Weges besteht aus den Punkten (x,y) mit x — a; = rcost
und y — ap = rsint, also

(z—a)* + (y—ag)® =1r°.
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Sei jetzt I = [a,b] und a : I — R" ein Integrationsweg. Ist eine Zerlegung 3 =
{to,t1,...,tx} von [a,b] gegeben, so liefern die Verbindungsstrecken der Punkte
a(ty),a(ty),...,a(ty) einen ,approximierenden Polygonzug“ der Lénge

N
£(3,0) = Y lla(t) - a(ti )|
=1
Nun ist aber
t; t;
Jatt) —atenll = 1| owa< [ ool

also ,
L(3.0) < / o)) dt.

Im Falle einer Geraden gilt die Gleichheit. Ist « stetig differenzierbar, so kann
man die Spur von « so gut durch Streckenziige approximieren, dass L(3,«) im
Grenzwert (fiir immer feinere Zerlegungen) gegen das Integral konvergiert.

Deshalb nennt man die Zahl

b
L(a) = / o ()] dt

die Bogenlinge des Weges . Ist ¢ : [¢,d] — [a,b] eine Parametertransformation,
so ist

wobei das wéhrend der Rechnung auftretende Vorzeichen davon abhéngt, ob ¢
orientierungserhaltend ist. Es fillt am SchluB8 wieder weg, weil man bei einer
orientierungs-umkehrenden Transformation die Integralgrenzen vertauschen muss.
Also ist die Bogenldange unabhéngig von der Parametrisierung, und man kann auch
von der Liange einer Kurve sprechen.

Beispiele.

1. Ist a(t) = a+ t(b — a) die Parametrisierung der Verbindungsstrecke von a
und b, mit ¢ € [0, 1], so ist

1
L(a) = / Ib—al|df = b —al.
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2. Durch a(t) = (zg+rcost,yo+rsint) fiir t € [0, 27] wird der Kreis um (zg, 3o)
mit Radius r definiert. Es ist

27‘(’ 271'
L@ = [ lrstreostide= [ rdi=2mr
0 0

3. Sei a > b > 0 und aft) := (acost,bsint) die Parametrisierung einer El-
lipse mit den Halbachsen a und b. Dann ist o/(t) = (—asint,bcost) und
o/ (t)|| = Va2 sin®t + b2 cos? t. Also erhiilt man als Linge des Ellipsenbogens
das Integral

L(«a) :/ Va2sin?t + b2 cos? t dt

= / \/sm t+—cothdt

= a \/1—k2c082tdt,

0

mit k := /1 — b?/a?. Ein Integral dieses Typs nennt man ein Elliptisches In-
tegral. Es ist nicht elementar 16sbar, man kann es nur numerisch auswerten.
Die Konstante k£ wurde eingefiihrt, um ein sogenanntes ,elliptisches Integral
zweiter Gattung in Legendrescher Normalform® zu erhalten. Derartige Inte-
grale werden in den Formelsammlungen tabelliert.

4. Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann wird durch
a(t) == (t, f(t)) ein glatter Weg in der Ebene gegeben, dessen Spur der Graph
von f ist. Esist o/(t) = (1, f'(t)) und ||/ (¢)|| = /1 + f'(t)?, also

- /b\/l + f(t)? dt.

Wir wollen nun Integrale iiber Vektorfelder betrachten. Sei G C R" ein beliebiges
Gebiet. Ein Vektorfeld auf G eine Abbildung F' : G — R". Genau genommen ist
ein Vektorfeld eigentlich eine Menge von Paaren (X, F (x)), wobei die erste Kom-
ponente jeweils den Angriffspunkt x € G des Vektors und die zweite Komponen-
te FI(x) € R™ den Richtungsvektor beschreibt. Wir lassen die erste Komponente
weg, denn das Vektorfeld wird vollstdndig durch die Abbildung F' beschrieben.
Das Feld heifit stetig, differenzierbar etc., wenn alle Komponentenfunktionen von

= (f1,..., fn) es sind.
Beispiel.

Ist f eine stetig differenzierbare Funktion auf G, so kann man dort das Gra-
dientenfeld grad f = Vf := (f.,,..., fz,) bilden, ein stetiges Vektorfeld.
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Betrachten wir nun ein physikalisches Problem! Ein Massenpunkt soll in einem
Kraftfeld F lédngs eines glatten Weges a bewegt werden. Die Arbeit, die bei der
Bewegung verrichtet wird, hiangt von derjenigen Komponente der Kraft ab, die
in Richtung des Tangentialvektors an « zeigt. Diese Komponente ist an der Stelle
a(t) durch das Skalarprodukt aus F(a(t)) und dem Tangentialvektor o/ (t) gegeben.
Die Gesamt-Arbeit, die verrichtet wird, wenn der Massenpunkt entlang des ganzen
Weges o bewegt wird, ergibt sich durch Integration iiber F(a(t))« o/ (t).

Definition. Sei B C R" offen, «: [a,b] — B ein stetig differenzierbarer Integra-
tionsweg und F : B — R" ein stetiges Vektorfeld. Dann nennt man

b
/F-dx - / F(a(t)) o/ (t) dt
das Kurvenintegral (2. Art) von F iiber a.

Es gibt auch Kurvenintegrale 1. Art, die so dhnlich wie das Bogenldngen-Integral
aussehen. Ich mochte hier nicht nédher darauf eingehen.

Wir benutzen jetzt folgende Schreibweise: Ist v ein Integrationsweg, so soll —a den
umgekehrt durchlaufenen Weg bezeichnen.

1.2 Eigenschaften des Kurvenintegrals 2. Art.

1. /(Cl'F1+CQ‘F2)'dX_C1'/Fl'dX+CQ'/F2'dX,
fz’?r Vektorfelder ¥1,Fy und Koﬁstanten C1,Ca. °

2. Ist ¢ : [c,d] — [a,b] eine Parametertransformation mit ¢'(x) > 0 fir alle

x € [e,d], so ist/ F-dX:/F-dX.
aop a

3. FEs ist/ F-dX:—/F-dX.

4. FEs qilt die folgende Abschditzung:

/F-dx‘ < sup||F| - L().
«a ||

BEWEIS: 1) ist trivial.

2) + 3): Ist ¢ : [¢,d] — la,b] eine beliebige Parameter-Transformation, so ist
(o) (t) =/ (p(t)) - ¢'(t), also

d
/ Fedx = / F(a(o(t))) - o (0lt))' (1) dt
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Den umgekehrt durchlaufenen Weg erhélt man iiber die Parametertransformation
o(t)=a+b—tmit ¢'(t) = —1.

4) Zur Abschétzung benotigt man die Schwarzsche Ungleichung:
b
/F-dx‘ - / F(a(t))«a'(t) dt

b
< [ |F(a(t)-a/(t)] dt

< / IF ()] - ()] dt

b
< swlF| / o (6)] e
— sup|[F|l - L(a).

|al

Beispiele.

1. Sei n =2, F(z,y) := (cy,0), ¢ > 0, und «a(t) := (cost,1 +sint) auf [0, 27].

Dann ist
27
/F-dx = / F(af(t))«a/(t)dt
«a 027r
_ / (c(1 +sint), 0)« (— sint, cost) dt
’ 2
= —c~/ (sint + sin*t)dt = —cr,
0

denn %(¢ — sintcost) ist eine Stammfunktion von sin®¢.

Fasst man F als Stromungsfeld auf, so misst das Kurvenintegral iiber einen
Kreis die ,, Zirkulation“ der Strémung.

2. Sei n =3, a(t) := (cost,sint,0) (fir 0 <t < 27 ) und

F(1,y,2) = ( Y

I2+y27x2+y2’
/F-dx =

J
2m
= / (—sint, cost,0)s (—sint,cost,0) dt
0
J

T

0) fiira? 4 y* # 0.
Nun gilt:

F(a(t))«a/(t)dt

(sin®t + cos®t) dt = 2m.
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Setzen wir dagegen ((t) := (2 + cost,sint, 0), so ist
2w
[peax = [ Po0)-s0
3 0
( —sint 2 t
= / ( o , + cos ,0) «(—sint, cost,0) dt
0

5+4cost’ H+4cost
27
1+2 t
_ / + 2 cos dt
o ©O+4cost
1 27
_ _./ 3
2 Jo 5+ 4cost

3 /2“ dt
= T—=- T —
2 Jo S5+4cost

1
Die Funktion ————— ist auf [0, 27| positiv und symmetrisch zur Geraden
5+ 4cost

t = 7. Daher gilt mit der Substitution ¢(z) = 2arctan(x) und der Formel
cost = (1 —tan?(¢/2))/(1 + tan?(¢/2)):

/27r dt _ .
o D+dcost

5+4cost

/
54+ 1+ 22
/0

4.

_4/°°

9 01+x/3
1

rctan — )

I
b

1+:c2

= —7T.

(a
o
2 3

Also ist /F-dX:O.
B

Im ersten Fall haben wir iiber eine geschlossene Kurve um die Polstellenmenge
von F herum integriert, im zweiten Fall iiber eine geschlossene Kurve, die
ganz abseits der Polstellenmenge verlduft. Man kann zeigen, dass F dort
lokal ein Gradientenfeld ist. Ist z.B. x # 0, so ist F Gradient der Funktion

g(x,y, z) ;== arctan(y/x).

1.3 Hauptsatz iiber Kurvenintegrale. Sei G C R" ein Gebiet (also eine
offene zusammenhdingende Menge), und F ein stetiges Vektorfeld auf G. Dann sind
die folgenden Aussagen tiber ¥ dquivalent:
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1. F ist ein Gradientenfeld, d.h. es gibt eine stetig differenzierbare Funktion f
auf G, so dass ¥ =V f ist.

2. Sind p und q Punkte in G, so hat das Kurvenintegral / F «dx fiir alle Inte-

grationswege « : [a,b] — G mit a(a) = p und a(b) = (311 den gleichen Wert.
(Das Integral ist wegunabhéngig ).

3. Ist a : [a,b] — G ein geschlossener Integrationsweg, so ist

/F-dx:().

Insbesondere ist

BEWEIS:
(1) = (2): Ist F = V£, so gilt:

/Fdx

b

q
QL
~

[ ¥
/be /(1) dt
/
fla
f(a

und das hédngt nicht mehr von « ab.
Den Zusatz haben wir damit auch gleich bewiesen!

(2) = (3): Ist a : [a,b] — G ein geschlossener Weg und p := a(a) = a(b), so
haben o und —a den gleichen Anfangs- und Endpunkt. Also ist

/Fodx:/ F-dx:—/Fodx,

und daher /F-dx = 0.

(3) = (1): Wir setzen voraus, dass das Integral iiber jeden geschlossenen Weg
verschwindet, und wir miissen eine Funktion f mit V f = F konstruieren. Dazu sei
p € G ein fest gewéhlter Punkt. Ist x € GG ein beliebiger anderer Punkt, so gibt
es einen stetigen Weg «, der p innerhalb von G mit x verbindet. Man kann diesen
Weg sogar als Streckenzug, also als Integrationsweg wéhlen.
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Wir setzen f(x) := / F « dx. Offensichtlich hangt diese Definition nicht von dem
Weg o ab. Es bleibt 2 zeigen, dass Vf = F ist.

Sei xy € G beliebig und e; der i-te Einheitsvektor. Sei a ein Weg zwischen p und x,
sowie y; ein Weg von p nach x; := x4 te;. Zusammen mit der Verbindungsstrecke
o(s) := x¢ + se;, 0 < s < t, von x¢ nach x; erhélt man fiir jedes ¢t € [0, 1] einen
geschlossenen Weg, iiber den das Integral Null ergibt. Dann gilt:

0 X + €;
X0

f(xo+te;) — f(xo) = /F-dx—/F-dx o
7 a

= /F-dx _
0 Mt

t
— / F(XO —l—sei)-ei dS.
0

p
Setzen wir g(s) := F(x¢ + se;) «€; = F;(x¢ + se;), so ist

¢

oo+ te)  foxa) = [ o) ds,
0

und nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein ¢ = ¢(t) € [0, ], so
dass gilt: f(xo + te;) — f(x0) = g(c) - (t —0) = F;(xo + ce;) - t, also

of .\ .. [flxotte)—flxo) . _
) =i I i R + 0 ) = i),
Damit ist alles gezeigt. "

Definition. Ist Vf =F, so nennt man —f ein Potential fiir F.

Jetzt kénnen wir das Beispiel

— Y L
F(Jj,y72) T <x2+y27x2+y270>

besser interpretieren. Auf den Gebieten

Uy = {(z,y,2) : © >0}
und U_ = {(z,y,2) : © <0}

besitzt F jeweils ein Potential, und deshalb muss dort das Integral iiber F und jeden
geschlossenen Weg verschwinden (was wir nicht auf die Menge {(z,y,2) : = # 0}
tibertragen diirfen, weil die nicht zusammenhéngend ist).
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Besifle F sogar auf seinem ganzen Definitionsbereich ein Potential, so miisste auch
dort jedes Integral iiber einen geschlossenen Weg verschwinden. Wir haben aber
bereits einen Weg gefunden, auf den das nicht zutrifft. Also kann F kein globales
Gradientenfeld sein.

Wir kehren noch einmal zu unserer physikalischen Anwendung zuriick.

Auf dem R3 sei ein Kraftfeld F gegeben. Ein Massenpunkt der Masse m bewege
sich in diesem Kraftfeld entlang eines Weges « : [a,b] — R3. Dann ist v(t) := o/(t)
der Geschwindigkeitsvektor des Teilchens zur Zeit ¢t. Das Newtonsche Gesetz der
Bewegung besagt:

F(a(t)) =m - Vv'(t) fiir jeden Zeitpunkt .

Wenn man das Teilchen entlang o von p := a(a) nach q := «(b) bewegt hat, so
betrigt die dabei geleistete Arbeit

AF@x:l/f@myd@ﬁ

b
= m-v'(t)ev(t)dt

- %/ %[v(t)-v(zﬁ)] dt

= ZIvel |

m

= 2 IVO)E - Iv@l?].

T(t) := % | v(t)||? ist die kinetische Energie des Teilchens zur Zeit ¢. Die geleistete

Arbeit ist also gerade die Anderung der kinetischen Energie.

Man nennt das Kraftfeld F konservativ, wenn es ein Potential besitzt: F = —VU.
In diesem Fall ist
Fedx = —[U(a(b)) — U(a(a))],

also T'(a) + U(a(a)) = T(b) + U(a(b)). Das bedeutet, dafi die Gesamtenergie
E(a(t)) :=U(a(t)) +T(t) bei der Bewegung des Teilchens konstant bleibt. Das ist
der Satz von der Erhaltung der Energie.

Es wire schon, ein einfacheres Kriterium zur Hand zu haben, um zu testen, ob ein
gegebenes Vektorfeld ein Potential besitzt. In gewissen Féllen gibt es tatsdchlich
ein solches Kriterium.

Sei B = B,(0) eine offene Kugel um den Nullpunkt im R™ und

F=(F,...,F,):B—R"
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ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf B.
of o1

Damit F(x) = Vf(x) = ((%: (X),...,a (x)) sein kann, muss auf jeden Fall
gelten: ' "
OF; O*f O*f oF; .. . .
) fire,7=1,...,n.

Ox; - O0x;0x; - Ox;0x; - ox;

Ist diese notwendige ,, Integrabilitdtsbedingung®

OF, . OF

firi,7=1,...,nund x € B

erfiillt, so kann man tatséchlich eine Funktion f mit Vf = F konstruieren. Dazu

setzen wir F) im i ( /0 ' Fi(tx) dt) ;.

i=1

Um den Gradienten von f zu berechnen, brauchen wir die allgemeine Kettenregel
und einen Satz iiber die Differentiation von Parameterintegralen:

1. Kettenregel: Ist g = (g1,...,9m) : R" — R™ eine differenzierbare Abbil-
dung und f : R™ — R eine differenzierbare Funktion, so ist

o8-y gt i)

2. Ableitung von Parameter-Integralen: Sei B C R" offen und f : B X
la,b] — R stetig und nach allen ,Parametern“ z,...,xz, stetig partiell dif-

b
ferenzierbar. Dann ist auch die Funktion F'(x) := / f(x,t)dt stetig partiell

differenzierbar und \
or of
a.ri (X) = ] a—xz(x, t) dt

Nach der Kettenregel ist nun

O | (R =S Py 2 _p OB 4

al‘i X T 8@ 8x,

und wegen der Integrabilitdtsbedingung ist

d B “ OF B ~ OF,
7 (EF3(tx)) = Fy(tx) + - ; oy (tx)z; = Fj(tx) + t; o, (tx) ;.

Damit folgt:
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g_i(@ _ 'n Ka%/olmx)dt> xl+(5l]/01 (tx)dt}

([ ) s

Es sei an die Rotation eines Vektorfeldes F = (Fy, Fy, F3) im R? erinnert:

vot(F) = (0T _ OF: OF _OFy 0F, OF:
o 8:62 61’3’ 8173 85617 8;61 89[;2 .

Fassen wir die partielle Differentiation nach z; als einen Operator D; auf, so erhalten
wir mit Hilfe des vektoriellen Operators V = (D1, Do, D3) die Beziehung rot(F) :=
V x F. Im R? bedeutet die obige Integrabilititsbedingung gerade, dass rot(F) = 0
ist. Deshalb haben wir jetzt gezeigt:

1.4 Integrabilitdtsbedingung fiir Gradientenfelder. Sei F ein stetig dif-
ferenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Kugel um 0 im R3. F ist genau dann
Gradient einer differenzierbaren Funktion, wenn rot(F) = 0 ist.

Beispiele.

1. Sei F(z,y, 2) := (x,y, 2) auf einer Kugelumgebung von 0. Dann ist offensicht-
lich rot(F) = 0. Also muss F Gradient einer Funktion f sein. Wir berechnen
f nach der obigen Formel:

1 1 1
flzyy,2) = x/ Fi(tx, ty, tz) dt—i—y/ Fy(tx, ty, tz) dt—i—z/ F3(tx, ty, tz) dt
0 0 0

1 1 1
= x/ t:vdt+y-/ tydt+z-/ tzdt
0 0 0

:(ﬁ+ﬁ+£)fr
2 1o

1
= ?ﬁ+f+£)

Die Probe zeigt sofort, dass V f = F ist, wie es ja auch sein muss.

2. Sei U := {(z,y,2) € R® | 2% + ¢* 7&0}—]1%3\{-’17% z)

|
gilt fiir das Vektorfeld F(x,y, z) := ( 2_+ GRS 2,0) auf U :
T Yy Y

r =y = 0}. Dann
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2

OF (i = —E4)+y-2y  yo -
oy 7 (22 + y?)? (22 +y2)?
@(myz) _ @+ —z-20 gy —a?
ox 7 (22 + y2)? (22 + y2)?’
OF OF:
8_;(%%2) - a_;(xayvz) - 07
F. F

und %(I,yﬂ) = %—;(w,y,d = 0.

Also ist rot(F) = 0.

Das zeigt, dass die Integrabilitdtsbedingung notwendig, aber nicht hinrei-
chend ist. Allerdings hatten wir gesehen, dass es Teilgebiete Ut und U~
des Definitionsbereiches von F gibt, wo tatséchlich ein Potential existiert.
Die Konstruktion konnte im Sinne des obigen Beweises durchgefiihrt werden.
Sehr viel einfacher geht es aber folgendermaflen:

Wir versuchen, eine Stammfunktion von F; beziiglich der Variablen y durch
Integration zu finden. Sei y, beliebig gewahlt und

) Yy T
9(x,y,2) = /Fz(l’,t,z)dt = / pranrll

Yo Yo

= /yﬂdt (mit go(t)zi)

ely) 1 y
= / 5 ds = arctan (—) + const.
plyo) L8 x

Die Konstante kénnte noch von  und z abhéngen, aber die Probe zeigt hier,
dass wir sie nicht brauchen. Tatséachlich ist schon

g(x,y, z) := arctan (g)
x

eine Funktion mit Vg = F. Leider ist g nicht auf ganz U definiert, wohl aber
auf UT.

Ob ein Vektorfeld F mit rot(F) = 0 global ein Gradientenfeld ist, héngt
i.a. auch von der Geometrie des Definitionsbereiches ab. Auf Kugeln um den
Nullpunkt (und verschiedenen anderen Gebieten) geht alles gut. Sobald das
Gebiet aber Locher besitzt, die sich nicht innerhalb des Gebietes umgehen
lassen, ist Vorsicht geboten.
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§2 Der Satz von Green

Sei M C R" offen. Die Menge aller (beliebig oft) differenzierbaren Funktionen auf
M wird mit C*°(M) bezeichnet. Ist f € C>(M), so nennt man die Menge

Tr(f) :={v e M : f(z) # 0}

den Trager von f. Mit C°(M) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f €
C>°(M) mit kompaktem Trager.

Der Tréger eines stetigen Vektorfeldes wird analog definiert.

2.1 Satz. Sei K C R™ kompakt, {Uy,...,Ux} eine offene Uberdeckung von K
und F ein stetiges Vektorfeld auf der Vereinigung aller U;. Dann gibt es stetige
Vektorfelder ¥; auf dem R™, so dass gilt:

1. 0 < ||Fi(x)|| < |F(x)|| firx € R® und i =1,...,N.

2. ) Fi(x) =F(x) firx € K.

=1

3. Fiir jedes v ist der Trdager von ¥; in U; enthalten.

Bemerkung. Um diesen Satz zu beweisen, benttigt man eine sogenannte Teilung
der Eins auf K zur Uberdeckung {U1,..., Uy}, also ein System von differenzier-
baren Funktionen ¢; mit Tr(y;) C U;, so dass Y ¢; = 1 auf K ist. Auf die Details
soll hier nicht ndher eingegangen werden.

Es soll nun der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung verallgemeinert
werden, zunéchst auf den Fall der Dimension 2. Dazu brauchen wir den Begriff des
Gebietes mit stiickweise glattem Rand. Das ist ein Gebiet, das beschrinkt ist und
dessen Rand bis auf endlich viele ,,Ecken® glatt ist (also z.B. eine Kreisscheibe oder
ein Polygongebiet).

Definition. Ein Gebiet G C R? heifit Gebiet mit stiickweise glattem Rand, falls
gilt:
1. G ist beschrénkt.

2. Der Rand 0G besteht aus endlich vielen stiickweise glatten einfach geschlos-
senen Kurven (die wir ,Randkomponenten® nennen).

3. Zu jedem Punkt xo € G gibt es eine ON-Basis {a, ap} des R?, ein ¢ > 0, ein
R > 0 und eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion ¢ : [—¢, +¢] — R,
so dass gilt:

(a) ¥(0) =0 und |[¢(s)| < R fiir |s| <e.
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(b) Ein Punkt x = xq + sa; + ta; mit |s| < e und [t| < R liegt genau dann
in G, wenn —R <t < 1(s) ist.

Besteht der Rand von G nur aus einer einzigen einfach geschlossenen Kurve, so
sprechen wir von einem Jordangebiet.
t

R

—R

In den durch x¢,a;, a; gegebenen lokalen Koordinaten (s,t) haben die Punkte des
Randes 0G die Gestalt (s,1(s)). Da 1) stiickweise stetig differenzierbar ist, besitzt
der Graph von v an den Ecken zwei verschiedene Tangenten, die einen positiven
Winkel einschliefen (denn es gibt keine vertikalen Tangenten).

Durch af(t) := x¢ + (e(1 — 2t))a; + ¥(e(1 — 2t))as und ¢t € [0, 1] wird eine lokale
Parametrisierung des Randes gegeben, die die richtige Orientierung des Randes
reprasentiert. Das Gebiet muss immer ,links“ vom Rand liegen!

Ein Punkt xq € OG heifit reguldr, falls OG in der Nihe von xq (beziiglich einer
geeigneten ON-Basis) Graph einer stetig differenzierbaren Funktion ist. Ist jeder
Randpunkt regulér, so nennen wir GG ein Gebiet mit glattem Rand.

2.2 Satz von Green. Sei G C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, U
eine offene Umgebung von G und F = (f, g) ein stetig differenzierbares Vektorfeld

auf U. Dann ist
g of _/
/G<8x ay)dxdy— | (Fdw+gdy),

wobei der Rand von G so orientiert werden muss, dass das Gebiet links vom Rand
liegt.

Bemerkung. Wenn die Randkomponenten von G' durch Wege «; parametrisiert

werden, so ist
k
/ (fdx + gdy) := Z/ F.dx.
oG j=1"9j

BEwEIs: 1) Wir betrachten zuerst mal einen Spezialfall.

Sei a < b, ¢ <dund 1 : [a,b] — R eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion
mit ¢ < ¥(x) < d fir alle z € [a, b], sowie

G={(zr,y) eR* ta<z<bundc<y < Y(z)}.
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Auflerdem habe F einen kompakten Tréger, der ganz im Innern von [a,b] X [c, d]
liegt.

Der Rand von G besteht aus 4 Kurven, von denen uns nur der durch ¢ gegebene
»Deckel“ interessiert (weil nur er den Trager von F trifft), der wie folgt parametri-
siert werden kann:

alt) == (t, (), a<t<b.

Allerdings muss der Weg in umgekehrter Richtung durchlaufen werden, weil ja G
links vom Rand liegen soll.

Fiihren wir das Vektorfeld ﬁ(x,y, z) = (f(z,y),9(x,y),0) auf dem R* ein, so
ist rot F(z,y,2) = (0,0, g,(x,y) — fy(x,y)). Deshalb bezeichnen wir die Funktion
gz — [, mit rots F und unterscheiden zunéchst zwei Fille.

a) Ist g =0, also F = (f,0), so ist

/rotngmdy = —/fy(x,y)dxdy
G G

_ —/ab (/CW) fy<x,y>dy> dz
= (v - st = - [ s .

Weiter ist o/(t) := (1,¢'(t)) und

/ Fe.dx = —/F-dx
oG «

_— / F(t (D)) d.

b) Ist f =0, also F = (0, g), so fithren wir die Situation auf den ersten Fall zuriick.
Dazu definieren wir die folgende Hilfsfunktion:

u(z,y) = /yg(x, s)ds fiir (z,y) € G.

Offensichtlich ist u,(z,y) = g(x,y) und daher (u;), = (uy)z = gu-
Weil OG ein geschlossener Weg ist, ist [, (u, dx 4 u, dy) = [,,(Vu)+dx = 0, also

/uxdxz—/ uydy:_/ gdy. (*)
le oG oG

Wir wenden nun Fall (a) auf das Vektorfeld (u,,0) an:
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/Grotg,Fdxdy = /ng(x,y)dajdy
= [ (), deay
= —/{)G(UI,O)-dX (nach (a))

:i&%MZAJWQWwM)

= / F.dx.
oG

Gilt der Satz von Green fiir zwei Vektorfelder F; und F5, so auch fiir F; + F,. Weil
(f,9) = (f,0) 4 (0, g) ist, ist damit der Spezialfall bewiesen.

2) Jetzt lassen wir eine orientierungstreue euklidische Bewegung zu, also eine Ab-
bildung der Gestalt ®(x) := xo + x - A, mit einer Drehmatrix A.

® = (y,P,) bildet den R? C*>°-diffeomorph auf den R? ab, und dabei das in
(1) betrachtete spezielle Gebiet G auf ein verschobenes und gedrehtes Bildgebiet
H = ®(G). Ist a : [a,b] — R? eine Parametrisierung des Deckels von G, so ist @ o«
eine Parametrisierung des Deckels von H.

Wir nehmen nun an, dass F auf einer Umgebung V von H definiert ist und mit
Ausnahme des Deckels von H iiberall auf 0H verschwindet. Wir benétigen die
folgende Hilfsbehauptung:

((rotz F) o @) - det Jp = rots((F o @) - Jg).

Der BEWEIS ist technisch etwas aufwéndig und wird deshalb in den Anhang ver-
lagert. Auflerdem miissen wir uns an eine Kettenregel erinnern: Ist « ein parame-
trisierter Weg im R? und ® : R? — R? eine differenzierbare Abbildung, so ist

(®oa)(t) = Jo(a(t) - (o (t))".

Dann folgt:
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/rotngudv = /(rotgFoq))-detJ¢dxdy
H G
= /rotg((Fod))-Jq))d:pdy
G
= /((Focb)-Jcp)-dx
oG
_ / (Fodoa(t)) - (Jooalt))-o(t)dt
b
— [ Fo@oa)n-@say( i

Poa oOH

Die erste Gleichung ist gerade die Transformationsformel, die zweite folgt aus der
Hilfsbehauptung, die dritte aus Teil (a) des Beweises. Die néichste Gleichung beruht
auf der Definition des Kurvenintegrals, die néchste ist eine einfache Umformung
(mit der Kettenregel) und die beiden letzten Gleichungen benutzen noch einmal
die Definition des Kurvenintegrals und die Tatsache, dass ® den Rand von G auf
den Rand von H abbildet, wobei jeweils nur der Deckel relevant ist.

3) Sei nun G beliebig. Da G kompakt ist, gibt es endlich viele (eventuell gedrehte)
offene Rechtecke Ry, ..., Ry, die zusammen G iiberdecken, so dass fiir: =1,..., N
gilt: Entweder ist R; C G, oder das Gebiet G; := R; N G ist von der in (2) be-
trachteten speziellen Form. Dann gibt es eine Zerlegung F = F; 4+ --- + Fy in
Vektorfelder F;, so dass der Tréger von F; ganz im Innern von R; liegt.

Liegt R; im Innern von G, so verschwinden beide Seiten des Greenschen Satzes
(angewandt auf F;), wie man leicht sieht, wenn man die schon vorgenommenen
Berechnungen auf diesen Fall iibertragt. Ist GG; von der speziellen Form, so haben
wir fiir G; und F; den Greenschen Satz schon bewiesen. Fasst man alles zusammen,
so folgt der Satz auch fir F =F; +--- 4+ Fy. "

Man kann den Satz von Green zur Berechnung von Fliacheninhalten heranziehen.
2.3 Satz. Ist G C R? ein Jordan-Gebiet, so ist

1
voly(G) = 5/ (xdy —ydx).
oG

BEwEISs: Es ist
1

1
—/ (xdy —ydzx) = —/ (—y,z)dx
2 oG 2 oG
1
= —/(a:x—i-yy) dzdy
2 J)a

= /dazdy = voly(G).
a
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Beispiele.

L. Ist G = D,(0) = {(z,y) € R? : 22 +y? < r?}, so ist

1
volp(G) = 5/ (xdy — ydx)
oG
1
= _/ (—y,x)-dx
2 Jop,0)
1

27
= 5/ (—rsint,rcost)s(—rsint,rcost) dt
0

1 2
= —/ r?dt = rinm.
2 Jo

2. Sei G die Ellipse, deren Rand durch «(t) := (acost, bsint) beschrieben wird.

Dann ist
1 27
volo(G) = 5/ (—bsint,acost)s(—asint,bcost) dt
1 027r
= —/ abdt = abr.
2 Jo
Anhang.

Behauptung: Sei F = (f,g) und (u,v) = ®(x,y) eine euklidische Bewegung.
Dann gilt:
((r0t3 F)o CD) -det Jp = I'Otg((F o®) - Jq>).

BEWEIS:
1. Fall: &(x) = x + p, mit einem festen p = (p, q).
Dann ist Jg(x) = E5 die Einheitsmatrix und det(Jg(x)) = 1. Also bleibt zu zeigen:

((rot3 F) o @) = rotz(F o ®).

Das ist aber offensichtlich erfiillt, denn es ist

a%[g(erp,erq)] = gu(x + p,y + ¢q) und %[f(erp,erq)} = folx +p,y+q).

2. Fall: &(x) = x - A?, mit einer Drehmatrix A = ( CCL 2 >



30 KAPITEL 1 VEKTORANALYSIS

Dann ist ®(z,y) = (az + by,cx + dy), also Jo(x,y) = A und det(Jo(z,y)) =
det(A) = ad — be. Auflerdem ist Jp = ( o Jo ) und

u g’U

JF—J}:<S _OT>, mit r := g, — f, = rots(F).

Also ist
(a,c) - (Jp — JL) - (2) = (cr, —ar) - (Z) = —r - det(A),

und es bleibt zu zeigen:

rotg((FOq’) .A) = —(a,c)- (JFO(P— JI?OCI)) . (Z)

Nach Definition der partiellen Ableitung und der Kettenregel ist
(Fod), = Jpog- €1 =(Jpo®)-A-¢y = (Jpod)- (“)
c
und analog

Py - b

Schreiben wir F o ® = (f, ), so gilt:

rotg((f’ g) . A) = (b]?-i- dﬁ)x - (a]?‘F Cq)y
= b fotd-Go—a-fy—c-g,

= (b,d)-(Fo®), —(a,c)- (Fod),
— —(a,C)'(JFO@—Jlg‘O(I))‘ (Z)a

wobei die Formel a- B- ¢ = ¢ - B* - @ benutzt wurde. Damit ist alles gezeigt. =
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§3 Fliachenintegrale

Definition. Sei G C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, U = U(G) C
R? eine offene Umgebung und ¢ : U — R3 eine k-mal stetig differenzierbare Abbil-
dung, so dass gilt:

1. ¢|g ist injektiv.
2. rgJ,(u) =2fir alleu e G.
Dann heiit S = ¢(G) C R? ein (parametrisiertes) C*-Flichenstiick. Die Menge

S := ¢(G) nennt man das Innere des Fléchenstiicks.

Bezeichnen wir die Parameter in G mit u und v, so erhalten wir die Funktionalma-
trix
(1)u (1) o
Jo= | (P2)u (¥2)0 | = (0, 0,) -
(P3)u (#3)
Sei ug € G und py = ¢(ug). Weil rg J,(ug) = 2 ist, sind die beiden Spaltenvektoren
0, (1), v, (1) linear unabhingig. Sie spannen einen 2-dimensionalen Unterraum

Tpo(S) C R? auf, den wir als die Tangentialebene von S im Punkt py bezeichnen.

Motiviert wird diese Bezeichnung durch folgende Betrachtung:

Ist a(t) := p(ug + ter) und B(t) := (ug + tes), so verlaufen die Kurven a und
auf der Fldche, es ist «(0) = £(0) = pp und

a'(0) = pu(ug) und  F(0) = ¢y (uo).

Die Tangentialebene wird also von zwei Vektoren aufgespannt, die in pg tatséchlich
tangential zu S sind.

Beispiele.
1. Sei G := (0,27) x (=1,1) und ¢ : G — R? definiert durch
o(u,v) := (cos(u),sin(u), v).

Dann ist S = ¢(G) = {(2,9,2) € R® : 22 + 4> = 1und |z| < 1} ein
Zylindermantel der Héhe 2 mit Radius 1. Es ist
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—sin(u) 0
Jp(u,v) = cos(u) 0
01

Offensichtlich sind die Spalten immer linear unabhéngig, und man kann sich
leicht iberlegen, dass ¢ auf G injektiv ist: Ist ¢(uy,v1) = p(ug, v2), so ist
zunédchst schon mal v; = ve. Aulerdem ist cos(ui) = cos(uz), also ist entweder
uy = uy oder es gibt ein z mit u; = 7 — z und us = 7 + 2 (oder umgekehrt).
Im letzteren Falle wire sin(u;) = —sin(—z) = sin(z) = — sin(ug) und damit
(weil ja auch sin(u;) = sin(ug) ist) u; = uy = 7.

Man beachte, dass der Zylinder entlang der
Linie {(1,0,2) : |2] < 1} zusammengeklebt
wird. Auf G ist ¢ nicht mehr injektiv.

. Sei diesmal G = (0,27) x (0,1) und ¢ : G — R? definiert durch

o(u,v) := (vecos(u),vsin(u),v).

Fiir jeden Punkt x = (z,y, z) mit 22 +y* = 1 und z = 1 ist die Verbindungs-
strecke von 0 = (0,0,0) und x = (cos(u),sin(u), 1) ganz in S enthalten.

Daher ist S ein kreisférmiger Kegel-
mantel mit einer Spitze bei (0,0, 0). Die
ganze Unterkante von G wird auf die
Spitze abgebildet.

. Sei G = (0,7) x (0,27) und ¢(u,v) = (sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), cos(u)).

Dies ist die von den raumlichen Polarkoordinaten herrithrende Parametrisie-
rung der Oberfliche der Einheitskugel.

Die linke und die rechte Seite von G erge-
ben den Nordpol und den Siidpol, die untere
und die obere Seite von G werden zu einem
Léangenkreis zusammengeklebt.

. Ist G C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, U eine offene Umgebung

von G und f : U — R stetig differenzierbar, so ist
S:={(z,y,2) €G xR : z = f(a,y)}

ein Fliachenstiick mit Parametrisierung ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)). Solch ein
Graph ist der Prototyp eines Flachenstiicks.
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5. Sei U C R3 offen, h : U — R stetig differenzierbar und
N(h) :={(z,y,2) €U : h(z,y,z) = 0}.

Ist Vh(x) # 0 in jedem Punkt x € N(h), so kann man den Satz iiber implizite
Funktionen anwenden: Ist xo = (z¢,¥0,20) € N(h), so muss es zumindest
eine partielle Ableitung von h geben, die in x( nicht verschwindet. Ist etwa
h.(xo) # 0, so gibt es eine Umgebung V' von (zg,yp) C R?, eine Umgebung W
von 2y und eine stetig differenzierbare Funktion g : V' — W, so dass V x W
in U enthalten und

(VxW)NN(h) ={(z,y,2) e VxW: z=g(x,y)}
1st.
6. Sei «: [a,b] — R? eine stetig differenzierbare Abbildung, a(t) = (f(t), g(t)),
f(t) > 0 auf [a,b]. Dann wird durch
p(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u))

ein Fliachenstiick parametrisiert, die durch a bestimmte ,, Rotationsflache*.

Wie kann man nun den Flacheninhalt eines Fléchenstiicks bestimmen? Wir versu-
chen es mit einer Approximation! Es sei ein Quader () und eine Parametrisierung
©:Q — S C R? gegeben. Wir zerlegen @ in viele kleine Teilquader. (ug,vp) € Q
sei ein Gitterpunkt. Dann gibt es Zahlen € und 9, so dass

Uy = (UO,U()), Ug +ce; = (UQ +€,U0), up + 562 = (UQ,UO + 5)

und ug + ge; + deg = (ug + €,v9 + 0)

die Ecken eines Teilquaders sind. Die Bilder dieser vier Ecken auf der Fliche liegen
leider nicht unbedingt in einer Ebene! Daher ist es nicht moglich, den Flacheninhalt
auf diese Weise durch Vierecksflachen zu approximieren.

Wir konnen Genaueres iiber die Lage der Bilder der Ecken herausbekommen, wenn
wir die Differenzierbarkeit von ¢ in (ug, vg) ausnutzen: Es gibt eine lineare Abbil-
dung L : R? — R3 und eine in der Nihe des Nullpunktes definierte (vektorwertige)
Funktion 7, so dass fiir (u,v) nahe (ug, vg) gilt:

1. o(u,v) = (ug,vo) + L(u — ug, v — vg) + r(u — ug, v — vp).

. r(h)
2. lim 0.
h—0 ||kl
Dabei ist

0 0
L(hl, hg) = a—Z(U(), ’Uo)hl + a—i(U(), Uo)hg.

Néherungsweise ist also



34 KAPITEL 1 VEKTORANALYSIS

0
¢(uo + s,v0 +t) & @(uo, vo) + 8_(5(%’00)8 + a—f(uo,vo)t-
. Oy Oy .
Setzen wir x¢ := ¢(up), a 1= 8_(110) und b := 8—(u0), so werden die Ecken des
u v

Teilquaders auf die Punkte x, xo+¢ca, xo+0b und xo+ca+dJdb abgebildet, also auf
die Ecken eines Parallelogramms. Wie gesagt, das gilt nur ndherungsweise und nur
fiir kleines ¢ und ¢! Das Parallelogramm approximiert das Bild des Teilquaders,
normalerweise liegt aber nur eine seiner Ecken in der Fléache.

/

Xg = p(ug)

Die Fliache des Parallelogramms ist durch |[ea x db|| = &d|la x b|| gegeben. Be-

zeichnen wir die Teilquader von @ mit Q;; = [tl(»l),tﬁ)l] X [tf),tﬁ)l], setzen wir
tij = (tl(l), t§2)) (= linke untere Ecke von @);; ) und bezeichnen wir mit P die Zer-

legung von () in die @);;, so approximieren wir den Flécheninhalt A(S) durch die
,Riemannsche Summe* (P), mit

dy dp
= S l5t(ty) x St - (¢ — ) — ).
i7j

Unter geeigneten Voraussetzungen konvergieren die ,,Riemannschen Summen® ge-
gen einen Wert, der mit dem erwarteten Flécheninhalt iibereinstimmt. Wir priifen
das hier nicht nach, sondern benutzen das Ergebnis nur als Motivation fiir die
néchste Definition.

Definition. Sei G C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand und ¢ : G — S
ein (parametrisiertes) C'-Fliichenstiick. Dann heift

/H (u,v x—(u v)|| du dv

der Fldacheninhalt von S.

Wir wollen zeigen, dass der Fliacheninhalt nicht von der Parametrisierung abhéngt.
Dazu brauchen wir einige Vorbereitungen.

Definition. Ist A € M, x(R), so heiBt G4 := det(A" - A) die Gramsche Deter-
minante von A.

Man beachte, dass A* - A € My x(R) eine quadratische Matrix ist.
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3.1 Satz.
1. Sei A € M, 1(R) und B € My. Dann ist G 4.5 = det(B)*- G 4.
2. Ist A= (af,al) € M;32(R), so ist

Ga= ||3L1||2 : ||8l2||2 — (& '32)2 = [la; x az||2~

BEwEeIs: 1) Es ist

Gap = det((AB)'-(AB)) = det(B"'-(A'-A)-B)
= det(B) -det(A"- A)-det(B) = det(B)*- G 4.

2) Dieser Teil folgt aus den Definitionen und der Tatsache, dass
aray = [lai]| - flagf cos(@) und las x agf = ]l - sl sin(a)
ist, falls o der Winkel zwischen a; und a, ist. n

Wir kehren zuriick zu dem parametrisierten Flichenstiick ¢ : G — S C R3. Ist
B C R? ein weiteres Gebiet mit stiickweise glattem Rand und ® = (&, ®y) : B —
G ein C'-Diffeomorphismus (d.h. eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung,
deren Umkehrabbildung wieder stetig differenzierbar ist), so kann man ¢ auch eine
Parametertransformation nennen. Wir setzen voraus, dass durch (u,v) = ®(s,t)
sogar eine offene Umgebung von B auf eine offene Umgebung von G differenzierbar
abgebildet wird. Mit ¢ ist dann auch ¥ = ¢ o ® eine Parametrisierung von .S, und
die Kettenregel ergibt:

To(s,t) = (J,(B(s, 1)) - Ja(s,1).

[s x hull = /Gy, = |det(Jo)| /G .00

= |det(J<I>)| ’ H((:Du © CI)) X (va © (I))H

Also ist

Mit der Transformationsformel folgt:

/Mmemww Zt/WﬁU@VW%N@WW%N@W@ﬁ
B B

= /||g0u X oy || dudv.
G

Der Flacheninhalt hdngt also nicht von der Parametrisierung ab.

Wir wollen nun Flacheninhalte berechnen.
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Beispiele.

1. Wir beginnen mit der Flédche eines Zylinders. Dabei handelt es sich um den
besonders einfachen Fall einer ,abwickelbaren® Fliche. Gehen wir von der
Parametrisierung ¢ : Q = [0, 27] X [a,b] — S C R? mit

o(u,v) := (rcos(u), rsin(u),v)

aus, so entsteht der Zylinder, indem wir ein Rechteck zusammenrollen und
entlang einer Seite verkleben. Daher erwarten wir, dass der Flacheninhalt
A(S) = 2rm - (b — a) betrdgt. Nun ist

—rsin(u) 0

Jp(u,v) = Tcog(u) (1) ,also (Ju(u, )t (J,(u,v)) = ( % ? ) :

Damit ist die Gramsche Determinante
Gy i=det(J} - J,) =12,
und es gilt:

A(S) = /Q\/mciudv = /Ozﬂ/abrdvdu

- r(b—a)-/o% du = 2rr(b—a),

ganz so, wie wir es erwartet haben.

2. Als néchstes wollen wir den Inhalt der Oberfliche einer Kugel vom Radius r
berechnen. Dazu benutzen wir die Parametrisierung

o(u,v) := (rsin(u) cos(v), rsin(u) sin(v), rcos(u)), 0 <u < 71,0 < v < 27.

Dann ist
7 CoSUCOSV —rsinusinv
Jo(u,v) = | rcosusinv rsinucosv
—rsinu 0
und daher
t r? 0 4
Go(u,v) = det(J,(u,v) - J,(u,v)) = det ( 0 sy > = r" sin 2u.

Also ist

27 s
/ r2|sin(v)| du dv

0
27
) dv
u=0

A(S) = /0
7"2/0 (—cos(u)

27
= 2r2/ dv = 4r’r.
0
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Definition. Sei ¢ : G — R? die Parametrisierung eines Flichenstiicks S und F
ein stetiges Vektorfeld auf einer offenen Umgebung U von S im R3. Dann bezeichnet
man das Integral

/F-dO = /(;F(@(u,v))- (¢ulu,v) x u(u,v)) dudv

als den Fluss des Vektorfeldes F durch die Flache S.
Wir untersuchen zunéchst die Abhéngigkeit des Integrals von der Parametrisierung.

Zur Erinnerung: Ist z € R?, so ist
z+(v X w) = det(z,v,w),

fiir alle v, w € R?, und das Vektorprodukt wird durch diese Eigenschaft charakte-
risiert.

3.2 Lemma. Ist eine Matriz A = ( ch b ) gegeben, so gilt fir v,w € R?:

d
(viwh) A= (av'+cw' bvi +dw?)
und

(av + cw) X (bv + dw) = det(A) - (v X w).

BEWEIS: Die erste Aussage ist trivial. Fiir die zweite Aussage halten wir einen
beliebigen Vektor z € R? fest. Dann gilt:

det(z,av + cw,bv + dw) = ab-det(z,v,v) + ad - det(z, v, w)
+cb - det(z, w,v) + cd - det(z, w, w)
= (ad — be) - det(z, v, w).

Also ist
z+((av+cw) x (bv + dw)) = det(A) - z+ (v x w).

Da z beliebig war, folgt daraus die Behauptung. u

Wenden wir das auf eine Parametertransformation ® : B — G, die Parametrisie-
rung ¢ = ¢ o @, die Vektoren v = ¢, 0 &, w = p, o & und die Matrix A = Jp an,
so folgt aus der Gleichung Jy, = (J, o @) - Jp die Beziehung

s X Yy = det(Jp) - ((% o®d) x (pyo0 QD))
Also ist

/ F+dO = / F(y(s,t))e (ws(s,t) X wt(s,t)) ds dt
¥ B
_ /Bpo¢(¢(s,t)). (90 0 ®) % (py 0 B)) - det(Jo) ds dt

= sign(det Jg) - /GF(go(u, v)) * (u X @y) dudv.
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Da @ ein Diffeomorphismus ist, muss det(Jo(s,t)) # 0 fur alle (s,t) € B sein. Da
B zusammenhéngend ist, hat die Funktionaldeterminante konstantes Vorzeichen.
Wir nennen ¢ orientierungstreu, falls det(Jg) > 0 ist, und orientierungsumkehrend,

falls det(Jp) < 0O ist.

Was versteht man nun unter der Orientierung eines Flichenstiicks? Der Vektor
Yy X @, steht auf der Tangentialebene senkrecht. Daher heift

ux v
ng '— L4 L2

 low X 0]

die Flichennormale von S. Es ist anschaulich klar, dass es in jedem Punkt der
Fldche S genau 2 Vektoren der Lange 1 gibt, die in diesem Punkt auf S senkrecht
stehen. Andert man die Parametrisierung mittels einer Parametertransformation
®, so multipliziert sich die Flachennormale mit dem Vorzeichen der Funktionalde-
terminante det(Jgp).

Die Richtung der Flachennormale legt die sogenannte ,transversale Orientierung*
von S fest. Sie bestimmt, wo ,oben“ und ,unten“ ist. Die transversale Orientie-
rung bestimmt auf eindeutige Weise eine ,jinnere Orientierung® von S, némlich
einen Umlaufsinn um die Normale. Dieser Umlaufsinn wird durch die Anordnung
der Basis des Tangentialraumes festgelegt. Die Vektoren ¢, ¢, und ¢, X ¢, bilden
— in dieser Reihenfolge — ein Rechts-System (d.h. eine Basis des R® mit positi-
ver Determinante). Der Umlaufsinn wird so festgelegt, dass man — ausgehend von
der durch ¢, festgelegten Richtung — nach einer positiven Drehung die durch ¢,
festgelegte Richtung erreicht.

Halten wir eine (transversale oder innere) Orientierung von S fest, so sprechen wir
von einem orientierten Flachenstiick. Wir definieren den Fluss eines Vektorfeldes
F durch ein orientiertes Fléachenstiick S durch

/F-dO:/F-dO,
S ®

wobei fiir ¢ nur positiv orientierte Parametrisierungen von S zugelassen sind. Geht
man mittels einer orientierungstreuen Parametertransformation zu einer anderen
Parametrisierung iiber, so &ndert sich der Fluss nicht. Eine Umkehrung der Orien-
tierung fiihrt jedoch zu einem Vorzeichenwechsel.

Beispiel.
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E(x) =q- Hi ist das elektrische Feld einer Punktladung ¢ im Nullpunkt.

x|*
Nun sei S := 90B,(0). Verwenden wir die tibliche Parametrisierung

¢(u,v) = (rsin(u) cos(v), rsin(u) sin(v),rcos(u)), 0 <u <m, 0 <wv < 27,
fiir S, so erhalten wir

Yu X @y = (rcosucosv,rcosusinv, —rsinu) X (—rsinusinv, rsinu cos v, 0)
= r*(sin®u cos v, sin® usin v, cos u sin u)

= rsinu- p(u,v).

Weil [|¢(u,v)|| = r ist, folgt:

2m T
/E~d0 = / / Q~M-(rsinu~gp(u,v))dudv
© 0 0

lp(u, v)[?

2 ™
= q~/ /sinududv
o Jo
2m
= q-/ 2dv
0

= q-2m-2 = 4ngq.

Wegen der Ladung im Nullpunkt ist die Gesamtbilanz des Flusses durch die
Kugeloberfliche (von innen nach aufien) positiv. Das Ergebnis ist unabhéngig
vom Radius 7.
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§4 Satz von Stokes

Wir wollen jetzt eine spezielle Klasse von Fliachenstiicken betrachten.

Beispiel.

Gegeben sei ein Gebiet G C R? mit stiickweise glattem Rand und eine offene
Umgebung U = U(G). Ist f : U — R k-mal stetig differenzierbar, so wird
der Graph

S={(z,y,2) EGxR : 2= f(x,9)}

durch @(u,v) := (u,v, f(u,v)) parametrisiert. Offensichtlich ist S ein C*-
Flachenstiick. Aber ¢ ist sogar auf G injektiv und rg J,(u,v) = 2 gilt auf
ganz U. Das hat geometrische Konsequenzen.

Es sei 0G = C1U...UCYy, wobei die C,, glatte Kurven mit Parametrisierungen
a, : I, — C, sind. Die Menge bS := ¢(0G) ist Vereinigung der glatten
Kurven K, := ¢(C,), die durch poa, : I, — K, C R3 parametrisiert werden.
Wir bezeichnen bS' als ,,Rand“ von S. Anschaulich ist das klar, aber man darf
bS nicht mit dem topologischen Rand 0S verwechseln. Da S abgeschlossen
ist, aber im R? keine inneren Punkte besitzt, ist S = S.

Dieses Beispiel soll das Muster fiir die folgende Definition liefern.

Definition. Sei G C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, U = U (GQ)
eine offene Umgebung und ¢ : U — R3 eine C*-Abbildung, sowie S := o(G).

Ist  auf G injektiv und auflerdem rg.J,(u) = 2 fiir alle u € G, so nennen wir S
ein (glattes) C*-Flichenstiick mit (stiickweise glattem) Rand.

Die Menge bS := p(9G) bezeichnen wir als den Rand von S.

Leider passt diese Definition zu vielen unserer Beispiele nicht, weil dort ¢ auf G
nicht mehr injektiv ist.

Beispiele.

1. Beginnen wir mit dem Zylindermantel S (parametrisiert durch ¢ : [0, 27| %

[—1,1] — R3 mit ¢(u,v) := (cos(u),sin(u),v)), bei dem durch das ,Zu-
sammenkleben® die Injektivitdt verletzt wird. Hier bietet sich eine einfa-
che Losung an. Sei G7 = (0,7) x (=1,1) und Gy = (7,27) x (=1,1).
Dann liefern die Abbildungen ¢; : G; — R? und ¢y : G, — R3 mit
©1(u,v) = @o(u,v) := (cos(u),sin(u), v) Parametrisierungen der beiden Man-
telhalften

S1=A{(z,y,2) €8 : y>0} und S = {(z,y,2) € S : y <0}
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Dadurch werden S; und S5 zu Flachenstiicken mit Rand, und es ist S =
S1US,.

G G2 —

Ist F ein stetig differenzierbares Vektorfeld in einer Umgebung von S, so ist

/F-dO:/ F-d0+/ F.dO.
S S1 Sa

Das Zusammenkleben aus zwei Stiicken spielt gar keine Rolle.

Beim Rand von S miissen wir etwas iiberlegen. Die Anschauung sagt uns,
dass wir unter dem Rand bS nur die Vereinigung der beiden Kreise K_ :=
{(z,y,2) € S : 2z = -1} und K, := {(z,y,2) € S : z = +1} verstehen
sollten. Tatséchlich ist dann auch

/ F-dx+/ F-dX:/F-dX,
bS, bSs> bS

denn die doppelt auftretenden Kurvenintegrale iiber die beiden Kleberénder
heben sich weg, weil diese Rénder in entgegengesetzter Richtung durchlaufen
werden. Man beachte dabei, dass die Rénder von G; und G5 (und damit auch
die Rénder von S; und S3) so orientiert werden miissen, dass die Gebiete
jeweils , links“ vom Rand liegen.

Unser Ziel wird es also sein, kompliziertere Fléachen aus einfachen Fléachen-
stiicken mit Rand zusammenzusetzen.

Eine (stickweise glatte) Fliche mit Rand ist eine Vereinigung von endlich
vielen Flachenstiicken mit stiickweise glattem Rand, wobei folgende Regel
eingehalten werden muss: Die Vereinigung zweier Flachen 57, S; mit Rand zu
einer neuen Fliche S mit Rand ist genau dann erlaubt und méglich, wenn
sich S; und S5 nur entlang gewisser gemeinsamer Randkomponenten treffen
und die Orientierung dieser Randkomponenten dabei jeweils entgegengesetzt
ist. Solche Randkomponenten bezeichnen wir als ,, Klebekanten“. Der Rand
bS besteht dann aus allen Randkomponenten von S; und Ss, die keine Kle-
bekanten sind.
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2. Bei der Sphiire S = {x € R® : ||x| = 1} geht es nicht so einfach. Die
Parametrisierung

o(u,v) = (sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), cos(u)), 0 <u <, 0 < v < 2,

bildet alle Punkte (0,v) auf den ,Nordpol“ n := (0,0,1) ab. Das kénnen
wir auch nicht wie oben durch eine Unterteilung des Definitionsbereiches
verhindern. Also miissen wir zu einer anderen Parametrisierung iibergehen.

Ist G = {(u,v) € R* : u? 4+ v* < 1}, so wird durch
o+ (u,v) == (u,v,£V1 — u? — v?)

die obere bzw. untere Hilfte der Sphére parametrisiert. Leider sind diese
Abbildungen auf OG nicht differenzierbar, wir miissen also nach einer besseren
Parametrisierung suchen. Die , stereographische Projektion® bietet sich an.

Die stereographische Projektion p : S\ {n} — R? wird folgendermafen defi-
niert:

Ist x = (z,y,2) € S\ {n}, so trifft der Strahl, der von n ausgeht und bei x
die Sphére durchstoit, in einem Punkt (p(x),0) die z-y-Ebene:

LY

Bei dieser Prozedur wird die obere Halbsphére stark verzerrt, aber die untere
Hiélfte recht originalgetreu abgebildet. Ist (u,v) = w = p(x), so liegt (w,0)
auf der Geraden durch n und x. Es gibt also ein ¢t € R, so dass (w,0) =
n+ t(x —n) ist, d.h. (u,v,0) = (tz,ty, 1 + t(z — 1)). Daraus folgt:

P,y ) = (1= 1)

Weil auf der unteren Hélfte z < 0 ist, ist p dort wohldefiniert und auf einer
offenen Umgebung (beliebig oft) differenzierbar.

Um die untere Hélfte der Sphére zu parametrisieren, brauchen wir die Um-
kehrung von p. Ist (u,v) = p(z,y, 2), so ist 2* + y? + 22 = 1 und
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Vot — %+ y? _ 1 — 22 :1+z‘
(1—2)2 (1—-2)2 11—z

Daraus folgen die Gleichungen

w02 -1 2
z=———>—— und 1—2= ———
u?+ 0?2+ 1 u? +v? +1
also
2u d 2v
= N = -
. u2+v2+1u y w2 +v2 41
Die durch
(0, 0) = ( 2u 20 u2+v2—1)
U, V) =
PR, w42 +1 w241 w22+ 1

gegebene Parametrisierung der unteren Hélfte von S mit
G={(u,v) €R* : v’ +v* < 1}

als Definitionsbereich ist auch noch auf 0G differenzierbar (und stimmt dort
sogar mit der Identitdt iiberein).

Um die obere Hélfte zu parametrisieren, kénnen wir die stereographische
Projektion vom Siidpol aus verwenden:

2u 20 1—u?— 112)
uw24+v24+1 w2 +02+17 1+u2 402/

(u,v) — (

Allerdings liefert das die falsche Orientierung der Klebekanten. Um das zu
korrigieren, wenden wir vorher in der u-v-Ebene eine Spiegelung an der u-
Achse an. Das ergibt die Abbildung

2u —2v 1—u?—0?

w2402 +1" w4241’ 1+u2+v2)'

U(u,v) = (

Die Abbildungen ¢ und 1 parametrisieren die untere und die obere Halb-
sphire so, dass der Aquator in verschiedener Richtung durchlaufen wird. Jetzt
darf man verkleben und erhélt die komplette Sphére S als Flache mit Rand,
deren Rand bS aber leer ist (denn die Klebekanten muss man ja weglassen).

Durch , richtiges® Verkleben von Flédchenstiicken entstehen sogenannte orien-
tierbare Flichen. Das nicht orientierbare Mdbiusband entsteht, wenn man ein
Rechteck falsch verklebt, so dass die Klebekanten im gleichen Sinn durchlau-
fen werden.

3. Beim Kegel haben wir Pech. Weil die Spitze des Kegels eine , Singularitit*
darstellt, konnen wir keine Parametrisierung finden, die bis zum Rand diffe-
renzierbar ist. Man kann sich das folgendermaflen erkléren: Der Kegelmantel
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ist eine sogenannte ,,abwickelbare® Fléche, er kann ohne Verdnderung der me-
trischen Verhéltnisse auf einen Kreissektor in der Ebene abgebildet werden.
Der umgekehrte Vorgang kann sehr konkret durchgefiihrt werden, indem man
den Kreissektor aus Papier ausschneidet und dann zu einem Kegelmantel zu-
sammenrollt. Je ndher man dabei der Spitze kommt, desto stiarker wird die
Kriimmung. Kénnte man die Parametrisierung auf den Rand fortsetzen, so
wiirde man an der Spitze eine unendlich grole Kriimmung erhalten. Weil die
Kriimmung differenzierbar von der Parametrisierung abhéngt (was wir hier
ohne Beweis akzeptieren miissen), ist das nicht moglich.

Wir miissen solche Fldchen wie den Kegelmantel bei unseren Untersuchun-
gen ausklammern. Notfalls kann man aber den Kegel durch Kegelstiimpfe
approximieren.

Die Suche nach einer passenden Zerlegung einer Fldche mit Rand in Flachenstiicke
mit stiickweise glattem Rand kann sich als sehr miihsam erweisen. In der Praxis
miissen wir diese Zerlegung aber gar nicht durchfiithren, wie der folgende Satz zeigt:

4.1 Satz. Sei S eine Flache mit Rand. Auflerdem seien zwei Parametrisierungen
0:G— Sund: H— S gegeben. Wenn o(G) und Y(H) den Rand bS nicht
treffen und W := ©(G) N Y(H) ist, so sind die Mengen ¥=(W) und ¢~ (W)
Jeweils im R? offen, und es gibt einen Diffeomorphismus ® : =1 (W) — o1 (W)
mit ¢ o ® = 1.

Auf den BEWEIS miissen wir hier verzichten. Der Nutzeffekt des Satzes soll am
Beispiel der Sphére erldautert werden. Nehmen wir aus der oberen Halbsphére
den Nordpol, den Aquator und einen Meridian heraus, so bleibt eine Teilmenge
U iibrig, die wir wahlweise mit der stereographischen Projektion oder mit Ku-
gelkoordinaten parametrisieren konnen. Da sich die eine Parametrisierung aus der
anderen iiber einen differenzierbaren Parameterwechsel ergibt und Fléchenintegrale
unabhéngig von der Parametrisierung definiert sind, konnen wir bei der Berech-
nung von Flachenintegralen mit der Parametrisierung arbeiten, die dem Problem
am besten angepasst ist. Im Falle der Sphére werden das meistens die Kugelkoor-
dinaten sein. Zum Beweis des folgenden Satzes benotigen wir dagegen eine saubere
Zerlegung in Flachenstiicke mit stiickweise glattem Rand.

4.2 Satz von Stokes. Sei S C R? eine stiickweise glatte Fliche mit Rand und
F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Umgebung von S. Dann

qgilt:
/rotF-dO = / Fe«dx.
s bS

BEwEIS:  Wie oben beschrieben wurde, konnen wir uns auf den Fall eines Fli-
chenstiicks mit stiickweise glattem Rand beschranken.
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Sei ¢ : G — R? die Parametrisierung von S, « : [a,b] — R? eine Parametrisierung
von 0G und 3 := ¢ o a die entsprechende Parametrisierung von bS.

Nach der Kettenregel ist

also

F(poa(t)« (ai(t) - pula(t)) + ai(t) - pu(al(t)) dt

(X du+Y dv),

Il
S— T T

oG

mit den durch
X(u,v) = (F o p(u, ’U)) « oy (u,v)
und  Y(u,v) = (Fop(u,v))¢,(u,v)
definierten Funktionen X,Y : G — R.

Jetzt kommt der entscheidende Schritt des Beweises: Nach dem Satz von Green ist

/é)G(Xdqude) :L(Yu(u,v)_xv(u7v))dudv_

Nach der Produktregel ist aulerdem
YVi—Xy = (Fop)uepy+(Fop)epu — (Fop)ysp,+ (Fop)epu
= (FOSO)U'SOU - (FOSO)U'SOu,
also

/F'dX:/((Fogo)u'sov_(Fogp)v'@u)dUdU-
bS G

Um zu zeigen, dass dieses Integral mit dem Fléchenintegral | g rot F «dO iiberein-
stimmt, brauchen wir die Formel

(F o Qp)u * Py — (F o 90)1) * Py = det((r()t F) Y, Pu, 901))’
die im Anhang dieses Paragraphen bewiesen wird.

Mit der Beziehung
/rotF-dO = ((rot F) o )« (vy X ) dudv
s

det((rot F) o ¢, ¢y, ¢, dudv.

S
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sind wir fertig. .

Wir wollen den Stokesschen Satz benutzen, um die Rotation eines Vektorfeldes zu
interpretieren.

Sei U C R? offen, F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U, xo € U und n
ein beliebiger Einheitsvektor. Aulerdem sei € > 0. Mit S; sei die Kreisscheibe mit
Radius € um x( bezeichnet, die in xq auf n senkrecht steht.

Wir konnen die Fliache S, wie folgt parametrisieren: Ist {a, b} ein ON-System, so
dass a X b = n ist, so setzen wir

o(u,v) = xo +ua + vb, fiir (u,v) € D.(0) C R%

Es ist ¢, = aund ¢, = b, also ¢, X ¢, = n. Die Kreisscheibe ist also so orientiert,
dass die zugehorige transversale Orientierung durch n gegeben ist. Offensichtlich
handelt es sich um ein Flachenstiick mit glattem Rand. Durch

a(t) :==xo + (ecost)a+ (esint)b

wird eine Parametrisierung « : [0,27] — bS. gegeben, durch die der Rand bS.
richtig orientiert wird. Das Integral

Z(F,bS.) = / F . dx

bSe

heifit die Zirkulation von F auf bS,, und die Zahl

Y 1 L Z(F,bS;)
wr (X, N) -—ll_r)%ﬁ/bg]?-dx—l%m

nennen wir die Wirbeldichte von F in xq beziiglich n.

4.3 Zusammenhang zwischen Rotation und Wirbeldichte. FEs ist

wr(Xg,n) =rot Fen.

BEWwWEIS: Nach Stokes ist
Z(F,bS.) = / Fe.dx = / rot F«dO
bS- .

— /D()rotF(go(u,v))-ndudU
= (rot F(¢(qe)) +n) - voly(D.(0)),

wobei g, ein Punkt aus D.(0) ist (Mittelwertsatz der Integralrechnung!).

Andererseits ist A(S.) = / |pu X ol dudv = / du dv = voly(D.(0)), also
G D (0)
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Z(F.0S.)/A(S.) = (rot F(io(q.)) +n) .

Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert das gewiinschte Resultat. "

Die Wirbeldichte misst die infinitesimale Zirkulation des Vektorfeldes F um die
Achse n. Dies entspricht dem Anteil von rot F in Richtung des Vektors n.

4.4 Satz (Integration iiber geschlossene Flichen). Sei S eine glatte kom-
pakte Fliche und ¥ ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

Dann ist / rot F+«dO = 0.
s

BEWEIS:  Sei Sy C S ein kleines Fliachenstiick mit glattem Rand C. Dann ist

/rotF-dO:/Fodx.
So c

Der Rest S\ Sp ist ebenfalls eine Flédche mit Rand C. Dann ist

/ rotF-dO:—/F-dx,
5\So c

weil der Rand eines Fléachenstiicks immer so orientiert werden muss, dass die Fliache
,links® vom Rand liegt. Nun folgt:

/rotFodO:/ rotF-dO+/ rotF-dO:/Fodx—/F-dX:O.
s So S\So c ¢

Zum Schluss ein Rechenbeispiel:

Beispiel.
Schneidet man im R? den durch z? + y?> = 1 gegebenen Zylinder mit der
durch z = y gegebenen Ebene, so erhilt man eine elliptische Flache S, para-

metrisiert durch p(u,v) = (u,v,v), fiir (u,v) € D;(0). Dann ist

Pu X Py = (17070) X (07 17 1) = (0, _1, 1) =: 1.

Will man / F.dx fir das Vektorfeld F(x,y,2) = (z,x +y,z +y + 2)
bS

berechnen, so kann man stattdessen / rot F « dO berechnen.
5

Nun ist rot F = (1,—1, 1), also
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/F-dx = /rotF-dO
bS S

= / (1,—1,1)+(0,—1,1) dudv

= / 2rdr dy
o Jo
2m 1

= / (r?) dp =2m
0 r=0

Man konnte das Integral natiirlich auch direkt berechnen. Dazu muss man
eine Parametrisierung des Randes finden, z.B. « : [0,27] — bS mit «(t) =
(cost,sint,sint). Dann ist

27
/F-dx = / (cost,cost + sint,cost + 2sint) e« (—sint, cost, cost) dt
bS 0
2
= / [—SintCOSt—i-COSQt—FSintCOSt+COS2t+QSintCOSt]dt
0

= /27r [sin(2t) + 1 + cos(2t)] dt

2

(sin(2t) — cos(2t))) o

N

= (t+

= 2.

Der zweite Weg ist etwas umsténdlicher.

Anhang.

4.5 Lemma. Sei U C R3 offen, F : U — R? ein stetig differenzierbares Vektor-
feld. Dann st
b (Jp — Jg)-a' = det(rot F, a, b)

fiir alle Vektoren a,b € R3.

BEWEIS:  Es geniigt, fiir a und b Einheitsvektoren einzusetzen. Ist F = (Fy, Fy, F3),
so ist

€; - (‘]F - Jlf“) -ef = (F’])xb - (E)xp fiir ¢ < jv

und andererseits

det(rot F,e;,e;) = (rot F);, - det(ey, e;, €;)

o~
l w
—_

= (FJ)IZ - <E>Ig
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Ist ndmlich {k,7,7} # {1,2,3}, so ist det(ey,e;,e;) = 0. Ist {k,4,5} = {1,2,3}
und (k, 4, j) eine zyklische Vertauschung von (1,2, 3), so ist det(ey, e;,e;) =1 und
(rot F)y, = (Fj)z; — (Fi)s,- Ist (K, 14, ) keine zyklische Vertauschung von (1,2,3), so
dandert sich bei beiden Termen das Vorzeichen. "

4.6 Satz. Sei G C R? ein Gebiet, p : G — R? eine differenzierbar Abbildung,
U C R3? cine offene Menge mit o(G) C U und F ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld auf U. Dann gilt:

(Fow)uspy — (Fop),sp, =det((rot F) o p, oy, py).

BEwWEIS: Nach der Kettenregel ist

(Foplu=er-Jp, =€ -J - (Jrop) =p,-(Jroyp)

und analog
(Fow)y =, (Jrop).

Mit dem Lemma folgt nun:

det((rotF) o ¢, 0u, ) = @u-(Jpop— JEop): ol

pu- (Jpo®) oy — 9o (Jpow) ¢,
= (Fow)-p,— (Fop), ¢,

= (Fopuspy—(Fop)yspu.
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§5 Satz von (auss

Wir wollen jetzt Gebiete mit stiickweise glattem Rand im R® betrachten.

Definition. Ein beschrinktes Gebiet 2 C R? heifit ein Gebiet mit stiickweise
glattem Rand, falls gilt:

1. 0N ist eine stiickweise glatte Fliche mit Rand.

2. Ist xo € 09, so gibt es eine Folge von Punkten x, € R?\ Q, die gegen x,
konvergiert.

Die erste Bedingung besagt: Es gibt endlich viele Flachenstiicke Si,..., Sy mit
stiickweise glattem Rand, so dass gilt:

e 0N =5,U...USy.

o Fiir ¢ # j ist §; NS; = bS; N bS;, und dieser Durchschnitt besteht nur aus
Klebekanten.

Die zweite Bedingung soll sicherstellen, dass sich €2 nur auf einer Seite des Randes
befindet. Daraus kann man folgern, dass der Rand von 0f) leer ist.

Beispiel.

Sei G C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, U C R? offen,_@ cU,
c € R, f:U — R stetig differenzierbar und f(x) > c fiir alle x € G. Dann

18t
Q:={(z,y,2) €R® : (z,y) €Gund c < z < f(x,y)}

ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Der Rand besteht aus folgenden
Flédchen:

o Sy = {(u,v,¢) : (u,v) € G} ist der ,Boden“ von 2, parametrisiert
durch ¢y, : G — R3 mit oy(u,v) = (u,v,c) (,b* steht fiir ,, Bottom*).

o Sp = {(u,v, f(u,v)) : (u,v) € G} ist der ,Deckel von §2, parametrisiert
durch ¢; : G — R? mit ¢;(u,v) := (u,v, f(u,v)) (,t* steht fiir ,, Top“).

e Besteht OG aus den glatten Kurvenstiicken C,...,C),, so erhilt man
die Seitenflachen

S, = {(u,v,2) : (u,v) € C, und ¢ < z < f(u,v)},

fir v =1,...,n. Ist o, : [a,,b,] — C, eine Parametrisierung des v-ten
Kurvenstiicks, so kann S, durch

pu(u,v) = (ap(u); (1 —v)e+v- flay(u)))

parametrisiert werden, fiir (u,v) € [a,,b,] x [0, 1].
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,, Deckel“ S,

z
A
[
[
[
[
[
: Standardgebiet 2
[

[

Seitenflichen S, —__

N ,Boden® S,

Offensichtlich ist 02 = S,US;U(S1U. . .USy), die einzelnen Randkomponenten
sind Fliachen mit stiickweise glattem Rand. Auch die Bedingungen (2) und
(3) sind erfiillt. Wir werden ein solches Gebiet ein Standardgebiet nennen.

Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet. Ein Punkt xq € 02 heifit requlirer Randpunkt
von (2, falls es eine offene Umgebung U(xy) C R? und eine stetig differenzierbare
Funktion h : U — R gibt, so dass gilt:

1. UNQ={xeU : h(x) <0},
2. Vh(x) #0 firx € U.

Ist 2 ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand und 02 = S1U...USy die Zerlegung
des Randes in Fléachenstiicke mit stiickweise glattem Rand, so sind alle Punkte in

den offenen Randkomponenten S, reguldre Randpunkte, es kann aber noch mehr
geben. Die Oberfliche einer Kugel besteht nur aus reguldren Randpunkten.

Wird ein reguldrer Randpunkt x, in einer Umgebung U wie oben durch h beschrie-
ben, so kann man zeigen:

L. UNIN={xeU : h(x)=0}.

h
2. Ist N(xg) := %, so gibt es ein € > 0, so dass gilt:
xo+t-N(x9) € Qfir —e<t<0
und

Xg+t-N(x0) € R*\ Q fiir 0 < t < e.



52 KAPITEL 1 VEKTORANALYSIS

Deshalb nennen wir N(xo) den dufleren (Einheits-)Normalenvektor von 02 in X.
Die innere Orientierung von S in x; soll nun so gewéhlt werden, dass die zugehérige
transversale Orientierung durch N(xg) gegeben ist, dass also ¢, (1g) X ¢, (1) und
N(xp) in die gleiche Richtung zeigen. Ist das nicht sowieso schon der Fall, so muss
man nur ¢ durch ¢ o T mit T(u,v) := (v,u) ersetzen, denn es ist (p o T), = ¢,
und (¢ o T'), = @,. Stimmt die Orientierung, so ist

%) — SOU<U-0) XQOU(UO)
N0) = 1o o) % pu(uo)]

Bemerkung. Weil der Rand von ) lokal wie ein Graph aussieht, ist er eine
Jordan-Nullmenge. Daraus folgt, dass {2 messbar ist.

5.1 Der Satz von Gaufl. Sei Q) C R? ein Gebiet mit stickweise glattem Rand
und F ein Vektorfeld, das auf einer Umgebung von () stetig differenzierbar ist. Dann

qgilt:
/dideV}; = / F.dO.
Q o9

N
Ist 90 = S; U...U Sy, soist/ F.dO ::Z/F-do. Ist ¢; : G; — R? eine
i=1 /5

o9 -
positiv orientierte Parametrisierung von S;, so bezeichnen wir ng, := (¢;)u X (©i)v
als daufere Flichennormale, auch wenn dieser Vektor nicht normiert ist. Dann gilt:

/siF'dO - /GiF(%(U))'nsi(u) dudv.

Die Divergenz eines Vektorfeldes F = (Fy, Fy, F3) ist im R? definiert durch

oF, 0F, OF:
L Ok OFy

divE = oz dy 0z

Zur Bedeutung der Divergenz kommen wir spéter.

BEWEIS: Der allgemeine Satz ist schwierig zu beweisen, wir beschrinken uns auf
den Fall eines Standardgebietes

Q={(z,y,2) : (z,y) € Gund ¢ < z < f(z,9)},

wobei G C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand und f : G — R stetig diffe-
renzierbar ist. Wir iibernehmen die Bezeichnungen vom Anfang dieses Abschnittes
und setzen C' := C1U...UC, = 0G und S := S;U...US,. Dann ist 92 = S,US,US.

1. Schritt: Sei F = (0,0, u(x,y, z)), mit einer stetig differenzierbaren Funktion u.

Dann ist divF = gu und

0z
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/dideVg = /%(z,y,z)d‘/g,
Q Q@Z

= /G </cf(w,y) %(w,y,z) dz) dx dy
= [ [utev. £ = st )] oy

Die (&duflere) Flachennormale zum Boden Sy, ist n, = (0,0, —1). Um dies zu errei-
chen, konnen wir als Parametrisierung ¢,(x,y) := (y, x, ¢) benutzen, definiert auf
G* :={(z,y) : (y,x) € G}. Dann ist

[ #d0 = [ (0.0.u(y.5.6)+(0,0.~1)drdy
Sy *
= —/ u(y,z,c)dedy = —/u(x,y,c)dxdy.
* G

In jedem glatten Punkt der Seitenfliche S ist ng = (a, b,0), mit gewissen Zahlen a
und b, also Feng = 0. Das Integral {iber die Seitenwéinde liefert keinen Beitrag.

Der Deckel S; wird parametrisiert durch ¢i(x,y) = (z,y, f(z,y)), die Flachennor-
male n, = (1,0, f,) x (0,1, f,) = (—fz, — fy, 1) zeigt nach oben. Damit ist

[ Fed0~ [ (0.0.0600. £ (o ~fy ) dody = [ ey flo)dedy
St G G

Setzt man alles zusammen, so erhélt man die gewiinschte Formel fiir das spezielle

Vektorfeld.
2. Schritt: Jetzt sei F(x,y, z) = (ui(x,y, 2), us(z,y, 2),0). Wir setzen

Ui(z,y, z) ::—/ uy(z,y,t)dt  und  Us(z,y, z) ::/ ug(z,y,t)dt,

sowie Us := (Us)y — (U1),. Dann kénnen wir durch
A = (UQ,Ul,O) und B = (0,0,—Ug).
zwei Vektorfelder A und B definieren. Es folgt:

rot A = ((A3), — (Az)., (A1) — (As)a, (A2)o — (41),)
= (=), (Ua):, (Uh)s = (Ua)y)
= (uj,uz,—U;s) = F+B.

Weiter ist (Us), = ((U2)2)y — ((U1)2)z = (u2)y + (u1)s, also

divF = (uy), + (u2), = (Us). = —div B,
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Weil 052 eine geschlossene Fliche ist, ist / (rot A)+dO = 0, und daher
o0

/F-dO = /(rotA—B)odO
oN o0

- —/ B.dO
o

= —/dideVg; (nach Schritt 1)
0
= /diVFdVg.
Q

Damit ist alles gezeigt. "
Eine stetige Funktion kennt man schon dann, wenn man ihr Integral iiber beliebige
kleine Kugeln kennt. Das folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung:

5.2 Hilfssatz. Sei f stetig auf dem Gebiet €.

[st/ f(x)dV3 =0 fiir jede Kugel B C €, so ist f(x) = 0.
B

BEWEIS:  Sei xq € Q. Fiir kleines ¢ > 0 liegt die Kugel B. = B.(xp) in  und
nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein q. € B., so dass gilt:

0= ; f(x)dVs = f(q.) - vol3(B.).

Also ist

f(xg) = lim

0 vols(B.) /5. f(x) dvs = 0.

Wir werden den Satz benutzen, um die Divergenz zu interpretieren.

Ist F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem Gebiet (2, so nennen wir

1
) = lim ——— F.dO
F(XO) ELI% VOlg(BE) /BBE

die Quelldichte von F in xy. Dabei bezeichnet B, wieder eine Kugel mit Radius ¢
um Xg. In der Umgebung einer ,,Quelle“ ist die Gesamtbilanz des Flusses von F
durch die Kugeloberfldche (von innen nach auen) positiv, bei einer ,,Senke* ist sie
negativ. Nun ist aber

1 1
lim —— FedO=1lim —— divF(x)dVz = divF .
20 voly(B.) /QBS 03 Volg(BE)/ ivF(x)ds = divF(xo)

£

Die Quelldichte ist also nichts anderes als die Divergenz.
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Beispiel.

Wir betrachten die Strémung eines fliissigen oder gasférmigen Mediums. Das
(zeitabhéngige) Geschwindigkeitsfeld sei durch das Vektorfeld F = F(x,t)
beschrieben, die Dichte des Mediums durch die Funktion o = o(x,t). Es
werde im Innern der Stromung weder Masse produziert noch vernichtet. Ist
B ein kleines Gebiet, so wird durch

M(t) = /B o(x,1) dVs

die Gesamtmasse in B zur Zeit t gegeben. Der Fluss des Mediums durch ein
Flachenstiick S wird durch das Integral / (0 - F)+dO gegeben (Einheit =
5

Masse | Lange . __ Masse
Volumen Zeit Fléche = Zeit )

Ist der Fluss durch 0B positiv, so nimmt die Masse im Innern ab! Also gilt
die Gleichung

—M'(t) = /aB(g-F)-dO.

Unter Verwendung der Formel fiir die Differentiation von Parameterintegralen
folgt:
d do
—M'(t) = —— ) dVs=— | —(x,t)dVs.
0 =g [ ebxnavi = [ ZLixnave
Andererseits gilt wegen des Gaufischen Satzes:

/aB(g-F)-dO _ / div(o- F)dVs.

B
Mit dem Hilfssatz ergibt sich nun die berithmte Kontinuitditsgleichung:

do | .. B
3t +div(p-F) =0.

5.3 Gauflsches Gesetz. Sei Q) C R3 ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand,
0 & 002. Setzt man r := ||x||, so folgt:

X | 4m falls 0 € €,
/asz 7*_3.d0 a { 0 sonst.

BEwEIS:  Sei F(x) := 33 Im Falle © = B;(0) haben wir das Integral schon frither
r
berechnet (Beispiel am Ende von §3), da stimmt die Behauptung.

1. Fall: 0 £ Q). In diesem Fall ist F stetig differenzierbar auf 2, und esist divF = 0:
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(xl, . 7’*3)% = 1.-7r3=3z,-r %1,

= 3 —3z2. 075

v )

v

3
also divF = 7r7°. Z(rz — Sx?,)
v=1
= r - (3r* =3r%) = 0.

Daraus folgt:

/ F-dO:/dideV},:O.
Gi) Q

2. Fall: 0 € Q2. Dann gibt es ein € > 0, so dass B.(0) C 2 ist. Sei 2 := Q\ B.(0).

Dann ist
0:/ F-dO:/ F-dO—/ F.dO,
a0 Bl) 9B,

/ F.dO = F«dO = 4.
o0 OBe

also

Die letzte Gleichung haben wir schon in dem oben zitierten Beispiel bewiesen. =

Zum Schluss wollen wir als Anwendung die Mazwellschen Gleichungen betrachten:

Das Coulombsche Gesetz besagt: Eine Ladungsverteilung erzeugt ein elektrisches
Feld E und verdndert damit die Struktur des Raumes. Wird eine Probeladung ¢
in das elekrische Feld gebracht, so wirkt auf ¢ eine zu g proportionale Kraft in
Richtung der Feldlinien. Diese Kraft kann man messen und so fiir jede stiickweise
glatte Kurve C' die Arbeit

A(q,C):/CE-dx

ermitteln, die verrichtet wird, wenn ¢ entlang C' bewegt wird. In einem elektrosta-
tischen Feld, also bei ruhender Ladungsverteilung, hédngt das Integral nicht vom
Verlauf der Kurve ab, sondern nur vom Anfangs- und Endpunkt, und sein Wert
gibt die Spannungsdifferenz zwischen diesen Punkten wieder.

Die durch das elektrische Feld verdnderte Struktur des Raumes wird durch die
elektrische Verschiebungsdichte D beschrieben. Der Unterschied zwischen E und
D ist etwas schwer zu verstehen. Aus physikalischer Sicht unterscheiden sich die
Felder (im Vakuum) um eine Konstante, und sie werden in unterschiedlichen Ein-
heiten gemessen. Auflerdem beschreibt E die Fernwirkung und D die Nahwirkung
des elektrischen Feldes. Aus mathematischer Sicht sind diese Unterschiede irrele-
vant. Allerdings ist zu beobachten, dass E immer iiber Kurven integriert wird,
wahrend D benutzt wird, um den Fluss des Feldes durch Fliachenstiicke zu messen.
Man miisste E und D eigentlich durch unterschiedliche mathematische Objekte be-
schreiben (was in der Theorie der , Differentialformen® auch tatséchlich geschieht).
Im Rahmen dieser Vorlesung kénnen wir darauf allerdings nicht eingehen.



5  Satz von Gauss 57

Ist in einem Gebiet 2 eine Ladungsverteilung durch eine Dichtefunktion g gegeben,
so besagt das sogenannte Gaufische Gesetz:

D.dO = / 0dVs.
o0 Q

Zusammen mit dem Gauflschen Satz ergibt das fiir beliebige Gebiete € :

/(diVD— 0)dVs = 0.
Q

Daraus folgt die 1. Mazwellsche Gleichung :

Als néchstes nehmen wir an, dass ein Magnetfeld vorliegt. Man interessiert sich
fiir den Fluss [ Be«dO der magnetischen Feldlinien durch Fliachenstiicke S. Das

Vektorfeld B nefmt man die magnetische Induktion. Bewegt man eine Leiterschleife
im Magnetfeld, so beobachtet man einen Spannungsstof}, der nach Faraday der
negativen zeitlichen Anderung des Flusses durch diejenige Fliche entspricht, die
von der Leiterschleife berandet wird. Auf Grund der Spannung flieft Strom, werden
Ladungen entlang der Leiterschleife bewegt und es entsteht ein elektrisches Feld. Da
man die Spannung auch als die beim Ladungstransport verrichtete Arbeit auffassen

kann, gilt:
/ E°dX:—i/B°dO.
bS dt Js

Nach Stokes und wegen der eindeutigen Rekonstruierbarkeit der Vektorfelder aus
ihren Flichenintegralen folgt das Induktionsgesetz, die 2. Mazwellsche Gleichung ):

P
tE=——B.
ro ot

Da man auflerdem noch nie magnetische Monopole (also magnetische Quellen)
entdeckt hat, fordert man zusétzlich als 3. Mazwellsche Gleichung ):

Fliefit Strom durch eine Leiterschleife, so kann man beobachten, dass sich ein Ma-
gnetfeld um die Stromlinien herum aufbaut. Durch Integration der magnetischen
Errequng H iiber geschlossene Wege erhilt man den Gesamtstrom durch die einge-
schlossene Fliche. Ist die Stromverteilung durch eine (vektorielle) Dichtefunktion
J gegeben, die sogenannte Stromdichte, so ergibt sich der Gesamtstrom als Integral
iiber die Stromdichte. Das ist das Durchflutungsgesetz
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H.dx = /J-dO.
bS 5

Maxwell entdeckte als erster, dass das Gesetz so unvollstéindig ist und in gewissen
Situationen zu Widerspriichen fiihrt.

trom 2

N

Wihlt man die Fliache S wie im Bild, so ergibt das Integral / H - dx den Gesamt-
strom i, der durch den Leiter flieBt. Aber das Integral auf bager rechten Seite der
Gleichung, / J «dO, verschwindet, denn zwischen den Kondensatorplatten fliefit
kein Strom.

Maxwell fand heraus, dass zur Stromdichte als Korrekturterm noch die zeitliche
Anderung der elektrischen Verschiebungsdichte addiert werden muss:

/ H-dx:/(J+ %D)-do.
bS S t

Mit dem Stokesschen Satz fiithrt das zur 4. Maxwellschen Gleichung :

oD
tH=J + —.
ro + BN
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§6 Krummlinige Koordinaten
Sei G C R? ein Gebiet. Durch
(z,y,2) = ®(u,v,w)

sei ein Diffeomorphismus von G auf ein anderes Gebiet G C R3 gegeben. Als
Beispiel kann man sich etwa die Zylinderkoordinaten

r=rcosp, y=rsing und z = z

vorstellen. Hier ist G = {(r,0,2) : 7 >0, 0 < ¢ < 27, z € R} und G =
R3\ {(2,0,2) : # > 0 und z beliebig}.

Die Parameter u,v,w (im Beispiel also r, ¢, z) nennt man auch krummlinige Ko-
ordinaten. Man nennt sie orthogonal, falls die Gradienten Vu, Vv und Vw {iiberall
paarweise zueinander orthogonal sind (wobei u, v, w vermége ®~' als Funktionen
von x,y, z aufgefasst werden).

Durch den Punkt (u,v,w) = (c1,cs,c3) gehen die drei Fliachen v = ¢1, v = ¢
und w = c3. Auch sie treffen sich dort paarweise orthogonal. Je zwei der Fliachen
schneiden sich entlang einer Kurve, parametrisiert durch u, v oder w. Die Tangen-
tialvektoren an diese Kurven in ¢ = (¢q, 9, ¢3) sind die Vektoren

0P 0P 0P
a, = %(c), a, = %(c) und a,, := %(c)

Bei orthogonalen krummlinigen Koordinaten sind auch diese Tangentialvektoren
paarweise zueinander orthogonal (und natiirlich # 0). Dabei ist

- — —

Eu = J@.(C) c €1, Ay = Jq;(C) . gg und Ew = J@(C) - €3.

0P 0P 0P
Setzen wir hy := ||=—||, he := || =|| und hs := ||=—1|, so bilden die Vektoren
ou ov ow
1 09 1 09 d 1 00
€, =" =, €,:'=— -— und €, := — - —
h1 0 hg ov h3 ow
ein ON-System.
Beispiele.
1. Es ist
(x,y,2) = ®(r,p,2) = (rcosp, rsing, z),
also

a, = (cosg,sinp,0), a, = (—rsiny,rcosy,0) und a, = (0,0, 1).

Dabher ist
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hlzl, hgzrundhgzl

und damit

e, = (cosp,siny,0), e, = (—sinp,cosp,0) und e, = (0,0, 1).

z

Ganz allgemein ist iibrigens

1 = det(zu,a,,zw)
det(l o 1 00 1 8@)

= e (22, 22 00
n h1h2h3 8u’ 81}7 810
1
- - det
Thohy 60 Tes

also det Jp = hihohs.

. Wir betrachten die Kugelkoordinaten (rdumliche Polarkoordinaten):

(x,y,2) = ®(r,0,¢p) = (rcospsind, rsinpsind, r cos ).

Die Fldche r = ¢; ist eine Sphire, also zeigt Vr(c) in Richtung des Vektors
c (radial nach auBen). Die Fliche ¢ = ¢, ist eine Halbebene, die auf der -
y-Ebene senkrecht steht. Offensichtlich ist Vp(c) parallel zur z-y-Ebene und
tangential zu der Sphére durch c, insbesondere orthogonal zu c. Schliellich
ist die Fldche # = c3 ein zur z-Achse rotationssymmetrischer Kegel. Daher
ist VO(c) orthogonal zu ¢ und liegt in der Halbebene ¢ = ¢y durch c. Das
bedeutet, dass die Kugelkoordinaten ein orthogonales System krummliniger
Koordinaten bilden.
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Offensichtlich ist

a, = (cosysind, sinpsinf, cosh),

ay (rcospcosf, rsinpcosl, —rsinf)

und a, = (—rsingsind, rcospsind, 0).

Daraus folgt: hy = 1, ho = r und hg = rsinf. Als Anwendung erhalten wir
sehr viel einfacher als durch Determinantenberechnung:

det Jp = hihohs = 12 sin 6.

Auflerdem ist

e, = (cospsind, sinpsind, cosb),
eg = (cospcosh, sinpcosf, —sinb)
und e, = (—siny, cosyp, 0).

Man mochte nun gerne die Differentialoperatoren grad, div und rot in krummlini-
gen Koordinaten ausdriicken. Was heifit das? Sei A = (A (z,y, 2), As(2, vy, 2), As(z,y, 2))
ein Vektorfeld, gegeben in kartesischen Koordinaten. Durch (z,y,z) = ®(u, v, w)
seien orthogonale krummlinige Koordinaten gegeben. Da die Felder e,, e, und e,
in jedem Punkt von G eine ON-Basis bilden, kann man A auch wie folgt darstellen:

A = A(P(u,v,w))
= (A(P(u,v,w))ee,)e, + (A(P(u,v,w))se,)e, + (A(P(u, v, w)) e ey,)e,.

(Zur Erinnerung: Ist {ay,...,a,} eine ON-Basis des R"™, so kann jeder Vektor x €

R™ in der Form
n

X = Z(X-ay)-ay

v=1
geschrieben werden, denn aus der Gleichung x = Y |
Do (@ ea,) =)

Wir beginnen mit dem Gradienten. Sei f eine differenzierbare Funktion auf ®(G).
Dann ist Vf = (fs, fy, f») ein Vektorfeld auf ®(G) und (V f) o ® ein Vektorfeld auf

G. Wir miissen noch die Skalarprodukte ausrechnen. Nach Kettenregel ist

r,a, folgt: x.a, =

O(fod) _ o0
“ou (VDo) g
denn es ist
a(f@Z@) = Jyoa- €1 = (Jpo®)-Jp- e,
o A
= (Jro®) 5o = ((Vf)od)- 5.
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Daraus folgt:

((Vf)ocp).euzhi.((vf)ocp).gi):%.W’

1

und analog
1 0(fo?)
((Vf)ocb)oev = h_QT
1 O(fod
und  ((Vf)o®)se, = h_g%
Beispiele.

1. Im Falle der Zylinderkoordinaten (z,y, z) = ®(r, ¢, 2) ist
fo®)  10(fo?) 0(f 0 )

Hb=——" i
(Vf) © ar €, =+ agp e@ + az €

2. Im Falle der Kugelkoordinaten (x,y, z) = ®(r, ¢, 0) ist
O(f o ®) 1 O(f o®) 1 O(fo®d)

(Vf)od =

ar + ra0 + rsinf  Op G-

Man beachte, dass die Kugelkoordinaten in der Literatur unterschiedlich defi-
niert werden, und dass deshalb die obige Formel in der Literatur auch anders
lauten kann.

Wir kommen jetzt zu Divergenz und Rotation. Es sei ein differenzierbares Vektor-
feld F' = (F, Fy, F3) auf G = ®(G) gegeben. Dann ist

div(F) = (F1)e + (F2)y + (F3)-
eine Funktion auf G und div(F') o ® eine Funktion auf G.

0 0 0 0 0 0
tF) = (Lr-Lh Zr-2p Lr-2F
rot(F) <8y P07 0 ar Y ort oy 1)

ist ein Vektorfeld auf G und (rot F) o @ ein Vektorfeld auf G.
Ist Fod :fleu—l—fgev—i—ﬁgew, mit

ﬁl = (FOCI))-eu, ﬁQ = (FO(I))oev und ﬁsz (Fo@).eu”

SO ist

- 9 ~
(Fyhshy) + =—(F3hyhs)

(divF) o ® = B

1 o ~ )
hihohs a_u(Fthth%
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und
(rotF)o® =
1 19 9 1 [0 ~ o ~
B h2h3 |:(9 ( 3h3) a 8_(F2h2):| hShl [%(Flhl) - %(thg) e
1 (9 o

Auf die zum Beweis erforderlichen komplizierten Rechnungen verzichten wir hier.

Beispiele.

1. Zylinderkoordinaten r, p, 2

(mit hy =1, ho = r und hz = 1):

0 ~. 0, ~
£(Fg)—|——<TF3) .

E {a (rF1) + "

or

= (Fo®)ee, = (F1o®)cosp+ (Fyo ®)siny,
(Fod)se, = —(F1o®)sinp+ (Fro®P)cosyp
— (Fod)-e, = Fi.

(divF)o ® =
Dabei ist
R
2}
und fg
Weiter ist
1 0
(rotF)o® = [
O

() - o 0F) e+ [2F) = ) e

0 0

# 1 | OR) - (B

2. Kugelkoordinaten 7,0, ¢ (mit hy = 1, hy = r und hy = rsin6):

(divF)o® =

mit

Fy

Fy

und ﬁg

Schliefilich ist

(
(
(
(
(

1
r2sin 6

Fod).e,
Flo(I)
Fo@)-eg

J ., 0 0
: L%( F181n9)+—(7“F251n0)—|—%(TF;;)] :

06

)cos psin® + (Fy 0 @) sinpsinf + (F5 o ) cos b,

Fio®)cospcosh + (Fy o ®)sinpcost — (F3 o0 ®)sinf

Fod)-.e,

—(Fy 0 ®)sing + (Fy 0 @) cos .

(rotF)o

<I>:R1er+R2e9+Rge¢
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mit

Ry

und Rs

1 J ~ . 0~
rsinf [%(% sinf) - %(FQ)] ’
1 0 ~
rsin 0 [%(Fl) a _T(TFS S 9)}
1 0 ~ 10, =
rsm@%(Fl) a FE(TFS) ’



