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Kapitel 1 Matrizen

§ 1 Der Vektorbegriff

Erkläre zunächst, was eine reelle Zahl ist (mit Dezimalbrüchen).

Eine reelle Zahl kann man sich als Punkt auf einer Geraden vorstellen. Ein Paar
(x, y) von reellen Zahlen beschreibt einen Punkt in der Ebene, ein Tripel (x, y, z)
einen Punkt im Raum.

Man kann aber auch z.B. den Einkaufspreis x und den Verkaufspreis y eines Han-
delsgutes zu einem Paar (x, y), oder die Verkaufszahlen x, y, z dreier Filialen eines
Geschäftes zu einem Tripel (x, y, z) zusammenfassen. Befreit man sich also von der
Vorstellung, dass die Koordinaten x, y, z unbedingt etwas mit dem Raum zu tun
haben müssen, so kann man auch problemlos n Zahlen zu einem n-Tupel

x = (x1, . . . , xn)

zusammenfassen.

Um z.B. Aussagen über die Gesamtheit aller n-Tupel machen zu können, braucht
man ein Verfahren, mathematische Objekte zu neuen Objekten zusammenzufassen.

Begriff der Menge, die Beziehung x ∈M (
”
x ist Element von M“).

Beispiele: {1, 2, 3}, {1, 1, 2, 3, 2, 2, 3}, N, Z, Q, R. Begriff der Teilmenge:

N ⊂M(
”
N Teilmenge von M“) :⇐⇒ ∀x : x ∈ N =⇒ x ∈M.

Die benutzten logischen Symbole werden erklärt.

Die Menge
An := {(x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ R}

aller n-Tupel von reellen Zahlen nennen wir den n-dimensionalen (reellen) af-
finen Raum, die Elemente x ∈ An nennen wir Punkte.

Sind p und q zwei Punkte im An, so bezeichnen wir das Paar (p,q) als einen
Pfeil. Ein solcher Pfeil ist durch seinen Anfangspunkt, seine Richtung und seine
Länge festgelegt. In der Physik braucht man Größen, die durch Richtung und Länge
bestimmt sind, etwa um Kräfte zu beschreiben. Allerdings müssen diese Größen
i.a. frei verschiebbar sein. Dabei soll der Anfangspunkt beliebig gewählt werden
können, aber Länge und Richtung sollen gleich bleiben. Unter einem Vektor in
An verstehen wir deshalb die Klasse (Menge) aller Pfeile, die aus einem festen
Pfeil durch beliebige Parallelverschiebung entstehen. Jeder einzelne Pfeil aus der
Klasse legt die gesamte Klasse fest und wird deshalb auch als ein Repräsentant
des Vektors bezeichnet.

Wir bezeichnen hier einen Vektor mit einem Buchstaben und einem Pfeil darüber.
Ist der Pfeil (p,q) ein Repräsentant des Vektors

→
v , so schreiben wir auch

→
v =

−→
pq.

Ist 0 = (0, . . . , 0) der Nullpunkt in An, so gibt es genau einen Repräsentanten
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der Form (0,x) von
→
v . Diesen speziellen Pfeil nennt man auch den Ortsvektor

des Punktes x.

Ist p ∈ An ein Punkt und
→
v ein Vektor mit dem Repräsentanten (p,q), so schreibt

man:

p +
→
v = q oder

→
v = q− p.

Das bedeutet, dass der Vektor
→
v den Punkt p nach q verschiebt. Zu je zwei vorge-

gebenen Punkten p und q gibt es genau einen Vektor
→
v , der p nach q verschiebt.

Das Besondere an den Vektoren ist, dass man sie addieren kann: Sind zwei Vektoren
→
v und

→
w gegeben, so gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor

→
v +

→
w, so dass für

jeden Punkt p gilt:

(p +
→
v ) +

→
w = p + (

→
v +

→
w).

Verwendet man geeignete Repräsentanten, so sieht das folgendermaßen aus:

−→
pq +

−→
qr =

−→
pr.

Verschiebt man den Punkt p zunächst nach q
und dann nach r, so kann man genauso gut
gleich p nach r verschieben. Die Summe von
Vektoren bildet man also, indem man repräsen-
tierende Pfeile aneinander hängt.

sp s q

s r

→
v

→
w

→
v +

→
w

Man überzeugt sich leicht davon, dass die folgenden Regeln gelten:

(
→
u +

→
v ) +

→
w =

→
u + (

→
v +

→
w) (verwende Pfeile),

→
v +

→
w =

→
w +

→
v (Kräfteparallelogramm).

Eine Ausnahme bildet der Nullvektor
→
o , der zu überhaupt keiner Verschiebung

führt. Repräsentanten sind die Paare (p,p), die schwerlich als Pfeile zu deuten sind,
denn ihnen fehlt Richtung und Länge. Trotzdem spricht man von einem Vektor. Es
gilt:

→
v +

→
o =

→
v , für alle Vektoren

→
v .

Außerdem gibt es zu jedem Vektor
→
v einen Vektor −→v , den entgegengesetzten oder

negativen Vektor, so dass
→
v + (−→v ) =

→
o ist. Wenn (p,q) ein Repräsentant von

→
v

ist, dann ist (q,p) ein Repräsentant von −→v .

Da ein Vektor
→
x immer in der Form

→
x =

−→
0x mit einem geeigneten Endpunkt

x geschrieben werden kann, ist er durch den Ortsvektor (0,x) und damit durch
dessen Endpunkt x = (x1, . . . , xn) festgelegt. Deshalb schreibt man auch

→
x =

 x1
...
xn

 .
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Dies ist die Spaltenschreibweise für einen Vektor. Wie man sieht, besteht in Wirk-
lichkeit gar kein großer Unterschied zwischen einem Punkt x, dem Ortsvektor (0,x)

und dem zugehörigen Vektor
→
x =

−→
0x.

Sind x und y zwei Punkte im An, so bezeichnen wir den Endpunkt des Orts-

vektors von
−→
0x +

−→
0y mit x + y. Dann bilden 0, x, y und x + y die Ecken eines

Parallelogramms.

s0 s x

s x + y

sy

Ist x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn), so folgt aus der Konstruktion:

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Deshalb kann auch die Vektoraddition algebraisch beschrieben werden: x1
...
xn

+

 y1
...
yn

 =

 x1 + y1
...

xn + yn

 .

Ist r eine reelle Zahl, so definiert man

r ·

 x1
...
xn

 :=

 rx1
...
rxn

 .

Das bedeutet, dass alle zugehörigen Pfeile um den Faktor r gestreckt werden.

Auch hier gelten diverse Rechenregeln (z.B. α(
→
v +

→
w) = α

→
v + α

→
w), die aber nicht

alle aufgezählt werden.

Da man mit Paaren, Tripeln, n-Tupeln, Ortsvektoren und freien Vektoren immer
auf die gleiche Weise rechnen kann, drängt sich einem der Eindruck auf, dass
es bei der Vektorrechnung gar nicht auf die Pfeile oder die Vorstellung davon
ankommt. Tatsächlich sind Vektoren einfach Objekte, die ganz bestimmten Re-
chenregeln genügen, und nur diese Regeln stellen die Verbindung zur anschaulich-
physikalischen Vektor-Vorstellung her.

Das führt zu folgender

Definition. Unter einem reellen Vektorraum verstehen wir eine Menge V , deren
Elemente addiert und mit reellen Zahlen multipliziert werden können, so dass für
x,y, z ∈ V und α, β ∈ R folgende Rechenregeln erfüllt sind:
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x + (y + z) = (x + y) + z,

x + y = y + x,

∃0 ∈ V : x + 0 = x,

∀x ∈ V ∃ − x ∈ V : x + (−x) = 0,

(α + β)x = αx + βx,

α(x + y) = αx + αy,

α(βx) = (αβ)x

und 1 · x = x.

Die Elemente von V bezeichnet man als Vektoren.
Wichtige Beispiele sind der Vektorraum der Spaltenvektoren und der Vektorraum
der n-Tupel.
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§ 2 Matrizen und lineare Gleichungen

Matrix, rechteckiges Zahlenschema

A = (aij) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


aij (oder auch Aij) Koeffizienten oder Einträge

Zi(A) = (ai1, . . . , ain) = i-te Zeile (Zeilenvektor)

Sj(A) =


a1j

a2j
...
amj

 = j-te Spalte (Spaltenvektor)

Mm,n(R) = Menge der m× n-Matrizen

Mn(R) = Mn,n(R) = Menge der n-reihigen quadratischen Matrizen

speziell 0 = 0mn =

 0 · · · 0
...

...
0 · · · 0

 Nullmatrix,

En =

 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

 Einheitsmatrix.

Addition von Matrizen: a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

+

 b11 · · · b1n
...

...
bm1 · · · bmn

 :=

 a11 + b11 · · · a1n + b1n
...

...
am1 + bm1 · · · amn + bmn


Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl:

α ·

 a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 :=

 α · a11 · · · α · a1n
...

...
α · am1 · · · α · amn

 .

Dann sind folgende Rechenregeln erfüllt:

A+B = B + A, (A+B) + C = A+ (B + C) und A+ 0 = 0 + A = A,

sowie
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1 · A = A, α(βA) = (αβ)A, α(A+B) = αA+ βB und (α + β)A = αA+ βA.

Setzt man −A := (−1)A, so gilt außerdem: A+ (−A) = 0.

Damit bilden die Elemente von Mm,n(R) einen reellen Vektorraum.

Linearkombination von A1, . . . , Ak ist
∑k

i=1 αiAi = α1A1 + · · ·+ αkAk (αi ∈ R)

B linear abhängig von A1, . . . , Ak :⇐⇒

B = α1A1 + · · ·+ αkAk (mit geeigneten αi).

Ein System S = {A1, . . . , Am} heißt linear abhängig, falls eine der Matrizen Ai von
den anderen linear abhängt. Auch {0} wird linear abhängig genannt. Ein System
heißt linear unabhängig, falls es nicht linear abhängig ist.

2.1 Satz. Das System S = {A1, . . . , Ak} habe folgende Eigenschaft:

Zu jedem r gibt es eine Position (i, j), so dass (Ar)ij 6= 0 und (Al)ij = 0 für l 6= r
ist.

Dann ist S linear unabhängig.

Beweis: Annahme, es sei z.B. Ak Linearkombination von A1, . . . , Ak−1. Wähle
dann Position (i, j) zu k gemäß der Voraussetzung und stelle fest, dass das einen
Widerspruch ergibt.

Beispiel: Eij habe den Eintrag 1 an der Position (i, j) und sonst überall den Eintrag
0. Dann ist das System der Eij mit i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n linear unabhängig
(in Mm,n(R)).

Der Spann 〈A1, . . . , Ak〉 ist die Menge aller Linearkombinationen von A1, . . . , Ak.

Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V heißt Unterraum von V , falls gilt:

1. 0 ∈ U .

2. X, Y ∈ U =⇒ X + Y ∈ U .

3. α ∈ R, X ∈ U =⇒ αX ∈ U .

Es ist 〈A1, . . . , Ak〉 ein Unterraum von Mm,n(R). Jeder Unterraum ist ein Vektor-
raum.

Lineares Gleichungssystem:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

Eine Lösung des LGS ist ein Spaltenvektor x =

 x1
...
xn

, dessen Komponenten

xi simultan alle Gleichungen erfüllen. Ist A = (aij) ∈ Mm,n(R) die Matrix der
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Koeffizienten des LGS und b ∈ Mm,1(R) der Spaltenvektor, dessen Einträge bi die
rechten Seiten der Gleichungen bilden, so hat das LGS die Gestalt

x1 · S1(A) + · · ·+ xn · Sn(A) = b.

Führe nun Matrizenprodukt A ·B ein, für A ∈Mm,n(R), B ∈Mn,r(R):

(A ·B)ij = Ai1B1j + · · ·+ AinBnj .

Dann ist Z1(A)
...

Zm(A)

 · (S1(B), . . . , Sn(B)) =

 Z1(A) · S1(B) · · · Z1(A) · Sn(B)
...

...
Zm(A) · S1(B) · · · Zm(A) · Sn(B)

 ,

wobei (ai1, . . . , ain) ·

 b1j
...
bnj

 = ai1b1j + · · ·+ ainbnj ist.

Für die Matrizenmultiplikation gelten folgende Regeln:

A(BC) = (AB)C,

A(B + C) = AB + AC,

(A+B)C = AC +BC,

i.A. ist aber AB 6= BA, z.B. ist

(
1 2
0 3

)
·
(

1 1
1 0

)
6=
(

1 1
1 0

)
·
(

1 2
0 3

)
.

Insbesondere ist A · ej = Sj(A) für alle j und

A · x = A · (x1e1 + · · ·+ xnen) = x1 · S1(A) + · · ·+ xn · Sn(A).

Daraus folgt: Ist A1 · x = A2 · x für alle Vektoren x, so ist A1 = A2.

Das LGS bekommt nun die Gestalt

A · x = b.

Man nennt A · x = 0 ein homogenes System, jedes andere ein inhomogenes System.

Ziel: Bestimme Lösungsmenge Lös(A, b) = {x : A · x = b}.
2.2 Satz. Lös(A, 0) ist ein Unterraum von Mn,1(R) = Rn.

Beweis: Nachrechnen!

Speziell nennt man 0 die
”
triviale“ Lösung. Eventuell ist das die einzige Lösung.

Die Lösungsmenge eines inhomogenen Systems kann leer sein (führe hier die leere
Menge ∅ ein). Ist sie es nicht, so gilt:
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2.3 Satz. Ist x0 eine spezielle Lösung des LGS A · x = b, so ist

Lös(A, b) = {x ∈ Rn : x = x0 + y mit y ∈ Lös(A, 0)}.

Beweis: Es ist A · x0 = b. Ist auch noch A · x = b, so ist A · (x− x0) = b− b = 0,
also x = x0 + y mit y = x− x0 ∈ Lös(A, 0).

Umgekehrt: Ist x = x0 +y mit einem y ∈ Lös(A, 0), so ist 0 = A ·y = A · (x−x0) =
A · x− A · x0 = A · x− b, also A · x = b.

2.4 Folgerung. A · x = b ist genau dann eindeutig lösbar, wenn A · x = 0 nur
die triviale Lösung besitzt. (Über die Existenz wird nichts ausgesagt).

Beweis: Ist Lös(A, b) = ∅, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls folgt die Behaup-
tung aus dem obigen Satz.



3 Das Gaußverfahren 9

§ 3 Das Gaußverfahren

Beginne mit Beispiel:

x− 2y = 1,

3x+ 2y = 11.

Eliminiere x aus der 2. Gleichung (Subtrahiere das 3-fache der 1. Gleichung von
der 2. Gleichung) und bringe System auf Dreiecksgestalt:

x− 2y = 1,

8y = 8.

Berechne dann y = 1 aus der 2. Gleichung und gewinne x durch
”
Rückwärtseinset-

zen“: x− 2 = 1, also x = 3.

Entwickle nun Gaußverfahren zur Lösung von A · x = b. Erlaube spezielle Umfor-
mungen, die ein Gleichungssystem in ein

”
äquivalentes“ System (d.h. ein System

mit gleicher Lösungsmenge) überführen:

A) Vertauschung zweier Gleichungen.

B) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

C) Multiplikation einer Gleichung mit einer Konstanten λ 6= 0.

D) Umbenennung der Variablen.

(A) lässt sich durch eine geschickte Kombination von Umformungen vom Typ (B)
erreichen. Der Einfachheit halber lässt man aber (A) als eigenständige Umformung
zu.

Auf den Typ (C) verzichten wir erst mal. Auf Typ (D) könnte man auch verzich-
ten, aber dann lässt sich das Verfahren nur mühsam aufschreiben. Wir lassen eine
Umbenennung der Variablen zu, allerdings müssen wir darüber Buch führen.

Jede Information über das Gleichungssystem ist in der erweiterten Koeffizienten-
matrix enthalten:

Ae =

 a11 · · · a1n b1
...

...
...

am1 · · · amn bm

 .

(A) entspricht der Vertauschung zweier Zeilen von Ae.
(B) entspricht der Addition eines Vielfachen der i-ten Zeile zur k-ten Zeile.
(C) entspricht der Multiplikation einer Zeile mit λ 6= 0.
(D) entspricht der Vertauschung zweier Spalten von A (aber nicht von Ae). Das
hat Einfluss auf den Lösungsraum.

Ziel ist es, für A folgende Dreiecksform zu erreichen:
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A →
(
Dr B
0 0

)
, mit Dr =

 a11 · · · a1r
...

. . .
...

0 · · · arr

 und aii 6= 0 für i = 1, . . . , r.

Das geht folgendermaßen: A ∈Mm,n(R) soll r-speziell genannt werden, falls gilt:

A =

(
Dr B
0 C

)
, mit Dr =

 a11 · · · a1r
...

. . .
...

0 · · · arr

 und aii 6= 0 für i = 1, . . . , r.

Ist r = 0, so ist A = C. Jede Matrix ist also zumindest 0-speziell. Ist r = m ≤ n,

so ist A = (Dr|B). Ist r = n ≤ m, so ist A =

(
Dr

0

)
.

Nun wird folgender Reduktionsschritt ausgeführt:

Sei Ak =

(
Dk Bk

0 Ck

)
eine k-spezielle Umformung von A. Ist Ck = 0, so hat

man die gewünschte Dreiecksform erreicht und ist fertig. Ist Ck 6= 0, so gibt es
einen Eintrag aij 6= 0 in Ck (ein sogenanntes Pivot-Element). Durch eine Reihe von
Zeilen- und Spaltenvertauschungen verschiebt man aij an die Position (k+1, k+1).

Anschließend subtrahiert man geeignete Vielfache der (k + 1)-ten Zeile von den
folgenden Zeilen und erzeugt so Nullen unterhalb der Position (k + 1, k + 1). Das
Ergebnis ist eine (k + 1)-spezielle Matrix.

Nach endlich vielen Schritten erhält man eine Matrix Ar in der gewünschten Drei-
ecksgestalt, spätestens, wenn r = m oder r = n erreicht wird. Die Umformungen
vom Typ (A) und (B) müssen an der erweiterten Matrix Ae vorgenommen werden.
So erhält man ein Gleichungssystem

a11x1 + · · ·+ a1rxr + a1,r+1xr+1 + · · ·+ a1,nxn = b1

. . .
...

arrxr + ar,r+1xr+1 + · · ·+ ar,nxn = br

Hinzu kommen noch Gleichungen der Gestalt 0 = bi, für i = r + 1, . . . ,m. Das
ursprüngliche Gleichungssystem ist genau dann lösbar, wenn diese zusätzlichen
Gleichungen alle erfüllt sind. Man beachte aber, dass die aij und die bi nicht mehr
die aus dem ursprünglichen System sind. Deshalb kann man Lösbarkeit erst testen,
wenn man die Lösung schon fast vorliegen hat.

Endgültig gewinnt man die Lösung durch Rückwärtseinsetzen:

xr =
1

arr

(
br − ar,r+1xr+1 − . . .− ar,nxn

)
xr−1 =

1

ar−1,r−1

(
br−1 − ar−1,r+1xr+1 − . . .− ar−1,nxn − ar−1,rxr

)
etc.
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a) Eine spezielle Lösung des inhomogenen Systems:
Setzt man xr+1 = . . . = xn = 0 und berechnet dann x1, . . . , xr durch
Rückwärtseinsetzen, so erhält man eine spezielle Lösung.

b) Die allgemeine Lösung des zugehörigen homogenen Systems A · x = 0:
Fasst man xr+1, . . . , xn als freie Parameter auf und berechnet x1, . . . , xr in
Abhängigkeit dieser Parameter durch Rückwärtseinsetzen, so erhält man alle
Lösungen des homogenen Systems.

Es gibt Varianten des Gaußverfahrens:

1. Wenn man keine Spaltenvertauschungen zulassen will, erreicht man nur die
Zeilen-Stufen-Form:

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
. . .

0 ∗ ∗ ∗ ∗


Das Verfahren ist geringfügig einfacher, weil nur Zeilenoperationen vorkom-
men, aber dafür ist es unübersichtlicher und mühsamer auzuschreiben.

2. Erlaubt man neben Zeilenoperationen und Spaltenvertauschungen auch noch
die Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor λ 6= 0, so kann man das
Gaußverfahren u.U. etwas abkürzen. Außerdem kann man erreichen, dass die
Elemente aii alle = 1 werden. Das erleichtert das Rückwärts-Einsetzen.

3. Die reduzierte Zeilen-Stufen-Form erreicht man, indem man wie in (1)
zunächst die Zeilen-Stufen-Form herstellt und dann mittels (2) dafür sorgt,
dass die Pivot-Elemente (die vordersten Elemente der Stufen) alle = 1 werden
und oberhalb eines Pivot-Elementes nur Nullen stehen:

1 ∗ ∗ 0 0 ∗ 0 ∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗
1 0 ∗ 0 ∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗

1 ∗ 0 ∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗

. . .

0 1 ∗ ∗ ∗


4. Die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems kann man auch direkt ge-

winnen, wie beim homogenen System. Allerdings werden wir es bei vielen
Anwendungen nur mit homogenen Systemen zu tun haben.
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Beispiel.

Betrachte das Gleichungssystem mit der erweiterten Matrix

Ae =


1 3 5 2 0 1
3 9 10 1 2 0
0 2 7 3 −1 2
2 8 12 2 1 1

 .

Das Gaußverfahren liefert die Matrix
1 3 5 2 0 1
0 2 2 −2 1 −1
0 0 −5 −5 2 −3
0 0 0 0 0 0

 .

Mit x4 = x5 = 0 erhält man: x3 = 3/5, x2 = −11/10, x1 = 13/10.

Zur Lösung des homogenen Systems (rechte Seite = Null): Wähle x4 = s und x5 = t
als freie Parameter. Dann ist

x3 = −s+
2

5
t, x2 = 2s− 9

10
t und x1 = −3s+

7

10
t.
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§ 4 Invertierbare Matrizen

Wir betrachten einige spezielle Matrizen:

En =

 1 0
. . .

0 1

 ist die (n-reihige) Einheitsmatrix. Für A ∈ Mn(R) ist

stets En · A = A · En = A.

Eij sei die Matrix, die an der Position (i, j) eine Eins und sonst lauter Nullen hat.
Offensichtlich ist En = E11 + · · ·+ Enn. Die Matrix Eij · A weist in der i-ten Zeile
die gleichen Elemente wie die in der j-te Zeile von A auf, und sonst lauter Nullen.
Die Matrix A · Eij weist in der j-ten Spalte die gleichen Elemente wie die in der
i-ten Spalte von A auf, und sonst lauter Nullen.

Nun sei Eij(λ) := En +λEji. Dann ist Eij(λ) ·A = A+λ(Eji ·A) diejenige Matrix,
die man aus A erhält, indem man das λ-Fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile addiert.
Offensichtlich ist Eij(−λ) · Eij(λ) = En und Eij(λ) · Eij(−λ) = En.

Definition: Eine Matrix A ∈Mn(R) heißt invertierbar, falls es eine Matrix A′ mit
AA′ = A′A = En gibt. Die Matrix A′ nennt man die inverse Matrix zu A und
bezeichnet sie mit A−1.

Es gilt:

1. Die inverse Matrix ist (wenn sie existiert) eindeutig bestimmt.

Sind nämlich A′1, A
′
2 zwei potentielle Inverse, so ist A′2 = A′2En = A′2(AA′1) =

(A′2A)A′1 = EnA
′
1 = A′1.

2. A,B invertierbar =⇒ AB invertierbar und (AB)−1 = B−1A−1.

Beispiele.

1. Die
”
Eliminationsmatrix“ Eij(λ) ist invertierbar.

2. Die Einheitsmatrix ist invertierbar.

3. Sei Pij := En−Eii−Ejj +Eij +Eji. Dann ist A ·Pij die Matrix, die man aus
A erhält, wenn man die i-te und die j-te Spalte vertauscht. Offensichtlich ist
Pij · Pij = En. Man nennt Pij eine

”
Permutationsmatrix“.

Das Gaußverfahren bedeutet, dass man eine Matrix A von links mit einer
Folge von Eliminationsmatrizen und von rechts mit einer Folge von Permu-
tationsmatrizen multipliziert.

4. Sei A =

(
a b
c d

)
. Damit A invertierbar ist, muss es Elemente u, v, x, y

geben, so dass

(
a b
c d

)
·
(
u v
x y

)
=

(
1 0
0 1

)
ist. Das ergibt folgendes

Gleichungssystem:
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au+ bx = 1,

av + by = 0,

cu+ dx = 0,

cv + dy = 1.

Subtrahiert man das d-fache der1. Gleichung vom b-Fachen der 3. Gleichung,
so erhält man (ad− bc)u = d. Analog erhält man auch (ad− bc)v = −b.

1. Fall: ad− bc = 0 =⇒ b = d = 0; dann au = 1, av = 0 (also u 6= 0, a 6= 0
und v = 0), sowie cu = 0, cv = 1 (also c 6= 0, v 6= 0 und u = 0). Das ist ein
Widerspruch. Es muss somit gelten:

2. Fall: ad−bc 6= 0. Dann ist u = d/(ad−bc) und v = −b/(ad−bc). Einsetzen
liefert: x = −c/(ad − bc) und y = a/(ad − bc). Die Zahl ad − bc nennt man
die Determinante von A. Wir haben gezeigt:

A invertierbar ⇐⇒ det(A) 6= 0.

Wir werden später versuchen, einer beliebigen quadratischen Matrix A eine
Determinante zuzuordnen, die darüber entscheidet, ob A invertierbar ist.

4.1 Satz. Sei A invertierbar. Dann besitzt das Gleichungssystem A · x = 0 nur
die triviale Lösung x = 0, und jedes Gleichungssystem A ·x = b ist eindeutig lösbar
(durch x = A−1b).

Beweis: Ist A · x = 0, so ist x = (A−1A) · x = A−1(Ax) = A−1 · 0 = 0.

4.2 Satz. Mit ∆ = ∆(d1, . . . , dn) sei die Diagonalmatrix mit den Elementen
d1, . . . , dn bezeichnet. ∆ ist genau dann invertierbar, wenn alle di 6= 0 sind.

Beweis: 1) Ist ∆ invertierbar, so gibt es zu jedem j ein x mit ∆ · x = ej. Dann
ist dj · xj = 1, also dj 6= 0.

2) Sind alle dj 6= 0, so ist ∆(d1, . . . , dn) ·∆(d−1
1 , . . . , d−1

n ) = En.

4.3 Satz. Ist A ∈ Mn(R) invertierbar, so sind die Spalten S1(A), . . . , Sn(A)
linear unabhängig.

Beweis: Es ist Aej = Sj(A). Wäre z.B. Ae1 Linearkombination der Spal-
ten Ae2, . . . , Aen, so multipliziere mit A−1. Dann ist e1 Linearkombination von
e2, . . . , en. WS!

4.4 Satz. a) Ist A invertierbar und entsteht A′ aus A durch elementare Zeile-
numformungen, so ist auch A′ invertierbar.

b) Ist A invertierbar, so kann A durch elementare Zeilenumformungen in die Ein-
heitsmatrix E = En überführt werden.

Beweis: a) Es gibt eine invertierbare Matrix Q (zusammengesetzt aus Elimina-
tionsmatrizen), so dass QA = A′ ist. Dann ist natürlich auch A′ invertierbar.
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b) Da S1(A) 6= 0 ist, kann man die erste Spalte in e1 überführen. Das Ergebnis ist
wieder invertierbar. Hat man nach endlich vielen Schritten erreicht, dass die ersten
k Spalten gerade die ersten k Einheitsvektoren sind, so muss sich in der (k + 1)-
ten Spalte (wegen der linearen Unabhängigkeit) ein Element ai,k+1 6= 0 mit i > k
finden (denn sonst wäre Sk+1(A) Linearkombination von S1(A), . . . , Sk(A)). Aber
dann kann man erreichen, dass Sk+1(A) = ek+1 ist.

4.5 Satz. Sei AB = C. Entstehen A′ aus A und C ′ aus C durch die gleichen
elementaren Zeilenumformungen, so ist auch A′B = C ′.

Beweis: Es gibt eine invertierbare Matrix Q mit QA = A′ und QC = C ′. Dann
ist A′B = (QA)B = Q(AB) = QC = C ′.

4.6 Folgerung. Ist A invertierbar und entstehen E aus A und E ′ aus E durch
die gleichen elementaren Zeilenumformungen, so ist E ′ = A−1.

Beweis: Es ist AA−1 = E, also A−1 = EA−1 = E ′.

Die letzte Folgerung liefert ein Verfahren, die inverse Matrix zu berechnen.

Sei A ∈ Mn(R) invertierbar. Wir bilden die erweiterte Matrix (A|En) und formen
diese mit elementaren Zeilenoperationen solange um, bis auf der linken Seite die
Einheitsmatrix steht. Man braucht dabei keine Spaltenvertauschungen. Entsteht so
aus (A|En) die Matrix (En|E ′), so ist E ′ = A−1.

Hier kommt ein Zahlenbeispiel:

(A,E) =

 2 −1 0 1 0 0
−1 2 −1 0 1 0

0 −1 2 0 0 1

→
 1 0 0 3/4 1/2 1/4

0 1 0 1/2 1 1/2
0 0 1 1/4 1/2 3/4

 = (E,A−1).

Bemerkung. Ist D ∈Mn(R) eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemen-
te alle 6= 0 sind, so ist D invertierbar. Das folgt daraus, dass D mit elementaren
Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix überführt werden kann. Es gibt also eine
invertierbare Matrix Q, so dass QD = E ist. Dann ist D = Q−1 invertierbar.

Jetzt kann man die Ergebnisse auf LGS anwenden. Startet man mit einem LGS
Ax = b, so liefert das Gaussverfahren ein Gleichungssystem der Gestalt(

D B
0 0

)
·
(
x′

x′′

)
=

(
b′

b′′

)
, mit invertierbarer Dreiecksmatrix B.

Das führt zu D · x′+B · x′′ = b′ und 0 = b′′. Die zweite Gleichung entscheidet über
die Lösbarkeit des LGS. Ist sie erfüllt, so ist x′ = D−1(b′ −B · x′′).

Uns interessiert besonders das homogene System.

4.7 Satz. Ist D ∈Mr(R) und

(a1, . . . , an−r) =

(
−D−1B

En−r

)
,
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so lässt sich jede Lösung des homogenen LGS

(
D B
0 0

)
· x = 0 eindeutig als

Linearkombination von a1, . . . , an−r schreiben, und umgekehrt ist jede solche Line-
arkombination eine Lösung.

Beweis: 1) Ist x Lösung, so ist x =

(
x′

x′′

)
mit x′ = −D−1B · x′′, also

x =

(
−D−1B

En−r

)
· x′′ = xr+1a1 + · · ·+ xnan−r.

2) Sei t =

 tr+1
...
tn

 und

x = tr+1a1 + · · ·+ tnan−r = (a1, . . . , an−r) · t =

(
−D−1B

En−r

)
· t ,

also (
D B
0 0

)
· x =

(
D B
0 0

)
·
(
−D−1B

En−r

)
· t =

(
−B +B

0

)
· t =

(
0

0

)
.

Das bedeutet, dass x Lösung ist.

3) Zur Eindeutigkeit: Ist x = tr+1a1 + · · ·+ tnan−r = sr+1a1 + · · ·+ snan−r, so ist(
−D−1Bt

t

)
=

(
−D−1B

En−r

)
· t =

(
−D−1B

En−r

)
· s =

(
−D−1Bs

s

)
,

also s = t.

Zum Schluss noch einige Bemerkungen über das Transponieren von Matrizen.

Ist A ∈Mm,n(R), so ist die transponierte Matrix die Matrix A t, die durch (A t)ij =
Aji definiert wird. Dann gilt:

(A t) t = A,

(A+B) t = A t +B t,

(αA) t = α · A t,

(AB) t = B tA t.

Ist A ∈Mn(R) invertierbar, so ist auch A t invertierbar und

(A t)−1 = (A−1) t.

Ist x ein Spaltenvektor, so ist x t der entsprechende Zeilenvektor (und umgekehrt).
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Kapitel 2 Vektorräume

§ 1 Strukturen

Ergänzungen zur Mengenlehre:

• kartesisches Produkt von Mengen: A×B = {(x, y) : x ∈ A und y ∈ B}.
Dies sind i.a. Paare von irgendwelchen Objekten.

• Begriff der Abbildung: A,B seien Mengen. Eine Abbildung von A nach B
ist eine Zuordnung f : A → B, die jedem x ∈ A genau ein y ∈ B zuordnet
(man beachte den Unterschied zwischen

”
ein“ und

”
genau ein“). Die Menge

A nennt man den Definitionsbereich der Abbildung, B den Wertebereich.
Schreibweisen: y = f(x), f : x 7→ y.

Beispiele:

1. Student 7→ Assistent (aber nicht umgekehrt).

2. f : Mm,n(R)→M1,n(R), definiert durch A 7→ Zm(A).

3. f : R→ R, definiert durch f(x) := x3.

4. f : An ×An → An, definiert durch (x,y) 7→ x + y.

Definition. Gruppe = Menge G mit Verknüpfung G×G→ G, (a, b) 7→ ab, mit

1. a(bc) = (ab)c (Assoziativgesetz),

2. ∃ e ∈ G mit ea = ae = a für alle a ∈ G (neutrales Element),

3. ∀ a ∈ G ∃ a′ ∈ G mit aa′ = a′a = e (inverses Element).

Die Gruppe heißt kommutativ oder abelsch, falls ab = ba für alle a, b ∈ G.

Bemerkung. Die Verknüpfung wird bei allgemeinen Aussagen über Gruppen
multiplikativ geschrieben. In speziellen Fällen benutzt man aber auch + oder andere
Symbole.

Beispiele.

1. (Z,+), (Q,+), (R,+).

2. (Q∗, ·), (R∗, ·) (der Stern bedeutet: die Null wird weggelassen).

3. GLn(R) = {A ∈Mn(R) : A invertierbar }, mit der Matrizenmultiplikation.

1.1 Satz. Es reicht, in (2) und (3) nur ea = a und a′a = e zu fordern.

Beweis: Sei a gegeben, a′a = e und a′′a′ = e. Dann folgt aa′ = (ea)a′ =
((a′′a′)a)a′ = . . . = e, sowie ae = a(a′a) = . . . = a.
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Eine Untergruppe ist eine Teilmenge H ⊂ G mit

1 ∈ H, (a, b ∈ H =⇒ ab ∈ H), (a ∈ H =⇒ a−1 ∈ H.

Jede Untergruppe ist eine Gruppe. Beispiel: Z ⊂ Q.

Definition. Ring = Menge R mit zwei Verknüpfungen R×R→ R, (a, b) 7→ a+b
und (a, b) 7→ a · b, mit

1. (R,+) ist abelsche Gruppe,

2. (a · b) · c = A · (b · c),

3. a · (b+ c) = a · b+ a · c und (a+ b) · c = a · c+ b · c (Distributivgesetze).

R heißt kommutativ, falls zusätzlich a · b = b · a gilt. R heißt Ring mit Eins, falls
∃ 1 ∈ R mit 1 · a = a · 1 = a.

Beispiele.

1. Z, Q und R sind kommutative Ringe mit 1.

2. Mn(R) ist ein (nicht kommutativer) Ring mit Eins En.

Ein Unterring von R ist eine Teilmenge S ⊂ R mit

1 ∈ S, (a, b ∈ S =⇒ a− b, ab ∈ R).

Jeder Unterring ist ein Ring.

Definition. Ein Körper K ist ein kommutativer Ring mit Eins, in dem gilt:

1. 1 6= 0.

2. ∀ a ∈ K∗ = K \ {0} ∃ a′ ∈ K mit aa′ = 1.

Beispiele.

1. Z und Mn(R) sind keine Körper!

2. Q und R sind Körper.

3. Q(
√

2) := {a + b
√

2 : a, b ∈ Q} ist ein kommutativer Ring mit Eins (leicht
nachzurechnen). Es ist auch 1 6= 0. Multiplikatives Inverses:

1

a+ b
√

2
=
a− b

√
2

a2 − 2b2
∈ Q(

√
2).

Annahme,
√

3 = a+ b
√

2. Dann
√

2 = (3− a2 − 2b2)/(2ab) rational, WS.
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Zwei umfangreichere Beispiele:

C := {Z =

(
x −y
y x

)
: x, y ∈ R}

= {xE + yI : x, y ∈ R}, mit I =

(
0 −1
1 0

)
.

Man rechnet leicht nach, dass C ein Unterraum und ein Unterring von M2(R) ist.
Außerdem ist I2 = −E.

Für Z = aE + bI setze Z := aE − bI und |Z| :=
√
a2 + b2. Dann ist

ZZ = (aE + bI)(aE − bI) = a2E − abI + baI + b2E = |Z|2 ·E, also Z−1 =
1

|Z|2
Z.

Damit ist C ein Körper, der Körper der komplexen Zahlen. Man schreibt 1 statt E
und i statt I, dann ist C = {a+ b i : a, b ∈ R}. Man kann R als Teilmenge von C
auffassen, wenn man a mit aE

”
identifiziert“.

Für m ∈ N, m ≥ 2, sei Zm := {0, 1, 2, . . . ,m − 1}. Zwei Zahlen a, b ∈ Z heißen
kongruent modulo m, falls m ein Teiler von a− b ist.

Beispiel: 7 ≡ 19 mod 3 (denn 7−19 = −12) und −12 ≡ 3 mod 5 (denn −12−3 =
−15).

Zu jeder ganzen Zahl n gibt es genau ein r ∈ Zm, so dass n = qm + r ist (mit
q ∈ Z), also n ≡ r mod m. Schreibe dann [n] für die Zahl r und setze

x⊕ y := [x+ y]

und x⊗ y := [x · y].

Weil x ⊕ (m − x) = [x + (m − x)] = [m] = 0 ist, gibt es zu jedem x ∈ Zm ein
Negatives. Man rechnet nun leicht nach, dass Zm ein kommutativer Ring mit Eins
und 1 6= 0 ist.

In Zm ist 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m-mal

= 0. Nun sei m eine Primzahl und a ∈ Zm, a 6= 0.

Betrachte die Menge P := {a ⊗ b : b ∈ Zm} ⊂ Zm. Wäre a ⊗ b1 = a ⊗ b2 für
ein b1 ≥ b2, so wäre b := b1 − b2 ∈ Zm und a ⊗ b = 0, also ab durch m teilbar.
Weil m Primzahl ist, muss m dann a oder b teilen. Das geht nur, wenn b = 0 ist.
Also besteht P aus m verschiedenen Elementen und es gibt ein a′ ∈ Zm, so dass
a⊗ a′ = 1 ist. Also ist Zm ein Körper.

Im Falle m = 2 erhält man einen Körper mit 2 Elementen.

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1
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Definition. Sei K ein Körper. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V mit Ver-
knüpfungen V × V → V , (x, y) 7→ x + y, und K × V → V , (α, x) 7→ αx, so dass
gilt:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe,

2. für α, β ∈ K, x, y ∈ V , gelten die Regeln

(a) (αβ)x = α(βx),

(b) 1x = x,

(c) α(x+ y) = αx+ αy,

(d) (α + β)x = αx+ βx.

Beispiele.

1. Der Raum Mm,n(K) der m× n-Matrizen mit Koeffizienten in K.

2. Der Spaltenraum Km := Mm,1(K) und der Zeilenraum M1,n(K).

3. Der Raum der Abbildungen f : M → K, mit (f + g)(x) := f(x) + g(x) und
(αf)(x) := α · f(x).

4. Ist V ein K-Vektorraum, so heißt U ⊂ V Unterraum, falls

0 ∈ U, (x, y ∈ U =⇒ x+ y ∈ U), (α ∈ K, x ∈ U =⇒ αx ∈ U).

U ist dann selbst ein Vektorraum.

Beispiele von Unterräumen:

• {0},
• Geraden durch den Nullpunkt,

• Der Durchschnitt U1 ∩ U2 zweier Unterräume U1, U2 ⊂ V .
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§ 2 Basis und Dimension

Sei V ein K-Vektorraum. Wie bei reellen Vektorräumen definiert man:

Linearkombination:
k∑
i=1

αixi = α1x1 + · · ·+ αkxk, αi ∈ K, xi ∈ V .

Lineare Abhängigkeit und Unabhängigkeit von Vektoren.

2.1 Satz. Äquivalente Aussagen:

1. a1, . . . , ak linear unabhängig.

2. Ist
∑k

i=1 αiai = 0, so ist α1 = . . . = αk = 0.

3. ∀ a: Ist a =
∑k

i=1 αiai, so sind die αi eindeutig bestimmt.

Beweis: 1) =⇒ 2): Sei
∑k

i=1 αiai = 0, etwa α1 6= 0. Dann a1 Linearkombination
von a2, . . . , ak, WS!

2) =⇒ 3): Ist a =
∑

i αiai =
∑

i βiai, so ist
∑

i(αi − βi)ai = 0, also αi = βi für
alle i.

3) =⇒ 1): Annahme, a1 =
∑k

i=2 αiai. Dann 0 = 1 · a1 +
∑k

i=2(−αi)ai. Wegen der
Eindeutigkeit muss dann 1 = 0 sein, WS!

Ergänzungen zur Mengenlehre:

• Indexmengen,

• Familien von Mengen, speziell von Unterräumen,

• beliebige Durchschnitte und Vereinigungen.

Es gilt der Satz: Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von Unterräumen ist
wieder ein Unterraum.

Der Durchschnitt D aller Unterräume U ⊂ V mit M ⊂ U ist der
”
kleinste“ Unter-

raum von V , der M umfasst, denn:

1. D ist ein Unterraum von V , der M umfasst.

2. Sei U irgend ein Unterraum von V , der M umfasst. Dann ist D ⊂ U .

Definition. Sei V ein K-Vektorraum, M ⊂ V Teilmenge. Dann heißt

Lin(M) := kleinster Unterraum von V , der M umfasst

die lineare Hülle, der Spann oder das Erzeugnis von M . Speziell ist Lin(∅) = {0}.

Bemerkung. Ist M 6= ∅, so ist Lin(M) die Menge aller Linearkombinationen
von Elementen aus M . Definiert man eine leere Linearkombination als 0, so gilt
diese Aussage auch für M = ∅.
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Definition. Eine Teilmenge M ⊂ V heißt Erzeugendensystem von V , wenn
V = Lin(M) ist. V heißt endlich erzeugt, falls V ein endliches Erzeugendensystem
besitzt.

Beispiele.

1. Sei ei := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) t ∈ Kn (mit einer 1 an der i-ten Stelle). Dann
ist E = {e1, . . . , en} ein endliches Erzeugendensystem von Kn, denn es gilt
x = (x1, . . . , xn) t =

∑n
i=1 xiei für jedes x ∈ Kn.

2. {1, i } ist ein endliches Erzeugendensystem für C als R-Vektorraum.

3. {1,
√

2} ist ein endliches Erzeugendensystem für Q(
√

2) als Q-Vektorraum.

Definition. Ein n-Tupel B = (a1, . . . , an) von Elementen eines K-Vektorraumes
V heißt eine (endliche) Basis von V , falls gilt:

1. Die Vektoren a1, . . . , an sind linear unabhängig.

2. {a1, . . . , an} ist ein Erzeugendensystem von V .

Eine Familie B = (aι)ι∈I von Elementen von V heißt linear unabhängig, wenn jede
endliche Teilfamilie linear unabhängig ist. Bildet die Menge der aι außerdem ein
Erzeugendensystem von V , so nennt man B eine Basis von V .

Bemerkung. Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir
werden diesen Satz aber hier nicht beweisen und uns nur mit endlich erzeugten
Vektorräumen beschäftigen.

2.2 Satz. B = (a1, . . . , an) ist genau dann eine Basis von V , wenn sich jeder
Vektor x ∈ V auf eindeutige Weise als Linearkombination der ai schreiben lässt.

Beweis: 1) Ist B eine Basis, so ist B insbesondere ein Erzeugendensystem, und
jedes x ∈ V lässt sich als Linearkombination der ai schreiben. Wegen der linearen
Unabhängigkeit der ai ist die Darstellung eindeutig.

2) Das Kriterium sei erfüllt. Da die Null auf eindeutige Weise dargestellt werden
kann, sind die ai linear unabhängig. Da jedes x ∈ V dargestellt werden kann, bilden
sie ein Erzeugendensystem.

Beispiel.

U := {(x1, x2, x3) t : x1 +x2 +x3 = 0} ist Unterraum von V = K3. Ist x ∈ U , so ist
x = x1·(1, 0,−1) t+x2·(0, 1,−1) t. Also bilden a1 := (1, 0,−1) t und a2 := (0, 1,−1) t

ein Erzeugendensystem von U . Nach dem Kriterium aus Kapitel 1 sind sie auch
linear unabhängig, bilden also eine Basis.

2.3 Satz. Sei V 6= (0) ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gilt:

1. V besitzt eine Basis.
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2. Jede Basis von V ist endlich.

Beweis: 1) Sei E = {a1, . . . , an} ein endliches Erzeugendensystem von V . Sind
die ai linear abhängig, so kann einer der Vektoren durch die anderen linear kom-
biniert werden und daher E verkleinert werden. Das macht man so lange, bis E
minimal ist. Dann müssen die Vektoren linear unabhängig und B = (a1, . . . , an)
eine Basis sein.

2) Sei B′ eine weitere (eventuell unendliche) Basis. Zu jedem i gibt es eine endliche
Teilfamilie Bi ⊂ B′, so dass ai Linearkombination der Elemente von Bi ist. Also gibt
es eine endliche Teilfamilie B′′ ⊂ B′, die ein Erzeugendensystem von V darstellt.
Dieses System kann man so lange verkleinern, bis man ein linear unabhängiges
Teilsystem B′′′ ⊂ B′′ erhält, das immer noch V erzeugt.

Gäbe es ein b ∈ B′ \ B′′′, so müsste b immerhin noch Linearkombination der Ele-
mente von B′′′ sein. Das würde aber bedeuten, dass {b} ∪ B′′′ ⊂ B′ nicht linear
unabhängig wäre, im Widerspruch dazu, dass B′ eine Basis ist. Also muss B′ = B′′′

endlich sein.

Beispiel.

Die Einheitsvektoren e1, . . . , en ⊂ Kn bilden eine Basis von Kn. Jede andere Basis
von Kn muss auch endlich sein.

2.4 Satz. Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Folgende Aussagen über Vektoren
a1, . . . , an ∈ V sind äquivalent:

1. (a1, . . . , an) ist eine Basis von V .

2. a1, . . . , an bilden ein maximales linear unabhängiges System in V .

3. {a1, . . . , an} ist ein minimales Erzeugendensystem von V .

Beweis: (1) =⇒ (2): Sei (a1, . . . , an) Basis. Ist a ∈ V beliebig, so gibt es αi mit
a =

∑
i αiai. Dann ist

1 · a+ (−α1)a1 + · · ·+ (−αn)an = 0.

Also können a, a1, . . . , an nicht linear unabhängig sein.

(2) =⇒ (3): a1, . . . , an mögen ein maximales linear unabhängiges System bilden.
Für jedes a 6∈ {a1, . . . , an} sind dann a, a1, . . . , an linear abhängig. Das bedeutet,
dass es eine Darstellung 0 = αa+α1a1+· · ·+αnan mit (α, α1, . . . , αn) 6= (0, 0, . . . , 0)
gibt. Wäre α = 0, so müsste auch α1 = . . . = αn = 0 sein. Also ist α 6= 0
und a Linearkombination von a1, . . . , an. Da a beliebig war, ist {a1, . . . , an} ein
Erzeugendensystem.

Wäre {a1, . . . , an} kein minimales Erzeugendensystem, so wären die Vektoren linear
abhängig. WS!
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(3) =⇒ (1): Sei {a1, . . . , an} ein minimales Erzeugendensystem. Wären die Vek-
toren linear abhängig, so könnte man einen davon weglassen. Aber das ist nicht
möglich. Also ist (a1, . . . , an) eine Basis.

Wollen nun zeigen: Je zwei Basen haben gleich viel Elemente.

2.5 Austausch-Lemma. Sei V ein K-Vektorraum, B = (v1, . . . , vn) eine Basis
von V und w ∈ V . Ist w = λ1v1 + · · ·+ λnvn und λk 6= 0, so ist auch

B′ = (v1, . . . , vk−1, w, vk+1, . . . , vn)

eine Basis von V .

Beweis: O.B.d.A. k = 1, also λ1 6= 0.

1) Dann ist v1 Linearkombination von w, v2, . . . , vn und daher {w, v2, . . . , vn} ein
Erzeugendensystem.

2) Sei µw +
∑n

i=2 µivi = 0. Dann ist

0 = µ ·
n∑
i=1

(λivi) +
n∑
i=2

µivi = (µλ1)v1 +
n∑
i=2

(µλi + µi)vi,

also µλ1 = µλ2 + µ2 = . . . = µλn + µn = 0. daraus folgt: µ = 0 und dann
µ2 = . . . = µn = 0.

2.6 Austauschsatz von Steinitz. Sei B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V . Sind
die Vektoren w1, . . . , wr ∈ V linear unabhängig, so gilt:

1. r ≤ n.

2. Es gibt Indizes i1, . . . , in−r, so dass B′ = (w1, . . . , wr, vi1 , . . . , vin−r) wieder
eine Basis von V ist.

Beweis: Induktion nach r. Ist r = 0, so ist nichts zu zeigen.

Der Satz sei nun für r − 1 bewiesen.

Sind w1, . . . , wr ∈ V linear unabhängig, so sind erst recht w1, . . . , wr−1 linear un-
abhängig. Nach Induktionsvoraussetzung ist r− 1 ≤ n, und nach geeigneter Num-
merierung ist (w1, . . . , wr−1, vr, . . . , vn) eine Basis von V .

Wäre r − 1 = n, so wäre (w1, . . . , wr−1) eine Basis von V , aber kein maximales
linear unabhängiges System. Das kann nicht sein. Also ist r − 1 < n und damit
r ≤ n.

Es gibt eine Darstellung wr =
∑r−1

i=1 λiwi +
∑n

j=r µjvj. Wäre µr = . . . = µn = 0, so
wären w1, . . . , wr−1, wr linear abhängig, WS! Also gibt es einen Index %, so dass µ% 6=
0 ist. O.B.d.A. sei % = r. Dann kann man nach dem Austausch-Lemma vr durch
wr ersetzen und erhält wieder eine Basis von V , nämlich (w1, . . . , wr, vr+1, . . . , vn).
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2.7 Folgerung. Je zwei endliche Basen von V besitzen gleich viele Elemente.

Beweis: Sind (v1, . . . , vn) und (w1, . . . , wr) zwei Basen von V , so folgt aus dem
Austauschsatz: r ≤ n und n ≤ r, also r = n.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Dann heißt

dimK(V ) :=

{
n falls V Basis mit n Elementen besitzt,
∞ falls V nicht endlich erzeugt ist.

die Dimension von V (über K).

2.8 Satz. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, U ⊂ V ein Unterraum.
Dann ist auch U endlich erzeugt und dimK(U) ≤ dimK(V ).

Ist sogar dimK(U) = dimK(V ), so ist U = V .

Beweis: Annahme, U ist nicht endlich erzeugt. Dann gibt es in U kein ma-
ximales linear unabhängiges System (denn das wäre ja eine endliche Basis). Ist
n = dimK(V ), so kann man also n + 1 linear unabhängige Vektoren in U finden.
Aber die sind auch in V linear unabhängig, und das ist ein WS. Also ist U doch
endlich erzeugt. Ist B eine Basis von U mit r Elementen, so sind diese Elemente
auch in V linear unabhängig und es muss r ≤ n gelten.

Ist r = n, aber U 6= V , so gibt es ein x ∈ V \U , x 6= 0. Es muss x von den Elementen
einer Basis von U linear unabhängig sein (denn U enthält alle Linearkombinationen
der Basiselemente). Das ergibt ein System von n+ 1 linear unabhängigen Vektoren
in V , aber das kann nicht sein.

2.9 Folgerung. Jeder Unterraum U von Kn besitzt eine (endliche) Basis mit
höchstens n Elementen.

2.10 Basisergänzungssatz. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
Sind die Vektoren a1, . . . , ar ∈ V linear unabhängig, so gibt es Vektoren

vr+1, vr+2, . . . , vn,

so dass {a1, . . . , ar, vr+1, . . . , vn} eine Basis von V ist.

Beweis: Sei {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Nach dem Austauschsatz ist r ≤ n,
und nach geeigneter Nummerierung ist {a1, . . . , ar, vr+1, . . . , vn} eine Basis von V .
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§ 3 Lineare Abbildungen

Ergänzungen zur Theorie der Abbildungen:

Sei f : A→ B eine Abbildung.

• Ist M ⊂ A, so heißt f(M) := {f(x) : x ∈M} die Bildmenge von M .

• Ist N ⊂ B, so heißt f−1(N) := {x ∈ A : f(x) ∈ N} die Urbildmenge von N .

• f heißt injektiv, falls gilt: x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2) (
”
verschiedene

Bogenschützen treffen verschiedene Ziele“).

Äquivalent dazu: f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.

• f heißt surjektiv, falls gilt: f(A) = B, d.h. ∀ y ∈ B ∃x ∈ A mit f(x) = y.

Definition. V,W seien K-Vektorräume. Eine Abbildung f : V → W heißt
K-linear, falls gilt:

f(x+ y) = f(x) + f(y) für alle x, y ∈ V,
und f(αx) = α · f(x) für α ∈ K, x ∈ V.

Beispiele.

1. V Vektorraum mit Basis (a1, . . . , an), f : Kn → V mit f(α1, . . . , αn) :=
α1a1 + · · ·+ αnan.

2. Sei V ein K-Vektorraum, v ∈ V , v 6= 0, f : K → V definiert durch f(α) :=
αv.

3. f : R → R mit f(t) = at ist linear, f(t) = at + b mit b 6= 0 ist nicht linear,
f(t) = t2 ist auch nicht linear.

4. Besonders wichtiges Beispiel:

Sei A ∈Mm,n(K), FA : Kn → Km definiert durch FA(x) := A · x.
Dann ist FA(ei) = A · ei = Si(A).

Achtung! Nicht jede lineare Abbildung kann so beschrieben werden!

3.1 Satz. Sei (a1, . . . , an) ∈ V eine Basis, b1, . . . , bn ∈ W beliebig. Dann gibt es
genau eine lineare Abbildung f : V → W mit f(ai) = bi für i = 1, . . . , n.

Beweis: Erst Eindeutigkeit, dann Existenz. f(
∑

i xiai) :=
∑

i xibi.

Definition. Sei f : V → W linear. Dann definiert man:

Ker f := {x ∈ V : f(x) = 0} und Im f := {f(x) . x ∈ V }.
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Man zeigt leicht: Ker f ⊂ V und Im f ⊂ W sind Unterräume.

3.2 Satz. Sei f : V → W linear. Dann gilt:

f injektiv ⇐⇒ Ker f = {0},
f surjektiv ⇐⇒ Im f = W.

Beweis einfach.

3.3 Lemma. Sei f : V → W linear, Ker f = {0}. Sind v1, . . . , vn ∈ V linear
unabhängig, so sind auch f(v1), . . . , f(vn) ∈ W linear unabhängig.

Beweis trivial.

3.4 Die Dimensionsformel. V,W seien endlich-dimensionale K-Vektorräume,
f : V → W linear. Dann ist

dimV = dim Ker f + dim Im f.

Beweis: Für f = 0 ist die Behauptung trivial, also sei o.B.d.A. f 6= 0, d.h.
dim Im f > 0.

Sei (w1, . . . , ws) Basis von Im f und (u1, . . . , ur) Basis von Ker f (evtl. r =
0). Wähle v1, . . . , vs ∈ V mit f(vi) = wi für i = 1, . . . , s. Zeige dann, dass
(u1, . . . , ur, v1, . . . , vs) Basis von V ist.

a) Erzeugendensystem: v ∈ V =⇒ f(v) = f(x1v1 + · · ·+ xsvs), also

v − (x1v1 + · · ·+ xsvs) ∈ Ker f, d.h. v ∈ Lin(v1, . . . , vs, u1, . . . , ur).

b) Lineare Unabhängigkeit: Sei
∑

i αivi +
∑

j βjuj = 0. Wende f an, dann folgt:∑
i αiwi = 0, also alle αi = 0. Dann sind aber auch alle βj = 0.

f

Ker f Im f

V W

s s
Definition. f : V → W heißt Isomorphismus, falls f linear und bijektiv ist.

3.5 Satz. Ist f : V → W ein Isomorphismus, so ist f−1 linear und dimV =
dimW .

Beweis: 1. Teil trivial, 2. Teil mit Ker f = 0 =⇒ dimV = dim Im f = dimW .

3.6 Satz. Sei f : V → W linear, dimV = dimW . Dann ist äquivalent:
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a) f Isomorphismus,
b) f injektiv,
c) f surjektiv.

Beweis: Einfach, arbeite mit der Dimensionsformel.

3.7 Satz. Ist f : V → W und g : W → U linear, so ist auch g ◦ f : V → U
linear.

Beweis trivial.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum, U1, U2 ⊂ V zwei Unterräume. Dann nennt
man

U1 + U2 := {x+ y : x ∈ U1 und y ∈ U2}.

die Summe von U1 und U2.
U1 + U2 ist natürlich wieder ein Unterraum von V .

Definition. Sind V,W zwei beliebige K-Vektorräume, so nennt man V ×W das
Produkt von V und W .

3.8 Satz. Mit den obigen Bezeichnungen und den Rechenvorschriften

(v, w) + (v′, w′) := (v + v′, w + w′) und α · (v, w) := (αv, αw)

ist V ×W wieder ein K-Vektorraum.

Beweis: Trivial. Aber man muss hier alle VR-Axiome überprüfen.

3.9 Lemma. Sei V ein K-Vektorraum, U1, U2 ⊂ V zwei Unterräume. Die Ab-
bildungen f : U1 ∩ U2 → U1 × U2 und g : U1 × U2 → V seien definiert durch
f(u) := (u, u) und g(u1, u2) := u1 − u2.

Dann sind f und g linear, und es gilt:

1. Ker f = {0} und Im f = Ker g.

2. Im g = U1 + U2.

Beweis: Die Linearität ist trivial.

Offensichtlich ist (u, u) = f(u) = (0, 0) genau dann, wenn u = 0 ist, also Ker f =
{0}. Weiter ist Im f = {(u1, u2) ∈ U1 × U2 : u1 = u2} = {(u1, u2) ∈ U1 × U2 :
u1 − u2 = 0}, also Im f = Ker g. Schließlich gilt v = u1 + u2 mit u1 ∈ U1, u2 ∈ U2

genau dann, wenn v = g(u1,−u2) ist. Also ist U1 + U2 = Im g.

3.10 Folgerung. Sei V ein K-Vektorraum, U1, U2 ⊂ V zwei Unterräume. Dann
ist

dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2).
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Beweis: Klar, weil dim(U1 × U2) = dimU1 + dimU2 ist.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum, U1, U2 ⊂ V zwei Unterräume, U := U1 +
U2. Man nennt U die direkte Summe von U1 und U2, falls U1 ∩ U2 = {0} ist. Man
schreibt dann: U = U1 ⊕ U2.
Offensichtlich ist

dim(U1 ⊕ U2) = dimU1 + dimU2.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum und U ⊂ V ein Unterraum. Ein Komple-
mentärraum zu U ist ein Unterraum U ′ ⊂ V , so dass U ⊕ U ′ = V ist.

3.11 Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U ⊂ V ein
Unterraum. Dann gibt es in V einen Komplementärraum U ′ zu U .

Beweis: Sei (v1, . . . , vk) Basis von U . Nach Basisergänzungssatz gibt es vk+1, . . . , vn ∈
V , so dass (v1, . . . , vn) Basis von V ist. Man setze U ′ := Lin({vk+1, . . . , vn}). Dann
ist offensichtlich U + U ′ = V . Es ist aber auch U ∩ U ′ = {0}, wegen der linearen
Unabhängigkeit der vi.

Zurück zu den linearen Gleichungssystemen:

Sei A ∈ Mm,n(K) und b ∈ Km. Dann kann man das Gleichungssystem A · x = b
auch in der folgenden Form schreiben: FA(x) = b, wobei FA : Kn → Km die durch
FA(x) := A · x definierte lineare Abbildung ist. Noch allgemeiner:

V,W seien zwei (endlich-dimensionale) K-Vektorräume, f : V → W linear. Unter
einem linearen Gleichungssystem versteht man eine Gleichung der Form

f(x) = b, mit b ∈ W.

Unter dem zugehörigen homogenen System versteht man die Gleichung

f(x) = 0.

Mit Lös(f, b) bzw. Lös(f, 0) seien die jeweiligen Lösungsmengen bezeichnet.

3.12 Satz.

1. Lös(f, 0) = Ker(f).

2. Die Gleichung f(x) = b ist genau dann lösbar, wenn b ∈ Im f ist. Ist x0 ∈ V
eine Lösung, so ist Lös(f, b) = {x0 + x : x ∈ Ker f}.

Beweis trivial.

Definition. Die Zahl rg(f) := dim Im f nennt man den Rang von f .

Ist A ∈ Mm,n(K), so versteht man unter dem Rang der Matrix A den Rang der
linearen Abbildung FA : Kn → Km.
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3.13 Satz. rg(A) ist die (maximale) Anzahl linear unabhängiger Spalten von A.

Beweis: Ist x =
∑

i xiei ∈ Kn, so ist A · x = A · (
∑

i xiei) =
∑

i xi(A · ei).
Also wird Im(FA) von den Spalten A · ei der Matrix A erzeugt. Daraus folgt die
Behauptung.

3.14 Satz. Das Gleichungssystem A ·x = b ist genau dann lösbar, wenn rg(A) =
rg(A|b) ist.

Beweis: Es ist rg(A) = rg(A|b) genau dann, wenn b linear abhängig von den
Spalten Ae1, . . . , Aen ist, wenn es also Skalare xi mit b =

∑
i xiAei = A · (

∑
i xiei)

gibt. Aber das ist gleichbedeutend damit, dass Ax = b für x :=
∑

i xiei ist.

Man bezeichnet den Rang einer Matrix A auch als Spaltenrang von A und schreibt
rgs(A) dafür. Unter dem Zeilenrang (in Zeichen rgz(A)) von A versteht man die
(maximale) Anzahl linear unabhängiger Zeilen von A. Offensichtlich ist

rgz(A) = rg(A t).

3.15 Satz. Sei A ∈Mm,n(K) und B ∈Mn,r(K), so ist

FAB = FA ◦ FB.

Beweis: FAB(x) = (AB)x = A(Bx) = FA(Bx) = FA(FB(x)) = (FA ◦ FB)(x).

3.16 Satz. U, V,W, S seien K-Vektorräume, f : V → W eine lineare Abbildung,
g : U → V und h : W → S Isomorphismen. Dann ist rg(h ◦ f ◦ g) = rg(f).

Beweis: Es ist g(U) = V , also rg(f ◦ g) = dim(f ◦ g)(U) = dim f(g(U)) =
dim f(V ) = rg(f). Es reicht also, dim(h ◦ f)(V ) = dim f(V ) zu beweisen.

Sei T := h(f(V )). Weil h : W → S ein Isomorphismus ist, ist h : f(V ) → T
injektiv. Außerdem ist diese Abbildung definitionsgemäß surjektiv. Es folgt, dass
dimT = dim f(V ) ist, und damit dim(h ◦ f)(V ) = dimT = dim f(V ).

3.17 Satz. Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix sind invariant unter den
elementaren Umformungen (A) bis (D).

Beweis: Sei A ∈ Mm,n(K). Geht A durch elementare Umformungen in eine
Matrix B über, so gibt es invertierbare Matrizen Q ∈Mm(K) und P ∈Mn(K), so
dass B = QAP ist. Dann ist rgs(B) = rg(B) = rg(QAP ) = rg(A) = rgs(A).

Da auch Q t und P t invertierbar sind, folgt:
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rgz(B) = rgz(QAP ) = rg((QAP ) t)

= rg(P t · A t ·Q t)

= rg(A t) = rgz(A).

3.18 Satz. Zeilenrang = Spaltenrang.

Beweis: Jede Matrix A ∈Mm,n(K) kann mit dem Gauß-Verfahren in die Gestalt

A′ =

(
D B
0 0

)
gebracht werden, wobei D ∈ Mr(K) eine obere Dreiecksmatrix

mit nicht-verschwindenden Diagonalelementen ist, und B ∈Mr,n−r(K).

Die ersten r Spalten von A′ sind linear unabhängig, und da alle Spalten von A′

in dem r-dimensionalen Raum V = {x ∈ Km : xr+1 = . . . = xm = 0} liegen, ist
rgs(A

′) = r. Offensichtlich sind auch die ersten r Zeilen von A′ linear unabhängig,
und da alle anderen Zeilen verschwinden, ist rgz(A

′) = r.

Aus dem vorigen Satz folgt: rgz(A) = rgz(A
′) = r = rgs(A

′) = rgs(A).

Das Gaußverfahren kann also auch benutzt werden, um den Rang einer Matrix zu
bestimmen.

Ist A ∈Mm,n(K), FA : Kn → Km die zugehörige lineare Abbildung, so folgt:

dim Lös(A, 0) = dim KerFA = n− dim ImFA = n− rg(A).

Eine Basis des Lösungsraumes muss n− rg(A) Elemente enthalten.

Es ist x ∈ Lös(A, 0) ⇐⇒ A′x = 0

⇐⇒ x =

(
x′

x′′

)
mit Dx′ +Bx′′ = 0

⇐⇒ x =

(
x′

x′′

)
und x′ = −D−1Bx′′.

Setzt man aj := −D−1Bej, für j = 1, . . . , n− r, so sind die Vektoren

sj :=

(
aj
ej

)
linear unabhängige Lösungen, bilden also eine Basis von Lös(A, 0).
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§ 4 Skalarprodukte

Definition. Sind a = (a1, . . . , an) t und b = (b1, . . . , bn) t Vektoren im Rn, so
versteht man unter ihrem Skalarprodukt die Zahl a •b := a1b1 + · · ·+ anbn.

Man beachte, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren immer eine reelle Zahl, also
ein Skalar ist!

4.1 Satz.

1. Es ist a •b = b • a.

2. Für drei Vektoren a,b, c gilt: a • (b + c) = a •b + a • c.

3. Ist α ∈ R, so gilt: (αa) •b = a • (αb) = α · (a •b).

4. Es ist a • a =
∑n

i=1 a
2
i ≥ 0 und sogar > 0, wenn a 6= 0 ist.

Beweis: Die Eigenschaften ergeben sich ganz leicht aus der Definition und den
Rechenregeln für reelle Zahlen.

Definition. Unter der Länge (oder Norm) eines Vektors a = (a1, . . . , an) t ver-
steht man die Zahl ‖a‖ :=

√
a • a =

√
a2

1 + · · ·+ a2
n.

4.2 Satz. Die Norm von Vektoren hat folgende Eigenschaften:

1. Es ist stets ‖x‖ ≥ 0.

2. ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

3. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖.

Beweis: 1) Ist klar nach Definition.

2) Ist ‖x‖ = 0, so ist x2
1 + · · · + x2

n = 0. Das geht nur, wenn alle xi = 0 sind. Die
Umkehrung ist trivial.

3) ‖αx‖ =
√

(αx1)2 + · · ·+ (αxn)2 =
√
α2 · (x2

1 + · · ·+ x2
n) = |α| · ‖x‖.

Wir wollen den Begriff des Skalarproduktes verallgemeinern. Leider geht das nicht
bei beliebigen Körpern.

Definition. Sei K ein beliebiger Körper und V ein K-Vektorraum. Eine Biline-
arform auf V ist eine Abbildung Φ : V × V → K mit folgenden Eigenschaften:

1. Φ(x1 + x2, y) = Φ(x1, y) + Φ(x2, y) für x1, x2, y ∈ V .

2. Φ(x, y1 + y2) = Φ(x, y1) + Φ(x, y2) für x, y1, y2 ∈ V .

3. Φ(αx, y) = Φ(x, αy) = α · Φ(x, y) für α ∈ K und x, y ∈ V .
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Die Bilinearform Φ heißt symmetrisch, falls Φ(x, y) = Φ(y, x) für alle x, y ∈ V gilt.

Definition. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform auf
V heißt ein Skalarprodukt auf V , falls sie außerdem positiv definit ist, d.h., falls
Φ(x, x) > 0 für alle x 6= 0 ist.

Definition. Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine hermitesche Form auf V
ist eine Bilinearform Φ auf dem reellen Vektorraum V , für die außerdem gilt:

1. Φ(cx, y) = c · Φ(x, y) für c ∈ C und x, y ∈ V .

2. Φ(y, x) = Φ(x, y).

4.3 Satz. Ist V ein komplexer Vektorraum und Φ eine hermitesche Form auf V ,
so gilt:

1. Φ(x, cy) = c · Φ(x, y) für c ∈ C und x, y ∈ V .

2. Φ(x, x) ist für jedes x ∈ V eine reelle Zahl.

Der Beweis ist trivial.

Definition. Sei V ein komplexer Vektorraum. Eine hermitesche Form auf V
heißt ein Skalarprodukt auf V , falls sie außerdem positiv definit ist, d.h., falls
Φ(x, x) > 0 für alle x 6= 0 ist.

Wir können künftig reelle und komplexe Vektorräume mit Skalarprodukt weitge-
hend gemeinsam behandeln. Für reelle Zahlen α ist α = α. Im reellen Fall sprechen
wir von einem euklidischen Raum, im komplexen Fall von einem unitären Raum.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren x, y ∈ V wird mit <x , y> bezeichnet.

Im Folgenden sei V immer ein euklidischer oder unitärer Raum.

Definition. Die Zahl ‖x‖ :=
√
<x , x> nennt man die Norm oder Länge von x.

4.4 Eigenschaften der Norm. Sei K ∈ {R,C} und V ein K-Vektorraum.

1. Es ist stets ‖x‖ ≥ 0.

2. ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

3. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ für α ∈ K und x ∈ V .

Beweis: 1) Ist klar nach Definition.

2) Ist x = 0, so ist offensichtlich ‖x‖ = 0. Ist x 6= 0, so ist ‖x‖ > 0, nach Definition
des Skalarproduktes.

3) ‖αx‖ =
√
<αx , αx> =

√
α2 ·<x , x> = |α| · ‖x‖.

Das kanonische Skalarprodukt des Rn in niedrigen Dimensionen:
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• Ist n = 1, so ist das Skalarprodukt einfach das gewöhnliche Produkt.

• Sei n = 2, also a = (a1, a2) t, b = (b1, b2) t und a •b = a1b1 + a2b2.

Ist a = 0 oder b = 0, so ist auch a •b = 0. Das Skalarprodukt zweier Vektoren
kann aber auch dann verschwinden, wenn keiner der beiden Vektoren der
Nullvektor ist.

Sei etwa a 6= 0. Dann muss eine Koordinate von a 6= 0 sein, etwa a1 6= 0.
Ist nun a •b = 0, also a1b1 + a2b2 = 0, so folgt: b1 = −a2b2/a1. Setzen wir
λ := b2/a1, so ist (b1, b2) t = λ(−a2, a1) t.

Die Vektoren (a1, a2) t, (b1, b2) t stehen aufeinander senkrecht. Daher definiert
man:

Definition. Sei V ein beliebiger euklidischer oder unitärer Raum. Zwei Vektoren
a und b in V heißen orthogonal, falls <a , b> = 0 ist.

4.5 Existenz der orthogonalen Projektion. Es sei a 6= 0 ein Vektor in
V . Dann gibt es zu jedem x ∈ V genau ein λ ∈ K und einen Vektor c, so dass
<a , c> = 0 und x = λa+ c ist.

Beweis: Aus der Gleichung 0 = <a , c> = <a , x− λa> = <a , x> − λ<a , a>
folgt:

λ =
<x , a>

<a , a>
und c = x− λa.

Das zeigt die Eindeutigkeit der Darstel-
lung, aber auch die Existenz.

a
x

λa

c

Den Vektor λa =
<x , a>

<a , a>
· a nennt man die orthogonale Projektion von x auf a.

4.6 Satz des Pythagoras. Ist <a , b> = 0, so ist ‖a+ b‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2.

Beweis: Es ist

‖a+ b‖2 = <a+ b , a+ b>

= <a , a>+<a , b>+<b , a>+<b , b>

= ‖a‖2 + ‖b‖2.

Der Name des Satzes rührt daher, dass a, b und a+b die Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks bilden (wenn man die Vektoren durch geeignete Pfeile repräsentiert).

4.7 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung. Sind a, b ∈ V , so ist

|<a , b>| ≤ ‖a‖ · ‖b‖.



36 Kapitel 2 Vektorräume

Beweis: Wir können voraussetzen, dass a und b beide 6= 0 sind, denn sonst ist
die Aussage trivial. Der Satz von der Existenz der orthogonalen Projektion besagt
dann, dass es ein λ ∈ K und einen Vektor c gibt, so dass gilt:

<a , c> = 0 und b = λa+ c, mit λ =
<b , a>

<a , a>
.

Nach dem Satz des Pythagoras ist

‖b‖2 = |λ|2 · ‖a‖2 + ‖c‖2 ≥ |λ|2 · ‖a‖2 =
|<b , a>|2

‖a‖2
=
|<a , b>|2

‖a‖2
.

Das ergibt die Ungleichung ‖a‖2 · ‖b‖2 ≥ |<a , b>|2. Zieht man auf beiden Seiten
die Wurzel, so erhält man die Schwarz’sche Ungleichung.

4.8 Dreiecks-Ungleichung.

‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖.

Beweis: Ist z = x+ i y ∈ C, so ist z + z = 2x = 2 Re(z), also

<a+ b , a+ b> = <a , a>+ 2 Re<a , b>+<b , b>

≤ ‖a‖2 + 2 · |<a , b>|+ ‖b‖2

≤ ‖a‖2 + 2 · ‖a‖ · ‖b‖+ ‖b‖2

= (‖a‖+ ‖b‖)2.

Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt die Behauptung.

Definition. Unter einem Orthonormalsystem in V versteht man ein System von
Vektoren {a1, . . . , an}, so dass gilt:

1. Die Vektoren sind paarweise orthogonal: <ai , aj> = 0 für i 6= j.

2. Die Vektoren sind normiert: ‖ai‖ = 1 für alle i.

Führt man das Kroneckersymbol ein, δij :=

{
1 falls i = j,
0 sonst.

,

so kann man die beiden Eigenschaften zusammenfassen zu <ai , aj> = δij.

Beispiele.

1. Ist n beliebig, so bilden die Einheitsvektoren ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) t, i =
1, . . . , n, bezüglich des kanonischen Skalarproduktes ein Orthonormalsystem
(im Rn und im Cn).
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2. Sei x = (x1, x2) t ein beliebiger Vektor 6= (0, 0) t im R2. Verwenden wir das
kanonische Skalarprodukt, so ist

a :=
1

‖x‖
· x =

( x1√
x2

1 + x2
2

,
x2√
x2

1 + x2
2

) t
ein normierter Vektor. Schreibt man a = (a1, a2) t, so steht b := (−a2, a1) t

auf a senkrecht und ist natürlich ebenfalls normiert. Also bildet {a,b} ein
Orthonormalsystem im R2.

4.9 Satz. Bilden die Vektoren {a1, . . . , ak} ein Orthonormalsystem, so sind sie
linear unabhängig.

Beweis: Multipliziert man die Gleichung α1a1 + · · ·+ αkak = 0 (per Skalarpro-
dukt) mit einem aj, so erhält man αj = 0.

4.10 Satz. Ist dimK(V ) = n und {a1, . . . , an} ein Orthonormalsystem in V , so
bilden die Vektoren eine Basis von V .

Beweis: Die Vektoren bilden ein maximales linear unabhängiges System.

4.11 Folgerung. Ist dimK(V ) = n und {a1, . . . , an} ein Orthonormalsystem in
V , sowie x ∈ V ein beliebiger Vektor, so ist

x = <x , a1> · a1 + · · ·+<x , an> · an .

Beweis: Es gibt reelle Zahlen αi mit x = α1a1 + · · · + αnan. Multipliziert man
mit aj, so erhält man αj = <x , aj>.

Eine Orthonormalbasis (kurz: ON-Basis) ist ein maximales Orthonormalsystem.

Beispiele.

1. Die Standardbasis {e1, . . . , en} ist eine ON-Basis des Rn.

2. Die Vektoren a1 := (1, 1) t und a2 := (1,−1) t sind bezüglich des kanonischen
Skalarproduktes orthogonal, aber nicht normiert.

Die Vektoren b1 :=
1√
2

(1, 1) t und b2 :=
1√
2

(1,−1) t bilden eine ON-Basis.

4.12 Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren. Sei V ein euklidischer
oder unitärer K-Vektorraum, U ⊂ V ein k-dimensionaler Unterraum und (x1, . . . , xk)
eine Basis von U .

Dann besitzt U eine ON-Basis (a1, . . . , ak), so dass gilt:

Lin(a1, . . . , a%) = Lin(x1, . . . , x%) für % = 1, . . . , k.

Beweis: Wir konstruieren die ai rekursiv aus den xi.
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Sei a1 := x1/‖x1‖. Dann ist ‖a1‖ = 1 und Lin(a1) = Lin(x1).

Nun nehmen wir an, wir hätten a1, . . . , a% schon mit den gewünschten Eigenschaften
konstruiert. Dann sei

b%+1 := x%+1 −
%∑
i=1

<x%+1 , ai>ai.

Es gilt:

1. b%+1 ∈ Lin(x1, . . . , x%+1).

2. Für j = 1, . . . , % ist <b%+1 , aj> = <x%+1 , aj>−<x%+1 , aj> = 0.

3. a1, . . . , a%, b%+1 sind paarweise orthogonal und daher linear unabhängig.

Schließlich setzen wir a%+1 :=
1

‖bl+1‖
· b%+1. Dann bilden a1, . . . , a%, a%+1 ein ON-

System mit Lin(a1, . . . , a%, al%+1) = Lin(x1, . . . , x%+1).

Beispiel.

Die Vektoren x1 = (1, 1, 0) t und x2 = (0, 1, 0) t bilden eine Basis des Untervektor-
raumes U := {x ∈ R3 | x3 = 0}. Das Schmidt’sche Verfahren liefert:

a1 =
1√
2

(1, 1, 0) t,

b2 = x2 − (x2 • a1)a1 = (−1

2
,
1

2
, 0) t

Dann ist ‖b2‖ =
1√
2
, und wir setzen

a2 =
√

2 · b2 =
1√
2

(−1, 1, 0) t.

Definition. Sei V ein euklidischer oder unitärer K-Vektorraum und U ⊂ V ein
Unterraum. Dann nennt man

U⊥ := {x ∈ V : <x , y> = 0 für alle y ∈ U}

das orthogonale Komplement von U .

(Ist T ⊂ W eine beliebige Teilmenge, so definiert man analog T⊥ := {x ∈ V :
<x , y> = 0 für alle y ∈ T}).
4.13 Satz. Ist U ⊂ V ein Untervektorraum, so ist auch U⊥ ⊂ V ein Untervek-
torraum.

Beweis: 1) <0 , y> = 0 für alle y =⇒ 0 ∈ U⊥.
2) x, x′ ∈ U⊥ =⇒ <x+ x′ , y> = <x , y>+<x′ , y> = 0 + 0 = 0 für alle y ∈ U ,
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also x+ x′ ∈ U⊥.
3) α ∈ K, x ∈ U⊥ =⇒ <αx , y> = α<x , y> = α · 0 = 0 für alle y ∈ U , also
αx ∈ U⊥.

Es gibt eine Verallgemeinerung des Satzes von der orthogonalen Projektion:

4.14 Satz. Sei U ⊂ V endlich-dimensional und x ∈ V beliebig. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Vektoren u ∈ U und v ∈ U⊥, so dass x = u+ v ist.

Beweis: 1) Eindeutigkeit: Sei x = u+ v = u′ + v′ mit u, u′ ∈ U und v, v′ ∈ U⊥.
Dann ist u − u′ = v′ − v, also <u− u′ , u− u′> = <u− u′ , v′ − v> = 0. Daraus
folgt u− u′ = 0, also u = u′ und v = v′.

2) Existenz: Sei (a1, . . . , ak) eine ON-Basis von U . Dann setze

u :=
k∑
i=1

<x , ai>ai und v := x− u.

Dann ist u ∈ U und <v , aj> = <x , aj> − <u , aj> = <x , aj> − <x , aj> = 0
für alle j, also v ∈ U⊥.

Den eindeutig bestimmten Vektor

pU(x) := u =
k∑
i=1

<x , ai>ai

nennt man die orthogonale Projektion von x auf U .

4.15 Satz. Die orthogonale Projektion pU : V → U ist linear und surjektiv, mit
pU ◦ pU = pU und Ker(pU) = U⊥.

Beweis: 1) Linearität: Sei x = u+v und x′ = u′+v′, mit u, u′ ∈ U und v, v′ ∈ U⊥.
Dann ist x+ x′ = (u+ u′) + (v + v′) mit u+ u′ ∈ U und v + v′ ∈ U⊥. Es folgt:

pU(x+ x′) = u+ u′ = pU(x) + pU(x′).

Analog zeigt man, dass pU(αx) = α · pU(x) ist.

2) Surjektivität: Ist u ∈ U , so ist auch u ∈ V und man hat die Zerlegung u = u+0.
Also ist pU(u) = u.

3) Ist x = u+ v, so ist pU ◦ pU(x) = pU(u) = pU(u+ 0) = u = pU(x).

4) Kern: Es ist pU(u+ v) = 0 ⇐⇒ u = 0 ⇐⇒ u+ v = v ∈ U⊥.

4.16 Satz (Eigenschaften des orthogonalen Komplements). Sei V endlich-
dimensional. Dann gilt:

1. Ist U ⊂ V ein Unterraum, so ist

dim(U⊥) = dim(V )− dim(U).



40 Kapitel 2 Vektorräume

2. Es ist stets U⊥⊥ = U .

Beweis: 1) folgt aus der Dimensionsformel.

2) Offensichtlich ist U ⊂ U⊥⊥. Wegen der Gleichung

dimU⊥⊥ = dimV − dimU⊥ = dimU

folgt die Gleichheit.

Der folgende Satz wurde nicht in der Vorlesung behandelt:

Ist U nicht endlich-dimensional, so braucht die orthogonale Projektion nicht zu
existieren. Wenn sie aber existiert, ist sie eindeutig bestimmt, und es gilt:

4.17 Satz. Sei U ⊂ V ein beliebiger Unterraum und x ∈ V . Ein Vektor u ∈ U
ist genau dann die orthogonale Projektion von x auf U , wenn ‖x− u‖ ≤ ‖x− u′‖
für alle u′ ∈ U gilt.

Beweis: 1) Sei u = pU(x). Dann ist x− u ∈ U⊥. Ist u′ ∈ U und v := u− u′ ∈ U ,
so ist x− u′ = (x− u) + (u− u′) = (x− u) + v, also

‖x− u′‖2 = ‖x− u‖2 + ‖v‖2 ≥ ‖x− u‖2.

2) Sei u ∈ U und ‖x− u‖ ≤ ‖x− u′‖ für alle u′ ∈ U . Wir müssen nur zeigen, dass
x− u ∈ U⊥ ist.

Annahme, x−u 6∈ U⊥. Dann gibt es ein v ∈ U mit ‖v‖ = 1 und c := <x− u , v> 6=
0. Sei u′ := u+ cv ∈ U , also x− u′ = (x− u)− cv. Es folgt:

‖x− u′‖2 = <(x− u)− cv , (x− u)− cv>
= ‖x− u‖2 + |c|2 − 2 Re<x− u , cv>
= ‖x− u‖2 + |c|2 − 2|c|2

= ‖x− u‖2 − |c|2 < ‖x− u‖2.

Das ist ein Widerspruch.
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Kapitel 3 Determinanten und Koordinaten

§ 1 Determinanten

Unter einer Permutation versteht man eine bijektive Abbildung von {1, . . . , n} auf
sich. Wir schreiben eine Permutation σ in der Form

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
.

Die Werte σ(1), . . . , σ(n) bestimmen – in dieser Anordnung – die Abbildung σ. Es
gibt genau n! Permutationen der Zahlen 1, . . . , n. Wir bezeichnen die Menge aller
dieser Permutationen mit Sn. Beispiel:

S3 = {
(

123

123

)
,

(
123

132

)
,

(
123

213

)
,

(
123

231

)
,

(
123

312

)
,

(
123

321

)
}.

Wird n groß, so wird der Umgang mit den Permutationen aus Sn kompliziert. Eine
gewisse Hilfe ist dann die

”
Zykel-Schreibweise“. Beispiel:

Sei σ :=

(
1 2 3 4 5 6 7
3 7 4 5 1 2 6

)
∈ S7.

Wir beginnen mit der 1, sie wird auf die 3 abgebildet, die 3 auf die 4, die 4 auf die
5 und die 5 wieder auf die 1. Das ergibt einen abgeschlossenen Zykel, den man mit
(1, 3, 4, 5) bezeichnet. Damit ist aber die Abbildung σ noch nicht abgehandelt. Die
nächste noch nicht berücksichtigte Zahl ist die 2. Mit ihr beginnen wir das Spiel
erneut: Die 2 wird auf die 7 abgebildet, die 7 auf die 6 und die 6 wieder auf die
2. Das ergibt den Zykel (2, 7, 6). Da nun alle Zuordnungen von σ berücksichtigt
wurden, schreiben wir:(

1 2 3 4 5 6 7
3 7 4 5 1 2 6

)
= (1, 3, 4, 5)(2, 7, 6).

Wird eine Zahl i auf sich abgebildet, so ergibt das einen
”
Einer-Zykel“ (i). Solche

Zykel schreibt man normalerweise gar nicht hin. Wenn allerdings σ die Identität
ist, so besteht σ nur aus Einer-Zyklen, und man muss wenigstens einen davon
hinschreiben:

id{1,...,n} = (1).

Sind σ :=

(
1 · · · n

σ(1) · · · σ(n)

)
und τ :=

(
1 · · · n

τ(1) · · · τ(n)

)
zwei Permutatio-

nen, so kann man sie zu einer neuen Permutation σ ◦ τ miteinander verknüpfen,
mit

σ ◦ τ =

(
1 · · · n

σ(τ(1)) · · · σ(τ(n))

)
.

So ist z.B.



42 Kapitel 3 Determinanten und Koordinaten

(
1 2 3
3 1 2

)
◦
(

1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
2 1 3

)
.

Man beachte, dass die Permutationen von rechts nach links abzuarbeiten sind!
Die rechte (innere) Permutation bildet z.B. die 1 auf die 3 ab, und die linke (äußere)
Permutation bildet dann die 3 auf die 2 ab. Im Ergebnis auf der anderen Seite der
Gleichung muss deshalb unter der 1 die 2 stehen.

Die Menge Sn aller Permutationen von {1, . . . , n} bildet offensichtlich eine Gruppe.
Normalerweise ist die Verknüpfung von Permutationen nicht kommutativ. Wenn
wir allerdings die Menge {1, . . . , n} in zwei disjunkte TeilmengenM undN aufteilen
können, so dass die Permutation σ nur die Zahlen aus M verändert und τ nur die
Zahlen aus N , dann spielt die Reihenfolge keine Rolle, es ist σ ◦ τ = τ ◦ σ. Das
hat Konsequenzen für die Zykel-Schreibweise. Die Aufteilung einer Permutation
in mehrere (disjunkte) Zykel bedeutet, dass sich die gegebene Permutation aus
mehreren einfacheren Permutationen verknüpfen lässt, und die Reihenfolge spielt
dabei keine Rolle. Es ist also z.B.(

1 2 3 4 5 6 7
3 7 4 5 1 2 6

)
= (1, 3, 4, 5)(2, 7, 6) = (2, 7, 6)(1, 3, 4, 5).

Eine Permutation heißt Transposition oder Vertauschung, wenn nur zwei Zahlen
miteinander vertauscht werden und alle anderen fest bleiben, wenn sie also nur aus
einem

”
Zweier-Zykel“ besteht, z.B.(

1 2 3 4 5
4 2 3 1 5

)
= (1, 4)

1.1 Satz. Jede Permutation lässt sich als endliche Verknüpfung von Transposi-
tionen schreiben.

Beweis: Da wir jede Permutation als Folge von Zyklen schreiben können, reicht
es zu zeigen, dass sich jeder beliebige Zykel aus endlich vielen Zweier-Zyklen zu-
sammensetzen lässt.

Betrachten wir also einen beliebigen Zykel (i1, i2, . . . , ik) in einer Permutation σ.

Behauptung: (i1, i2, . . . , ik) = (i1, ik) ◦ . . . ◦ (i1, i3) ◦ (i1, i2).

Beweis dazu mit Induktion nach k. Ist k = 2, so ist nichts zu zeigen. Die Behaup-
tung sei nun für ein k ≥ 2 schon bewiesen. Wir untersuchen den Fall k + 1.

(i1, . . . , ik) bildet i1 auf i2 ab, i2 auf i3 usw. Schließlich wird ik auf i1 abgebildet.
Verknüpfen wir den Zykel mit der Transposition (i1, ik+1), so wird anschließend ik
auf ik+1 und ik+1 auf i1 abgebildet. Also ist

(i1, . . . , ik, ik+1) = (i1, ik+1) ◦ (i1, . . . , ik)

= (i1, ik+1) ◦ (i1, ik) ◦ . . . ◦ (i1, i2).

Damit ist alles gezeigt.
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Man beachte, dass es hier auf die Reihenfolge ankommt, weil die einzelnen Zweier-
Zyklen nicht paarweise disjunkt sind!

Das oben angegebene Verfahren zur Auflösung einer Permutation in Transpositio-
nen liefert ein eindeutiges Ergebnis. Leider sind auch andere Verfahren denkbar,
und die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist i.a. nicht eindeutig
bestimmt.

Definition. Ist σ ∈ Sn, so nennt man die Zahl

sign(σ) :=
∏
i<j

σ(j)− σ(i)

j − i

das Signum von σ.
Oberhalb und unterhalb des Bruchstriches stehen die gleichen numerischen Werte,
nur in anderer Reihenfolge (was keine Rolle spielt) und mit anderen Vorzeichen:
Unten stehen nur positive Zahlen, oben kommen Vorzeichen hinzu:

si,j(σ) :=

{
+1 falls σ(i) < σ(j)
−1 falls σ(i) > σ(j) .

Also ist sign(σ) =
∏
i<j

si,j(σ) = ±1.

Ist z.B. τ eine Transposition mit τ(i) = i + 1, τ(i + 1) = i und τ(k) = k für alle
anderen k, so ist si,i+1(τ) = −1 und sk,l(τ) = +1 in allen anderen Fällen, also
insgesamt sign(τ) = −1.

1.2 Satz (Multiplikativität des Signums). Für σ, τ ∈ Sn ist

sign(σ ◦ τ) = sign(σ) · sign(τ).

Beweis: Ist k 6= l, so ist
σ(k)− σ(l)

k − l
=
σ(l)− σ(k)

l − k
. Da bei der Berechnung des

Signum-Produktes jedes Paar (k, l) mit k 6= l genau einmal vorkommt, folgt:

sign(σ ◦ τ) =
∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

j − i

=
∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)
·
∏
i<j

τ(j)− τ(i)

j − i

= sign(σ) · sign(τ) .

Da jede Permutation Produkt von Transpositionen ist, können wir das Signum nun
sehr einfach berechnen, und insbesondere folgt:

1.3 Satz. Auch wenn eine Permutation auf verschiedene Weisen durch eine
Folge von Transpositionen erzeugt wird, so ist die Anzahl der dabei benötigten Ver-
tauschungen modulo 2 eindeutig bestimmt.
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Beweis: Ist σ = τ1 ◦ . . . ◦ τk, so ist sign(σ) = (−1)k.

Eine Permutation σ ∈ Sn heißt gerade, wenn sie sich aus einer geraden Anzahl von
Vertauschungen zusammensetzt. Andernfalls heißt sie ungerade. Ist σ gerade, so ist
sign(σ) = +1, andernfalls = −1. So ist z.B.

sign

(
1 2 3 4 5
1 2 4 3 5

)
= sign(3, 4) = −1,

sign

(
1 2 3 4 5
3 4 1 2 5

)
= sign

(
(1, 3) ◦ (2, 4)

)
= +1

und sgn

(
1 2 3 4 5
3 5 4 1 2

)
= sign

(
(1, 3, 4) ◦ (2, 5)

)
= sign

(
(1, 4) ◦ (1, 3) ◦ (2, 5)

)
= −1.

Für 2-reihige Matrizen haben wir schon Determinanten eingeführt:

det

(
a b
c d

)
= ad− bc.

Man kann die Determinante als Funktion det : K2 × K2 → K auffassen, die auf
den Spalten der Matrix operiert. Dann gilt:

1. det : (x, y) 7→ det(x, y) ist bilinear.

2. det(x, x) = 0 für alle x.

3. det(e1, e2) = 1.

Beweis: 1) Es ist

det

(
a+ a′ b
c+ c′ d

)
= (a+ a′)d− b(c+ c′) = (ad− bc) + (a′d− bc′)

= det

(
a b
c d

)
+ det

(
a′ b
c′ d

)
und

det

(
αa b
αc d

)
= (αa)d− b(αc) = α(ad− bc) = α · det

(
a b
c d

)
.

Das liefert die Linearität im 1. Argument. Der Beweis der Linearität im 2. Argument
geht genauso.

2) det

(
a a
c c

)
= ac− ac = 0, also det(x, x) = 0 für alle x.

3) Es ist det(e1, e2) = det

(
1 0
0 1

)
= 1.
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Wir wollen nun für beliebiges n eine Funktion

det : Mn(K) = Kn × . . .×Kn → K

suchen, die folgende Eigenschaften besitzt:

D1) det ist in jeder einzelnen Spalte linear, d.h..

det(a1, . . . , ai + a′i, . . . , an) = det(a1, . . . , ai, . . . , an)

+ det(a1, . . . , a
′
i, . . . , an),

und det(a1, . . . , αai, . . . , an) = α · det(a1, . . . , ai, . . . , an).

Man sagt dann auch, det ist n-fach multilinear.

D2) Sind zwei der Argumente gleich, so ist det(a1, . . . , an) = 0. Man sagt dann
auch, det ist alternierend.

D3) det(e1, . . . , en) = 1.

Oben wurde schon bewiesen, dass die Determinante im Falle n = 2 die Eigenschaf-
ten D1, D2 und D3 besitzt.

1.4 Satz. Sei K ein beliebiger Körper, V ein K-Vektorraum und f : V ×V → K
eine bilineare Funktion.

1. Ist f(x, x) = 0 für alle x ∈ V , so ist f(y, x) = −f(x, y) für x, y ∈ V .

2. Ist 1 + 1 6= 0 in K und f(y, x) = −f(x, y) für alle x, y ∈ V , so ist auch
f(x, x) = 0 für alle x ∈ V .

Beweis: 1) Sei f(x, x) = 0 für alle x. Dann gilt:

f(x, y) + f(y, x) = f(x, x) + f(x, y) + f(y, x) + f(y, y)

= f(x, x+ y) + f(y, x+ y)

= f(x+ y, x+ y) = 0 .

2) Sei 2 := 1 + 1 6= 0 in K. Ist f(y, x) = −f(x, y), so ist 2 · f(x, x) = 0, also auch
f(x, x) = 0.

Sei f : Kn × . . . × Kn → K multilinear. Man sagt, f ist schiefsymmetrisch, falls
für jede Permutation σ ∈ Sn gilt:

f(aσ(1), . . . , aσ(n)) = sign(σ) · f(a1, . . . , an).

Da jede Permutation in eine Folge von Transpositionen zerlegt werden kann, folgt
wie oben: Ist f alternierend, so ist f auch schiefsymmetrisch. Ist 1 + 1 6= 0 in K,
so folgt aus

”
schiefsymmetrisch“ auch

”
alternierend“.

Bemerkung. Da 1 = −1 in Z2 ist, folgt, dass f : Z2×Z2 → Z2 mit f(x, y) := xy
zwar schiefsymmetrisch, aber nicht alternierend ist.
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1.5 Satz von der Existenz und Eindeutigkeit der Determinante.

Es gibt genau eine Funktion det : Kn× . . .×Kn → K mit den Eigenschaften (D1),
(D2) und (D3).

Beweis: Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit, in der Hoffnung, dass
sich daraus auch eine Formel für die Existenz ergibt.

Die Spaltenvektoren a1, . . . , an ∈ Kn fassen wir als Spalten einer Matrix

A = (a1, . . . , an) =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

 ∈Mn(K)

auf. Dann ist

aj =
n∑
i=1

aijei, für j = 1, . . . , n.

Und nun beginnt die Schwierigkeit: Da wir es mit n Summen zu tun haben, brau-
chen wir auch n verschiedene Summationsindizes. In Ermanglung geeigneter Buch-
staben (und weil die Schreibweise dann auch zu schwerfällig wäre) benutzen wir
indizierte Indizes:

a1 =
n∑

i1=1

ai11ei1 , . . . , an =
n∑

in=1

ainnein .

Wir nehmen nun an, wir hätten schon eine Determinantenfunktion, und setzen
diese Vektoren ein. Dann folgt mit der Multilinearität:

det(a1, . . . , an) = det(
n∑

i1=1

ai11ei1 , . . . ,
n∑

in=1

ainnein)

=
n∑

i1=1

· · ·
n∑

in=1

ai11 · . . . · ainn det(ei1 , . . . , ein).

Nun ist

det(ei1 , . . . , ein) =


0 falls ein Argument doppelt auftritt,

sign(σ) falls es ein σ ∈ Sn gibt, s.d.
(i1, . . . , in) = (σ(1), . . . , σ(n)) ist.

Es fallen also alle Summanden weg, bis auf diejenigen, bei denen

(i1, . . . , in) =
(
σ(1), . . . , σ(n)

)
für ein σ ∈ Sn ist.

Damit erhalten wir:
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det(a1, . . . , an) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1 · . . . · aσ(n),n .

Die Determinante muss zwangläufig so aussehen! Das liefert uns die Eindeutigkeit,
und auch die Existenz, wenn wir zeigen können, dass der gefundene Ausdruck (den
wir vorübergehend mit D(a1, . . . , an) bezeichnen wollen) die Bedingungen (D1),
(D2) und (D3) erfüllt.

Wir beginnen mit der Multilinearität (D1) und beschränken uns dabei aus schreib-
technischen Gründen auf das erste Argument:

D(a′1 + a′′1, a2, . . . , an) =

=
∑
σ∈Sn

sign(σ)(a′σ(1),1 + a′′σ(1),1) · aσ(2),2 · . . . · aσ(n),n

=
∑
σ∈Sn

sign(σ)(a′σ(1),1 · aσ(2),2 · . . . · aσ(n),n + a′′σ(1),1 · aσ(2),2 · . . . · aσ(n),n)

=
∑
σ∈Sn

sign(σ)a′σ(1),1 · aσ(2),2 · . . . · aσ(n),n +
∑
σ∈Sn

sign(σ)a′′σ(1),1 · aσ(2),2 · . . . · aσ(n),n

= D(a′1, a2, . . . , an) +D(a′′1, a2, . . . , an).

Genauso geht es bei den anderen Argumenten. Weiter ist

D(α · a1, a2, . . . , an) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)(α · aσ(1),1) · aσ(2),2 · . . . · aσ(n),n

= α ·
∑
σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1 · aσ(2),2 · . . . · aσ(n),n

= α ·D(a1, a2, . . . , an).

Nun nehmen wir an, dass a1 = a2 ist. τ ∈ Sn sei die Permutation, die lediglich 1
mit 2 vertauscht. Dann gilt sign(σ ◦ τ) = − sign(σ) für jedes σ ∈ Sn.

Wir definieren

S+
n := {σ ∈ Sn : sign(σ) = 1}

und S−n := {σ ∈ Sn : sign(σ) = −1}.

Offensichtlich ist S+
n ∪ S−n = Sn und S+

n ∩ S−n = ∅. Durch σ 7→ σ ◦ τ wird eine
bijektive Abbildung von S+

n auf S−n definiert. Daher gilt:
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D(a1, a1, . . . , an) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1 · aσ(2),1 · . . . · aσ(n),n

=
∑
σ∈S+

n

sign(σ)aσ(1),1 · aσ(2),1 · . . . · aσ(n),n

+
∑
σ∈S−n

sign(σ)aσ(1),1 · aσ(2),1 · . . . · aσ(n),n

=
∑
σ∈S+

n

sign(σ)aσ(1),1 · aσ(2),1 · . . . · aσ(n),n

+
∑
σ∈S+

n

sign(σ ◦ τ)aσ◦τ(1),1 · aσ◦τ(2),1 · . . . · aσ◦τ(n),n

=
∑
σ∈S+

n

sign(σ)aσ(1),1 · aσ(2),1 · . . . · aσ(n),n

−
∑
σ∈S+

n

sign(σ)aσ(2),1 · aσ(1),1 · . . . · aσ(n),n = 0.

Damit ist die Funktion D auch alternierend.

Wir kommen nun zu (D3): Dabei verwenden wir das Kronecker–Symbol δij. Offen-
sichtlich ist δij die i-te Komponente des Einheitsvektors ej, und es gilt:

δσ(1),1 · . . . · δσ(n),n =

{
0 falls σ 6= id
1 falls σ = id

Daraus folgt:

D(e1, . . . , en) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)δσ(1),1 · . . . · δσ(n),n

= sign(id) = 1.

Damit ist tatsächlich alles bewiesen!

Bemerkung. Man schreibt auch∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ statt det

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

 .

1.6 Satz. Sei A ∈Mn(K). Dann ist det(A t) = det(A).

Beweis:
1) Die Zuordnung σ 7→ σ−1 liefert eine bijektive Abbildung Sn → Sn.

2) Für alle σ ∈ Sn ist sign(σ−1) = sign(σ). Man braucht ja nur alle Vertauschungen
rückgängig zu machen.
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3) σ und τ seien Elemente von Sn. Dann gilt wegen der Kommutativität der Mul-
tiplikation:

a1,σ(1) · . . . · an,σ(n) = aτ(1),σ◦τ(1) · . . . · aτ(n),σ◦τ(n).

Unter Verwendung von (1) und (2), sowie (3) im Falle τ = σ−1 erhält man (mit
bij := aji ):

det(A t) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)bσ(1),1 · . . . · bσ(n),n

=
∑
σ∈Sn

sign(σ)a1,σ(1) · . . . · an,σ(n)

=
∑
σ∈Sn

sign(σ−1)aσ−1(1),1 · . . . · aσ−1(n),n

=
∑

σ−1∈Sn

sign(σ−1)aσ−1(1),1 · . . . · aσ−1(n),n

=
∑
σ∈Sn

sign(σ)aσ(1),1 · . . . · aσ(n),n = det(A).

Beispiel.

Ist n = 3 und aj = (a1,j, a2,j, a3,j)
t für j = 1, 2, 3, so ist

det(a1, a2, a3) =
∑
σ∈S3

sign(σ) · aσ(1),1 · aσ(2),2 · aσ(3),3

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

− a11a32a23 − a21a12a33 − a31a22a13.

Die so gewonnene Berechnungsformel heißt die Sarrus’sche Regel. Es gibt ein Sche-
ma, nach dem man sie sich leicht merken kann. Man schreibe die Matrix–Elemente
in der folgenden Form auf:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Die Produkte der Elemente in den
”
Hauptdiagonalen“ werden mit

”
+“ versehen,

die Produkte der Elemente in den
”
Nebendiagonalen“ werden mit

”
−“ versehen,

und schließlich werden alle Produkte aufsummiert:
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a11

a21

a31

a12

a22

a32

a13

a23

a33

a11

a21

a31

a12

a22

a32

+ + +

− − −

Wir fassen zusammen:

1.7 Rechenregeln für Determinanten. Sei A ∈Mn(K).

1. Multipliziert man in A eine Zeile oder eine Spalte mit λ ∈ K, so muss man
auch det(A) mit λ multiplizieren.

Insbesondere ist det(λ · A) = λn · det(A).

2. Addiert man das Vielfache einer Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile
(bzw. Spalte), so ändert sich der Wert der Determinante nicht.

3. Vertauscht man zwei Zeilen oder Spalten, so wechselt das Vorzeichen der
Determinante.

4. Ist rg(A) < n, so ist det(A) = 0.

5. Es ist det(A t) = det(A).

6. Ist f : Mn(K) → K eine Funktion, die multilinear und alternierend in den
Zeilen (bzw. Spalten) von A ist, mit f(En) = 1, so ist f(A) = det(A).

Beweis: 1), 2) und 3) folgen daraus, dass det multilinear und alternierend ist.

4) Ist z.B. a1 = α2a2 + · · ·+ αnan, so ist

det(a1, . . . , an) =
n∑
i=2

αi det(ai, a2, . . . , an) = 0.

5) schon bewiesen.

6) schon bewiesen.
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§ 2 Der Entwicklungssatz

Durch elementare Umformungen kann man jede Matrix A ∈Mn(K) auf Dreiecks-
gestalt bringen. Da man dabei die Änderung der Determinante gut kontrollieren
kann, ist der folgende Satz sehr nützlich:

2.1 Determinante einer Dreiecksmatrix.∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

. . .
...

0 ann

∣∣∣∣∣∣∣ = a11 · . . . · ann.

Beweis: Die Matrix sei mit A bezeichnet. Wir unterscheiden zwei Fälle:

1. Fall: Ist aii = 0 für ein i, so verschwinden beide Seiten der Gleichung: Bei der
rechten Seite ist es klar, und die Determinante auf der linken Seite verschwindet,
weil rg(A) < n ist.

3. Fall: a11, . . . , ann 6= 0.

Durch elementare Zeilenumformungen, die nicht die Determinante verändern, kann
man alle Elemente oberhalb der Diagonalen zum Verschwinden bringen. Wenn aber
aij = 0 für i 6= j ist, dann ergibt sich die Behauptung sofort aus der Determinan-
tenformel.

Der nächste Satz hat sowohl praktische als auch theoretische Bedeutung:

2.2 Determinanten–Produktsatz. Es seien A,B ∈Mn(K). Dann gilt:

det(A ·B) = det(A) · det(B).

Beweis:
1) Zunächst sei rg(B) < n. Dann ist det(A) · det(B) = 0.

Da aber rg(A ·B) ≤ rg(B) ist, ist auch det(A ·B) = 0.

2) Ist rg(B) = n, so kann man B durch elementare Zeilenumformungen auf obere
Dreiecksgestalt bringen, so dass in der Diagonale nur Elemente 6= 0 stehen. Die
Determinante ändert sich dabei nur um einen Faktor 6= 0. Also ist det(B) 6= 0.

Nun sei δ : Mn(K)→ K definiert durch

δ(A) :=
det(A ·B)

det(B)
.

Man rechnet leicht nach, dass δ multilinear in den Zeilen von A ist. Und wenn A
zwei gleiche Zeilen enthält, dann trifft das auch auf A · B zu, so dass δ(A) = 0
ist. Schließlich ist noch δ(En) = 1. Aber dann muss δ(A) = det(A) sein, und die
Produktformel folgt.
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2.3 Folgerung. A ∈ Mn(K) ist genau dann invertierbar, wenn det(A) 6= 0 ist.
In diesem Falle ist

det(A−1) =
1

det(A)
.

Beweis: a) Ist A invertierbar, so ist 1 = det(En) = det(A · A−1) = det(A) ·
det(A−1). Daraus folgt, dass detA 6= 0 ist, sowie die Formel.

b) Ist detA 6= 0, so ist rg(A) = n. Dann ist FA surjektiv und (aus Dimensions-
gründen) sogar ein Isomorphismus, also A invertierbar.

2.4 Kästchensatz. Sind A ∈Mr(K), B ∈Mr,n−r(K) und C ∈Mn−r(K), so ist

det

(
A B
0 C

)
= det(A) · det(C).

Beweis: 1) Mit Hilfe von Zeilenoperationen im Bereich der ersten r Zeilen und
Spaltenvertauschungen im Bereich der ersten r Spalten kann man A in eine obere
Dreiecksmatrix ∆1 umformen. Es gibt ein a 6= 0 und eine Matrix B∗ ∈Mr,n−r(K),
so dass gilt:

det(A) = a · det(∆1) und det

(
A B
0 C

)
= a · det

(
∆1 B∗

0 C

)
.

2) Mit Hilfe von Zeilenoperationen im Bereich der letzten n−r Zeilen und Spalten-
vertauschungen im Bereich der letzten n−r Spalten kann man C in eine obere Drei-
ecksmatrix ∆2 umformen. Es gibt dann ein c 6= 0 und eine Matrix B∗∗ ∈Mr,n−r(K),
so dass gilt:

det(C) = c · det(∆2) und det

(
∆1 B∗

0 C

)
= c · det

(
∆1 B∗∗

0 ∆2

)
.

3) Da die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der Dia-
gonalelemente ist, folgt:

det

(
A B
0 C

)
= a · c · det

(
∆1 B∗∗

0 ∆2

)
= a · c · det(∆1) · det(∆2)

= (a · det(∆1)) · (c · det(∆2))

= det(A) · det(C).

Als nächstes wollen wir den allgemeinen Laplace’schen Entwicklungssatz beweisen,
der es erlaubt, die Berechnung einer n-reihigen Determinante auf die von (n− 1)–
reihigen zurückzuführen.

Definition. Sei A = (a1, . . . , an) ∈Mn(K). Dann nennt man
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Aij := det(a1, . . . , aj−1, ei, aj+1, . . . , an)

den Cofaktor (oder das algebraische Komplement oder die Adjunkte) von A zur
i–ten Zeile und j–ten Spalte.

Mit Sij(A) wird diejenige Matrix bezeichnet, die man aus A durch Streichen der
i–ten Zeile und der j–ten Spalte gewinnt. Man nennt sie auch Streichungsmatrix.

2.5 Satz (über Adjunkte und Streichungsmatrix). Für alle i, j gilt:

Aij = (−1)i+j detSij(A).

Beweis: Es ist

Aij =

a11 · · · a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

1 ← i
...

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 0 an,j+1 · · · ann

= (−1)(i−1)+(j−1) ·

1 ai1 · · · ai,j−1 ai,j+1 · · · ain
0 a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

0 an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

= (−1)i+j · det


1 ∗
0
... Sij(A)
0


= (−1)i+j · detSij(A).

Die letzte Gleichung ergibt sich aus dem Kästchensatz!

2.6 Laplace’scher Entwicklungssatz. Sei A = (aij) ∈ Mn(K). Dann gilt für
festes j (bzw. i) :

det(A) =
n∑
i=1

(−1)i+jaij detSij(A)

(bzw. =
n∑
j=1

(−1)i+jaij detSij(A) ).

Man spricht von der Entwicklung nach der j-ten Spalte (bzw. nach der i-ten Zeile).

Beweis: Der zweite Fall folgt aus dem ersten durch Übergang zur transponierten
Matrix.
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Sind a1, . . . , an die Spalten von A, so gilt:

det(a1, . . . , an) = det(a1, . . . , aj−1,
n∑
i=1

aijei, aj+1, . . . , an)

=
n∑
i=1

aij det(a1, . . . , aj−1, ei, aj+1, . . . , an)

=
n∑
i=1

aijAij =
n∑
i=1

aij(−1)i+j detSij(A).

Die Vorzeichen sind wie bei einem Schachbrett verteilt:

+ − + − · · ·
− + − +
+ − + −
...

Beispiel.

Die Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt:

det

 0 1 2
3 2 1
1 1 0

 = 0− 1 · det

(
3 1
1 0

)
+ 2 · det

(
3 2
1 1

)
= 0 · (−1)− 1 · (−1) + 2 · (3− 2) = 3.

Im allgemeinen wird man eine Zeile oder Spalte suchen, in der möglichst viele
Nullen zu finden sind.

Eine Anwendung der Determinantentheorie ergibt sich für Lineare Gleichungen:

2.7 Cramersche Regel. Sei A = (a1, . . . , an) ∈Mn(K). Dann gilt:

1. A · x = b ist genau dann für jedes b ∈ Kn eindeutig lösbar,
wenn det(A) 6= 0 ist.

2. Ist det(A) 6= 0 und x = (x1, . . . , xn) t der eindeutig bestimmte Lösungsvektor
des LGS A · x = b, so ist

xi =
1

det(A)
· det(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an), für i = 1, . . . , n.

Beweis:

1) Schon bekannt!

2) Ist x der Lösungsvektor des LGS A · x = b, so ist
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b =
n∑
k=1

xkak.

Daraus folgt:

det(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an) =

= det(a1, . . . , ai−1,

n∑
k=1

xkak, ai+1, . . . , an)

=
n∑
k=1

xk det(a1, . . . , ai−1, ak, ai+1, . . . , an)

= xi · det(a1, . . . , an).

Beispiel.

Sei A =

(
2 −3
5 1

)
und b =

(
−13

−7

)
. Dann gilt: det(A) = 2 + 15 = 17, d.h., das

LGS ist eindeutig lösbar,

det(b, a2) = det

(
−13 −3
−7 1

)
= −13− 21 = −34

und det(a1, b) = det

(
2 −13
5 −7

)
= −14 + 65 = 51.

Für den Lösungsvektor x = (x1, x2) t gilt dann:

x1 =
−34

17
= −2 und x2 =

51

17
= 3.

Als weitere Anwendung ergibt sich eine Berechnungsmöglichkeit für die inverse
Matrix:

2.8 Formel für die inverse Matrix. Sei A ∈ GLn(K). Dann ist A−1 = (yij)
gegeben durch

yij =
1

det(A)
· Aji =

1

det(A)
· (−1)i+j detSji(A).

Man beachte die Reihenfolge der Indizes!

Beweis: Sei yj := (y1j, . . . , ynj)
t die j-te Spalte von A−1. Da A · A−1 = En ist,

gilt:
A · yj = ej für j = 1, . . . , n.
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Aus der Cramerschen Regel folgt dann:

yij =
1

det(A)
· det(a1, . . . , ai−1, ej, ai+1, . . . , an)

=
1

det(A)
· (−1)i+j detSji(A).

Beispiel.

(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc
·
(

d −b
−c a

)
.

Schließlich kann man auch den Rang einer Matrix mit Hilfe von Determinanten
bestimmen:

2.9 Rangbestimmung durch Unterdeterminanten. Sei A ∈ Mn(K) nicht
die Null–Matrix. Dann ist rg(A) die größte natürliche Zahl r, zu der es eine r-
reihige Unterdeterminante 6= 0 von A gibt.

Beweis:

Sei r die Anzahl der Spalten der größten Unterdeterminante 6= 0 von A.

1) Sei A′ eine r-reihige Untermatrix von A mit det(A′) 6= 0. Dann sind die Spalten
von A′ und damit auch r Spalten von A linear unabhängig. Also ist rg(A) ≥ r.

2) Sei k = rg(A). Dann gibt es k linear unabhängige Spalten in A. Sie bilden eine
Matrix A′ ∈ Mn,k(K), die ebenfalls den Rang k hat. Aber dann gibt es in A′ k
linear unabhängige Zeilen. Die bilden eine k-reihige quadratische Untermatrix A′′

mit det(A′′) 6= 0. Also ist r ≥ rg(A).

Beispiele.

1. Wir betrachten

A :=

 1 1 2
2 1 0
3 2 2

 .

Es ist det(A) = 2 + 0 + 8− 6− 0− 4 = 0, also rg(A) < 3. Links oben findet
sich die Unterdeterminante 1 · 1− 2 · 1 = −1 6= 0. Also ist rg(A) = 2.

2. Sei

B :=


i 0 2i
1 0 2
0 i i
1 3 5

 ∈M4,3(C).
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Man kann nachrechnen, dass alle 3-reihigen Unterdeterminanten Null sind.
Man kann aber auch leicht sehen, dass B = (b1, b2, b3) mit 2 · b1 + b2 = b3 ist.
Also ist rg(B) < 3. Rechts unten findet sich die Unterdeterminante i ·5−3·i =
2i 6= 0. Also ist rg(B) = 2.
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§ 3 Koordinaten und Basiswechsel

A) Basisdarstellung von Vektoren:

Sei V ein beliebiger endlich-dimensionaler K-Vektorraum, A = (a1, . . . , an) eine
Basis von V .

Zu jedem Vektor x ∈ V gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten x1, . . . , xn ∈
K, so dass gilt:

x =
n∑
i=1

xiai.

Daher wird durch

ΦA(x) :=

 x1
...
xn


eine Abbildung ΦA : V → Kn definiert. Wir nennen ΦA das durch A bestimmte
lineare Koordinatensystem für V , und die Koeffizienten x1, . . . , xn heißen die Ko-
ordinaten von x bezüglich der Basis A. Für den Bildvektor ΦA(x) schreiben wir
auch [x]A.

Speziell ist [aν ]A = eν für ν = 1, . . . , n.

Beispiele.

1. Ist V selbst der Kn und E = (e1, . . . , en) die Standardbasis, so ist ΦE = idV ,
und [x]E = x.

2. Nun sei V = Kn, aber A = (a1, . . . , an) eine beliebige Basis, mit ai =
(a1i, . . . , ani)

t für i = 1, . . . , n.

Wir können A auch als Matrix aus Mn(K) auffassen:

A = (a1, . . . , an) =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

 .

Sei jetzt y = (y1, . . . , yn) t ein beliebiger Vektor in V . Dann gilt:

y =
n∑
i=1

xiai ⇐⇒ yk =
n∑
i=1

xiaki für k = 1, . . . , n ,

also

ΦA(y) = x ⇐⇒


a11x1 + · · · + a1nxn = y1

...
...

an1x1 + · · · + annxn = yn

 ⇐⇒ A · x = y .



3 Koordinaten und Basiswechsel 59

Die Koeffizientenmatrix hat den Rang n, weil ihre Spalten eine Basis des
Kn bilden. Die erweiterte Matrix hat dann ebenfalls den Rang n, und das
Gleichungssystem ist in jedem Fall eindeutig lösbar. Die Abbildung ΦA ist
durch den Lösungsalgorithmus bestimmt.

Der Vektor x = [y]A ist die eindeutig bestimmte Lösung des Linearen Glei-
chungssystems A · x = y. Daraus folgt:

[y]A = A−1 · y .

Dies funktioniert nicht mehr, wenn wir einen Vektor y aus einem r-dimen-
sionalen Untervektorraum V ⊂ Kn bezüglich einer Basis A = (a1, . . . , ar)
darstellen wollen, denn in diesem Falle ist A ∈ Mn,r(K) nicht einmal eine
quadratische Matrix, kann also nicht invertiert werden. Gültig bleibt aber
die Gleichung

A · [y]A = y .

3. Sei jetzt V ⊂ Kn ein r-dimensionaler Untervektorraum. Das ist schon fast
der allgemeinste Fall, mit dem wir uns zu befassen haben. Die Elemente
ai = (a1i, . . . , ani)

t einer Basis von V , i = 1, . . . , r, sind immer noch Vektoren
im Kn, aber wir haben nur r davon. Also ist

A = (a1, . . . , ar) ∈Mn,r(K).

Die Berechnung der Koordinaten funktioniert aber genauso wie oben. Es ist
rg(A) = r, und da jeder Vektor y ∈ V Linearkombination der Spalten von A
ist, hat auch die erweiterte Matrix (A, y) den Rang r. Deshalb ist das LGS
A ·x = y für jedes y ∈ V lösbar. Weil V und Kr die gleiche Dimension haben,
ist das LGS auch eindeutig lösbar, und es gilt:

Der Vektor x = [y]A ∈ Kr ist die eindeutig bestimmte Lösung des Linearen
Gleichungssystems A · x = y.

4. Sei V = M2(K). Dann bilden die Matrizen

E11 :=

(
1 0
0 0

)
, E12 :=

(
0 1
0 0

)
, E21 :=

(
0 0
1 0

)
, E22 :=

(
0 0
0 1

)
eine Basis A von V , und ΦA : M2,2(K)→ K4 ist gegeben durch

ΦA :

(
a b
c d

)
7→


a
b
c
d

 .
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B) Basiswechsel:

Das lineare Koordinatensystem ΦA hängt von der Basis A = (a1, . . . , an) ab. Was
passiert, wenn man eine zweite Basis B = (b1, . . . , bn) von V betrachtet. Welcher
Zusammenhang besteht – bei festem Vektor x ∈ V – zwischen ΦA(x) und ΦB(x) ?

ΦA ist ein Isomorphismus, die Umkehrabbildung ist sogar leichter zu verstehen, sie
ist durch

Φ−1
A : (x1, . . . , xn) 7→

n∑
i=1

xiai

gegeben.

Wir betrachten nun das folgende Diagramm:

Kn
ΦB◦Φ−1

A−−−−−→ Kn

ΦA ↖ ↗ ΦB

V

ΦB ◦ Φ−1
A : Kn → Kn wird durch eine Matrix WB,A ∈ Mn,n(K) beschrieben, und

es gilt:
ΦB ◦ Φ−1

A (ΦA(x)) = ΦB(x).

In der Sprache der Matrizen heißt das:

WB,A · [x]A = [x]B.

Man nennt WB,A die Basiswechsel-Matrix und die obige Formel die Basiswechsel-
Formel.

Wie kann man die Basiswechsel-Matrix berechnen? Für die Spalten der Basiswechsel-
Matrix gilt:

Sj(WB,A) = WB,A · ej = WB,A · [aj]A = [aj]B.

Also ist
WB,A = ([a1]B, . . . , [an]B).

Spezialfall:

Sei V ⊂ Kn ein r-dimensionaler Untervektorraum. In V seien zwei Basen

A = (a1, . . . , ar) und B = (b1, . . . , br)

gegeben. Die zugehörigen Matrizen in Mn,r(K) bezeichnen wir ebenfalls mit A und
B. Die Basiswechsel-Matrix WB,A liegt in diesem Falle in Mr(K), und es gilt:

(B ·WB,A) · eν = B · (WB,A · eν) = B · [aν ]B = aν = A · eν ,

also
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B ·WB,A = A.

Die ν-te Spalte von WB,A ist die eindeutig bestimmte Lösung des LGS B · x = aν.

Das liefert ein Rechenverfahren für die Bestimmung der Basiswechselmatrix. Ih-
re Spalten ergeben sich als Lösungen x1, . . . , xr der linearen Gleichungssysteme
B · x1 = a1, . . . , B · xr = ar. Man kann die zugehörigen Gaußverfahren si-
multan durchführen. Dazu wendet man das Verfahren auf die erweiterte Matrix
(B|a1| . . . |ar) an. Hat man B in die gewünschte Dreiecksgestalt gebracht, so erhält
man die Lösungen x1, . . . , xr durch Rückwärtseinsetzen, wobei für xj jeweils die
(r + j)-te Spalte als rechte Seite benutzt werden muss.

Ist sogar r = n, so treibt man die Umformungen weiter, bis man erhält:

(B|A) → (En|B−1 · A).

Auf der rechten Seite steht dann die Basiswechselmatrix, denn es ist jaB·WB,A = A.
Die Formel WB,A = B−1 ·A gilt natürlich nicht mehr, wenn wir es mit Basen eines
Untervektorraums von Kn zu tun haben.

Allgemein:

Kommen wir zurück zu einem allgemeinen Basiswechsel in einem n-dimensionalen
K-Vektorraum V . Es gilt:

WA,B ·WB,A · [x]A = WA,B · [x]B = [x]A

und

WB,A ·WA,B · [x]B = WB,A · [x]A = [x]B.

Weil x völlig beliebig gewählt werden kann, folgt:

WA,B ·WB,A = En und WB,A ·WA,B = En, also W−1
A,B = WB,A.

Beispiele.

1. Die Vektoren b1 := (1, 1, 0) t, b2 := (1, 0, 1) t und b3 := (0, 1, 1) t bilden eine
Basis B des R3. Die Matrix

B := (b1, b2, b3) =

 1 1 0
1 0 1
0 1 1


ist invertierbar, die inverse Matrix ist gegeben durch

B−1 =
1

2

 1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1

 .
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Wir wollen herausfinden, wie die Darstellung des Vektors x := (12, 6, 30) t

bezüglich der Basis B aussieht. Nach der obigen Formel ist

[x]B = B−1 · x =
1

2

 1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1

 ·
 12

6
30

 =

 −6
18
12

 .

Probe: Tatsächlich ist

−6 · b1 + 18 · b2 + 12 · b3 =

 −6
−6
0

+

 18
0
18

+

 0
12
12

 =

 12
6
30

 = x.

2. Die Vektoren a1 = (1, 3, 2) t, a2 = (0,−1, 5) t und a3 = (4, 2,−3) t bilden
ebenfalls eine Basis des R3. Dann ist

WB,A = B−1 · A =
1

2

 1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1

 ·
 1 0 4

3 −1 2
2 5 −3


=

 1 −3 9/2
0 3 −1/2
2 2 −5/2

 .

3. Ein Ausnahmefall ist die Bestimmung der Koordinaten eines Vektors bezüglich
einer ON-Basis. Sei V ein euklidischer Vektorraum, A = (a1, . . . , an) eine ON-
Basis von V . Ist x ∈ V ein beliebiger Vektor, so findet man die Koeffizienten
xi in der Darstellung

x =
n∑
i=1

xiai

durch die Formel xi = <x , ai>, für i = 1, . . . , n.

Es ist also [x]A = (<x , a1>, . . . , <x , an>) t.

C) Basisdarstellung von linearen Abbildungen:

Eine lineare Abbildung f : Kn → Km wird durch eine eindeutig bestimmte Matrix
M = M(f) ∈Mm,n(K) beschrieben, mit

M(f) · x = f(x).

Die Spalten von M sind gegeben durch Sj(M) = M · ej = f(ej).

Das wollen wir jetzt verallgemeinern.

Gegeben seien
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• Zwei endlich-dimensionale K-Vektorräume V und W ,

• zwei Basen A = (a1, . . . , an) von V und B = (b1, . . . , bm) von W,

• eine lineare Abbildung f : V → W .

f ist durch die n Werte f(a1), . . . , f(an) bereits vollständig festgelegt. Und jeder
der Vektoren f(aj) lässt sich auf eindeutige Weise als Linearkombination der Ba-
sisvektoren b1, . . . , bm darstellen:

f(aj) =
∑m

i=1 αijbi, mit αij ∈ K, für j = 1, . . . , n.

Achtung! Die Position der Indizes ist vorgeschrieben!

Mit MB,A(f) ∈Mm,n(K) bezeichnen wir die Matrix der αij.

Mit Hilfe von Koordinaten kann man die Situation folgendermaßen beschreiben:

V
f−→ W

ΦA ↓ ↓ ΦB

Kn fB,A−→ Km

Die Abbildung fB,A := ΦB ◦ f ◦ Φ−1
A : Kn → Km wird erst durch das vorgelegte

Diagramm definiert. Sie ist ebenfalls linear und wird in der üblichen Weise durch
eine Matrix M(fB,A) beschrieben. Wir zeigen, dass M(fB,A) = MB,A(f) ist. Es gilt
nämlich:

Sj(M(fB,A)) = fB,A(ej)

= ΦB ◦ f ◦ Φ−1
A (ej)

= ΦB ◦ f(aj)

= ΦB(α1jb1 + · · ·+ αmjbm)

= (α1j, . . . , αmj)
t

= Sj(MB,A(f)).

Definition. Die Matrix MB,A(f) = M(fB,A) zur linearen Abbildung

fB,A = ΦB ◦ f ◦ Φ−1
A : Kn → Km

nennt man die Matrix, die f : V → W bezüglich der Basen A und B beschreibt.
Da fB,A(ΦA(x)) = ΦB(f(x)) ist, folgt nun:

MB,A(f) · [x]A = [f(x)]B, für x ∈ V.

Es ist [aj]A = ej, für j = 1, . . . , n, also
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Sj(MB,A(f)) = MB,A(f) · ej = MB,A(f) · [aj]A = [f(aj)]B.

Das ergibt folgende Formel zur Berechnung von MB,A(f) :

MB,A(f) = ([f(a1)]B, . . . , [f(an)]B).

Ein Sonderfall liegt vor, wenn f eine lineare Abbildung von Kn nach Km ist. Dann
kann f bezüglich der Standardbasen durch eine Matrix M := M(f) ∈ Mm,n(K)
beschrieben werden:

f(x) = M · x.
Wir wollen f jetzt aber bezüglich anderer Basen A = (a1, . . . , an) von Kn und
B = (b1, . . . , bm) von Km beschreiben. Dann ist

MB,A(f) = ([f(a1)]B, . . . , [f(an)]B)

= ([M · a1]B, . . . , [M · an]B)

= (B−1 ·M · a1, . . . , B
−1 ·M · an)

= B−1 ·M · A.

f = fM : Kn → Km wird beschrieben durch MB,A(f) = B−1 ·M · A .

Sehr häufig wird auch der Fall V = W betrachtet. Eine lineare Abbildung f : V →
V bezeichnet man als einen Endomorphismus von V . Man kann dann versuchen,
mit einiger einzigen Basis A auszukommen und f durch MA(f) := MA,A(f) zu
beschreiben. Ist V = Kn, so liegt es nahe, die Standardbasis zu benutzen. Aber oft
zeigt es sich, dass man durch geschickte Wahl der Basis zu einer viel einfacheren
Matrix kommen kann. Wie das geht, werden wir im nächsten Abschnitt sehen.

Zum Schluss eine Konsequenz für Determinanten:

Sei V ein beliebiger n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V → V ein Endomor-
phismus. Wir wählen eine beliebige Basis A = (a1, . . . , an) von V . Dann wird f
durch die Matrix M = MA(f) ∈Mn,n(K) beschrieben, mit

MA(f) := M(ΦA ◦ f ◦ Φ−1
A ) = ([f(a1)]A, . . . , [f(an)]A).

Ist nun A′ eine andere Basis von V , M ′ = MA′(f) und P die zugehörige Basiswech-
selmatrix, so ist M ′ = P−1 ·M · P , also

det(M ′) = det(P )−1 · det(M) · det(P ) = det(M).

Daher ist folgendes sinnvoll:

Definition. Sei V ein beliebiger endlich-dimensionaler K-Vektorraum, A eine
Basis für V und f : V → V ein Endomorphismus. Dann setzt man

det(f) := det(MA(f)).
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§ 4 Eigenwerte

Sei K ein beliebiger Körper.

Definition. Ein Polynom über K ist eine unendliche Folge f = (a0, a1, a2, . . .)
von Elementen ai ∈ K, mit ai = 0 für fast alle i. Die Elemente ai nennt man die
Koeffizienten von f . Den größten Index n mit an 6= 0 nennt man den Grad von f
(in Zeichen grad(f)). Das

”
Nullpolynom“ 0 = (0, 0, 0, . . .) erhält den Grad −∞.

Zwei Polynome sind gleich, wenn alle ihre Koeffizienten übereinstimmen. Man kann
zwei Polynome f = (a0, a1, a2, . . .) und g = (b0, b1, b2, . . .) addieren und multiplizie-
ren:

f + g := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .)

und f · g := (c0, c1, c2, . . .), mit ck :=
∑
i+j=k

aibj .

In der Gestalt (c, 0, 0, . . .) kann man jedes Element c ∈ K als Polynom auffassen.

Das Element X := (0, 1, 0, 0, . . .) bezeichnet man als die Unbestimmte. Es ist

X2 = (0, 0, 1, 0, 0, . . .),

X3 = (0, 0, 0, 1, 0, . . .)

und allgemein Xk = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .), mit einer 1 an der k-ten Position,

wenn man die vorderste Position als 0. Position bezeichnet.

Dadurch kann man ein Polynom f = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) mit an 6= 0 in der
Form f = a0 + a1X + a2X

2 + · · ·+ anX
n schreiben.

Definition. Die Menge aller Polynome über K wird mit K[X] bezeichnet.
Offensichtlich ist K[X] ein kommutativer Ring.

Jedem Polynom f =
∑n

k=0 akX
k ist eine Funktion Ff : K → K durch Ff (α) :=∑n

k=0 akα
k zugeordnet. Diese Zuordnung ist im Falle K = R oder K = C injektiv,

nicht aber bei beliebigen Körpern. Über Z2 stimmen z.B. die Funktionen zu den
Polynomen 0 und X2 −X überein.

4.1 Satz. Sind f, g zwei Polynome, so ist

grad(f + g) ≤ max(grad(f), grad(g)) und grad(f · g) = grad(f) + grad(g).

Der Beweis ist trivial.

4.2 Satz. Seien f, g zwei Polynome.

1. Ist f · g = 0, so ist f = 0 oder g = 0.

2. Ist f · g = 1, so ist grad(f) = grad(g) = 0.

Beweis: 1) Ist f 6= 0 und g 6= 0, so ist grad(f · g) = grad(f) + grad(g) ≥ 0, also
f · g 6= 0.

2) Ist f · g = 1, so ist 0 = grad(1) = grad(f · g) = grad(f) + grad(g). Das geht nur,
wenn grad(f) = grad(g) = 0 ist.
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Es folgt, dass K[X] kein Körper ist.

4.3 Satz (Division mit Rest). Seien f, g ∈ K[X], g 6= 0. Dann gibt es ein-
deutig bestimmte Polynome q, r mit

1. f = q · g + r.

2. r = 0 oder grad(r) < grad(g).

Beweis: 1) Existenz: Sei grad(f) ≥ grad(g) (sonst q = 0 und r = f). Ist f =
anX

n + · · · + a0 und g = bmX
m + · · · + b0, so setze man q1 := (an/bm)Xn−m.

Dann hat f1 := f − q1g einen Grad < n. Ist sogar grad(f1) < m, so ist man fertig.
Andernfalls gibt es eine Zerlegung f1 = q2g + r und f = (q1 + q2)g + r.

2) Eindeutigkeit: Sei f = q1g + r1 = q2g + r2. Dann ist 0 = (q1 − q2)g + (r1 − r2),
bzw. (q1 − q2)g = r2 − r1. Aus Gradgründen muss q1 = q2 und r1 = r2 sein.

Schreibweise: Ist f ∈ K[X] und α ∈ K, so setzen wir f(α) := Ff (α).

4.4 Satz. Sei f ∈ K[X], grad(f) ≥ 1 und f(α) = 0. Dann gibt es ein g ∈ K[X],
so dass f = (X − α) · g ist.

Beweis: Nach Division mit Rest ist f = q·(X−α)+r mit r = 0 oder grad(r) = 0.
Setzt man α ein, so erhält man r = r(α) = 0.

Definition. Ist f = (X − α)k · g und g(α) 6= 0, so nennt man α eine Nullstelle
der Vielfachheit k von f .
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (hier ohne Beweis) besitzt jedes Po-
lynom über C von positivem Grad mindestens eine (komplexe) Nullstelle. Daher
kann man jedes komplexe Polynom vollständig in Linearfaktoren zerlegen. Über R
gibt es Polynome ohne Nullstellen. Ist f ein Polynom mit reellen Koeffizienten und
α eine komplexe Nullstelle von f , so ist auch die konjugierte Zahl α eine Nullstelle
von f (Beweis trivial).

Definition. Sei V ein K-Vektorraum, f : V → V ein Endomorphismus. Ein
Vektor x ∈ V heißt Eigenvektor von f , falls gilt:

1. x ist nicht der Nullvektor.

2. Es gibt ein λ ∈ K, so dass f(x) = λx ist.

Der Skalar λ heißt Eigenwert von f zum Eigenvektor x.

Ist A ∈Mn(K) eine quadratische Matrix, so setzen wir fA(x) := A ·x. Unter einem
Eigenvektor (Eigenwert) von A versteht man einen Eigenvektor (Eigenwert) von
fA : Kn → Kn.
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Beispiel.

Ist A :=

(
1 2
3 2

)
und x0 :=

(
2

3

)
, so ist

A · x0 =

(
1 · 1 + 2 · 3
3 · 2 + 2 · 3

)
=

(
8

12

)
= 4 ·

(
2

3

)
= 4 · x0,

also 4 ein Eigenwert von A zum Eigenvektor x0.

4.5 Der Raum E(λ). Sei V ein K-Vektorraum, f : V → V linear und λ ∈ K.
Dann ist

E(λ) := {x ∈ V : f(x) = λx}
ein Untervektorraum von V .

Beweis:

1) Offensichtlich liegt der Nullvektor in E(λ). Man beachte allerdings, dass 0 kein
Eigenvektor ist!

2) Ist x ∈ E(λ), also f(x) = λx, so ist auch

f(αx) = α · f(x) = α(λx) = λ(αx),

also αx ∈ E(λ), für α ∈ K.

3) Sind x, y ∈ E(λ), so ist f(x) = λx und f(y) = λy. Also ist

f(x+ y) = f(x) + f(y) = λx+ λy = λ(x+ y),

also x+ y ∈ E(λ).

Definition. Ist f : V → V linear, λ ∈ K, so heißt E(λ) der Eigenraum von f
zu λ.

Bemerkung. Die Menge E(λ) \ {0} besteht aus Eigenvektoren zum Eigenwert
λ. Im allgemeinen wird sie natürlich leer sein.

Wozu sind Eigenvektoren gut?

Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare Abbil-
dung f : V → V heißt diagonalisierbar, wenn es eine Basis (b1, . . . , bn) von V gibt,
bzgl. der f durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird.

Eine Matrix A ∈Mn(K) heißt diagonalisierbar, wenn fA : Kn → Kn diagonalisier-
bar ist.

• Sei f ein Endomorphismus von V und B = (b1, . . . , bn) eine Basis, bezüglich
der f durch eine Diagonalmatrix D = ∆(λ1, . . . , λn) beschrieben wird. Dann
ist f(bj) = λjbj für alle j. Also sind die bj Eigenvektoren von f (mit zugehöri-
gen Eigenwerten λj).
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• Nun sei speziell f = fA : Kn → Kn, mit A ∈ Mn(K). Bezüglich einer Basis
B = (b1, . . . , bn) wird f dann durch die Matrix MB(fA) = B−1 · A · B =
MB,B(fA) beschrieben, mit der invertierbaren Matrix B = (b1, . . . , bn).

Damit haben wir gezeigt:

4.6 Diagonalisierbarkeit von Matrizen. Folgende Aussagen über eine Matrix
A ∈Mn(K) sind äquivalent:

1. A ist diagonalisierbar.

2. Im Kn gibt es eine Basis von Eigenvektoren von A.

3. Es gibt eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix B, so dass gilt:

D = B−1 · A ·B.

Wie findet man Eigenvektoren? Es ist einfacher, mit den Eigenwerten zu beginnen.
Sei f : V → V ein Endomorphismus.

λ Eigenwert von f ⇐⇒ ∃ v 6= 0 mit f(v) = λ · v
⇐⇒ ∃ v 6= 0 mit f(v)− λv = 0

⇐⇒ ∃ v 6= 0 mit (f − λ · idV )(v) = 0

⇐⇒ Ker(f − λ · idV ) 6= {0}
⇐⇒ Im(f − λ · idV ) 6= V

⇐⇒ rg(f − λ · idV ) < dim(V )

⇐⇒ det(f − λ · idV ) = 0.

Wir betrachten diese Aussagenkette für den Spezialfall f = FA : Kn → Kn.

λ Eigenwert von A ⇐⇒ ∃ v 6= 0 mit A · v = λv

⇐⇒ ∃ v 6= 0 mit A · v − λ · v = 0

⇐⇒ ∃ v 6= 0 mit (A− λ · En) · v = 0

⇐⇒ Ker(FA−λ·En) 6= 0

⇐⇒ rg(A− λ · En) < n

⇐⇒ det(A− λ · En) = 0

⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Wie sieht diese Determinante aus? Wir setzen ãij :=

{
aij für i 6= j

aii − λ für i = j
.

Außerdem beachten wir folgende Tatsache:
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Ist σ ∈ Sn eine Permutation 6= id, so gibt es ein i mit j := σ(i) 6= i. Weil Permu-
tationen bijektive Abbildungen sind, kann auch nicht σ(j) = j gelten, denn dann
hätten ja zwei Zahlen das gleiche Bild. Damit folgt:

det(A− λ · En) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)ã1,σ(1) · . . . · ãn,σ(n)

= (a11 − λ) · . . . · (ann − λ) + Terme, bei denen

λ in höchstens n− 2 Faktoren vorkommt

= (−1)nλn + (−1)n−1(
n∑
i=1

aii)λ
n−1 + Terme vom Grad ≤ n− 2.

Bei der Definition der Determinante durch die Leibniz-Formel kommen keine Di-
visionen vor. Deshalb kann die Determinante auch für Matrizen definiert werden,
deren Einträge (statt in einem Körper) in einem kommutativen Ring mit 1 liegen,
also z.B. in K[X].

Definition. pA(X) := det(A−X ·En) heißt charakteristisches Polynom von A.
Damit gilt:

Das charakteristische Polynom einer Matrix A ∈Mn(K) ist ein Polynom vom Grad
n über K, von der Gestalt pA(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X

n−1 + cnX
n, mit

cn = (−1)n,

cn−1 = (−1)n−1 · (a11 + · · ·+ ann),
...

c0 = pA(0) = det(A).

Zur Abkürzung setzt man Spur(A) :=
n∑
i=1

aii (Spur von A).

Oben haben wir gesehen:
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms pA(X).
Das liefert eine praktische Berechnungsmöglichkeit.

Beispiele.

1. Wir betrachten noch einmal die Matrix A =

(
1 2
3 2

)
. Es gilt:

det

(
1− λ 2

3 2− λ

)
= (1− λ)(2− λ)− 6 = λ2 − 3λ− 4.

Also ist

pA(λ) = 0 ⇐⇒ λ =
3±
√

9 + 16

2
=

{
4
−1

Den einen dieser beiden Eigenwerte hatten wir schon kennengelernt. Nun
suchen wir die zugehörigen Eigenvektoren. Dazu muss man bei gegebenem λ
die Gleichung (A− λ · E2) · x = 0 lösen:
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λ = −1 :

(
2 2
3 3

)
·
(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
hat z.B. b1 :=

(
1

−1

)
als Lösung.

λ = 4 :

(
−3 2
3 −2

)
·
(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
hat b2 :=

(
2

3

)
als Lösung.

b1 und b2 sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten−1 bzw. 4. Da det

(
1 2
−1 3

)
=

5 6= 0 ist, bilden sie auch eine Basis.

Damit ist bewiesen, dass A diagonalisierbar ist. Wir machen noch die Probe.

Dazu setzen wir B := (b1, b2) =

(
1 2
−1 3

)
. Dann ist B−1 =

1

5

(
3 −2
1 1

)
und

B−1 · A ·B =
1

5

(
3 −2
1 1

)
·
(

1 2
3 2

)
·
(

1 2
−1 3

)
=

1

5

(
3 −2
1 1

)
·
(
−1 8
1 12

)
=

1

5

(
−5 0
0 20

)
=

(
−1 0
0 4

)
.

Es kommt tatsächlich eine Diagonalmatrix heraus, und die Einträge darin
sind gerade die Eigenwerte. Das muss natürlich so sein.

2. R(ϕ) sei die
”
Drehmatrix“ R(ϕ) :=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
. Dann ist

det(R(ϕ)− λ · E2) = det

(
cosϕ− λ − sinϕ

sinϕ cosϕ− λ

)
= (cosϕ− λ)2 + sin2 ϕ

= λ2 − 2λ cosϕ+ 1.

Dieser Ausdruck wird genau dann Null, wenn

λ =
1

2
· (2 cosϕ±

√
4 cos2 ϕ− 4) = cosϕ±

√
− sin2 ϕ ist.

Das ist nur möglich, wenn ϕ = 0 oder ϕ = π ist, also sinϕ = 0. Das bedeutet,
dass unter allen Drehmatrizen nur die speziellen Matrizen(

1 0
0 1

)
= E2 und

(
−1 0
0 −1

)
= −E2

Eigenwerte besitzen (und zwar λ = 1 bzw. λ = −1 ). Andere Drehungen
besitzen keinen Eigenwert und daher auch keinen Eigenvektor.

Spaßeshalber kann man mit R(ϕ) auch einen Endomorphismus des Cn be-
schreiben und nach komplexen Eigenwerten suchen. Auf Grund der obigen
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Berechnung ist sofort klar, dass λ1,2 = cosϕ ± i sinϕ =: e±i ϕ komplexe
Eigenwerte sind.

Die Gleichung für einen Eigenvektor

(
z

w

)
∈ C2 zum Eigenwert λ1 = ei ϕ

lautet: (
−i sinϕ − sinϕ

sinϕ −i sinϕ

)
·
(
z

w

)
=

(
0

0

)
.

Man sieht, dass

(
1

−i

)
eine Lösung ist. Genauso ist

(
1

i

)
ein Eigenvektor zum

Eigenwert λ2 = e−i ϕ. Offensichtlich sind

(
1

i

)
und

(
1

−i

)
linear unabhängig

(über C ), es gibt also eine Basis von Eigenvektoren. Man sieht, dass eine
Matrix über R nicht diagonalisierbar, aber über C diagonalisierbar sein kann.

4.7 Lineare Unabhängigkeit von Eigenvektoren. Sind v1, . . . , vk ∈ V Ei-
genvektoren eines Endomorphismus f : V → V zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten λ1, . . . , λk ∈ K, so sind sie linear unabhängig.

Beweis: Wir führen Induktion nach der Anzahl k.

k = 1 : Ein einzelner Eigenvektor v1 ist immer linear unabhängig, weil er 6= 0 ist.

k − 1→ k (mit k ≥ 2): Es seien Eigenvektoren v1, . . . , vk zu paarweise verschiede-
nen Eigenwerten λ1, . . . , λk gegeben. Wir nehmen an, sie wären linear abhängig,
und versuchen, daraus einen Widerspruch zu konstruieren:

Nach Induktionsvoraussetzung sind v1, . . . , vk−1 linear unabhängig. Wenn sie durch
Hinzunahme von vk linear abhängig werden, muss es Koeffizienten αj ∈ K geben,

so dass gilt: vk =
k−1∑
j=1

αjvj. Daraus folgt:

0 = (f − λk · idV )(vk) = (f − λk · idV )(
k−1∑
j=1

αjvj)

=
k−1∑
j=1

αj · (f − λk · idV )(vj) =
k−1∑
j=1

αj · (λj − λk) · vj.

Da v1, . . . , vk−1 linear unabhängig sind, muss αj(λj − λk) = 0 für j = 1, . . . , k − 1
gelten. Da die λj 6= λk sind, also λj − λk 6= 0 für j = 1, . . . , k− 1, muss α1 = . . . =
αk−1 = 0 sein. Aber dann ist vk = 0, und das kann bei einem Eigenvektor nicht
sein. WS!

4.8 Folgerung 1. Hat f : V → V n verschiedene Eigenwerte, so ist f diagona-
lisierbar.
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4.9 Folgerung 2. λ1, . . . , λr seien paarweise verschiedene Eigenwerte von A ∈
Mn(K). Ist wi ∈ E(λi) für i = 1, . . . , r und w1 + · · · + wr = 0, so ist w1 = . . . =
wr = 0.

Beweis: Wir nehmen an, dass es ein k mit 1 ≤ k ≤ r gibt, so dass – nach
geeigneter Numerierung – die ersten k Vektoren 6= 0 sind, während wk+1 = . . . =
wr = 0 ist. Dann ist auch w1 + · · ·+ wk = 0. Ist k = 1, so ist nichts zu zeigen. Sei
also k ≥ 2 und

0 = A ·
( k∑
i=1

wi
)

=
k∑
i=1

A · wi =
k∑
i=1

λi · wi.

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhängig sind, muss λ1 =
. . . = λk = 0 sein. Aber das ist ein Widerspruch, denn die λi sollten paarweise
verschieden sein.

Das charakteristische Polynom pA einer Matrix A ∈Mn(K) hängt in Wirklichkeit
nur von der linearen Abbildung f = fA ab, ganz egal, bezüglich welcher Basis man
f beschreibt:

4.10 Satz. Ist B invertierbar, so ist

pB−1AB(X) = pA(X).

Beweis: Es ist

pB−1AB(X) = det(B−1 · A ·B −X · En)

= det(B−1 · A ·B −B−1 · (X · En) ·B)

= det(B−1 · (A−X · En) ·B)

= (detB)−1 · det(A−X · En) · detB

= det(A−X · En) = pA(X).

Insbesondere kann man vom charakteristischen Polynom eines Endomorphismus
sprechen. Eine weitere Folgerung betrifft die Spur. Es ist Spur(B−1AB) = Spur(A).

Leider kann man nicht immer erwarten, dass das charakteristische Polynom in
lauter verschiedene Linearfaktoren zerfällt.

Beispiel.

Sei A :=

 6 4 4
−1 0 −1
−2 0 0

. Dann gilt:
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det(A− λ · E3) = det

 6− λ 4 4
−1 −λ −1
−2 0 −λ


= (6− λ)λ2 + 8 + 0− 8λ− 0− 4λ

= −λ3 + 6λ2 − 12λ+ 8

= (2− λ)3.

Also ist λ = 2 die einzige Nullstelle von pA(x). Sie hat die Vielfachheit 3. Mehr
Nullstellen kann es aus Gradgründen selbst im Komplexen nicht geben. Wie steht
es nun mit den Eigenvektoren? Die zugehörige Gleichung hat die Form 4 4 4

−1 −2 −1
−2 0 −2

 ·
 x1

x2

x3

 =

 0
0
0

 .

Aus der Koeffizientenmatrix gewinnt man durch elementare Umformungen zunächst
die Matrix 1 1 1
−1 −2 −1
1 0 1

 , dann

 1 1 1
0 −1 0
1 0 1

 und schließlich

 1 1 1
0 1 0
0 0 0

 .

Das resultierende Gleichungssystem

x1 + x2 + x3 = 0,
x2 = 0

liefert als Lösungsraum den Eigenraum

E(2) = {α · (−1, 0, 1) | α ∈ R}.

Der ist nur 1-dimensional. Also ist A nicht diagonalisierbar.

Definition. Sei λ ∈ K ein Eigenwert der Matrix A ∈Mn(K).

a(λ) := Vielfachheit der Nullstelle λ des charakteristischen Polynoms pA(x)

heißt algebraische Vielfachheit von λ.

g(λ) := dimK E(λ) heißt geometrische Vielfachheit von λ.

Das Verhalten im vorigen Beispiel war kein Zufall:

4.11 Satz. Ist λ Eigenwert von A ∈Mn(K), so ist 1 ≤ g(λ) ≤ a(λ) ≤ n.

Beweis: Sei k := g(λ).
Dann gibt es eine Basis (v1, . . . , vk) von E(λ). Wir ergänzen sie zu einer Basis
(v1, . . . , vn) des ganzen Kn. Dann ist B := (v1, . . . , vn) eine invertierbare Matrix,
und es gilt:
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B−1 · A ·B = B−1 · (A · (v1, . . . , vk), A · (vk+1, . . . , vn))

= B−1 · (λv1, . . . , λvk, A · (vk+1, . . . , vn))

= (λ ·B−1 · (v1, . . . , vk), B
−1 · A · (vk+1, . . . , vn))

=



λ · · · 0
...

. . .
... C

0 · · · λ

0 D


,

mit irgendwelchen Matrizen C ∈Mk,n−k(K) und D ∈Mn−k,n−k(K). Daraus folgt:

pA(X) = pB−1AB(X) = det



λ−X · · · 0
...

. . .
... C

0 · · · λ−X

0 D −X · En−k


= (λ−X)k · det(D −X · En−k).

Also ist λ eine Nullstelle von mindestens k-ter Ordnung, es ist a(λ) ≥ g(λ).

Da pA(X) höchstens n Nullstellen haben kann, ist a(λ) ≤ n, und da λ nur dann
Eigenwert ist, wenn es dazu mindestens einen Eigenvektor gibt, ist g(λ) ≥ 1.

4.12 Satz (Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit). A ∈ Mn(K) ist
genau dann diagonalisierbar, wenn gilt:

1. pA(X) zerfällt vollständig in Linearfaktoren.

2. Für jeden Eigenwert λ ist a(λ) = g(λ).

Beweis: 1) Ist A diagonalisierbar, so gibt es eine Basis B = (v1, . . . , vn) von
Eigenvektoren. Wir können die Basisvektoren so anordnen, dass gilt:

Die ersten k1 von ihnen sind Eigenvektoren zum Eigenwert λ1, die nächsten k2 sind
Eigenvektoren zum Eigenwert λ2 usw., wobei die Eigenwerte λ1, . . . , λr paarweise
verschieden sind. Dann wird FA bezüglich B durch die Diagonalmatrix

∆ :=


λ1Ek1 0

λ2Ek2
. . .

0 λrEkr

 .

beschrieben, d.h. es ist ∆ = MB(FA) = B−1 · A ·B. Daher gilt:
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pA(X) = p∆(X) = (λ1 −X)k1 · · · (λr −X)kr .

Das charakteristische Polynom zerfällt in Linearfaktoren, und es ist a(λi) = ki für
i = 1, . . . , r.

Wir wissen schon, dass ki ≥ g(λi) ist. Aber Bi := B ∩ E(λi) besteht aus ki linear
unabhängigen Vektoren, die alle in E(λi) liegen. Also ist auch ki ≤ dimE(λi) =
g(λi).

2) Sei umgekehrt das Kriterium erfüllt, λ1, . . . , λr die verschiedenen Eigenwerte mit
den Vielfachheiten ki = a(λi) = g(λi) und k1 + · · ·+ kr = n.

Dann wählen wir Basen Bi von E(λi), für i = 1, . . . , r, und setzen

B := B1 ∪ . . . ∪Br.

Offensichtlich besteht B aus n Elementen. Eine Linearkombination w von Elemen-
ten von B kann in der Form w = w1+· · ·+wr geschrieben werden, wobei wi ∈ E(λi)
jeweils Linearkombination von Elementen von Bi ist. Ist w = 0, so verschwinden
nach dem Hilfssatz auch alle wi, und da die Elemente von Bi linear unabhängig
sind, kann w nur die triviale Linearkombination sein. Also sind die Elemente von
B linear unabhängig und bilden somit eine Basis von Eigenvektoren von A, d.h. A
ist diagonalisierbar.

Bemerkung. Über C zerfällt jedes Polynom in Linearfaktoren. Da ist die erste
Bedingung überflüssig.

Definition. W1, . . . ,Wr ⊂ V seien Unterräume. Man sagt, V ist direkte Summe
von W1, . . . ,Wr, falls gilt:

1. V = W1 + · · ·+Wr.

2. Ist wi ∈ Wi für i = 1, . . . , r und w1 + · · ·+ wr = 0, so ist w1 = . . . = wr = 0.

Man schreibt dann: V = W1 ⊕ . . .⊕Wr.

4.13 Satz. W1, . . . ,Wr ⊂ V seien Unterräume. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

1. V = W1 ⊕ . . .⊕Wr.

2. Jeder Vektor v ∈ V besitzt eine eindeutige Darstellung v = w1 + · · ·+wr mit
Vektoren wi ∈ Wi, für i = 1, . . . , r.

3. Es ist V = W1+· · ·+Wr und Wi∩(Wi+1+· · ·+Wr) = {0} für i = 1, . . . , r−1.

Beweis: (1) =⇒ (2): Weil V = W1 + · · · + Wr ist, besitzt jeder Vektor v ∈ V
eine Darstellung v = w1 + · · ·+wr mit wi ∈ Wi. Aus der zweiten Bedingung folgt,
dass die Darstellung eindeutig ist.
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(2) =⇒ (3): Dass V = W1+· · ·+Wr ist, ist klar. Sei nun v ∈ Wi∩(Wi+1+· · ·+Wr).
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung muss v = 0 sein.

(3) =⇒ (1): Sei w1 + · · · + wr = 0, wi ∈ Wi für i = 1, . . . , r. Dann liegt w1 =
−(w2 + · · ·+wr) in W1 ∩ (W2 + · · ·+Wr). Also ist w1 = 0. Analog zeigt man, dass
w2 = . . . = wr = 0 ist.

4.14 Folgerung. A ∈ Mn(K) habe die paarweise verschiedenen Eigenwerte
λ1, . . . , λr mit a(λi) = g(λi) für i = 1, . . . , r und a(λ1) + · · ·+ a(λr) = n. Dann ist

Kn = E(λ1)⊕ . . .⊕ E(λr).

Eine kleine Anwendung:

Ist B−1AB = D := ∆(λ1, . . . , λn) =

 λ1 0
. . .

0 λn

 eine Diagonalmatrix, so

ist
B−1ApB = (B−1AB) · · · (B−1AB)︸ ︷︷ ︸

p-mal

= Dp.

Aber die Potenzen einer Diagonalmatrix kann man sofort hinschreiben, es ist
∆(λ1, . . . , λn)p = ∆(λp1, . . . , λ

p
r). Daraus folgt:

Ap = B ·

 λp1 0
. . .

0 λpn

 ·B−1.

Das liefert eine leichte Berechnungsmöglichkeit für Potenzen von (diagonalisierba-
ren) Matrizen.
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§ 5 Isometrien und Hauptachsentransformation

Der Körper wird hier immer R oder C sein.

Definition. A ∈Mn(R) heißt eine orthogonale Matrix, falls A t · A = En ist.

5.1 Notwendiges Kriterium für Orthogonalität. Ist A orthogonal, so ist
|detA| = 1.

Beweis: Klar, denn wegen A t · A = En ist det(A)2 = 1.

Bemerkung. Ist A t ·A = En, so ist offensichtlich detA 6= 0. Daraus folgt, dass
A invertierbar ist, und dann ist A−1 = A t und auch A · A t = En.

Die Menge aller orthogonalen Matrizen wird mit O(n).

5.2 Satz. O(n) ist eine Gruppe.

Beweis: Offensichtlich liegt die Einheitsmatrix En in O(n). Sind A,B orthogo-
nal, so ist

(A ·B) · (A ·B) t = A ·B ·B t · A t = En,

also auch A ·B orthogonal. Außerdem ist

A−1 · (A−1) t = A t · A t t = A t · A = En,

also auch A−1 orthogonal.

Definition. Eine lineare Abbildung f : Rn → Rn heißt eine Isometrie, falls gilt:

‖f(x)‖ = ‖x‖ für alle x ∈ Rn.

5.3 Satz (Charakterisierung von Isometrien). Sei f : Rn → Rn linear und
A = M(f). Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. f ist eine Isometrie.

2. f ist ein Isomorphismus, und es ist

f(x) • f(y) = x • y für alle x, y ∈ Rn.

3. A ist orthogonal, d.h. es ist A t · A = A · A t = En.

4. Die Zeilen von A bilden eine ON-Basis.

5. Die Spalten von A bilden eine ON-Basis.
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Beweis:

Sind x, y ∈ Rn, so ist x • y = x t · y = x1y1 + · · ·+ xnyn.

(1) =⇒ (2): Ist f(x) = 0, so ist ‖x‖ = ‖f(x)‖ = 0, also auch x = 0. Damit ist
f injektiv, und eine injektive lineare Abbildung f : Rn → Rn ist automatisch ein
Isomorphismus.

Aus der Beziehung

‖x− y‖2 = (x− y) • (x− y)

= x •x+ y • y − 2x • y

= ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2x • y,

folgt: x • y =
1

2
· (‖x− y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2).

Es ist ‖f(x)‖2 = ‖x‖2, ‖f(y)‖ = ‖y‖2 und

‖f(x)− f(y)‖2 = ‖f(x− y)‖2 = ‖x− y‖2.

Daraus folgt: f(x) • f(y) = x • y.

(2) =⇒ (3): Weil x • y = f(x) • f(y) = x t ·A t ·A·y für alle x, y gilt, muss A t ·A = En
sein.

Nach der Vorbemerkung ist dann aber auch A · A t = En.

(3) =⇒ (4): Sind a1, . . . , an die Zeilen von A, so ist

En = A · A t =
(
ai • aj : i, j = 1, . . . , n

)
,

also (a1, . . . , an) eine ON-Basis.

(4) =⇒ (5): Bilden die Zeilen von A eine ON-Basis, so ist A·A t = En, und nach der
Vorbemerkung ist dann auch A t · A = En. Daraus folgt wie beim vorigen Schritt,
dass die Spalten von A eine ON-Basis bilden.

(5) =⇒ (1): Nach Voraussetzung ist {f(e1), . . . , f(en)} eine ON-Basis. Ist x =
(x1, . . . , xn) t, so folgt aus der Linearität von f und der Bilinearität des Slalarpro-
duktes die Beziehung

‖f(x)‖2 = f
( n∑
i=1

xiei

)
• f
( n∑
j=1

xjej

)
=

∑
i,j

xixjf(ei) • f(ej)

= ‖x‖2.

Damit ist f eine Isometrie.
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Im Falle n = 2 wollen wir alle orthogonalen Matrizen bestimmen:

Sei also A =

(
a b
c d

)
orthogonal. Da dann die Spaltenvektoren ein ON-System

bilden, gilt:
‖(a, c) t‖2 = 1 und (a, c) t • (b, d) t = 0.

Also ist a2 + c2 = 1, und es gibt ein ϕ ∈ [0, 2π), so dass a = cos(ϕ) und c = sin(ϕ)
ist.

Weil (a, c) 6= (0, 0) ist, ist das orthogonale Komplement zu R(a, c) t im R2 1-
dimensional, und weil (a, c) t • (−c, a) t = 0 ist, gibt es ein λ ∈ R mit (b, d) t =
λ · (−c, a) t.

Wir müssen nun zwei Fälle unterscheiden:

1) Ist det(A) = 1, so ist 1 = ad− bc = λ(a2 + c2) = λ, also

A = R(ϕ) :=

(
cos(ϕ) − sin(ϕ)
sin(ϕ) cos(ϕ)

)
.

Das ist die Drehmatrix zum Winkel ϕ, die uns schon früher begegnet ist.

R(ϕ) bildet z.B.

(
1

0

)
auf

(
cos(ϕ)

sin(ϕ)

)
und

(
0

1

)
auf

(
− sin(ϕ)

cos(ϕ)

)
ab.

2) Sei det(A) = −1.

Mit A und S :=

(
1 0
0 −1

)
ist auch A · S orthogonal, aber die neue Matrix

besitzt die Determinante +1. Also gibt es ein ϕ, so dass A = R(ϕ) ·S−1 = R(ϕ) ·S
ist. Dabei ist fS(x, y) = (x,−y) die Spiegelung an der x–Achse.

Definition. Eine orthogonale Matrix A ∈Mn(R) heißt Drehung, falls det(A) = 1
ist, und Drehspiegelung, falls det(A) = −1 ist.

Die Menge aller Drehungen wird mit SO(n) bezeichnet.

5.4 Satz. SO(n) eine Untergruppe von O(n).

Beweis: Offensichtlich liegt die Einheitsmatrix En in SO(n). Wegen det(A·B) =
det(A)·det(B) und det(A−1) = det(A)−1 folgt sofort, dass SO(n) eine Untergruppe
von O(n) ist.

Ist A ∈ O(n), so gibt es zwei Möglichkeiten: Entweder ist schon A ∈ SO(n), oder
es ist A · S ∈ SO(n), mit

S :=


1 0 0 · · · 0
0 −1
0 0 1
...

. . . 0
0 0 1

 .
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Das heißt, jede orthogonale Transformation ist eine Drehung oder eine Drehspie-
gelung.

Im Komplexen sehen die Isometrien etwas anders aus.

Wir nennen f : Cn → Cn eine Isometrie, wenn <f(z) , f(w)> = <z , w> für alle
z, w ∈ Cn ist. Da < z,w >= z t · w ist, folgt:

5.5 Satz. Sei A ∈ Mn(C), f = fA : Cn → Cn die zugehörige C-lineare Ab-
bildung. f ist genau dann eine Isometrie (bezüglich des kanonischen hermiteschen

Skalarproduktes), wenn A
t · A = En ist.

Der Beweis funktioniert genauso wie beim euklidischen Skalarprodukt.

Definition. A ∈Mn(C) heißt eine unitäre Matrix, falls A
t · A = En ist.

Die Gruppe der unitären Matrizen wird mit U(n) bezeichnet, die Untergruppe aller
unitären Matrizen A mit det(A) = 1 wird mit SU(n) bezeichnet.
Es gilt:

A unitär =⇒ | det(A)|2 = 1.

Aber VORSICHT! Eine komplexe Zahl vom Betrag 1 hat die Gestalt ei t =
cos t+ i sin t. Daher kann man die Unterscheidung zwischen Drehungen und Dreh-
spiegelungen nicht auf unitäre Matrizen übertragen!

Es ist SU(1) = {1} und U(1) = {z ∈ C∗ : |z| = 1} = {cos(ϕ) + i sin(ϕ)}, also
U(1) ∼= SO(2). Ebenso besteht ein enger Zusammenhang (aber keine Isomorphie)
zwischen SO(3) und SU(2), auf den wir hier aber nicht eingehen können.

Wir wollen uns jetzt mit den Eigenwerten spezieller Matrizen befassen:

5.6 Eigenwerte von orthogonalen und unitären Matrizen.

Sei A ∈ Mn(K) orthogonal (im Falle K = R ) oder unitär (im Falle K = C ).
Dann gilt:

1. Ist λ ∈ K ein Eigenwert von A, so ist |λ| = 1.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind zueinander
orthogonal.

Beweis: Wir betrachten nur den komplexen Fall. Es sei f := fA.

1) Sei x 6= 0, f(x) = λ · x. Da f eine Isometrie ist, gilt:

λλ < x, x >=< λx, λx >=< f(x), f(x) >=< x, x > .

Daraus folgt, dass |λ|2 = 1 ist.

2) Ist f(x) = λx und f(y) = µy, mit λ 6= µ, so folgt:

λµ < x, y >=< f(x), f(y) >=< x, y > .
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Also ist (λµ − 1)· < x, y >= 0. Wäre λµ = 1, so wäre µ = λ−1 = λ (weil |λ| = 1
ist). Aber dann wäre auch λ = µ, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss
< x, y >= 0 sein.

5.7 Eigenwerte von symmetrischen und hermiteschen Matrizen.

Sei A ∈ Mn(R) symmetrisch (d.h. A t = A ) oder A ∈ Mn(C) hermitesch (d.h.

A
t

= A ). Dann gilt:

1. Das charakteristische Polynom von A zerfällt in Linearfaktoren.

2. Alle Eigenwerte von A sind reell.

3. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind zueinander
orthogonal.

Beweis: Eine reelle symmetrische Matrix ist natürlich auch hermitesch, und über
C zerfällt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Wir brauchen also nur
zu zeigen, dass alle Eigenwerte einer hermiteschen Matrix A reell sind, dann folgt
(1) und (2) automatisch für R und C. Es ist <v , w> = v t ·w (in Matrizenschreib-
weise).

Wieder arbeiten wir mit der zugehörigen linearen Abbildung f = fA. Diesmal ist
f

”
selbstadjungiert“, d.h. < f(z), w >=< z, f(w) > für alle z, w ∈ Cn, denn es ist

< f(z), w > = (A · z) t · w
= z t · A t · w
= z t · A · w
= z t · A · w = z t · f(w)

= < z, f(w) > .

Ist λ ∈ C Eigenwert von f , so gibt es einen Vektor z ∈ Cn mit z 6= 0, so dass
f(z) = λz ist. Dann folgt:

λ < z, z > = < λz, z > = < f(z), z >

= < z, f(z) >

= < z, λz > = λ < z, z > .

Da < z, z > reell und positiv ist, folgt: λ = λ, also λ ∈ R.

Zur Orthogonalität der Eigenvektoren:

Seien λ 6= µ zwei Eigenwerte, z bzw. w zugehörige Eigenvektoren. Dann gilt:

λ· < z,w > = < λz,w >

= < f(z), w >

= < z, f(w) >

= < z, µw >

= µ· < z,w > (weil µ reell).
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Also ist (λ− µ)· < z,w >= 0, d.h. < z,w >= 0.

5.8 Satz von der Hauptachsentransformation. Ist A ∈Mn(K) eine symme-
trische (bzw. hermitesche) Matrix, so gibt es eine orthogonale (bzw. unitäre) Matrix
S ∈ GL(n,K), so dass S−1 · A · S eine reelle Diagonalmatrix ist. Die Einträge in
der Diagonalmatrix sind die Eigenwerte der Matrix A.

Beweis: Wir betrachten den komplexen Fall, also eine hermitesche Matrix A.

Es gibt mindestens einen Eigenwert λ und dazu einen Eigenvektor v1. Diesen kann
man normieren, so dass ‖v1‖ = 1 ist. Schließlich setzen wir U := Cv1.

Offensichtlich ist fA(U) ⊂ U , und wir wollen zeigen, dass auch fA(U⊥) ⊂ U⊥ ist.
Dazu geben wir uns einen beliebigen Vektor x ∈ U⊥ vor. Dann ist

<v1 , fA(x)> = <fA(v1) , x> = <λ · v1 , x> = λ ·<v1 , x> = 0,

also auch fA(x) ∈ U⊥.

Wir wählen nun eine ON-Basis {v2, . . . , vn} von U⊥. Dann ist B := (v1, v2, . . . , vn)
eine ON-Basis des Cn und damit auch eine unitäre Matrix. Sei

M := MB(fA) = B−1 · A ·B = B
t · A ·B.

Dann ist M
t

= B
t · A t ·B = B

t · A ·B = M , also M wieder hermitesch.

Wir wollen M genauer berechnen. Wegen fA(U⊥) ⊂ U⊥ gibt es Zahlen αji, so dass

wi := A · vi =
n∑
j=1

αjivj ist, für i = 2, . . . , n. Daraus folgt:

M =

 v t1
...
v tn

 · A · (v1, . . . , vn)

=

 v t1
...
v tn

 · (λv1, w2, . . . , wn)

=


λ 0 · · · 0
0
... A1

0

 .

Weil M hermitesch ist, muss auch A1 hermitesch sein. Wir werden sehen, dass wir
damit das Problem um eine Dimension reduziert haben. Zu diesem Zweck nehmen
wir an, es gebe schon eine unitäre Matrix S1, so dass

∆1 := S
t

1 · A1 · S1
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eine Diagonalmatrix ist. Anschließend setzen wir S := B ·
(

1 0
0 S1

)
. Dann ist

auch S unitär, und es ist

S−1 · A · S =

 1 0

0 S
t

1

 ·B t · A ·B ·

 1 0

0 S1


=

 1 0

0 S
t

1

 ·
 λ 0

0 A1

 ·
 1 0

0 S1


=

 λ 0

0 S
t

1 · A1 · S1


=

 λ 0

0 ∆1

 .

Das ist die gewünschte Diagonalisierung von A. Analog führt man die Diagonali-
sierung von A1 auf eine (n− 2)-reihige hermitesche Matrix A2 zurück, usw.

Um den Begriff
”
Hauptachsentransformation“ zu erläutern, sei noch ein Beispiel

angegeben:

Beispiel.

Ist A ∈ Mn,n(R) eine symmetrische Matrix, so nennt man qA : Rn → R mit

qA(x) := x t · A · x die zugehörige quadratische Form. Ist z.B. A =

(
a b
b c

)
, so

ist

qA(x1, x2) = (x1, x2) ·
(
a b
b c

)
·
(
x1

x2

)
= (x1, x2) ·

(
ax1 + bx2

bx1 + cx2

)
= ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2.

Für c ∈ R bezeichnet man die Menge QA(c) := {x : qA(x) = c} als Quadrik oder
quadratische Hyperfläche.

Wir betrachten speziell A =

(
5 −2
−2 8

)
. Dann ist

pA(X) = det

(
5−X −2
−2 8−X

)
= X2 − 13X + 36 = (X − 4)(X − 9).

Einen Eigenvektor zum Eigenwert λ1 = 4 finden wir durch die Gleichung(
1 −2
−2 4

)
·
(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
.
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Eine Lösung ist der Vektor v1 = (2, 1) t, mit ‖v1‖ =
√

5.

Einen Eigenvektor zum Eigenwert λ2 = 9 erhalten wir aus der Gleichung(
−4 −2
−2 −1

)
·
(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
.

Eine Lösung ist v2 = (−1, 2) t, mit ‖v2‖ =
√

5.

Dann bilden die Vektoren w1 := 1√
5
(2, 1) t und w2 := 1√

5
(1,−2) t eine ON-Basis von

Eigenvektoren von A. Die zugehörige Matrix

S =


2√
5

1√
5

1√
5

−2√
5


definiert eine Drehung fS der Ebene um den Nullpunkt, und es ist

S t · A · S =

(
4 0
0 9

)
.

Nun gilt (mit y := (fS)−1(x) = S−1 · x = S t · x) :

x ∈ QA(c) ⇐⇒ qA(x) = c

⇐⇒ x t · A · x = c

⇐⇒ x t · (S ·
(

4 0
0 9

)
· S t) · x = c

⇐⇒ y t ·
(

4 0
0 9

)
· y = c.

Sei etwa c = 36. Dann ist

QA(c) = {x : 5x2
1 − 4x1x2 + 8x2

2 = 36}
= fS({y : 4y2

1 + 9y2
2 = 36})

= fS({y : (
y1

3
)2 + (

y2

2
)2 = 1}

das Bild einer achsenparallelen Ellipse unter der Drehung fS. So haben wir die

”
Hauptachsen“ von QA(c) bestimmt, sie zeigen in die durch die Spalten von S

vorgegebenen Richtungen und haben die Halbachsen 2 und 3.


