Kapitel 1 Matrizen

81 Der Vektorbegriff

Erklére zunéchst, was eine reelle Zahl ist (mit Dezimalbriichen).

Eine reelle Zahl kann man sich als Punkt auf einer Geraden vorstellen. Ein Paar
(x,y) von reellen Zahlen beschreibt einen Punkt in der Ebene, ein Tripel (z,y, 2)
einen Punkt im Raum.

Man kann aber auch z.B. den Einkaufspreis # und den Verkaufspreis y eines Han-
delsgutes zu einem Paar (z,y), oder die Verkaufszahlen x,y, z dreier Filialen eines
Geschiftes zu einem Tripel (x,y, z) zusammenfassen. Befreit man sich also von der
Vorstellung, dass die Koordinaten x,y, 2 unbedingt etwas mit dem Raum zu tun
haben miissen, so kann man auch problemlos n Zahlen zu einem n-Tupel

x = (z1,...,2)

zusammenfassen.

Um z.B. Aussagen iiber die Gesamtheit aller n-Tupel machen zu kénnen, braucht
man ein Verfahren, mathematische Objekte zu neuen Objekten zusammenzufassen.

Begriff der Menge, die Beziehung x € M (,,x ist Element von M*).
Beispiele: {1,2,3}, {1,1,2,3,2,2,3}, N, Z, Q, R. Begriff der Teilmenge:

N C M(,,N Teilmenge von M“) : <= Va :z €N = z € M.

Die benutzten logischen Symbole werden erklart.

Die Menge
A" = {(x1,...,2,) : x1,...,2, ER}

aller n-Tupel von reellen Zahlen nennen wir den n-dimensionalen (reellen) af-
finen Raum, die Elemente x € A™ nennen wir Punkte.

Sind p und q zwei Punkte im A", so bezeichnen wir das Paar (p,q) als einen
Pfeil. Ein solcher Pfeil ist durch seinen Anfangspunkt, seine Richtung und seine
Léange festgelegt. In der Physik braucht man Groéflen, die durch Richtung und Léange
bestimmt sind, etwa um Kréfte zu beschreiben. Allerdings miissen diese Grofien
i.a. frei verschiebbar sein. Dabei soll der Anfangspunkt beliebig gewihlt werden
konnen, aber Lange und Richtung sollen gleich bleiben. Unter einem Vektor in
A™ verstehen wir deshalb die Klasse (Menge) aller Pfeile, die aus einem festen
Pfeil durch beliebige Parallelverschiebung entstehen. Jeder einzelne Pfeil aus der
Klasse legt die gesamte Klasse fest und wird deshalb auch als ein Reprisentant
des Vektors bezeichnet.

Wir bezeichnen hier einen Vektor mit einem Buchstaben und einem Pfeil dariiber.
—

Ist der Pfeil (p, q) ein Reprisentant des Vektors 17, so schreiben wir auch v = Pq.
Ist 0 = (0,...,0) der Nullpunkt in A", so gibt es genau einen Représentanten
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der Form (0,x) von v. Diesen speziellen Pfeil nennt man auch den Ortsvektor
des Punktes x.

Ist p € A™ ein Punkt und ¥ ein Vektor mit dem Reprisentanten (p, q), so schreibt
man:

— —
pP+v=q oderv=q-—p.
Das bedeutet, dass der Vektor v den Punkt p nach q verschiebt. Zu je zwei vorge-

gebenen Punkten p und q gibt es genau einen Vektor ?, der p nach q verschiebt.

Das Besondere an den Vektoren ist, dass man sie addieren kann: Sind zwei Vektoren
v und w gegeben, so gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor v+ 1,_)0, so dass fiir
jeden Punkt p gilt:

(p+7v)+w=p+(v+w).

Verwendet man geeignete Repréasentanten, so sieht das folgendermaflen aus:

— — —
Pq + qr = pr.

or
Verschiebt man den Punkt p zunéchst nach q T
und dann nach r, so kann man genauso gut .
gleich p nach r verschieben. Die Summe von w
Vektoren bildet man also, indem man représen- Pe
tierende Pfeile aneinander hingt. o e q

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die folgenden Regeln gelten:

(v +w) (verwende Pfeile),

—
(u + +
+v

=) SF
SEARSH)
S~}

_'_
+w = (Kréfteparallelogramm).
Eine Ausnahme bildet der Nullvektor 3, der zu iiberhaupt keiner Verschiebung
fithrt. Représentanten sind die Paare (p, p), die schwerlich als Pfeile zu deuten sind,
denn ihnen fehlt Richtung und Lange. Trotzdem spricht man von einem Vektor. Es
gilt:

U4 0= U, fiir alle Vektoren .

Auflerdem gibt es zu jedem Vektor ¥ einen Vektor —1_;, den entgegengesetzten oder
negativen Vektor, so dass v + (—v) = o ist. Wenn (p, q) ein Représentant von v

ist, dann ist (q, p) ein Représentant von —v.

N
Da ein Vektor z immer in der Form 7 = 0x mit einem geeigneten Endpunkt
x geschrieben werden kann, ist er durch den Ortsvektor (0,x) und damit durch
dessen Endpunkt x = (x1,...,x,) festgelegt. Deshalb schreibt man auch

X

8l

Tn
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Dies ist die Spaltenschreibweise fiir einen Vektor. Wie man sieht, besteht in Wirk-
lichkeit gar kein groBer Unterschied zwischen einem Punkt x, dem Ortsvektor (0, x)

N
und dem zugehorigen Vektor 7 = 0x.

Sind x und y zwei Punkte im A", so bezeichnen wir den Endpunkt des Orts-

— —
vektors von 0x + Oy mit x + y. Dann bilden 0, x, y und x + y die Ecken eines

Parallelogramms. v

Xty

X

Ist x = (21,...,2,) und y = (¥1,-..,¥Yn), so folgt aus der Konstruktion:
X+y=(T1+ Y1, s T+ Yn).

Deshalb kann auch die Vektoraddition algebraisch beschrieben werden:
x (1 T+
v, " —

Ist r eine reelle Zahl, so definiert man

I T

Tn Ty

Das bedeutet, dass alle zugehorigen Pfeile um den Faktor r gestreckt werden.

Auch hier gelten diverse Rechenregeln (z.B. (v + w) = av 4 aw), die aber nicht
alle aufgezahlt werden.

Da man mit Paaren, Tripeln, n-Tupeln, Ortsvektoren und freien Vektoren immer
auf die gleiche Weise rechnen kann, driangt sich einem der Eindruck auf, dass
es bei der Vektorrechnung gar nicht auf die Pfeile oder die Vorstellung davon
ankommt. Tatsédchlich sind Vektoren einfach Objekte, die ganz bestimmten Re-
chenregeln geniigen, und nur diese Regeln stellen die Verbindung zur anschaulich-
physikalischen Vektor-Vorstellung her.

Das fiihrt zu folgender

Definition. Unter einem reellen Vektorraum verstehen wir eine Menge V', deren
Elemente addiert und mit reellen Zahlen multipliziert werden kénnen, so dass fiir
X,y,z € V und «, 8 € R folgende Rechenregeln erfiillt sind:
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x+(y+z) = (x+y)+z,
x+y = y+x
d0eV :x+0 = x,
VxeVi-xeV:x+(-x) = 0,
(a+B)x = ax+px,
alx+y) = ax+ay,
a(fx) = (ap)x

und 1-x = x.

Die Elemente von V' bezeichnet man als Vektoren.
Wichtige Beispiele sind der Vektorraum der Spaltenvektoren und der Vektorraum
der n-Tupel.
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§ 2 Matrizen und lineare Gleichungen

Matrix, rechteckiges Zahlenschema

aix a2 - QAip

Ag1  A22 -+  Aap
A= (ai5) =

Am1 Qm2 - Amn

a;; (oder auch A;;) Koeffizienten oder Eintrdige
Zi(A) = (a1, ..., ay) = i-te Zeile  (Zeilenvektor)
a2; .
Si(A) = : = j-te Spalte  (Spaltenvektor)

A
mn(R) = Menge der m x n-Matrizen

M,
M, (R) = M, ,,(R) = Menge der n-reihigen quadratischen Matrizen

0O --- 0
speziell 0=0,,=1] : : Nullmatrix,
0O --- 0
1 0
E, = oo Einheitsmatrix.
0 1
Addition von Matrizen:
aipy o Qi bii - b ap; +bn e a1y + b1p
+ = : :
Am1 " Amn bml e bmn am1 + bml e Amn + bmn

Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl:

all o .. aln &.0’11 .. Q.aln

aml ... amn a . aml DY a . amn
Dann sind folgende Rechenregeln erfiillt:
A+B=B+A, (A+B)+C=A4+(B+C)und A+0=0+ A=A,

sowie
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1-A=A, «afA) =(af)A, oA+ B)=aA+ B und (a+ f)A =aA+ BA.
Setzt man —A := (—1)A, so gilt auBerdem: A + (—A) = 0.
Damit bilden die Elemente von M,,,,(R) einen reellen Vektorraum.
Linearkombination von Aq,..., Ay ist Zle ;A = oAy + -+ oAy (a; €R)
B linear abhingig von Aq,..., Ay : <=

B = a1 A + - + ap Ay (mit geeigneten o).

Ein System S = {Ay, ..., A,,} heifit linear abhéngig, falls eine der Matrizen A; von
den anderen linear abhéngt. Auch {0} wird linear abhéingig genannt. Ein System
heifit linear unabhdngig, falls es nicht linear abhéngig ist.

2.1 Satz. Das System S = {Ay,..., A} habe folgende Figenschaft:

Zu jedem 1 gibt es eine Position (i,7), so dass (A;);; # 0 und (4;);; =0 firl #r
18t.

Dann ist S linear unabhdngig.

BEWEIS: Annahme, es sei z.B. A, Linearkombination von Ay,..., Ay_;. Wahle
dann Position (i,7) zu k geméf der Voraussetzung und stelle fest, dass das einen
Widerspruch ergibt. "

Beispiel: E;; habe den Eintrag 1 an der Position (i, j) und sonst {iberall den Eintrag
0. Dann ist das System der E;; miti =1,...,mund j = 1, ..., n linear unabhéngig
(in M,,n(R)).

Der Spann (Ay, ..., Ay) ist die Menge aller Linearkombinationen von Ay, ..., Ag.
Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V heifit Unterraum von V', falls gilt:

1. 0eU.

2. X,)YeU = X+YeU.

3.aeR XelU = aX eU.

Es ist (Ay,..., Ag) ein Unterraum von M,, ,(R). Jeder Unterraum ist ein Vektor-
raum.

Lineares Gleichungssystem:

anry + -+ antn, = bl
Am1T1 + -+ GppTyp = bm
T
Eine Losung des LGS ist ein Spaltenvektor x = : , dessen Komponenten
xTL

x; simultan alle Gleichungen erfiillen. Ist A = (a;;) € M, ,(R) die Matrix der
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Koeffizienten des LGS und b € M,, 1(R) der Spaltenvektor, dessen Eintrédge b; die
rechten Seiten der Gleichungen bilden, so hat das LGS die Gestalt

Fiithre nun Matrizenprodukt A - B ein, fir A € M,, ,(R), B € M,,.(R):

(A-B)ij = AaBij+ -+ AinBn; .

Dann ist
Z1(A) Zi(A)-S5u(B) - Zi(A) - Sa(B)
(Sl(B)’ 7Sn(B)) = )
Zun(4) ZulA)-$1(B) -+ Zu(A)-Su(B)
blj
wobel (aﬂ, c. ,am) : = aﬂblj + -4 ambnj ist.
bn;

Fiir die Matrizenmultiplikation gelten folgende Regeln:

A(BC) = (AB)C,
AB+C) = AB+ AC,
(A+B)C = AC+ BC,

. . . 1 2 1 1 1 1 1 2
1.A.1staberAB7éBA,z.B.1st<O 3>-(1 O)#(l 0).<O 3>.
Insbesondere ist A - e; = 5;(A) fiir alle j und

A-x=A - (xie1+ -+ apen) =21 - S1(A) + -+ + 2, - Sn(A).

Daraus folgt: Ist A; - x = A, - x fiir alle Vektoren z, so ist A; = A,.
Das LGS bekommt nun die Gestalt

A-z=0b.

Man nennt A -z = 0 ein homogenes System, jedes andere ein inhomogenes System.
Ziel: Bestimme Losungsmenge Los(A,b) = {x : A-x = b}.

2.2 Satz. Los(A,0) ist ein Unterraum von M, ,(R) = R™.

BEwWEIs: Nachrechnen! .
Speziell nennt man 0 die ,triviale* Losung. Eventuell ist das die einzige Losung.

Die Losungsmenge eines inhomogenen Systems kann leer sein (fithre hier die leere
Menge @ ein). Ist sie es nicht, so gilt:



8 KAPITEL 1 MATRIZEN

2.3 Satz. Ist xy eine spezielle Lisung des LGS A-x = b, so ist

Los(A, b)) ={x € R" : x =x¢+y mit y € Los(A,0)}.

BEwEIs: Esist A-xg=10. Ist auchnoch A-z =b,s0ist A-(x —z9) =b—b=0,
also © = xo+y mit y =z — xp € Lds(A4,0).

Umgekehrt: Ist x = x4y mit einem y € Los(A,0), s0ist 0 = A-y = A-(x—x) =
A-x—A-2g=A-x—b,also A-x =b. "

2.4 Folgerung. A -z = b ist genau dann eindeutig losbar, wenn A -x = 0 nur
die triviale Losung besitzt. (Uber die Existenz wird nichts ausgesagt).

Bewers: Ist Los(A, b) = @, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls folgt die Behaup-
tung aus dem obigen Satz. "
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§3 Das Gauflverfahren

Beginne mit Beispiel:

r—2y = 1,
3r+2y = 11.

Eliminiere x aus der 2. Gleichung (Subtrahiere das 3-fache der 1. Gleichung von
der 2. Gleichung) und bringe System auf Dreiecksgestalt:

r—2y = 1,
8y = 8.

Berechne dann y = 1 aus der 2. Gleichung und gewinne x durch , Riickwértseinset-
zen“: x —2 =1, also x = 3.

Entwickle nun Gauflverfahren zur Losung von A - x = b. Erlaube spezielle Umfor-
mungen, die ein Gleichungssystem in ein , dquivalentes* System (d.h. ein System
mit gleicher Losungsmenge) iiberfiihren:

A) Vertauschung zweier Gleichungen.

C

)
B) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.
) Multiplikation einer Gleichung mit einer Konstanten \ # 0.

)

D) Umbenennung der Variablen.

(A) ldsst sich durch eine geschickte Kombination von Umformungen vom Typ (B)
erreichen. Der Einfachheit halber 14sst man aber (A) als eigenstindige Umformung
Zu.

Auf den Typ (C) verzichten wir erst mal. Auf Typ (D) konnte man auch verzich-
ten, aber dann lasst sich das Verfahren nur mithsam aufschreiben. Wir lassen eine
Umbenennung der Variablen zu, allerdings miissen wir dariiber Buch fiihren.

Jede Information iiber das Gleichungssystem ist in der erweiterten Koeffizienten-
matrix enthalten:

A) entspricht der Vertauschung zweier Zeilen von A..
) entspricht der Addition eines Vielfachen der i-ten Zeile zur k-ten Zeile.
) entspricht der Multiplikation einer Zeile mit A # 0.
) entspricht der Vertauschung zweier Spalten von A (aber nicht von A.). Das
hat Einfluss auf den Losungsraum.

(
(B
(C
(D

Ziel ist es, fiir A folgende Dreiecksform zu erreichen:
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Ay - Qip

A—)(DOT g),mitDT: undaii?é()fﬁri=1,...,r,

0 - a,
Das geht folgendermafien: A € M,, ,(R) soll r-speziell genannt werden, falls gilt:

aiy - Qir

A= D. | B , mit D, = IR und a;; # 0 fir e =1,...,7.
0o | C 0
.. a’T‘T’

Ist r =0, so ist A = C. Jede Matrix ist also zumindest O-speziell. Ist » = m < n,

D,
soistA:(Dr\B).Istr:ngm,soistA:<0>.

Nun wird folgender Reduktionsschritt ausgefiihrt:

Dy | By
0 | Ck
man die gewiinschte Dreiecksform erreicht und ist fertig. Ist Cy # 0, so gibt es
einen Eintrag a;; # 0 in C} (ein sogenanntes Pivot-Element). Durch eine Reihe von
Zeilen- und Spaltenvertauschungen verschiebt man a;; an die Position (k+1, k+1).

Sei A, = ) eine k-spezielle Umformung von A. Ist C} = 0, so hat

Anschlieflend subtrahiert man geeignete Vielfache der (k + 1)-ten Zeile von den
folgenden Zeilen und erzeugt so Nullen unterhalb der Position (k + 1,k + 1). Das
Ergebnis ist eine (k + 1)-spezielle Matrix.

Nach endlich vielen Schritten erhélt man eine Matrix A, in der gewiinschten Drei-
ecksgestalt, spatestens, wenn r = m oder r = n erreicht wird. Die Umformungen
vom Typ (A) und (B) miissen an der erweiterten Matrix A, vorgenommen werden.
So erhélt man ein Gleichungssystem

anry +-oot apry A+ QT oot aipt, = by
Ty + Qp 41 Tpr41 +- Arnlp = br
Hinzu kommen noch Gleichungen der Gestalt 0 = b;, fiir ¢ = r 4+ 1,..., m. Das

urspriingliche Gleichungssystem ist genau dann l6sbar, wenn diese zusétzlichen
Gleichungen alle erfiillt sind. Man beachte aber, dass die a;; und die b; nicht mehr
die aus dem urspriinglichen System sind. Deshalb kann man Losbarkeit erst testen,
wenn man die Losung schon fast vorliegen hat.

Endgiiltig gewinnt man die Lésung durch Riickwéartseinsetzen:

1
Ty = CL_ (br — Qrrp1Trgpl — oo ar,nxn)
rr
1
Tr_1 = <br—1 — Qr—1p41Tp41 — - - - — Qr_1nTpn — ar—l,’/‘wr>
Ar—1,r-1

ete.
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a) Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems:
Setzt man x,.; = ... = z, = 0 und berechnet dann zi,...,x, durch
Riickwirtseinsetzen, so erhélt man eine spezielle Losung.

b) Die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems A - z = 0:
Fasst man x,,q,...,x, als freie Parameter auf und berechnet zq,...,z, in
Abhéngigkeit dieser Parameter durch Riickwértseinsetzen, so erhélt man alle
Losungen des homogenen Systems.

Es gibt Varianten des Gaufiverfahrens:

1. Wenn man keine Spaltenvertauschungen zulassen will, erreicht man nur die
Zeilen-Stufen-Form:

ok ok ok
*

* Kk X

* K X
* X X X
* X X X
* X X X
S S
* X X X
S I
* X X X
* X X X

Das Verfahren ist geringfiigig einfacher, weil nur Zeilenoperationen vorkom-
men, aber dafiir ist es uniibersichtlicher und miihsamer auzuschreiben.

2. Erlaubt man neben Zeilenoperationen und Spaltenvertauschungen auch noch
die Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor A # 0, so kann man das
Gaufverfahren u.U. etwas abkiirzen. Auflerdem kann man erreichen, dass die
Elemente a;; alle = 1 werden. Das erleichtert das Riickwérts-Einsetzen.

3. Die reduzierte Zeilen-Stufen-Form erreicht man, indem man wie in (1)
zunédchst die Zeilen-Stufen-Form herstellt und dann mittels (2) dafiir sorgt,
dass die Pivot-Elemente (die vordersten Elemente der Stufen) alle = 1 werden
und oberhalb eines Pivot-Elementes nur Nullen stehen:

1 = x 00 « 0 % % *x 0 % * %
1 0 « 0 % % % 0 % x =x

1 « 0 %« * % 0 % *x x*

1 = * * 0 % % *

0 1 % % %

4. Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems kann man auch direkt ge-
winnen, wie beim homogenen System. Allerdings werden wir es bei vielen
Anwendungen nur mit homogenen Systemen zu tun haben.
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Beispiel.

Betrachte das Gleichungssystem mit der erweiterten Matrix

13 52 0]1
A, = 3 9 10 1 210
02 7 3 —112
2 8 12 2 11
Das Gauflverfahren liefert die Matrix
13 5 20 1
0 2 2 =2 1] -1
00 =5 =5 2|-3
00 O O0O0] O

Mit x4 = x5 = 0 erhédlt man: z3 = 3/5, o = —11/10, x; = 13/10.
Zur Losung des homogenen Systems (rechte Seite = Null): Wihle x4 = sund x5 = ¢

als freie Parameter. Dann ist

9
$3:—S+5t, x2:25—1—0t und x1:—3s—|—1—0t.
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84 Invertierbare Matrizen

Wir betrachten einige spezielle Matrizen:

1 0

E, = ist die (n-reihige) Einheitsmatrix. Fir A € M, (R) ist
0 1

stets B, - A=A - E, = A.

E;j sei die Matrix, die an der Position (i, j) eine Eins und sonst lauter Nullen hat.
Offensichtlich ist F,, = Eiy + - -+ + E,,. Die Matrix Ej; - A weist in der i-ten Zeile
die gleichen Elemente wie die in der j-te Zeile von A auf, und sonst lauter Nullen.
Die Matrix A - E;; weist in der j-ten Spalte die gleichen Elemente wie die in der
i-ten Spalte von A auf, und sonst lauter Nullen.

Nun sei £;;(A) := E, + AEj;. Dann ist E;;(\)- A= A+ A(Ej; - A) diejenige Matrix,
die man aus A erhélt, indem man das A\-Fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile addiert.

Definition: Eine Matrix A € M,,(R) heifit invertierbar, falls es eine Matrix A’ mit
AA" = A’A = E,, gibt. Die Matrix A’ nennt man die inverse Matriz zu A und
bezeichnet sie mit A~

Es gilt:

1. Die inverse Matrix ist (wenn sie existiert) eindeutig bestimmt.

Sind némlich A’, A}, zwei potentielle Inverse, so ist A}, = ALE, = AL(AA)) =
(AYA)A, = E, A} = Al

2. A, B invertierbar = AB invertierbar und (AB)~!' = B~1A%

Beispiele.
1. Die ,Eliminationsmatrix“ E;;(\) ist invertierbar.
2. Die Einheitsmatrix ist invertierbar.

3. Sei B] = En — E“ — l?]J + EU + Eﬂ Dann ist A - B] die Matrix, die man aus
A erhélt, wenn man die i-te und die j-te Spalte vertauscht. Offensichtlich ist
Pi; - P;j = E,. Man nennt F;; eine ,Permutationsmatrix*.

Das Gaufverfahren bedeutet, dass man eine Matrix A von links mit einer
Folge von Eliminationsmatrizen und von rechts mit einer Folge von Permu-
tationsmatrizen multipliziert.

a

: b . . : .
4. Sei A = e d ) Damit A invertierbar ist, muss es Elemente u,v,x,y

geben, so dass ( (i Z ) . ( Z Z ) = ( (1) ? ) ist. Das ergibt folgendes

Gleichungssystem:
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au+br =
av+by =
cu+dr =
cv+dy =

Y

b

1
0
0
1.

Subtrahiert man das d-fache derl. Gleichung vom b-Fachen der 3. Gleichung,
so erhédlt man (ad — bc)u = d. Analog erhilt man auch (ad — bc)v = —b.

I.Fal ad —bc=0 = b=d=0;dann au =1, av =0 (also u # 0, a # 0
und v = 0), sowie cu = 0, cv =1 (also ¢ # 0, v # 0 und v = 0). Das ist ein
Widerspruch. Es muss somit gelten:

2. Fall: ad—bc # 0. Dann ist v = d/(ad —bc) und v = —b/(ad —bc). Einsetzen
liefert: © = —c¢/(ad — bc) und y = a/(ad — be). Die Zahl ad — bc nennt man
die Determinante von A. Wir haben gezeigt:

A invertierbar <= det(A) # 0.

Wir werden spéter versuchen, einer beliebigen quadratischen Matrix A eine
Determinante zuzuordnen, die dariiber entscheidet, ob A invertierbar ist.

4.1 Satz. Sei A invertierbar. Dann besitzt das Gleichungssystem A - x = 0 nur
die triviale Losung x = 0, und jedes Gleichungssystem A-x = b ist eindeutig losbar
(durch x = A7'b).

BEWEIS: Ist A-2=0,s0ist v = (A'A) -2 = A (Az) = A"1-0=0, n

4.2 Satz. Mit A = A(dy,...,d,) sei die Diagonalmatriz mit den Elementen
dy,...,d, bezeichnet. A ist genau dann invertierbar, wenn alle d; # 0 sind.

BEWEIS: 1) Ist A invertierbar, so gibt es zu jedem j ein # mit A - z = e;. Dann
ist d; - x; =1, also d; # 0.

2) Sind alle d; # 0, so ist A(dy, ..., d,) - Aldy!,...,d;Y) = E,. n

r'n

4.3 Satz. Ist A € M,(R) invertierbar, so sind die Spalten S1(A),...,S,(A)
linear unabhdngig.

BEwWEIs: Es ist Ae; = 5;(A). Wire z.B. Ae; Linearkombination der Spal-
ten Aes, ..., Ae,, so multipliziere mit A~'. Dann ist e; Linearkombination von

€9,...,€,. WS! "

4.4 Satz. a) Ist A invertierbar und entsteht A" aus A durch elementare Zeile-
numformungen, so ist auch A’ invertierbar.

b) Ist A invertierbar, so kann A durch elementare Zeilenumformungen in die Fin-
heitsmatriz E = E,, tberfihrt werden.

BEWwWEIS: a) Es gibt eine invertierbare Matrix () (zusammengesetzt aus Elimina-
tionsmatrizen), so dass QA = A’ ist. Dann ist natiirlich auch A’ invertierbar.



4 Invertierbare Matrizen 15

b) Da S1(A) # 0 ist, kann man die erste Spalte in e; iiberfiihren. Das Ergebnis ist
wieder invertierbar. Hat man nach endlich vielen Schritten erreicht, dass die ersten
k Spalten gerade die ersten k£ Einheitsvektoren sind, so muss sich in der (k + 1)-
ten Spalte (wegen der linearen Unabhéngigkeit) ein Element a; 41 # 0 mit ¢ > k
finden (denn sonst wére Si;1(A) Linearkombination von S;(A), ..., Sk(A)). Aber
dann kann man erreichen, dass Syy1(A) = egyq ist. -

4.5 Satz. Sei AB = C. Entstehen A’ aus A und C' aus C durch die gleichen
elementaren Zeilenumformungen, so ist auch A'B = C".

BEWEIS: Es gibt eine invertierbare Matrix @) mit QA = A’ und QC = C’. Dann
ist B =(QA)B=Q(AB)=QC =C". .

4.6 Folgerung. Ist A invertierbar und entstehen E aus A und E' aus E durch
die gleichen elementaren Zeilenumformungen, so ist B/ = A1,

BEWEIS: Esist AA'=F, also A~' = EA™ = F'. u
Die letzte Folgerung liefert ein Verfahren, die inverse Matrix zu berechnen.

Sei A € M, (R) invertierbar. Wir bilden die erweiterte Matrix (A|E,) und formen
diese mit elementaren Zeilenoperationen solange um, bis auf der linken Seite die

Einheitsmatrix steht. Man braucht dabei keine Spaltenvertauschungen. Entsteht so
aus (A|E,) die Matrix (E,|E’), so ist B/ = A"

Hier kommt ein Zahlenbeispiel:

2 -1 0100 100 3/4 1/2 1/4
AE)=-1 2 -1010]|—=]0101/2 112 |=(EA™M.
0 -1 2001 00 1 1/4 1/2 3/4

Bemerkung. Ist D € M, (R) eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemen-
te alle # 0 sind, so ist D invertierbar. Das folgt daraus, dass D mit elementaren
Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix iiberfithrt werden kann. Es gibt also eine
invertierbare Matrix @, so dass QD = E ist. Dann ist D = Q! invertierbar.

Jetzt kann man die Ergebnisse auf LGS anwenden. Startet man mit einem LGS
Ax = b, so liefert das Gaussverfahren ein Gleichungssystem der Gestalt

/ b/
( 10) g ) : (x//) = (b”) , mit invertierbarer Dreiecksmatrix B.
x

Das fiithrt zu D -2’4+ B-2” = b und 0 = b”. Die zweite Gleichung entscheidet iiber
die Losbarkeit des LGS. Ist sie erfiillt, so ist 2’ = D™'(¥ — B - 2”).

Uns interessiert besonders das homogene System.
4.7 Satz. Ist D € M,.(R) und

-D7'B
(Cll, s aa/n—r) = ( En_r ) )
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so ldsst sich jede Losung des homogenen LGS g g -x = 0 eindeutig als
Linearkombination von ay,...,a,_, schreiben, und umgekehrt ist jede solche Line-

arkombination eine Liosung.

/

x
BeweEls: 1) Ist  Losung, so ist © = ( .
x

-D7'B y
xr = E X = Tpg101 0+ TpQpy.

) mit 2’ = —D7'B - 2", also

tr—i—l
2) Seit = und
tn
-D7'B
T =t101+ - Ftpan_, = (a1,...,a4p_) t = 5 t,

also

(6 5)= (0 0)-(2) =)= 0)

Das bedeutet, dass x Losung ist.

3) Zur Eindeutigkeit: Ist x = t,1a1 + - -+ + tpap_r = Spp101 + + -+ + SpGp_p, SO ist

—D Bt B —-D'B . —-D'B B — D 1'Bs
t ) \E. ) " \E./) "\ s )
also s = ¢. n

Zum Schluss noch einige Bemerkungen iiber das Transponieren von Matrizen.

Ist A € M,,,(R), so ist die transponierte Matriz die Matrix A, die durch (A");; =
Aj; definiert wird. Dann gilt:

~+

(A" = A4
(A+B)! = A'+ B,
(@A)’ a- Al

(AB)! = B'A".

Ist A € M,(R) invertierbar, so ist auch A* invertierbar und
(At)fl — (Afl)t.

Ist x ein Spaltenvektor, so ist 2:* der entsprechende Zeilenvektor (und umgekehrt).
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Kapitel 2 Vektorraume

§1 Strukturen

Ergénzungen zur Mengenlehre:

e kartesisches Produkt von Mengen: A x B = {(x,y) : z € Aund y € B}.
Dies sind i.a. Paare von irgendwelchen Objekten.

e Begriff der Abbildung: A, B seien Mengen. Eine Abbildung von A nach B
ist eine Zuordnung f : A — B, die jedem x € A genau ein y € B zuordnet
(man beachte den Unterschied zwischen ,ein“ und ,genau ein“). Die Menge
A nennt man den Definitionsbereich der Abbildung, B den Wertebereich.
Schreibweisen: y = f(z), f:x —y.

Beispiele:
1. Student — Assistent (aber nicht umgekehrt).
2. f: Mpn(R) — M ,(R), definiert durch A — Z,,,(A).
3. f:R — R, definiert durch f(z) := 23
4. f: A" x A" — A", definiert durch (x,y) — x+y.
Definition.  Gruppe = Menge G mit Verkniipfung G x G — G, (a,b) — ab, mit
1. a(bc) = (ab)c (Assoziativgesetz),
2. de € G mit ea = ae = a fiir alle a € G (neutrales Element),

3. Yae G Jd € G mit ad’ = d’a = e (inverses Element).

Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, falls ab = ba fiir alle a,b € G.

Bemerkung. Die Verkniipfung wird bei allgemeinen Aussagen iiber Gruppen
multiplikativ geschrieben. In speziellen Fillen benutzt man aber auch + oder andere
Symbole.

Beispiele.
L (Z,4), (Q,+), (R, +).
2. (Q,-), (R*,+) (der Stern bedeutet: die Null wird weggelassen).

3. GL,(R) ={A € M,(R) : A invertierbar }, mit der Matrizenmultiplikation.

1.1 Satz.  FEs reicht, in (2) und (3) nur ea = a und a'a = e zu fordern.

BEWEIS:  Sei a gegeben, d'a = e und a”a’ = e. Dann folgt ad’ = (ea)d =
((a"d")a)d" = ... =e, sowie ae = a(d'a) = ... = a. n
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Eine Untergruppe ist eine Teilmenge H C G mit
leH, (a,beH = abc H), (acH = a'cH.

Jede Untergruppe ist eine Gruppe. Beispiel: Z C Q.

Definition. Ring = Menge R mit zwei Verkniipfungen Rx R — R, (a,b) — a+b
und (a,b) — a - b, mit

1. (R,+) ist abelsche Gruppe,
2. (a-b)-c=A-(b-0),
3. a-(b+c¢)=a-b+a-cund (a+b) -c=a-c+b-c (Distributivgesetze).

R heilit kommutativ, falls zusétzlich a - b = b - a gilt. R heiflit Ring mit Eins, falls
Jle Rmitl-a=a-1=a.

Beispiele.
1. Z, Q und R sind kommutative Ringe mit 1.
2. M, (R) ist ein (nicht kommutativer) Ring mit Eins £,,.
Ein Unterring von R ist eine Teilmenge S C R mit
1eS, (a,b€S = a—0b,ab€ R).

Jeder Unterring ist ein Ring.

Definition. Ein Kdrper K ist ein kommutativer Ring mit Eins, in dem gilt:
1. 1#0.

2. Vae K* =K\ {0} 3d € K mit ad’ = 1.

Beispiele.
1. Z und M,(R) sind keine Korper!
2. Q@ und R sind Korper.

3. Q(v2) := {a+bV2 : a,b € Q} ist ein kommutativer Ring mit Eins (leicht
nachzurechnen). Es ist auch 1 # 0. Multiplikatives Inverses:

1 —bV2
a\/_e

a+by2  a?— 202 Qv2).

Annahme, v/3 = a + bv/2. Dann /2 = (3 — a® — 2b?)/(2ab) rational, WS.
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Zwei umfangreichere Beispiele:

C = {Z:(‘” _y) . 1,y € R}

Yy i

= {2E+vyl : z,y € R}, mit[:<(1] _01)

Man rechnet leicht nach, dass C ein Unterraum und ein Unterring von M, (R) ist.
AuBlerdem ist [? = —F.

Fiir Z = aF + bl setze Z := aE — bl und |Z| := v/a? + b2. Dann ist

_ 1 —
77 = (aE +bI)(aE — bl) = a’E — abl + bal + V’E = |Z*> - E, also Z ™' = i

Damit ist C ein Korper, der Kdrper der komplexen Zahlen. Man schreibt 1 statt
und i statt /, dann ist C = {a+bi : a,b € R}. Man kann R als Teilmenge von C
auffassen, wenn man a mit aF ,identifiziert”.

Fir m € N, m > 2, sei Z,, := {0,1,2,...,m — 1}. Zwei Zahlen a,b € Z heiflen
kongruent modulo m, falls m ein Teiler von a — b ist.

Beispiel: 7=19 mod 3 (denn 7—19 = —12) und —12 =3 mod 5 (denn —12—3 =
—15).

Zu jeder ganzen Zahl n gibt es genau ein r € Z,,, so dass n = gm + r ist (mit
q € Z), also n =r mod m. Schreibe dann [n] fiir die Zahl r und setze
r®y = [r+y]
und z®y = [r-y].
Weil 2 @ (m — z) = [z 4+ (m — x)] = [m] = 0 ist, gibt es zu jedem z € Z,, ein

Negatives. Man rechnet nun leicht nach, dass Z,, ein kommutativer Ring mit Eins
und 1 # 0 ist.

In Z,, ist 1+1+---+1 = 0. Nun sei m eine Primzahl und a € Z,,, a # 0.

m-mal

Betrachte die Menge P := {a ®b : b € Z;,} C Zy,. Wire a ® by = a ® by fiir
ein by > by, so wiare b := by — by € Z,, und a ® b = 0, also ab durch m teilbar.
Weil m Primzahl ist, muss m dann a oder b teilen. Das geht nur, wenn b = 0 ist.
Also besteht P aus m verschiedenen Elementen und es gibt ein o' € Z,,, so dass
a®a =1 ist. Also ist Z,, ein Korper.

Im Falle m = 2 erhélt man einen Korper mit 2 Elementen.

+]0 1 -]o 1
00 1 0[0 0
110 10 1
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Definition. Sei K ein Korper. Ein K- Vektorraum ist eine Menge V' mit Ver-

kniipfungen V xV =V, (z,y) » x4+ y, und K xV =V, (a,

gilt:
1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe,

2. fir o, € K, x,y € V, gelten die Regeln
(a) (af)r = aBz),

(b) 1z =

(c) a(z+ y) = az + ay,

(@) (a+B)z = az + fa.

Beispiele.

x) — ax, so dass

1. Der Raum M,, ,,(K) der m x n-Matrizen mit Koeffizienten in K.

2. Der Spaltenraum K™ := M,, ;(K) und der Zeilenraum M, ,,(K).

3. Der Raum der Abbildungen f: M — K, mit (f + g)(x) :=

(f)(z) == a- f(z).

4. Ist V ein K-Vektorraum, so heifit U C V' Unterraum, falls

f(x) + g(z) und

0el, (z,yeU = z+yel), (ae K,z €U = azxeU,).

U ist dann selbst ein Vektorraum.

Beispiele von Unterrdumen:

{0},

e Geraden durch den Nullpunkt,

e Der Durchschnitt U; N Us zweier Unterrdume Uy, Us C V.
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§ 2 Basis und Dimension

Sei V ein K-Vektorraum. Wie bei reellen Vektorraumen definiert man:
Linearkombination: i ;T =+ Fapxg, o € K, x; €V
i=1
Lineare Abhéngigkeit und Unabhéingigkeit von Vektoren.
2.1 Satz. Aquivalente Aussagen:
1. ay,...,a; linear unabhdingig.

2. Ist Zle o;a; =0, soist oy = ... =y = 0.

3. Va:lsta= Zle a;a;, so sind die «; eindeutig bestimmt.

BEWEIS: 1) = 2): Sei Zle a;a; = 0, etwa a1 # 0. Dann a; Linearkombination
von ag, . .., Gy, WS!

2) = 3):Ista =), a; =), Bia;, soist > ,(a; — Bi)a; = 0, also oy = f; fiir
alle 1.

3) = 1): Annahme, a; = )¢, ya;. Dann 0= 1-a; + 3.0, (—ay)a;. Wegen der
Eindeutigkeit muss dann 1 = 0 sein, WS! "

Ergénzungen zur Mengenlehre:
e Indexmengen,
e Familien von Mengen, speziell von Unterrdumen,
e beliebige Durchschnitte und Vereinigungen.

Es gilt der Satz: Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von Unterrdumen ist
wieder ein Unterraum.

Der Durchschnitt D aller Unterrdume U C V mit M C U ist der ,kleinste® Unter-
raum von V', der M umfasst, denn:

1. D ist ein Unterraum von V', der M umfasst.

2. Sei U irgend ein Unterraum von V', der M umfasst. Dann ist D C U.
Definition. Sei V' ein K-Vektorraum, M C V Teilmenge. Dann heifit
Lin(M) := kleinster Unterraum von V', der M umfasst

die lineare Hiille, der Spann oder das Erzeugnis von M. Speziell ist Lin(&) = {0}.

Bemerkung. Ist M # &, so ist Lin(M) die Menge aller Linearkombinationen
von Elementen aus M. Definiert man eine leere Linearkombination als 0, so gilt
diese Aussage auch fiir M = @.
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Definition. Eine Teilmenge M C V heiit Erzeugendensystem von V, wenn
V = Lin(M) ist. V heifit endlich erzeugt, falls V' ein endliches Erzeugendensystem
besitzt.

Beispiele.
1. Seie; :=(0,...,0,1,0,...,0)* € K™ (mit einer 1 an der i-ten Stelle). Dann

ist £ = {e1,...,e,} ein endliches Erzeugendensystem von K™, denn es gilt
r=(z1,...,2,)" =D 1, we; fiir jedes x € K.

2. {1,i} ist ein endliches Erzeugendensystem fiir C als R-Vektorraum.

3. {1,4/2} ist ein endliches Erzeugendensystem fiir Q(v/2) als Q-Vektorraum.

Definition. Ein n-Tupel B = (ay, . .., a,) von Elementen eines K-Vektorraumes
V' heiBt eine (endliche) Basis von V', falls gilt:

1. Die Vektoren aq, ..., a, sind linear unabhéngig.
2. {ay,...,a,} ist ein Erzeugendensystem von V.

Eine Familie B = (a,),e; von Elementen von V' heifit linear unabhéngig, wenn jede
endliche Teilfamilie linear unabhéngig ist. Bildet die Menge der a, auflerdem ein
Erzeugendensystem von V', so nennt man B eine Basis von V.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir
werden diesen Satz aber hier nicht beweisen und uns nur mit endlich erzeugten
Vektorrdaumen beschéftigen.

2.2 Satz. B = (ay,...,a,) ist genau dann eine Basis von V, wenn sich jeder
Vektor x € V' auf eindeutige Weise als Linearkombination der a; schreiben ldsst.

BEWEIS: 1) Ist B eine Basis, so ist B insbesondere ein Erzeugendensystem, und
jedes x € V lasst sich als Linearkombination der a; schreiben. Wegen der linearen
Unabhéngigkeit der a; ist die Darstellung eindeutig.

2) Das Kriterium sei erfiillt. Da die Null auf eindeutige Weise dargestellt werden
kann, sind die a; linear unabhéingig. Da jedes z € V' dargestellt werden kann, bilden
sie ein Erzeugendensystem. "

Beispiel.

U :={(z1,79,23)" : 21+ x9+23 =0} ist Unterraum von V = K3. Ist z € U, so ist
x=ux1-(1,0,—1)"+xz5-(0,1,—1)". Also bilden a; := (1,0, —1)* und ay := (0,1, —1)*
ein Erzeugendensystem von U. Nach dem Kriterium aus Kapitel 1 sind sie auch
linear unabhéngig, bilden also eine Basis.

2.3 Satz. Sei V # (0) ein endlich erzeugter K -Vektorraum. Dann gilt:

1. 'V besitzt etne Basis.
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2. Jede Basis von V ist endlich.

BEwegrs: 1) Sei £ = {ay,...,a,} ein endliches Erzeugendensystem von V. Sind
die a; linear abhéngig, so kann einer der Vektoren durch die anderen linear kom-
biniert werden und daher £ verkleinert werden. Das macht man so lange, bis E
minimal ist. Dann miissen die Vektoren linear unabhéngig und B = (a4,...,a,)
eine Basis sein.

2) Sei B’ eine weitere (eventuell unendliche) Basis. Zu jedem i gibt es eine endliche
Teilfamilie B; C B’, so dass a; Linearkombination der Elemente von B; ist. Also gibt
es eine endliche Teilfamilie B” C B’, die ein Erzeugendensystem von V' darstellt.
Dieses System kann man so lange verkleinern, bis man ein linear unabhéngiges
Teilsystem B"” C B” erhélt, das immer noch V' erzeugt.

Gébe es ein b € B’ \ B", so miisste b immerhin noch Linearkombination der Ele-
mente von B” sein. Das wiirde aber bedeuten, dass {b} U B” C B’ nicht linear
unabhéngig wire, im Widerspruch dazu, dass B’ eine Basis ist. Also muss B’ = B"”

endlich sein. -
Beispiel.
Die Einheitsvektoren eq, ..., e, C K" bilden eine Basis von K". Jede andere Basis

von K™ muss auch endlich sein.

2.4 Satz. SeiV ein beliebiger K -Vektorraum. Folgende Aussagen tiber Vektoren
ai,...,a, €V sind dquivalent:

1. (ay,...,ay) ist eine Basis von V.
2. ay,...,a, bilden ein maximales linear unabhdngiges System in V.
3. {ay,...,a,} ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

BEWEIS: (1) = (2): Sei (aq, ..., a,) Basis. Ist a € V beliebig, so gibt es «; mit
a=),aa;. Dann ist

L-a+ (—oq)ar + -+ (—op)a, = 0.

Also konnen a, aq, . .., a, nicht linear unabhéngig sein.

(2) = (3): ay,...,a, mogen ein maximales linear unabhéngiges System bilden.
Fiir jedes a ¢ {ay,...,a,} sind dann a,ay,...,a, linear abhingig. Das bedeutet,
dass es eine Darstellung 0 = aa+aja1+- - -+, a, mit (a, aq, ..., a,) # (0,0,...,0)
gibt. Wére a = 0, so miisste auch oy = ... = a;, = 0 sein. Also ist a # 0
und @ Linearkombination von ay,...,a,. Da a beliebig war, ist {ai,...,a,} ein
Erzeugendensystem.

Wire {ay, ..., a,} kein minimales Erzeugendensystem, so waren die Vektoren linear
abhéngig. WS!
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(3) = (1): Sei {aq,...,a,} ein minimales Erzeugendensystem. Wiren die Vek-
toren linear abhéngig, so kénnte man einen davon weglassen. Aber das ist nicht
moglich. Also ist (aq,...,a,) eine Basis. .

Wollen nun zeigen: Je zwei Basen haben gleich viel Elemente.

2.5 Austausch-Lemma. Sei V ein K-Vektorraum, B = (vy,...,v,) eine Basis
von V und w € V. Ist w = M\ + -+ + \yv, und N\, # 0, so ist auch

!/
B = (vlv"‘avk—lawavk-i-lu"-yvn)

eine Basis von V.
BeEweis: O.B.d.A. k=1, also A\; # 0.

1) Dann ist v; Linearkombination von w, vy, ..., v, und daher {w,vq,...,v,} ein
Erzeugendensystem.

2) Sei pw + Y7, wiv; = 0. Dann ist

0=p-> (Awi)+ Y v = (ph)ve + > (i + pa)vi,
=1 1=2

i=2
also u\y = pry + o = ... = pA, + p, = 0. daraus folgt: 4 = 0 und dann
Po = ...= b, = 0. "
2.6 Austauschsatz von Steinitz. Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V. Sind
die Vektoren wy,...,w, € V linear unabhdingig, so gilt:

1. r <n.

2. Es gibt Indizes iy,...,1,_, S0 dass B" = (wy,...,wm,v;y,...,0;, ) wieder

eine Basis von V 1st.
BEwEIS: Induktion nach r. Ist r = 0, so ist nichts zu zeigen.
Der Satz sei nun fiir » — 1 bewiesen.

Sind wq, ..., w, € V linear unabhéngig, so sind erst recht wy,...,w,_1 linear un-
abhéngig. Nach Induktionsvoraussetzung ist » — 1 < n, und nach geeigneter Num-
merierung ist (wy, ..., Wy_1, Yy, ..., v,) eine Basis von V.

Wire r — 1 = n, so wire (wy,...,w,_1) eine Basis von V', aber kein maximales
linear unabhéngiges System. Das kann nicht sein. Also ist » — 1 < n und damit
r<n.

Es gibt eine Darstellung w, = S"1—; A\aw; + > iy vy Wire i, = ... =, = 0, s0
wéren wy, . . ., Wy_1, W, linear abhéngig, WS! Also gibt es einen Index p, so dass y, #
0 ist. O.B.d.A. sei p = r. Dann kann man nach dem Austausch-Lemma v, durch
w, ersetzen und erhélt wieder eine Basis von V', namlich (wq, ..., W, g1, ..., 0p).
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2.7 Folgerung. Je zwei endliche Basen von V' besitzen gleich viele Elemente.

Bewels:  Sind (vy,...,v,) und (wy,...,w,) zwei Basen von V', so folgt aus dem
Austauschsatz: r <n und n <r, also r = n. n

Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Dann heif3t

dimy (V) := n falls V Basis mit n Elementen besitzt,
KT 1 oo falls V nicht endlich erzeugt ist.

die Dimension von V (iiber K).

2.8 Satz. Se: V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, U C V' ein Unterraum.
Dann ist auch U endlich erzeugt und dimg(U) < dimg (V).

Ist sogar dimg (U) = dimg(V'), so ist U = V.

BEWEIS: Annahme, U ist nicht endlich erzeugt. Dann gibt es in U kein ma-
ximales linear unabhéngiges System (denn das wére ja eine endliche Basis). Ist
n = dimg(V), so kann man also n + 1 linear unabhéngige Vektoren in U finden.
Aber die sind auch in V' linear unabhéngig, und das ist ein WS. Also ist U doch
endlich erzeugt. Ist B eine Basis von U mit r Elementen, so sind diese Elemente
auch in V linear unabhéngig und es muss r < n gelten.

Ist 7 =n,aber U # V sogibt eseinz € V\U, z # 0. Es muss = von den Elementen
einer Basis von U linear unabhéngig sein (denn U enthélt alle Linearkombinationen
der Basiselemente). Das ergibt ein System von n+ 1 linear unabhéngigen Vektoren
in V', aber das kann nicht sein. "

2.9 Folgerung. Jeder Unterraum U von K™ besitzt eine (endliche) Basis mit
héchstens n Elementen.

2.10 Basiserginzungssatz. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Sind die Vektoren aq,...,a, € V linear unabhdingig, so gibt es Vektoren
Up41; Up425 - -+, Un,
so dass {ay,...,ar,Vpy1,..., 0y} €ine Basis von V ist.
BEWEIS:  Sei {v1,...,v,} eine Basis von V. Nach dem Austauschsatz ist r < n,

und nach geeigneter Nummerierung ist {ay,...,a,,v,41,...,0,} eine Basis von V.
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§3 Lineare Abbildungen

Ergidnzungen zur Theorie der Abbildungen:
Sei f: A — B eine Abbildung.

o Ist M C A, soheit f(M):={f(x) : © € M} die Bildmenge von M.
e Ist N C B, so heifit f7}(N):={x € A: f(x) € N} die Urbildmenge von N.

o f heifit injektiv, falls gilt: 1 # zo =  f(x1) # f(z2) (,verschiedene
Bogenschiitzen treffen verschiedene Ziele®).

Aquivalent dazu: f(x1) = f(22) = x1 = 2o.
o f heifit surjektiv, falls gilt: f(A) = B, d.h. Vy € B 3z € Amit f(z) =y.

Definition. VW seien K-Vektorrdaume. Eine Abbildung f : V — W heifit
K-linear, falls gilt:

faty) = f(@)+ f() firalle 2,y € V.
und f(ax) = a-f(x)firae K, z V.

Beispiele.

1. V' Vektorraum mit Basis (ai,...,a,), f : K" — V mit f(a,...,q,) =
a1a; + -+ apQy.

2. Sei V ein K-Vektorraum, v € V, v # 0, f : K — V definiert durch f(«a) :=

av.

3. f:R— R mit f(t) = at ist linear, f(t) = at + b mit b # 0 ist nicht linear,
f(t) = t? ist auch nicht linear.

4. Besonders wichtiges Beispiel:

Sei A € My, ,(K), Fa: K™ — K™ definiert durch Fy(z) :== A - x.
Dann ist Fa(e;) = A-e; = S;(A).

Achtung! Nicht jede lineare Abbildung kann so beschrieben werden!

3.1 Satz. Sei(ay,...,a,) €V eine Basis, by,...,b, € W beliebig. Dann gibt es
genau eine lineare Abbildung f:V — W mit f(a;) =b; firi=1,...,n.

BEWEIS: Erst Eindeutigkeit, dann Existenz. f(>_, x;a;) :== >, x;b;. "

Definition. Sei f:V — W linear. Dann definiert man:

Kerf:={zeV: f(x)=0} und Imf:={f(zx).x €V}
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Man zeigt leicht: Ker f C V und Im f C W sind Unterrdume.
3.2 Satz. Sei f:V — W linear. Dann gilt:

f injektiv <= Ker f = {0},
f surjektiv <= Imf=W.

BEWEIS einfach.

3.3 Lemma. Sei f :V — W linear, Ker f = {0}. Sind vy,...,v, € V linear
unabhingig, so sind auch f(v1),..., f(v,) € W linear unabhingig.

BEWEIS trivial.

3.4 Die Dimensionsformel. VW seien endlich-dimensionale K -Vektorrdume,
f:V — W linear. Dann ist

dim V' = dim Ker f + dim Im f.

BeEwers: Fiir f = 0 ist die Behauptung trivial, also sei 0.B.d.A. f # 0, d.h.
dimIm f > 0.

Sei (wy,...,ws) Basis von Im f und (uy,...,u,) Basis von Ker f (evtl. r =
0). Wéhle vy,...,0s € V mit f(v;)) = w; fir i = 1,...,s. Zeige dann, dass
(u1,...,Up,01,...,0s) Basis von V ist.

a) Erzeugendensystem: v € V.= f(v) = f(x1v1 + -+ - + x,50;), also
v—(T101 + - + x504) € Ker f, d.h. v € Lin(vq, ..., 05, u1, ..., Uy).

b) Lineare Unabhéngigkeit: Sei }; a;v; + 3, Bju; = 0. Wende f an, dann folgt:

> aqw; = 0, also alle a; = 0. Dann sind aber auch alle 5; = 0. n
/
—
\
Ker f Im f
V w

Definition. f:V — W heiit Isomorphismus, falls f linear und bijektiv ist.

3.5 Satz. Ist f:V — W ein Isomorphismus, so ist =% linear und dimV =
dim W.

BeEweErs: 1. Teil trivial, 2. Teil mit Ker f =0 — dimV = dimIm f = dim W.

3.6 Satz. Sei f:V — W linear, dimV = dim W. Dann ist dquivalent:
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a) f Isomorphismus,
b) f injektiv,
c) f surjektiv.

BEwEIS: Einfach, arbeite mit der Dimensionsformel. "

3.7Satz. Ist f:V — W und g: W — U linear, so ist auch go f : V — U
linear.

BEWEIS trivial.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum, Uy, U, C V zwei Unterrdume. Dann nennt
man
U+ Uy ={z+y :xzeU und y € Us}.

die Summe von U; und Us.
U, + U, ist natiirlich wieder ein Unterraum von V.

Definition. Sind V, W zwei beliebige K-Vektorraume, so nennt man V' x W das
Produkt von V und W.

3.8 Satz. Mit den obigen Bezeichnungen und den Rechenvorschriften
(v,w)+ (W, W) =W+, w+w) und «a-(v,w):=(aw,aw)

st V- x W wreder ein K-Vektorraum.

BEwEIS: Trivial. Aber man muss hier alle VR-Axiome iiberpriifen. "

3.9 Lemma. Sei V ein K-Vektorraum, Uy, Uy C V' zwei Unterrdume. Die Ab-
bildungen f : Uy NUy — Uy x Uy und g : Uy x Uy — V' seien definiert durch
f(u) = (u,u) und g(ur, uz) = w1 — uy.

Dann sind f und g linear, und es gilt:
1. Ker f = {0} und Im f = Kerg.

2. Img = U1 + UQ.
BEWEIS: Die Linearitat ist trivial.

Offensichtlich ist (u,u) = f(u) = (0,0) genau dann, wenn u = 0 ist, also Ker f =
{0}. Weiter ist Im f = {(u1,u2) € Uy x Uy : up = ug} = {(ug,uz) € Uy x Uy :
u; — ug = 0}, also Im f = Ker g. Schliefllich gilt v = uy + us mit u; € Uy, uy € Us
genau dann, wenn v = g(uy, —ug) ist. Also ist Uy + Us = Im g. "

3.10 Folgerung. SeiV ein K-Vektorraum, Uy,Us C 'V zwei Unterrdume. Dann
15t
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Bewels:  Klar, weil dim(U; x Us) = dim Uy + dim Uy ist. "

Definition. Sei V ein K-Vektorraum, Uy, U C V zwei Unterrdume, U := U; +
Us. Man nennt U die direkte Summe von Uy und U,, falls U; N Uy = {0} ist. Man
schreibt dann: U = U; & Us.
Offensichtlich ist

dim(U; @ Us) = dim U; 4 dim Us.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Ein Komple-
mentdrraum zu U ist ein Unterraum U’ C V', so dass U @ U’ =V ist.

3.11 Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U C V ein
Unterraum. Dann gibt es in V' einen Komplementdirraum U’ zu U.

BEWEIS:  Sei (vy, ..., v;) Basis von U. Nach Basisergédnzungssatz gibt es vgy1, ..., v, €
V, so dass (vq,...,v,) Basis von V ist. Man setze U’ := Lin({vg41,...,v,}). Dann
ist offensichtlich U + U’ = V. Es ist aber auch U N U’ = {0}, wegen der linearen
Unabhéngigkeit der v;. "

Zuriick zu den linearen Gleichungssystemen:

Sei A € My, ,(K) und b € K™. Dann kann man das Gleichungssystem A -z = b
auch in der folgenden Form schreiben: F4(z) = b, wobei F4 : K™ — K™ die durch
Fi(x) := A - x definierte lineare Abbildung ist. Noch allgemeiner:

V, W seien zwei (endlich-dimensionale) K-Vektorraume, f :V — W linear. Unter
einem linearen Gleichungssystem versteht man eine Gleichung der Form

f(z)="5b, mit b e W.
Unter dem zugehdrigen homogenen System versteht man die Gleichung

f(z)=0.

Mit Los(f,b) bzw. Los(f,0) seien die jeweiligen Losungsmengen bezeichnet.
3.12 Satz.

1. Los(f,0) = Ker(f).
2. Die Gleichung f(z) = b ist genau dann losbar, wenn b € Im f ist. Ist zog € V
eine Losung, so ist Los(f,b) = {xg+ 2 : x € Ker f}.
BEWEIS trivial.

Definition. Die Zahl rg(f) := dim Im f nennt man den Rang von f.

Ist A € M,,,(K), so versteht man unter dem Rang der Matriz A den Rang der
linearen Abbildung Fs : K™ — K™.
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3.13 Satz. rg(A) ist die (maximale) Anzahl linear unabhingiger Spalten von A.

BEWEIS: Ist x = Y we; € K", soist A-x = A- (D, zie;) = >, xi(A - e).
Also wird Im(Fy4) von den Spalten A - e; der Matrix A erzeugt. Daraus folgt die
Behauptung. "

3.14 Satz. Das Gleichungssystem A-x = b ist genau dann losbar, wenn rg(A) =
rg(A|b) ist.

Bewels:  Es ist rg(A) = rg(A|b) genau dann, wenn b linear abhéngig von den
Spalten Aey, ..., Ae, ist, wenn es also Skalare z; mit b =) . x;4e; = A- (D, z€;)
gibt. Aber das ist gleichbedeutend damit, dass Az = b fir  := ), z;e; ist. "

Man bezeichnet den Rang einer Matrix A auch als Spaltenrang von A und schreibt
rg,(A) dafiir. Unter dem Zeilenrang (in Zeichen rg,(A)) von A versteht man die
(maximale) Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A. Offensichtlich ist

rg.(4) = rg(A").

3.15 Satz. Sei Ae M, ,(K) und B € M, ,(K), so ist

FAB = FA o FB'
BEWEIS:  Fap(x) = (AB)x = A(Bz) = Fa(Bz) = Fa(Fp(x)) = (Fao Fp)(z). =

3.16 Satz. U,V,W,S seien K-Vektorrdume, f:V — W eine lineare Abbildung,
g:U—=V und h: W — S Isomorphismen. Dann ist rg(ho f o g) =rg(f).

BEWEIS: Es ist g(U) = V, also rg(f o g) = dim(f o g)(U) = dim f(g(U)) =
dim f(V') = rg(f). Es reicht also, dim(h o f)(V) = dim f(V') zu beweisen.

Sei T := h(f(V)). Weil h : W — S ein Isomorphismus ist, ist h : f(V) = T
injektiv. Auflerdem ist diese Abbildung definitionsgeméf§ surjektiv. Es folgt, dass
dim 7T = dim f(V) ist, und damit dim(h o f)(V) = dim7T = dim f (V). n

3.17 Satz.  Spaltenrang und Zeilenrang einer Matriz sind invariant unter den
elementaren Umformungen (A) bis (D).

BEwEIS: Sei A € M,,,(K). Geht A durch elementare Umformungen in eine
Matrix B iiber, so gibt es invertierbare Matrizen ) € M,,(K) und P € M, (K), so
dass B = QAP ist. Dann ist rg,(B) = rg(B) = rg(QAP) = rg(A) = rg,(A).

Da auch Q! und P! invertierbar sind, folgt:
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rg.(B) = 1g.(QAP) = 1g((QAP)")
= rg(P'-A"- Q")
— 154" = rg.(A)

3.18 Satz. Zeilenrang = Spaltenrang.

BeEwEers: Jede Matrix A € M,, ,,(K) kann mit dem Gaufl-Verfahren in die Gestalt
A = < f)) g ) gebracht werden, wobei D € M, (K) eine obere Dreiecksmatrix
mit nicht-verschwindenden Diagonalelementen ist, und B € M, ,,_,(K).

Die ersten r Spalten von A’ sind linear unabhéngig, und da alle Spalten von A’
in dem r-dimensionalen Raum V = {x € K™ : 2,41 = ... = x, = 0} liegen, ist
rg,(A") = r. Offensichtlich sind auch die ersten r Zeilen von A’ linear unabhéngig,
und da alle anderen Zeilen verschwinden, ist rg,(A’) = r.

Aus dem vorigen Satz folgt: rg,(A) =rg,(A") =r =rg,(A’) = rg,(A). .

Das GauBverfahren kann also auch benutzt werden, um den Rang einer Matrix zu
bestimmen.

Ist A€ My, ,(K), Fa: K™ — K™ die zugehorige lineare Abbildung, so folgt:
dim L6s(A,0) = dimKer Fy = n — dimIm Fy = n —rg(A).
Eine Basis des Losungsraumes muss n — rg(A) Elemente enthalten.
Esist z€Los(A,0) < Az=0
— = (;B/’/) mit Dz’ + Bz" =0

:L.I/

/
= = <w ) und 2/ = —D~'Ba”.

Setzt man a; := —D ™' Be;, fiir j = 1,...,n —r, so sind die Vektoren

linear unabhéngige Losungen, bilden also eine Basis von Los(A, 0).
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§4 Skalarprodukte

Definition. Sind a = (ay,...,a,)" und b = (by,...,b,)" Vektoren im R", so
versteht man unter ihrem Skalarprodukt die Zahl a«b := a1b; + - - - + a,b,.

Man beachte, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren immer eine reelle Zahl, also
ein Skalar ist!

4.1 Satz.
1. Esistasb =Dbe-a.
2. Fiir drei Vektoren a, b, c gilt: a«(b+c) =a.b+a-c.
3. Ist a € R, so0 gilt: (cd)«b =ae«(ab) =« (asb).

4. Esistasa=>_" a? >0 und sogar > 0, wenn a # 0 ist.

i=1"
BeEweEeis: Die Eigenschaften ergeben sich ganz leicht aus der Definition und den
Rechenregeln fiir reelle Zahlen. "

Definition. Unter der Linge (oder Norm) eines Vektors a = (ay,...,a,)" ver-

steht man die Zahl ||a|| := v/asa = \/a? + -+ + a2.

4.2 Satz.  Die Norm von Vektoren hat folgende Eigenschaften:
1. Es ist stets ||z|| > 0.
2.zl =0 <= z=0.

3. ezl = laf - [|=[].
Bewels: 1) Ist klar nach Definition.

2) Ist ||x|| = 0, so ist x3 + -+ + 22 = 0. Das geht nur, wenn alle ; = 0 sind. Die
Umkehrung ist trivial.

3) lox|| = \/(az1)? + -+ + (azn)? = /o - (a1 + -+ 23) = |a] - x]. .

Wir wollen den Begriff des Skalarproduktes verallgemeinern. Leider geht das nicht
bei beliebigen Koérpern.

Definition. Sei K ein beliebiger Kérper und V' ein K-Vektorraum. Eine Biline-
arform auf V ist eine Abbildung ® : V x V' — K mit folgenden Eigenschaften:

1. (D(xl + [Eg,y) = @(l’l,y) + (I)(I%y) fUI' T1,T2,Y S V
2. O(z,y1 +12) = O(2,91) + Pz, 90) fiir 2, 91,92 € V.

3. ®(ax,y) = P(z,ay) = a- P(x,y) fira € K und x,y € V.
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Die Bilinearform ® heifit symmetrisch, falls ®(x,y) = ®(y, x) fir alle z,y € V gilt.

Definition. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform auf
V' heifit ein Skalarprodukt auf V', falls sie auflerdem positiv definit ist, d.h., falls
O(z,x) > 0 fir alle x # 0 ist.

Definition. Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine hermitesche Form auf V
ist eine Bilinearform ® auf dem reellen Vektorraum V, fiir die auflerdem gilt:

1. ®(cx,y) =c-P(z,y) fir ce Cund z,y € V.

2. Py, x) = O(x,y).

4.3 Satz. stV ein komplexer Vektorraum und ® eine hermitesche Form aufV,
so gilt:

1. ®(z,cy) =¢-P(x,y) firce Cund x,y € V.

2. O(x,x) ist fir jedes x € V eine reelle Zahl.
Der BEWEIS ist trivial.

Definition. Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine hermitesche Form auf V'
heifit ein Skalarprodukt auf V., falls sie auBlerdem positiv definit ist, d.h., falls
O (z,z) > 0 fur alle z # 0 ist.

Wir konnen kiinftig reelle und komplexe Vektorrdaume mit Skalarprodukt weitge-
hend gemeinsam behandeln. Fiir reelle Zahlen « ist @ = «. Im reellen Fall sprechen
wir von einem euklidischen Raum, im komplexen Fall von einem wunitiren Raum.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € V' wird mit <z, y> bezeichnet.

Im Folgenden sei V' immer ein euklidischer oder unitarer Raum.
Definition. Die Zahl ||z|| := /<, > nennt man die Norm oder Linge von x.

4.4 Eigenschaften der Norm. Sei K € {R,C} und V ein K-Vektorraum.
1. Es ist stets ||z]| > 0.
2. ||z]| =0 <= z=0.

3. Jazx|| = |a| - ||z|| fira € K undz € V.
BeEwEIs: 1) Ist klar nach Definition.

2) Ist = 0, so ist offensichtlich ||z|| = 0. Ist x # 0, so ist ||z|| > 0, nach Definition
des Skalarproduktes.

3) |ax|| = /<ax, arx>=\/a? <z, x> = |al- ||z .

Das kanonische Skalarprodukt des R" in niedrigen Dimensionen:
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e Ist n =1, so ist das Skalarprodukt einfach das gewohnliche Produkt.
e Sein =2 also a= (ar,as)’, b= (by,b3)" und aeb = a1b; + asbs.

Ist a = 0oder b = 0, soist auch a«b = 0. Das Skalarprodukt zweier Vektoren
kann aber auch dann verschwinden, wenn keiner der beiden Vektoren der
Nullvektor ist.

Sei etwa a # 0. Dann muss eine Koordinate von a # 0 sein, etwa a; # 0.
Ist nun a«b = 0, also a1b; + asby = 0, so folgt: by = —asby/a;. Setzen wir

A= by/aq, soist (by,b2)" = A(—ag,a;)".

Die Vektoren (a1, az)?, (b1, by)" stehen aufeinander senkrecht. Daher definiert
man:

Definition. Sei V ein beliebiger euklidischer oder unitédrer Raum. Zwei Vektoren
a und b in V heilen orthogonal, falls <a, b> = 0 ist.

4.5 Existenz der orthogonalen Projektion. FEs sei a # 0 ein Vektor in
V. Dann gibt es zu jedem x € V genau ein A € K und einen Vektor c, so dass
<a,c>=0und x = \a+ c ist.

BEWEIS: Aus der Gleichung 0 = <a, ¢> = <a, . — \a> = <a, > — A<a, a>
folgt:

<z, a>

A\ =
<a,a>

und ¢ =z — Ma.

Das zeigt die Eindeutigkeit der Darstel-
lung, aber auch die Existenz. "

<z, a>

Den Vektor Aa = - a nennt man die orthogonale Projektion von x auf a.

<a, a>
4.6 Satz des Pythagoras. Ist <a, b> =0, so ist |la+b||*> = ||al|* + ||b]*.

BEwEIS: Es ist

la+0)> = <a+b,a+b>
= <a,a>+<a,b>+<b,a>+<b, b>
= [lal* + o]

Der Name des Satzes rithrt daher, dass a, b und a+b die Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks bilden (wenn man die Vektoren durch geeignete Pfeile reprasentiert). m

4.7 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung. Sind a,b €V, so ist

|<a, b>[ < laf| - [[b]]
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BEwEIS:  Wir kénnen voraussetzen, dass a und b beide # 0 sind, denn sonst ist
die Aussage trivial. Der Satz von der Existenz der orthogonalen Projektion besagt
dann, dass es ein A € K und einen Vektor ¢ gibt, so dass gilt:

<b, a>

<a,c>=0 und b=MXa+c mit A= .
<a,a>
Nach dem Satz des Pythagoras ist

|<b, a>]*  |<a, b>|
lall? lall?

1611* = AP - Hlall* + flell® > [A* - Jlal* =

Das ergibt die Ungleichung ||a||? - ||b]|> > |<a, b>|?. Zieht man auf beiden Seiten
die Wurzel, so erhélt man die Schwarz’sche Ungleichung. "

4.8 Dreiecks-Ungleichung.

lla+ 0l < flaf| + [b]]-

BEwEers: Ist z=xz+iy € C, soist z+Z = 2x = 2Re(z), also

<a+b,a+b> = <a,a>+2Re<a, b>+<b, b>
< lal* +2-|<a, 0>] + b
< llall®+2- [lall - [|bl] + [[o]*
= (llall + [lo]))*.
Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt die Behauptung. "

Definition. Unter einem Orthonormalsystem in V versteht man ein System von
Vektoren {ay,...,a,}, so dass gilt:

1. Die Vektoren sind paarweise orthogonal: <a;, a;> = 0 fiir 7 # j.
2. Die Vektoren sind normiert: ||a;|| = 1 fiir alle 3.

Fiihrt man das Kroneckersymbol ein, 6;; := (1) iilrlfstz - ,

so kann man die beiden Eigenschaften zusammenfassen zu <a;, a;> = 0;;.
Beispiele.
1. Ist n beliebig, so bilden die Einheitsvektoren e; = (0,...,1,...,0)% i =

1,...,n, beziiglich des kanonischen Skalarproduktes ein Orthonormalsystem
(im R™ und im C").
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2. Sei x = (x1,79)" ein beliebiger Vektor # (0,0)! im R2. Verwenden wir das
kanonische Skalarprodukt, so ist

Q= . :( L1 T2 >t
Vat+ a3 ol + a3

ein normierter Vektor. Schreibt man a = (a1, as)?, so steht b := (—ag,a1)"
auf a senkrecht und ist natiirlich ebenfalls normiert. Also bildet {a,b} ein
Orthonormalsystem im R?.

4.9 Satz. Bilden die Vektoren {as,...,ax} ein Orthonormalsystem, so sind sie
linear unabhdngig.

BEwEeIs:  Multipliziert man die Gleichung ayay + - -+ + agar, = 0 (per Skalarpro-
dukt) mit einem a;, so erhdlt man a; = 0. n

4.10 Satz. Ist dimg (V) =n und {a1,...,a,} ein Orthonormalsystem in V', so
bilden die Vektoren eine Basis von V.

BEWwEIS: Die Vektoren bilden ein maximales linear unabhéngiges System. "

4.11 Folgerung. Ist dimg(V) =n und {ai,...,a,} ein Orthonormalsystem in
V', sowie x € V' ein beliebiger Vektor, so ist

r=<x,a1>-a;+- - +<x, ap>-ay.

BEwEIs: Es gibt reelle Zahlen a; mit = aja; + - - - + a,a,. Multipliziert man
mit a;, so erhélt man o; = <z, a;>. "

Eine Orthonormalbasis (kurz: ON-Basis) ist ein maximales Orthonormalsystem.
Beispiele.
1. Die Standardbasis {ey,...,e,} ist eine ON-Basis des R™.

2. Die Vektoren a; := (1,1)" und ay := (1, —1)" sind beziiglich des kanonischen
Skalarproduktes orthogonal, aber nicht normiert.

1 1
Die Vektoren by := —=(1,1)" und by := —(1, —1)* bilden eine ON-Basis.
V2 V2

4.12 Schmidt’sches Orthogonalisierungsverfahren. Se: V' ein euklidischer
oder unitdrer K -Vektorraum, U C V ein k-dimensionaler Unterraum und (xq, . .., Tg)
eine Basis von U.

Dann besitzt U eine ON-Basis (ay, ..., a), so dass gilt:

Lin(ay,...,a,) = Lin(zy,...,2,) firo=1,... k.

BEwEIs: Wir konstruieren die a; rekursiv aus den z;.
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Sei ay := x1/||z1||. Dann ist ||a;]| = 1 und Lin(a;) = Lin(x;).
Nun nehmen wir an, wir hdtten a4, . .., a, schon mit den gewiinschten Eigenschaften
konstruiert. Dann sei

o
bg+1 = To41 — E <x9+1, a;>a;.

i=1
Es gilt:
L. byy1 € Lin(zy, ..., 2p41).
2. Firj=1,...,0 ist <bpt1, a;> = <Tpq1, a;> — <Tyy1, a;> = 0.
3. ai,...,a, bys1 sind paarweise orthogonal und daher linear unabhéngig.
Schliellich setzen wir a,y, = HTil” - bpt1. Dann bilden ay, ..., a,, apr1 €in ON-
System mit Lin(ay, ..., a,, ajp+1) = Lin(zy, ..., 2541). n

Beispiel.

Die Vektoren x; = (1,1,0)" und x5 = (0,1,0)" bilden eine Basis des Untervektor-
raumes U := {x € R? | 23 = 0}. Das Schmidt’sche Verfahren liefert:

1
a, = —(1,1,0)%,
1 \/5( )
b (xovan)a = (—3.7.0)"
= X9 — (Xgeay)a; = (—=, =
2 2 2ca)a; 579
1
Dann ist b = ——, und wir setzen
ol =
1
Az — \/§b2 = —(—1,1,0)t.

V2

Definition. Sei V ein euklidischer oder unitarer K-Vektorraum und U C V ein
Unterraum. Dann nennt man

Ut ={zcV :<z,y>=0firalley c U}

das orthogonale Komplement von U.

(Ist T C W eine beliebige Teilmenge, so definiert man analog T+ := {z € V :
<x,y>=0fir alle y € T}).

4.13 Satz. Ist U C V ein Untervektorraum, so ist auch U+ C V ein Untervek-

torraum.

BEWEIS: 1) <0, y>=0fiiralley = 0€ U™t
)z, 0 €Ut = <+, y>=<w,y>+<a',y>=0+0=0 fiir alle y € U,
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also z + 2’ € UL,
ae K, velUt = <ar,y>=a<z,y>=a-0=0 fiir alley € U, also
ar € UL, "

Es gibt eine Verallgemeinerung des Satzes von der orthogonalen Projektion:

4.14 Satz. Set U C V' endlich-dimensional und x € V beliebig. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Vektoren u € U und v € UL, so dass v = u + v ist.

BEWEIS: 1) Eindeutigkeit: Sei = u +v = v/ + v’ mit u,u’ € U und v,v’ € U+,
Dann ist u — v’ = v — v, also <u — v, u —u'> = <u —u', v —v> = 0. Daraus
folgt w —u' =0, also u = v’ und v = '

2) Existenz: Sei (ay,...,ax) eine ON-Basis von U. Dann setze

k
U= E <r,a;>a; und v:=1x—u.
i=1

Dann ist v € U und <v, a;> = <z, a;> — <u, a;> = <z, a;> — <v, a;> = 0
fiir alle j, also v € U™, .

Den eindeutig bestimmten Vektor

k
pu(z) =u= Z <T, a;>a;
=1

nennt man die orthogonale Projektion von x auf U.

4.15 Satz.  Die orthogonale Projektion py : V. — U st linear und surjektiv, mit

pu o py = pu und Ker(py) = U+,

BEWEIS: 1) Linearitét: Sei z = u+v und 2/ = «/+v', mit u,«’ € U und v,v" € U+,

Dann ist z + 2’ = (u +v') + (v + ') mit u + ' € U und v + ' € U*. Es folgt:
pu(z+2') =u+u = py(z) + py(a).

Analog zeigt man, dass py(ax) = a - py(z) ist.

2) Surjektivitdt: Ist u € U, so ist auch u € V und man hat die Zerlegung v = u+0.
Also ist py(u) = u.

3) Ist x = u+ v, so ist py o py(z) = pr(u) = pr(u+0) =u = py(x).
4) Kern: Esist pp(u+0) =0 <= u=0 <= u+v=veUL -

4.16 Satz (Eigenschaften des orthogonalen Komplements). Sei V' endlich-
dimensional. Dann gilt:

1. Ist U C V' ein Unterraum, so st

dim(U~+) = dim(V) — dim(U).
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2. Es ist stets Ut+ = U.
BEWEIS: 1) folgt aus der Dimensionsformel.
2) Offensichtlich ist U c U++. Wegen der Gleichung

dimU** =dimV —dim U+ = dim U

folgt die Gleichheit. "
Der folgende Satz wurde nicht in der Vorlesung behandelt:

Ist U nicht endlich-dimensional, so braucht die orthogonale Projektion nicht zu
existieren. Wenn sie aber existiert, ist sie eindeutig bestimmt, und es gilt:

4.17 Satz. Seit U C V ein beliebiger Unterraum und x € V. Ein Vektor uw € U
ist genau dann die orthogonale Projektion von x auf U, wenn ||z — u| < ||z — /||
fiir alle v" € U gilt.

BEWEIS: 1) Sei u = py(z). Dannist z —u € Ut. Ist o/ € U und v :=u—u' € U,
soist z —u' = (x —u)+ (u—u) = (z —u)+ v, also
lz = w'[l* = fla = ]l + [Jo]|* = [l — u]*.
2) Sei uw € U und ||z — ul| < ||z — /|| fiir alle &’ € U. Wir miissen nur zeigen, dass
r—ue U™ ist.
Annahme, z—u ¢ U*. Dann gibt es ein v € U mit |jv|| = 1und ¢ := <z — u, v> #
0.Sei v/ :=u+cveU,alsor —u = (r—u)— cv. Es folgt:
|z — [ = <(x—u)—cv, (z—u)—cv>
= |l —ul®+ ¢ —2Re<z —u, cv>
= o —ull* + le* — 2lcf*

= llz—ul*—lef* < |lz—ul

Das ist ein Widerspruch. "
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Kapitel 3 Determinanten und Koordinaten

§1 Determinanten

Unter einer Permutation versteht man eine bijektive Abbildung von {1,...,n} auf
sich. Wir schreiben eine Permutation o in der Form

B 1 2 ... n
T\ o) o2 ... on) )
Die Werte o(1),...,0(n) bestimmen — in dieser Anordnung — die Abbildung o. Es

gibt genau n! Permutationen der Zahlen 1,... n. Wir bezeichnen die Menge aller
dieser Permutationen mit S,,. Beispiel:

S5 = { 123 123 123 123 123 123 )
7 W23/ \132) \213/)7\231 )7 \312 ) \321)

Wird n grof3, so wird der Umgang mit den Permutationen aus S,, kompliziert. Eine
gewisse Hilfe ist dann die ,,Zykel-Schreibweise*. Beispiel:

. (1 345 67
Sela.—(3 15 1 9 6)657.

Wir beginnen mit der 1, sie wird auf die 3 abgebildet, die 3 auf die 4, die 4 auf die
5 und die 5 wieder auf die 1. Das ergibt einen abgeschlossenen Zykel, den man mit
(1,3,4,5) bezeichnet. Damit ist aber die Abbildung ¢ noch nicht abgehandelt. Die
néchste noch nicht beriicksichtigte Zahl ist die 2. Mit ihr beginnen wir das Spiel
erneut: Die 2 wird auf die 7 abgebildet, die 7 auf die 6 und die 6 wieder auf die
2. Das ergibt den Zykel (2,7,6). Da nun alle Zuordnungen von o beriicksichtigt
wurden, schreiben wir:

(s

Wird eine Zahl ¢ auf sich abgebildet, so ergibt das einen , Einer-Zykel“ (7). Solche
Zykel schreibt man normalerweise gar nicht hin. Wenn allerdings o die Identitét
ist, so besteht ¢ nur aus Einer-Zyklen, und man muss wenigstens einen davon
hinschreiben:

N Do

34567
4 5 1 2 6)—(17374,5)(2,7,6).

~ Do

Sind o = (0(11) o ) und 7 = (7(11) S ) swei Permutatio-

nen, so kann man sie zu einer neuen Permutation ¢ o 7 miteinander verkniipfen,
mit

707=( oty - ot )

So ist z.B.



42 KAPITEL 3 DETERMINANTEN UND KOORDINATEN

12 3 o 123\ (123

3 1 2 32 1) \213)
Man beachte, dass die Permutationen von rechts nach links abzuarbeiten sind!
Die rechte (innere) Permutation bildet z.B. die 1 auf die 3 ab, und die linke (&duflere)

Permutation bildet dann die 3 auf die 2 ab. Im Ergebnis auf der anderen Seite der
Gleichung muss deshalb unter der 1 die 2 stehen.

Die Menge S, aller Permutationen von {1, ...,n} bildet offensichtlich eine Gruppe.
Normalerweise ist die Verkniipfung von Permutationen nicht kommutativ. Wenn
wir allerdings die Menge {1, ..., n} in zwei disjunkte Teilmengen M und N aufteilen
konnen, so dass die Permutation o nur die Zahlen aus M verdndert und 7 nur die
Zahlen aus N, dann spielt die Reihenfolge keine Rolle, es ist 0 o 7 = 7 0 0. Das
hat Konsequenzen fiir die Zykel-Schreibweise. Die Aufteilung einer Permutation
in mehrere (disjunkte) Zykel bedeutet, dass sich die gegebene Permutation aus
mehreren einfacheren Permutationen verkniipfen ldsst, und die Reihenfolge spielt
dabei keine Rolle. Es ist also z.B.

<1234567

3 7 4 5 1 2 6 ) = (173747 5)(27 77 6) = (2,7, 6)(1,3,475)

Eine Permutation heifit Transposition oder Vertauschung, wenn nur zwei Zahlen
miteinander vertauscht werden und alle anderen fest bleiben, wenn sie also nur aus
einem ,, Zweier-Zykel“ besteht, z.B.

12345
(42315)(1’4)

1.1 Satz. Jede Permutation ldsst sich als endliche Verkniipfung von Transposi-
tionen schreiben.

BEWEIS: Da wir jede Permutation als Folge von Zyklen schreiben konnen, reicht
es zu zeigen, dass sich jeder beliebige Zykel aus endlich vielen Zweier-Zyklen zu-
sammensetzen lasst.

Betrachten wir also einen beliebigen Zykel (i1, 4o, ..., 1) in einer Permutation o.
Behauptung: (1,12, ...,1) = (i1,ik) 0 ... 0 (i1,13) o (i1, i2).

BEWEIS dazu mit Induktion nach k. Ist k = 2, so ist nichts zu zeigen. Die Behaup-

tung sei nun fiir ein k£ > 2 schon bewiesen. Wir untersuchen den Fall £ + 1.
(41,...,1x) bildet 7; auf iy ab, iy auf i3 usw. Schlielich wird 45 auf i; abgebildet.
Verkniipfen wir den Zykel mit der Transposition (i1, x4 1), so wird anschlieend iy
auf ix,q und 7,1 auf i; abgebildet. Also ist

(i1, ik k1) = (G1,0041) © (i1, .-, 0k)

= (il,ik+1) o) (Zl,Zk) O0...0 (il,iz).

Damit ist alles gezeigt. "
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Man beachte, dass es hier auf die Reihenfolge ankommt, weil die einzelnen Zweier-
Zyklen nicht paarweise disjunkt sind!

Das oben angegebene Verfahren zur Auflésung einer Permutation in Transpositio-
nen liefert ein eindeutiges Ergebnis. Leider sind auch andere Verfahren denkbar,
und die Zerlegung einer Permutation in Transpositionen ist i.a. nicht eindeutig
bestimmt.

Definition. Ist ¢ € 5, so nennt man die Zahl

. _17oU) =)
sign(o) = H .
1<)
das Signum von o.

Oberhalb und unterhalb des Bruchstriches stehen die gleichen numerischen Werte,
nur in anderer Reihenfolge (was keine Rolle spielt) und mit anderen Vorzeichen:

Unten stehen nur positive Zahlen, oben kommen Vorzeichen hinzu:

+1 falls o(i) < o(j)
sij(0) = { —1 falls o(i) > a(?’)-

Also ist sign(o) = H sij(0) = 1.

i<j
Ist z.B. 7 eine Transposition mit 7(i) =i+ 1, 7(: + 1) = ¢ und 7(k) = k fiir alle
anderen k, so ist s;;11(7) = —1 und sg,(7) = +1 in allen anderen Fallen, also
insgesamt sign(7) = —1.
1.2 Satz (Multiplikativitit des Signums). Fir o, 7 € S,, ist

sign(o o 1) = sign(o) - sign(r).

(k) —o(l) _o(l) —a(k)
k—1 l—k
Signum-Produktes jedes Paar (k,[) mit k # [ genau einmal vorkommt, folgt:

sign(cor) = [] o(1(4)) = o(7(4))

j—i

BEWEIS: st k # [, so ist ?

. Da bei der Berechnung des

o(r(i)) — o(r(@) 1y 70) - 7(0)
=00 =
= sign(o) - sign(7).

i<j i<j

Da jede Permutation Produkt von Transpositionen ist, konnen wir das Signum nun
sehr einfach berechnen, und insbesondere folgt:

1.3 Satz. Auch wenn eine Permutation auf verschiedene Weisen durch eine
Folge von Transpositionen erzeugt wird, so ist die Anzahl der dabei bendtigten Ver-
tauschungen modulo 2 eindeutig bestimmd.



44 KAPITEL 3 DETERMINANTEN UND KOORDINATEN

BEWEIS: Ist 0 =7 0...07, so ist sign(o) = (—1)*. n

Eine Permutation o € S, heifit gerade, wenn sie sich aus einer geraden Anzahl von
Vertauschungen zusammensetzt. Andernfalls heifit sie ungerade. Ist o gerade, so ist
sign(o) = +1, andernfalls = —1. So ist z.B.

. 123 45 .
51gn( 1 9 4 3 5 > = sign(3,4) = —1,
. 1 23 45 .
81gn( 3 41 9 5 > = sign((1,3) 0 (2,4)) = +1
1 2 3 45 .
und  sgn ( 55 41 9 > = sign((1,3,4) 0 (2,5))

= sign((1,4) 0 (1,3) 0 (2,5)) = —1.

Fiir 2-reihige Matrizen haben wir schon Determinanten eingefiihrt:

a b
det(C d)—ad—bc.

Man kann die Determinante als Funktion det : K? x K? — K auffassen, die auf
den Spalten der Matrix operiert. Dann gilt:

1. det : (z,y) — det(x,y) ist bilinear.
2. det(x,x) = 0 fir alle .
3. det(eq,eq) = 1.

BEwEIs: 1) Es ist

/
det(iizf Z) = (a+a)d—blc+) = (ad—be) + (ad — b
a b a b

det(‘m b) :(aa)d—b(ac):a(ad—bc):a-det<‘2 Z)

und

ac d

Das liefert die Linearitét im 1. Argument. Der Beweis der Linearitét im 2. Argument
geht genauso.

2) det < CCL CCL ) = ac — ac = 0, also det(x,z) = 0 fiir alle z.

3) Es ist det(eq, e5) = det ( (1) (1) ) =1 n
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Wir wollen nun fiir beliebiges n eine Funktion
det : M,(K)=K"x...x K" -5 K
suchen, die folgende Eigenschaften besitzt:

D1) det ist in jeder einzelnen Spalte linear, d.h..

det(ay,...,a; +a,,...,a,) = det(ay,...,a;,...,a,)
+det(ay, ..., a, ... a,),
und  det(ay,...,aq;,...,a,) = «-det(a,...,aq;...,a,).

Man sagt dann auch, det ist n-fach multilinear.

D2) Sind zwei der Argumente gleich, so ist det(ay,...,a,) = 0. Man sagt dann
auch, det ist alternierend.

D3) det(ey,...,e,) = 1.

Oben wurde schon bewiesen, dass die Determinante im Falle n = 2 die Eigenschaf-
ten D1, D2 und D3 besitzt.

1.4 Satz. Sei K ein beliebiger Korper, V' ein K-Vektorraum und f : V xV — K
eine bilineare Funktion.

1. Ist f(x,x) =0 fir alle x € V, so ist f(y,x) = —f(x,y) firz,y € V.
2. Ist 1+ 1 # 0 in K und f(y,z) = —f(x,y) fir alle z,y € V, so ist auch
flz,z) =0 fir allex € V.
BEwEIS: 1) Sei f(x,z) =0 fiir alle . Dann gilt:

fy)+ fly,x) = fle,o)+ fzy) + [y, 2) + [(y,9)
= fle,x+y)+ fly, e +y)
fle+y,z+y) =0.
2)Sei2:=1+1#0in K. Ist f(y,z) = —f(x,y), soist 2 f(x,z) = 0, also auch
f(z,z) =0. .

Sei f: K" x ... x K™ — K multilinear. Man sagt, f ist schiefsymmetrisch, falls
fiir jede Permutation o € .S, gilt:

f(aa(l)a v 7@0(n)) = Sigﬂ(O’) ’ f(ah s 7an)'

Da jede Permutation in eine Folge von Transpositionen zerlegt werden kann, folgt
wie oben: Ist f alternierend, so ist f auch schiefsymmetrisch. Ist 1 + 1 # 0 in K,
so folgt aus ,,schiefsymmetrisch® auch , alternierend”.

Bemerkung. Dal = —1in Z, ist, folgt, dass f : Zy X Zs — Zo mit f(x,y) := xy
zwar schiefsymmetrisch, aber nicht alternierend ist.
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1.5 Satz von der Existenz und Eindeutigkeit der Determinante.
Es gibt genau eine Funktion det : K™ x ... x K™ — K mit den Figenschaften (D1),
(D2) und (D3).

BEwWEIS:  Wir beginnen mit dem Beweis der Eindeutigkeit, in der Hoffnung, dass
sich daraus auch eine Formel fiir die Existenz ergibt.

Die Spaltenvektoren ay, ..., a, € K" fassen wir als Spalten einer Matrix
ai; -+ Qin
A= (ay,...,a,) = : : € M,(K)
Qp1 -+ Qpp

auf. Dann ist

n
a; = E Q;5€4, furjzl,...,n.
i=1

Und nun beginnt die Schwierigkeit: Da wir es mit n Summen zu tun haben, brau-
chen wir auch n verschiedene Summationsindizes. In Ermanglung geeigneter Buch-
staben (und weil die Schreibweise dann auch zu schwerfillig wére) benutzen wir
indizierte Indizes:

n

n
ay = E a;,1€4, s y Ap = E @i, nCip, -

i1=1 in=1

Wir nehmen nun an, wir hétten schon eine Determinantenfunktion, und setzen
diese Vektoren ein. Dann folgt mit der Multilinearitét:

n n

det(ay,...,a,) = det( g @i 1€ips - - E i, n€i,)
=1 in=1
n n
= E E a¢11~...~ainndet(ei1, ...,ein).
=1 in=1

Nun ist

0 falls ein Argument doppelt auftritt,
det(e;,, ..., €;,) =< sign(o) falls es ein o € S, gibt, s.d.
(11, in) = (0(1),...,0(n)) ist.

Es fallen also alle Summanden weg, bis auf diejenigen, bei denen
(i1,...,in) = (0(1),...,0(n)) fir ein o € S, ist.

Damit erhalten wir:
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det(ay,...,a,) = Z sign(o)asy1 - - - o(n)m -
O'GS’VL

Die Determinante muss zwangléufig so aussehen! Das liefert uns die Eindeutigkeit,
und auch die Existenz, wenn wir zeigen kénnen, dass der gefundene Ausdruck (den
wir voriibergehend mit D(ay,...,a,) bezeichnen wollen) die Bedingungen (D1),
(D2) und (D3) erfiillt.

Wir beginnen mit der Multilinearitét (D1) und beschrénken uns dabei aus schreib-
technischen Griinden auf das erste Argument:

D(dy +af,as,...,a,) =
= Z Sign<0)(&;(1),1 + ag(l),l) "g(2),2 " -+ " Qo(n),n
O'ESW,
= Z sign(o) (A1) 1+ Go@)2 " - Gomyn + o)1 Go@)2 " - - * Go(n)n)
O’GSn
= Z sign(a)af,(lm “Qg(2),2 - Ao(n)m T Z Sign(a)ag(l),l "o(2)2 " -+ Ao(n)n
O'eSn O'GSn

= D(ay,as,...,a,)+ D(al,aq,..., a,).

Genauso geht es bei den anderen Argumenten. Weiter ist

D(a-ay,as,...,a,) = Y sign(o)(a- o)1) Go@)2 - Aofn)n
0ESH
= «- Z Sign(0)as)1 - Go(2)2 " - - - * Ao(n)m
€Sy
= a-D(al,ag,...,an).

Nun nehmen wir an, dass a; = ay ist. 7 € S, sei die Permutation, die lediglich 1
mit 2 vertauscht. Dann gilt sign(o o 7) = —sign(o) fiir jedes o € S,,.

Wir definieren

St = {o€S, : sign(o)

n

und S, = {o€S8, : sign(o)

1}
1),

Offensichtlich ist S;F U S, = S, und S} NS, = @. Durch 0 + o o 7 wird eine
bijektive Abbildung von S auf S, definiert. Daher gilt:
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D(ay,aq,...,a,) = Z&gn 0)Ag(1),1 * Ao(2),1 " - - - * Co(n)n
0ESh
= Z SigD(O’)CLU(l)’l *Qg(2),1 -+ Go(n)n
OGSI
+ Z Sign(a)ag(l)J : ag(g)’l ot aa(n),n
ogE€S,
= Z Sign(a)ag(lm . a0(2)71 L ag(n)yn
UESI
+ Z SigH(O' ° T)aO'OT(l),l *Qgor(2),1 * - -+ " Qgor(n),n
UGSﬁ
= Z Sign % o(2),1 Qo (n)n
oeS;T
- Z Slgn aa Ao (1),1 Ao(n)n = 0
aGSi

Damit ist die Funktion D auch alternierend.

Wir kommen nun zu (D3): Dabei verwenden wir das Kronecker—-Symbol §;;. Offen-
sichtlich ist 9;; die i-te Komponente des Einheitsvektors e;, und es gilt:

0 falls o #id
+Oo(n);n =

O (1)1 ° 1 falls o =id

Daraus folgt:

D(el, e en) = Z Sign(0)5g(1)71 et (50(”)7”

O'ESn
= sign(id) =
Damit ist tatsachlich alles bewiesen! n
Bemerkung. Man schreibt auch
aix - Qip @11 -+ Q1p
statt  det
(2775 B Ann S Ann

1.6 Satz. Sei A€ M,(K). Dann ist det(A") = det(A).

BEWEIS:
1) Die Zuordnung o +— o ! liefert eine bijektive Abbildung S,, — S,.

2) Fiir alle 0 € S,, ist sign(o~!) = sign(c). Man braucht ja nur alle Vertauschungen
riickgdngig zu machen.
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3) o und 7 seien Elemente von S,. Dann gilt wegen der Kommutativitat der Mul-
tiplikation:

A1,6(1) * « -+ " Qn,o(n) = Ar(1),007(1) * - -+ * Qr(n),cor(n)-

Unter Verwendung von (1) und (2), sowie (3) im Falle 7 = ¢! erhélt man (mit
bij = ajl- )Z

det(At) = Z Sign(d)ba(l)J et bg(n)m

oESy

= Z sign(o)al,o(l) teetGpo(n)

O'ESn

= Z sign(a‘l)agq(l)’l o Ug-1(n)m
gESy

= Z sign(a’l)ag_l(lm Oy
oc—les,

= Z sign(o)agy - .- Aoy = det(A).

O'GSn

Beispiel.

Ist n =3 und a; = (a1,a04,a3;)" fiir j = 1,2, 3, so ist

det(a, as,a3) = E Sign(o) - ao(1),1 - Go(2),2 * Ao(3),3
o€ES3
= (11022033 + G21032013 1 A31012023

— 11432023 — A21A12A33 — (31A22413.

Die so gewonnene Berechnungsformel heifit die Sarrus’sche Regel. Es gibt ein Sche-
ma, nach dem man sie sich leicht merken kann. Man schreibe die Matrix—Elemente
in der folgenden Form auf:

a1; Aaiz2 a3 | aix a2
Q21 Q22 Q23 | A21 (22
31 Aaz2 G333 | A31 a32

Die Produkte der Elemente in den ,,Hauptdiagonalen* werden mit ,,+“ versehen,
die Produkte der Elemente in den ,,Nebendiagonalen*“ werden mit ,,—* versehen,
und schlieflich werden alle Produkte aufsummiert:
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Wir fassen zusammen:
1.7 Rechenregeln fiir Determinanten. Sei A € M, (K).

1.

Multipliziert man in A eine Zeile oder eine Spalte mit X\ € K, so muss man
auch det(A) mit X multiplizieren.

Insbesondere ist det(A - A) = A" - det(A).

Addiert man das Vielfache einer Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile
(bzw. Spalte), so dndert sich der Wert der Determinante nicht.

Vertauscht man zwei Zeilen oder Spalten, so wechselt das Vorzeichen der
Determinante.

Ist rg(A) < n, so ist det(A) = 0.
Fs ist det(A") = det(A).

Ist f: M,(K) — K eine Funktion, die multilinear und alternierend in den
Zeilen (bzw. Spalten) von A ist, mit f(E,) =1, so ist f(A) = det(A).

BeEwEIs: 1), 2) und 3) folgen daraus, dass det multilinear und alternierend ist.

4) Ist z.B. a1 = agag + - - - + aua,, so ist

det(ay,...,a,) = Z a; det(as, ay, . .., a,) = 0.
i=2

5) schon bewiesen.

6) schon bewiesen. n
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§2 Der Entwicklungssatz

Durch elementare Umformungen kann man jede Matrix A € M, (K) auf Dreiecks-
gestalt bringen. Da man dabei die Anderung der Determinante gut kontrollieren
kann, ist der folgende Satz sehr niitzlich:

2.1 Determinante einer Dreiecksmatrix.

aiy - Qip
= a1l ... Qup-
0 Ann,

BEWEIS: Die Matrix sei mit A bezeichnet. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Fall: Ist a;; = 0 fiir ein ¢, so verschwinden beide Seiten der Gleichung: Bei der
rechten Seite ist es klar, und die Determinante auf der linken Seite verschwindet,
weil rg(A) < n ist.

3. Fall: A11y -5 app §£ 0.

Durch elementare Zeilenumformungen, die nicht die Determinante verdndern, kann
man alle Elemente oberhalb der Diagonalen zum Verschwinden bringen. Wenn aber
a;; = 0 fiir 7 # j ist, dann ergibt sich die Behauptung sofort aus der Determinan-
tenformel. u

Der néchste Satz hat sowohl praktische als auch theoretische Bedeutung;:
2.2 Determinanten—Produktsatz. Es seien A, B € M, (K). Dann gilt:

det(A - B) = det(A) - det(B).

BEWEIS:
1) Zunéchst sei rg(B) < n. Dann ist det(A) - det(B) = 0.

Da aber rg(A - B) < rg(B) ist, ist auch det(A - B) = 0.
2) Ist rg(B) = n, so kann man B durch elementare Zeilenumformungen auf obere

Dreiecksgestalt bringen, so dass in der Diagonale nur Elemente # 0 stehen. Die
Determinante éndert sich dabei nur um einen Faktor # 0. Also ist det(B) # 0.

Nun sei d : M,(K) — K definiert durch

__det(A- B)
§(A) = “det(B)

Man rechnet leicht nach, dass § multilinear in den Zeilen von A ist. Und wenn A
zwei gleiche Zeilen enthélt, dann trifft das auch auf A - B zu, so dass §(4) = 0
ist. Schliefllich ist noch 6(E,) = 1. Aber dann muss 6(A) = det(A) sein, und die
Produktformel folgt. "
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2.3 Folgerung. A € M, (K) ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 ist.

In diesem Falle ist )

det(A™1) = det(A)

BEWEIS: a) Ist A invertierbar, so ist 1 = det(E,) = det(A - A™!) = det(A) -
det(A™1). Daraus folgt, dass det A # 0 ist, sowie die Formel.

b) Ist det A # 0, so ist rg(A) = n. Dann ist F4 surjektiv und (aus Dimensions-
griinden) sogar ein Isomorphismus, also A invertierbar. "

2.4 Kiastchensatz. Sind Ae M, (K), Be€ M,,_.(K) und C € M,_.(K), so ist

A B
det ( 0 C > = det(A) - det(C).
Bewels: 1) Mit Hilfe von Zeilenoperationen im Bereich der ersten r Zeilen und
Spaltenvertauschungen im Bereich der ersten r Spalten kann man A in eine obere
Dreiecksmatrix A; umformen. Es gibt ein a # 0 und eine Matrix B* € M, ,,_.(K),
so dass gilt:

B A B\ Ay B*
det(A) = a-det(A;) und det(O C)-a-det( 0 C)'

2) Mit Hilfe von Zeilenoperationen im Bereich der letzten n—r Zeilen und Spalten-
vertauschungen im Bereich der letzten n—r Spalten kann man C' in eine obere Drei-
ecksmatrix Ay umformen. Es gibt dann ein ¢ # 0 und eine Matrix B** € M, ,,_,.(K),
so dass gilt:

B Ay B A, B*
det(C) = ¢ - det(Az) und det( 0 c )—c det( 0 A )

3) Da die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix gleich dem Produkt der Dia-
gonalelemente ist, folgt:

A B A, B™
det(0 C) = a'c'det( 0 A2>
= a-c-det(A;) - det(Aq)
= (a-det(Ay)) - (c-det(Ay))

= det(A) - det(C). .

Als néchstes wollen wir den allgemeinen Laplace’schen Entwicklungssatz beweisen,
der es erlaubt, die Berechnung einer n-reihigen Determinante auf die von (n — 1)
reihigen zuriickzufiihren.

Definition. Sei A = (a4,...,a,) € M,(K). Dann nennt man
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Aij = det(al, e Aj—1,€4, Qg1 - - ,(Zn)

den Cofaktor (oder das algebraische Komplement oder die Adjunkte) von A zur
i—ten Zeile und j—ten Spalte.

Mit S;;(A) wird diejenige Matrix bezeichnet, die man aus A durch Streichen der
i—ten Zeile und der j—ten Spalte gewinnt. Man nennt sie auch Streichungsmatriz.

2.5 Satz (iiber Adjunkte und Streichungsmatrix). Fir alle i,j gilt:
Aij = (—1)i+j det Sij (A)

BEwWEIS: Es ist

app o arj—1 0 a0 Qg
Qp1 -+ QGpgj—1 0 Anj+1 **°  Qnn
I oapn -+ aij-1 Gigyr o Qi
. . 0 a IR a . a . ... a
_ (_1)(1_1)+(]_1) ) 11 l,j 1 17]-‘!‘1 1n
0 Ap1 - an,j—l an,j—H Tt Ann
1 ‘ *
o 0
= (=1)"7 . det | .
1 i (A)
0

= (=1)" - det Sy (A).

Die letzte Gleichung ergibt sich aus dem Késtchensatz! "

2.6 Laplace’scher Entwicklungssatz. Sei A = (a;;) € M,,(K). Dann gilt fiir
festes j (bzw. i) :
det(A) = ) (=1)"ay; det Sj;(A)

i=1
n

(baw. = > (=1)"a;det S;;(A) ).

j=1
Man spricht von der Entwicklung nach der j-ten Spalte (bzw. nach der i-ten Zeile).

BEWEIS: Der zweite Fall folgt aus dem ersten durch Ubergang zur transponierten
Matrix.
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Sind a4, ..., a, die Spalten von A, so gilt:
n
det(al, c. ,an) = det(al, ceey i, Z Qij€iy Aj41, - - - ,an)
i=1
. i
= Z&i]’ det(al, ey Aj—1,64, Ay, - - ,&n)
i=1
n n
= ZCL,']‘AZ‘]' = Zaij(—l)”] det SU(A)
=1 i=1

Die Vorzeichen sind wie bei einem Schachbrett verteilt:

+ - + -
-+ - +
+ - + -

Beispiel.

Die Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt:

0o 1 2
det| 3 2 1 = 0—1-det 31 + 2 -det 32
110 1 0 1 1

= 0-(-1)—1-(-1)+2-(3-2) = 3.
Im allgemeinen wird man eine Zeile oder Spalte suchen, in der moglichst viele
Nullen zu finden sind.
Eine Anwendung der Determinantentheorie ergibt sich fiir Lineare Gleichungen:

2.7 Cramersche Regel. Sei A = (ay,...,a,) € M,,(K). Dann gilt:

1. A-x = b st genau dann fir jedes b € K" eindeutig losbar,
wenn det(A) # 0 ist.

2. Ist det(A) #0 und x = (a1, ..., x,)" der eindeutig bestimmte Lisungsvektor
des LGS A-x =0, so ist

ZT; . det(al, e ,(Zi_l,b, Ait1y - - .,an), f’LL’I”’l = 1, coe N

~ det(A)
BEWEIS:
1) Schon bekannt!

2) Ist « der Losungsvektor des LGS A -z = b, so ist
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n
b= E TrQf.
k=1

Daraus folgt:
det(al, N 7 b, Ait1y- - - ,CLn) =

n
= det(al,...,ai_l,g Ty it 1y - -5 Q)
k=1

n
= g xpdet(ay, ..., a;_1, Gk, Qig1y- .., an)
k=1

= x;-det(ay,...,a,).

Beispiel.

. 2 -3
Sei A = 5 1 >undb—(

LGS ist eindeutig losbar,

73). Dann gilt: det(A) =2+ 15 =17, d.h., das

det(b, ay) = det ( __173 _13 ) =—13-21=-34

2 —13

und  det(aq, b) = det ( 57

):—14+65=51.

Fiir den Losungsvektor x = (x1,22)" gilt dann:

—34 51
ETa _—2undx2—ﬁ—3.

Ir =

Als weitere Anwendung ergibt sich eine Berechnungsmoglichkeit fiir die inverse
Matrix:

2.8 Formel fiir die inverse Matrix. Sei A € GL,(K). Dann ist A™* = (y;;)
gegeben durch

1 1 L
- A — (1)t (A,
U = () M dargay (Y der Sl )

Man beachte die Reihenfolge der Indizes!
BEWEIS:  Sei y; := (Y1j,...,Yn;)" die j-te Spalte von A~*. Da A- A™! = E,, ist,
gilt:

Ay =eifirj=1,...,n
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Aus der Cramerschen Regel folgt dann:

1
Yij = det(A)'det(al,...,a@;l,ej,azﬁrla"'7an>
1 L
_ _1l+jdtS.iA_
dor(ay (DT det Suld)

Beispiel.

Schliefllich kann man auch den Rang einer Matrix mit Hilfe von Determinanten
bestimmen:

2.9 Rangbestimmung durch Unterdeterminanten. Sei A € M, (K) nicht
die Null-Matriz. Dann ist rg(A) die grofite natirliche Zahl r, zu der es eine r-
reihige Unterdeterminante # 0 von A gibt.

BEWEIS:

Sei r die Anzahl der Spalten der gréfiten Unterdeterminante # 0 von A.

1) Sei A’ eine r-reihige Untermatrix von A mit det(A’) # 0. Dann sind die Spalten
von A" und damit auch r Spalten von A linear unabhéngig. Also ist rg(A) > r.

2) Sei k =rg(A). Dann gibt es k linear unabhéngige Spalten in A. Sie bilden eine
Matrix A" € M, x(K), die ebenfalls den Rang k hat. Aber dann gibt es in A" k
linear unabhéngige Zeilen. Die bilden eine k-reihige quadratische Untermatrix A”

mit det(A”) # 0. Also ist r > rg(A). .
Beispiele.
1. Wir betrachten
1 1 2
A=12 1 0
3 2 2
Es ist det(A) =2+0+4+8—-6—-0—4 =0, also rg(A) < 3. Links oben findet

sich die Unterdeterminante 1-1—2-1 = —1 # 0. Also ist rg(A4) = 2.

2. Sei
2i

€ M, 3(C).

—_ O = =
w - O O

2
i
>
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Man kann nachrechnen, dass alle 3-reihigen Unterdeterminanten Null sind.
Man kann aber auch leicht sehen, dass B = (by, by, b3) mit 2 - by + by = b3 ist.
Also ist rg(B) < 3. Rechts unten findet sich die Unterdeterminantei-5—3-i =
2i # 0. Also ist rg(B) = 2.
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§3 Koordinaten und Basiswechsel

A) Basisdarstellung von Vektoren:

Sei V' ein beliebiger endlich-dimensionaler K-Vektorraum, A = (aq,...,a,) eine
Basis von V.

Zu jedem Vektor x € V gibt es eindeutig bestimmte Koeffizienten z,...,x, €

K, so dass gilt:
n
T = Z T;Q;.
i=1

Daher wird durch
X1

Dy(x) =

Tn

eine Abbildung ®4 : V — K" definiert. Wir nennen ® 4 das durch A bestimmte
lineare Koordinatensystem fiir V', und die Koeffizienten x4, ..., z, heiflen die Ko-
ordinaten von x beziiglich der Basis A. Fiir den Bildvektor ®4(x) schreiben wir
auch [z]4.

Speziell ist [a,]a =€, fir v =1,...,n.

Beispiele.

1. Ist V selbst der K™ und F = (e, ..., e,) die Standardbasis, so ist Pr = idy,

und [z]p = x.
2. Nun sei V= K", aber A = (ay,...,a,) eine beliebige Basis, mit a; =
(a1iy ... an)t firi=1,... n.

Wir kénnen A auch als Matrix aus M, (K) auffassen:

11 T Q1n

Qn1 e Qnp,

Sei jetzt y = (y1,...,yn)" ein beliebiger Vektor in V. Dann gilt:
Yy = inai = Y = Za:iaki firk=1,...,n,
i=1 i=1
also

apry + o0+ AT, = N
Du(y) =2 — : : — A-x=y.

Ap1X1 + -+ AppTn = Yn
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Die Koeffizientenmatrix hat den Rang n, weil ihre Spalten eine Basis des
K™ bilden. Die erweiterte Matrix hat dann ebenfalls den Rang n, und das
Gleichungssystem ist in jedem Fall eindeutig losbar. Die Abbildung ® 4 ist
durch den Losungsalgorithmus bestimmt.

Der Vektor x = [y|a ist die eindeutig bestimmte Losung des Linearen Glei-
chungssystems A - x = y. Daraus folgt:

yla=A"1-y.

Dies funktioniert nicht mehr, wenn wir einen Vektor y aus einem r-dimen-
sionalen Untervektorraum V' C K™ beziiglich einer Basis A = (ay,...,a,)
darstellen wollen, denn in diesem Falle ist A € M, .(K) nicht einmal eine
quadratische Matrix, kann also nicht invertiert werden. Giiltig bleibt aber
die Gleichung

A-lyla=y.
3. Sei jetzt V' C K" ein r-dimensionaler Untervektorraum. Das ist schon fast
der allgemeinste Fall, mit dem wir uns zu befassen haben. Die Elemente

a; = (a1, ...,a,;)" einer Basis von V, i = 1,...,r, sind immer noch Vektoren
im K", aber wir haben nur r davon. Also ist

A= (a,...,a,) € M,,(K).

Die Berechnung der Koordinaten funktioniert aber genauso wie oben. Es ist
rg(A) = r, und da jeder Vektor y € V' Linearkombination der Spalten von A
ist, hat auch die erweiterte Matrix (A, y) den Rang r. Deshalb ist das LGS
A-x =y fiir jedes y € V 16sbar. Weil V und K" die gleiche Dimension haben,
ist das LGS auch eindeutig l6sbar, und es gilt:

Der Vektor x = [y|a € K" ist die eindeutig bestimmte Losung des Linearen
Gleichungssystems A - x = .

4. Sei V' = My(K). Dann bilden die Matrizen

1 0 0 1 0 O 0O O
E115—<O O>,E121—<0 O>,E211—(1 O)7E223—(0 1)

eine Basis A von V', und ®,4 : Myo(K) — K* ist gegeben durch

KH

b
VRS
o
QU
~~
Q. 0 o9
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B) Basiswechsel:

Das lineare Koordinatensystem ® 4 héngt von der Basis A = (a4, ...,a,) ab. Was
passiert, wenn man eine zweite Basis B = (by,...,b,) von V betrachtet. Welcher
Zusammenhang besteht — bei festem Vektor € V' — zwischen ®4(x) und ®p(x)?

® 4 ist ein Isomorphismus, die Umkehrabbildung ist sogar leichter zu verstehen, sie
ist durch

n
O (2, ) inai
i=1

gegeben.

Wir betrachten nun das folgende Diagramm:

Ko dpody,’ Ko

UYIAN S @p
V

dpo (I)Zl : K™ — K™ wird durch eine Matrix Wg 4 € M, ,,(K) beschrieben, und
es gilt:
D0 @' (B4(2)) = By(a).

In der Sprache der Matrizen heiflt das:

WB,A . [l‘]A = [l‘}B

Man nennt Wp 4 die Basiswechsel-Matriz und die obige Formel die Basiswechsel-
Formel.

Wie kann man die Basiswechsel-Matrix berechnen? Fiir die Spalten der Basiswechsel-
Matrix gilt:
Si(Wp.a) =Wpa-ej =Wpa-lala = a;].
Also ist
Wg.a = (la1]s, ..., [a.]B).

Spezialfall:

Sei V C K™ ein r-dimensionaler Untervektorraum. In V seien zwei Basen
A=(ay,...,a,) und B=(b,...,b)

gegeben. Die zugehorigen Matrizen in M,, ,(K') bezeichnen wir ebenfalls mit A und
B. Die Basiswechsel-Matrix Wp 4 liegt in diesem Falle in M, (K), und es gilt:

(B-Wpa)-e,=B-(Wga-e,)=B-la)p=a,=A e,

also



3 Koordinaten und Basiswechsel 61

B-Wpa = A

Die v-te Spalte von Wg 4 ist die eindeutig bestimmte Losung des LGS B -z = a,.

Das liefert ein Rechenverfahren fiir die Bestimmung der Basiswechselmatrix. Ih-
re Spalten ergeben sich als Losungen xy,...,x, der linearen Gleichungssysteme
B-x = ay, ..., B-x, = a,. Man kann die zugehorigen Gauflverfahren si-
multan durchfithren. Dazu wendet man das Verfahren auf die erweiterte Matrix
(Blay|...|a,) an. Hat man B in die gewiinschte Dreiecksgestalt gebracht, so erhélt
man die Losungen zi,...,x, durch Riickwirtseinsetzen, wobei fiir z; jeweils die
(r + j)-te Spalte als rechte Seite benutzt werden muss.

Ist sogar r = n, so treibt man die Umformungen weiter, bis man erhélt:

(B|A) — (E,|B™'-A).

Auf der rechten Seite steht dann die Basiswechselmatrix, denn es ist ja B-Wp 4 = A.
Die Formel W 4 = B ~1. A gilt natiirlich nicht mehr, wenn wir es mit Basen eines
Untervektorraums von K™ zu tun haben.

Allgemein:

Kommen wir zuriick zu einem allgemeinen Basiswechsel in einem n-dimensionalen
K-Vektorraum V. Es gilt:

Wap -Wpa-[zla=Wagp-[z|lp=|x]a

und
Wpa-Wap-[r]p =Wpa-[r]a=|2]p.

Weil x vollig beliebig gewdhlt werden kann, folgt:

WA,B . WB,A = En und WB,A . WA,B = En, also WX}B = WB,A-

Beispiele.

1. Die Vektoren by := (1,1,0)%, by := (1,0,1)" und b3 := (0,1,1)" bilden eine
Basis B des R3. Die Matrix

1 1 0
B = (bl,bg,b3> = 1 0 1
0 1 1
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Wir wollen herausfinden, wie die Darstellung des Vektors x := (12,6,30)"
beziiglich der Basis B aussieht. Nach der obigen Formel ist

1 1 1 -1 12 —6
[x]B:B_l-x:§ 1 -1 1 |- 6 )= 18
-1 1 1 30 12
Probe: Tatséchlich ist
—6 18 0 12
—6-b; +18 by +12-b3 = —6 | + 0 +1 12 | = 6 = z.
0 18 12 30

2. Die Vektoren a; = (1,3,2)", a; = (0,—1,5)" und a3 = (4,2,—3)" bilden
ebenfalls eine Basis des R®. Dann ist

] 1 1 -1 1 0 4
Wpa = B 1 A== 1 -1 1 13 -1 2
2\ 21 1 2 5 -3

1 -3 9/2

= 0 3 -1/2

2 2 —5/2

3. Ein Ausnahmefall ist die Bestimmung der Koordinaten eines Vektors beziiglich
einer ON-Basis. Sei V' ein euklidischer Vektorraum, A = (ay, ..., a,) eine ON-
Basis von V. Ist « € V ein beliebiger Vektor, so findet man die Koeffizienten
x; in der Darstellung

r = Z €Z;a;
i=1

r,=<x,a;>, firi=1,... n.

durch die Formel

Es ist also [z]a = (<, a1>,...,<x, a,>)".

C) Basisdarstellung von linearen Abbildungen:

Eine lineare Abbildung f : K™ — K™ wird durch eine eindeutig bestimmte Matrix
M = M(f) € My, n(K) beschrieben, mit

Die Spalten von M sind gegeben durch S;(M) = M -e; = f(e;).

Das wollen wir jetzt verallgemeinern.

Gegeben seien



3 Koordinaten und Basiswechsel 63

e Zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdaume V und W,
e zwei Basen A = (ay,...,a,) von V und B = (by,...,b,) von W,
e cine lineare Abbildung f: V — W.

f ist durch die n Werte f(ay),..., f(a,) bereits vollstéindig festgelegt. Und jeder
der Vektoren f(a;) lasst sich auf eindeutige Weise als Linearkombination der Ba-
sisvektoren by, ..., b,, darstellen:

f(aj) = Z:il Oéijbi, mit Qi € K, fiir j = 1, o

Achtung! Die Position der Indizes ist vorgeschrieben!
Mit Mp a(f) € My, n(K) bezeichnen wir die Matrix der a;.

Mit Hilfe von Koordinaten kann man die Situation folgendermaflen beschreiben:

f

Vv — W
Qs | l ®p
Kn 124w

Die Abbildung fp 4 := ®po fo <I>;11 : K™ — K™ wird erst durch das vorgelegte
Diagramm definiert. Sie ist ebenfalls linear und wird in der iiblichen Weise durch
eine Matrix M (fp a) beschrieben. Wir zeigen, dass M (fp.a) = Mp a(f) ist. Es gilt
namlich:

Si(M(fp.a)) = fpalej)
= Ppo fody(es)
= ®po f(a;)
= (I)B(Oéljbl + -+ Oémjbm>
= (Oélj,...,()(mj)t

= Sj(Mpa(f))-

Definition. Die Matrix Mp 4(f) = M(fp.a) zur linearen Abbildung
fea=®gofod ' K" — K™

nennt man die Matriz, die f :V — W beziiglich der Basen A und B beschreibt.
Da fpa(®Pa(z)) = Pp(f(x)) ist, folgt nun:

Mpa(f) - [z]a = [f(z)]p, firzeV.

Es ist [aj]a = ¢;, fir j =1,...,n, also
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Sj(Mp,a(f)) = Mpa(f) - e; = Mpa(f) - [ajla = [f(a;)] 5.

Das ergibt folgende Formel zur Berechnung von Mp 4(f) :

Mpa(f) = ([f(ar)]s, - [f(an)]B).

Ein Sonderfall liegt vor, wenn f eine lineare Abbildung von K™ nach K™ ist. Dann
kann f beziiglich der Standardbasen durch eine Matrix M := M(f) € M, ,(K)
beschrieben werden:

flz)=M - x.

Wir wollen f jetzt aber beziiglich anderer Basen A = (a4,...,a,) von K™ und
B = (by,...,by) von K™ beschreiben. Dann ist

Mpa(f) = ([f(a)ls, ..., [f(an)]B)
= ([M-ais,...,[M-a,]B)
= (B'M-a,...,B'"M-a,)
= B'-M-A

f=fu: K" — K™ wird beschrieben durch Mp 4(f) =B~ - M- A.

Sehr haufig wird auch der Fall V' = W betrachtet. Eine lineare Abbildung f : V —
V' bezeichnet man als einen Endomorphismus von V. Man kann dann versuchen,
mit einiger einzigen Basis A auszukommen und f durch M4(f) := M4 a(f) zu
beschreiben. Ist V = K™, so liegt es nahe, die Standardbasis zu benutzen. Aber oft
zeigt es sich, dass man durch geschickte Wahl der Basis zu einer viel einfacheren
Matrix kommen kann. Wie das geht, werden wir im néchsten Abschnitt sehen.

Zum Schluss eine Konsequenz fiir Determinanten:

Sei V' ein beliebiger n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V ein Endomor-
phismus. Wir wéhlen eine beliebige Basis A = (aq,...,a,) von V. Dann wird f
durch die Matrix M = Ma(f) € M, ,(K) beschrieben, mit

Ma(f) = M(®@ao fo®y') = ([f(ar)la,. .. [f(an)]a).

Ist nun A’ eine andere Basis von V', M’ = M (f) und P die zugehérige Basiswech-
selmatrix, so ist M’ = P~'- M - P, also

det(M’) = det(P)~" - det(M) - det(P) = det(M).

Dabher ist folgendes sinnvoll:

Definition. Sei V ein beliebiger endlich-dimensionaler K-Vektorraum, A eine
Basis fiir V und f : V — V ein Endomorphismus. Dann setzt man

det(f) := det(Ma(f)).
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§4 Eigenwerte
Sei K ein beliebiger Korper.

Definition. Ein Polynom iiber K ist eine unendliche Folge f = (ag,aq,as,...)
von Elementen a; € K, mit a; = 0 fiir fast alle 7. Die Elemente a; nennt man die
Koeffizienten von f. Den gréfiten Index n mit a, # 0 nennt man den Grad von f
(in Zeichen grad(f)). Das ,,Nullpolynom® 0 = (0,0,0,...) erhdlt den Grad —oc.
Zwei Polynome sind gleich, wenn alle ihre Koeffizienten iibereinstimmen. Man kann
zwei Polynome f = (ag, a1, as,...) und g = (bg, by, by, . ..) addieren und multiplizie-
ren:

f+g = (a0+b07a1+blaa2+627"‘)
und  f-g = (co,c1,C2,...), mit ¢ 1= Z a;b; .
i+j=k

In der Gestalt (¢, 0,0, ...) kann man jedes Element ¢ € K als Polynom auffassen.

Das Element X := (0,1,0,0,...) bezeichnet man als die Unbestimmte. Es ist

X? = (0,0,1,0,0,...),
X3 = (0,0,0,1,0,...)
und allgemein X* = (0,0,...,0,1,0,...), mit einer 1 an der k-ten Position,

wenn man die vorderste Position als 0. Position bezeichnet.

Dadurch kann man ein Polynom f = (ag,a1,...,a,,0,0,...) mit a, # 0 in der
Form f = ag+ a1 X + as X? + - -- + a, X™ schreiben.

Definition. Die Menge aller Polynome iiber K wird mit K [X]| bezeichnet.
Offensichtlich ist K[X] ein kommutativer Ring.

Jedem Polynom f = >} a, X" ist eine Funktion Fy : K — K durch Fy(a) :=
> on_o axa® zugeordnet. Diese Zuordnung ist im Falle K = R oder K = C injektiv,
nicht aber bei beliebigen Kérpern. Uber Z, stimmen z.B. die Funktionen zu den
Polynomen 0 und X? — X iiberein.

4.1 Satz. Sind f,g zwei Polynome, so ist

grad(f + g) < max(grad(f),grad(g)) und grad(f-g) = grad(f) + grad(g).
Der BEWEIS ist trivial.

4.2 Satz. Seien f,g zwei Polynome.

1. Ist f-g=0, so st f =0 oder g =0.

2. Ist f-g=1, soist grad(f) = grad(g) = 0.
BEWwWEIs: 1) Ist f # 0 und g # 0, so ist grad(f - g) = grad(f) + grad(g) > 0, also
f-9#0.
2) Ist f-g=1,so0ist 0=grad(l) = grad(f-¢g) = grad(f) + grad(g). Das geht nur,
wenn grad(f) = grad(g) = 0 ist. n
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Es folgt, dass K[X]| kein Korper ist.

4.3 Satz (Division mit Rest). Seien f,g € K[X]|, g # 0. Dann gibt es ein-
deutig bestimmte Polynome q,r mit

1. f=q-g+r.

2. r =0 oder grad(r) < grad(g).
BeweEls: 1) Existenz: Sei grad(f) > grad(g) (sonst ¢ = 0 und r = f). Ist f =
apn X" 4+ -4+ ap und g = b, X™ + -+ + by, so setze man q; = (a,/by)X"™.

Dann hat f; := f — ¢1¢ einen Grad < n. Ist sogar grad(f;) < m, so ist man fertig.
Andernfalls gibt es eine Zerlegung f1 = gog + 7 und f = (q1 + q2)g + 7.

2) Eindeutigkeit: Sei f = q19 + 11 = @29 + 79. Dann ist 0 = (q¢1 — ¢2)g + (r1 — 72),
bzw. (¢1 — q2)g = 19 — r1. Aus Gradgriinden muss ¢; = ¢ und r; = 7y sein. n

Schreibweise: Ist f € K[X] und o € K, so setzen wir f(«) := Fy(a).

4.4 Satz. Sei f € K[X], grad(f) > 1 und f(a) = 0. Dann gibt es ein g € K[X],
so dass f = (X —«) - g ist.

Bewels:  Nach Division mit Rest ist f = ¢-(X —«)+r mit r = 0 oder grad(r) = 0.
Setzt man « ein, so erhélt man r = r(a) = 0. n

Definition. Ist f = (X — a)* - g und g(a) # 0, so nennt man « eine Nullstelle
der Vielfachheit k von f.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (hier ohne Beweis) besitzt jedes Po-
lynom iiber C von positivem Grad mindestens eine (komplexe) Nullstelle. Daher
kann man jedes komplexe Polynom vollsténdig in Linearfaktoren zerlegen. Uber R
gibt es Polynome ohne Nullstellen. Ist f ein Polynom mit reellen Koeffizienten und
a eine komplexe Nullstelle von f, so ist auch die konjugierte Zahl @& eine Nullstelle
von f (Beweis trivial).

Definition. Sei V ein K-Vektorraum, f : V' — V ein Endomorphismus. Ein
Vektor x € V heifit Figenvektor von f, falls gilt:

1. x ist nicht der Nullvektor.
2. Es gibt ein A € K, so dass f(x) = Az ist.

Der Skalar A heifit Eigenwert von f zum Eigenvektor x.

Ist A € M,,(K) eine quadratische Matrix, so setzen wir f4(z) := A-x. Unter einem
Eigenvektor (Eigenwert) von A versteht man einen Eigenvektor (Eigenwert) von
fA K — K™
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Beispiel.

1 2 2 .
IstA.:(3 2>undx0 = (3),SOISt
1-14+2-3 8 2
A'xo_(3-2+2-3> - (12) _4'<3> =4

also 4 ein Eigenwert von A zum Eigenvektor z.

4.5 Der Raum FE(\). Sei V' ein K-Vektorraum, f:V — V linear und X € K.
Dann ist

EN) ={zx eV : f(zx) =z}
ein Untervektorraum von V.

BEWEIS:

1) Offensichtlich liegt der Nullvektor in E(A). Man beachte allerdings, dass 0 kein
Eigenvektor ist!

2) Ist z € E()\), also f(z) = Az, so ist auch
flaz) = a- f(z) = a(Ar) = Max),

also ax € E(\), fir o € K.
3) Sind z,y € E()N), so ist f(z) = Az und f(y) = Ay. Also ist

flz+y) = flo)+ fly) = v+ Ay = Mz +y),

also v +y € E(N). n

Definition. Ist f: V — V linear, A € K, so heifit E(\) der Eigenraum von f
Zu A.

Bemerkung. Die Menge F(\) \ {0} besteht aus Eigenvektoren zum Eigenwert
A. Im allgemeinen wird sie natiirlich leer sein.

Wozu sind Eigenvektoren gut?

Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare Abbil-
dung f : V — V heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis (by,...,b,) von V gibt,
bzgl. der f durch eine Diagonalmatrix beschrieben wird.

Eine Matrix A € M,,(K) heifit diagonalisierbar, wenn f4 : K™ — K™ diagonalisier-
bar ist.

e Sei f ein Endomorphismus von V und B = (by, ..., b,) eine Basis, beziiglich
der f durch eine Diagonalmatrix D = A(Aq, ..., \,) beschrieben wird. Dann
ist f(b;) = A;b; fiir alle j. Also sind die b; Eigenvektoren von f (mit zugehori-
gen Eigenwerten \;).



68 KAPITEL 3 DETERMINANTEN UND KOORDINATEN

e Nun sei speziell f = f4 : K" — K" mit A € M, (K). Beziiglich einer Basis
B = (by,...,b,) wird f dann durch die Matrix Mg(f4) = B™'- A- B =
Mp g(fa) beschrieben, mit der invertierbaren Matrix B = (by, ..., by,).

Damit haben wir gezeigt:
4.6 Diagonalisierbarkeit von Matrizen. Folgende Aussagen iiber eine Matrix
A e M, (K) sind dquivalent:

1. A ist diagonalisierbar.

2. Im K" gibt es eine Basis von Eigenvektoren von A.

3. Es gibt eine Diagonalmatriz D und eine invertierbare Matriz B, so dass gilt:
D=B"1'-A.B.

Wie findet man Eigenvektoren? Es ist einfacher, mit den Eigenwerten zu beginnen.
Sei f:V — V ein Endomorphismus.

Jv#0mit f(v)=A-v
Jv # 0 mit f(v) —Av=0
Jv#0mit (f — A-idy)(v) =0
Ker(f —A-idy) # {0}

Im(f —A-idy) #V

rg(f —A-idy) < dim(V)
det(f — A-idy) = 0.

A Eigenwert von f

[ A A A

Wir betrachten diese Aussagenkette fiir den Spezialfall f = F4 : K™ — K".

Juo#0mit A-v =M\
FJo#Omit A-v—A-v=0
Jv#0mit (A—X-E,)-v=0
Ker(Fa_xg,) #0
rg(A—X-E,) <n
det(A—X-FE,)=0

ap; — A a2 Q1n

a21 ag — A - Q2n,

A Eigenwert von A

1rrteee

= 0.

!

Qn1 An2 st Qpp — A

L . : . ~ i fiir i # j
Wie sieht diese Determinante aus? Wir setzen a;; := { " @i \ fsi z 7:? .
i — =

AuBlerdem beachten wir folgende Tatsache:
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Ist o € S, eine Permutation # id, so gibt es ein ¢ mit j := o (i) # i. Weil Permu-
tationen bijektive Abbildungen sind, kann auch nicht o(j) = j gelten, denn dann
hétten ja zwei Zahlen das gleiche Bild. Damit folgt:

det(A -\ En) = Z sign(a)&’lya(l) .. -Zin,g(n)
O'eSn
= (a1 = A) ... (@py — \) + Terme, bei denen
A in hochstens n — 2 Faktoren vorkommt
= (=1)"\"+ (—1)"’1(2 a;;)A" " + Terme vom Grad < n — 2.
i=1

Bei der Definition der Determinante durch die Leibniz-Formel kommen keine Di-
visionen vor. Deshalb kann die Determinante auch fiir Matrizen definiert werden,
deren Eintrége (statt in einem Korper) in einem kommutativen Ring mit 1 liegen,
also z.B. in K[X].

Definition. pa(X) :=det(A — X - E,) heifit charakteristisches Polynom von A.
Damit gilt:
Das charakteristische Polynom einer Matrix A € M,,(K) ist ein Polynom vom Grad
n iiber K, von der Gestalt ps(X) =co+c1 X + -+ ¢ 1 X" + ¢, X™, mit
Ch = (_1>n7
Chi = (_1)7171 . (all 4+t @nn)’

co = pa(0) = det(A).
Zur Abkiirzung setzt man Spur(A) := Z a;  (Spur von A).
i=1

Oben haben wir gesehen:
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms pa(X).
Das liefert eine praktische Berechnungsmoglichkeit.

Beispiele.

1. Wir betrachten noch einmal die Matrix A = ( il)) ; ) Es gilt:

1-x 2\ _ o
da( 5 2_A>_41—m@—xy—@_x—3A—4

Also ist

pa(A) =0 <= A 1
Den einen dieser beiden Eigenwerte hatten wir schon kennengelernt. Nun
suchen wir die zugehorigen Eigenvektoren. Dazu muss man bei gegebenem A
die Gleichung (A — A+ Ey) - = 0 losen:

_3id%ﬂ6_{4
=T
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. ) 2 2 Ty 0 L 1 .
A=—1: ( 3 3 ) . (@) = (0) hat z.B. by := <_1) als Losung.
A=4: ( 3 9 ) . <x2> = (0) hat = by 1= <3) als Losung.

by und by sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten —1 bzw. 4. Da det ( 2

1
-1 3
5 # 0 ist, bilden sie auch eine Basis.

Damit ist bewiesen, dass A diagonalisierbar ist. Wir machen noch die Probe.

S _ (1 2 R - B
Dazu setzen wir B := (b, by) = ( 1 3 ).Dann ist BT = s < ] ) )
und

B ' A-B =

1
5
1
5
1
5

(0 »)=(3 &)

Es kommt tatsdchlich eine Diagonalmatrix heraus, und die Eintrige darin
sind gerade die Eigenwerte. Das muss natiirlich so sein.

.o e [ cosp —sing .
. R(p) sei die ,Drehmatrix“ R(p) := ( sng  cosy ) Dann ist
Y _ cos Y — A —sin g
det(R(p) — A+ Ey) = det ( in cos o — A >

= (cosp — \)? +sin? @
= M —2\cosp+ 1.

Dieser Ausdruck wird genau dann Null, wenn

1 /
\ = 3 (2cosp £ y/4cos2p —4) = cosp £/ —sin®p ist.

Das ist nur moglich, wenn ¢ = 0 oder ¢ = 7 ist, also sin ¢ = 0. Das bedeutet,
dass unter allen Drehmatrizen nur die speziellen Matrizen

1 0 —1 0
(O 1):E2 und (O _1):—E2

Eigenwerte besitzen (und zwar A = 1 bzw. A = —1). Andere Drehungen
besitzen keinen Eigenwert und daher auch keinen Eigenvektor.

SpaBleshalber kann man mit R(p) auch einen Endomorphismus des C" be-
schreiben und nach komplexen Eigenwerten suchen. Auf Grund der obigen

):
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Berechnung ist sofort klar, dass Ao = cos¢ & i sinp =: e*'? komplexe
Eigenwerte sind.

w
—ising  —sing \ [(2) _ 0
sin ¢ —i singp w) \0J’

1 1
Man sieht, dass ( ) ) eine Losung ist. Genauso ist ( ) ein Eigenvektor zum
—i i

Die Gleichung fiir einen Eigenvektor (z) € C? zum Eigenwert \; = €%

lautet:

: 1 1
Eigenwert Ay = e™'¥. Offensichtlich sind () und ( ) linear unabhéngig

[ —i
(iiber C), es gibt also eine Basis von Eigenvektoren. Man sieht, dass eine
Matrix iiber R nicht diagonalisierbar, aber {iber C diagonalisierbar sein kann.

4.7 Lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren. Sind vy,... v, € V Ei-
genvektoren eines Endomorphismus f :V — V zu paarweise verschiedenen Figen-
werten Ay, ..., A\, € K, so sind sie linear unabhdngig.

BeEwEIS:  Wir fiihren Induktion nach der Anzahl k.

k=1: Ein einzelner Eigenvektor v; ist immer linear unabhéngig, weil er # 0 ist.

k—1— k (mit k > 2): Es seien Eigenvektoren vy, ..., v zu paarweise verschiede-
nen Figenwerten \i,..., \; gegeben. Wir nehmen an, sie wiren linear abhéngig,
und versuchen, daraus einen Widerspruch zu konstruieren:
Nach Induktionsvoraussetzung sind vy, ..., v;_1 linear unabhéngig. Wenn sie durch
Hinzunahme von vy, linear abhéngig werden, muss es Koeffizienten o; € K geben,
k—1
so dass gilt: v, = Z a;v;. Daraus folgt:
j=1

0 = (F=Ae-dV)o) = (F = e id)(D e

j=1
k-1 k—1
= Yoy (f=Aecidy)(vy) = D ag- (A=A vy
j=1 j=1
Da vy, ..., v, linear unabhéngig sind, muss o;(A; — A\g) =0fir j=1,..., k-1

gelten. Da die A\; # A sind, also A\; = A\, #O0fiir j=1,... k=1, mussag = ... =
ag_1 = 0 sein. Aber dann ist v, = 0, und das kann bei einem Eigenvektor nicht
sein. WS! "

4.8 Folgerung 1. Hat f:V — V n verschiedene Eigenwerte, so ist f diagona-
lisierbar.
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4.9 Folgerung 2. \y,...,\, seien paarweise verschiedene Eigenwerte von A €
M,(K). Ist w; € E(N;) firi=1,...,7 und wy + -+ w, =0, so ist w; = ... =
w, = 0.

BEwEIS:  Wir nehmen an, dass es ein £ mit 1 < k& < r gibt, so dass — nach
geeigneter Numerierung — die ersten k Vektoren # 0 sind, wiahrend w1 = ... =

w, = 0 ist. Dann ist auch wy; 4+ --- + w = 0. Ist £ = 1, so ist nichts zu zeigen. Sei
also k > 2 und

k k
=1 i=1

=1 1=

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, muss \; =
... = X = 0 sein. Aber das ist ein Widerspruch, denn die \; sollten paarweise
verschieden sein. -

Das charakteristische Polynom p4 einer Matrix A € M,,(K) hingt in Wirklichkeit
nur von der linearen Abbildung f = f4 ab, ganz egal, beziiglich welcher Basis man
f beschreibt:

4.10 Satz. Ist B invertierbar, so ist

pB—lAB(X) = pA(X)'

BEwEIS: Es ist

1.A.-B-X-E,)
1.A.B-B' (X -E,)- B)
= det(B'- (A-X-E,)-B)
= (detB)™'-det(A— X -E,)-det B
= det(A— X E,) = pa(X).

pB—lAB(X) = det(
(

Insbesondere kann man vom charakteristischen Polynom eines Endomorphismus
sprechen. Eine weitere Folgerung betrifft die Spur. Es ist Spur(B~'AB) = Spur(A4).

Leider kann man nicht immer erwarten, dass das charakteristische Polynom in
lauter verschiedene Linearfaktoren zerfillt.

Beispiel.

Sei A:=| -1 0 —1 |].Dann gilt:
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6-\ 4 4
det(A— X E3) = det -1 -2 -1
-2 0 —A
= (6= M)A +8+0—8\—0—4\
= AN +6\ 121 +38
= (2—-)\)%

Also ist A = 2 die einzige Nullstelle von p4(x). Sie hat die Vielfachheit 3. Mehr
Nullstellen kann es aus Gradgriinden selbst im Komplexen nicht geben. Wie steht
es nun mit den Eigenvektoren? Die zugehorige Gleichung hat die Form

4 4 4 ) 0
1 =2 1 |- {a]|=]0
2 0 -2 2 0

Aus der Koeffizientenmatrix gewinnt man durch elementare Umformungen zunéchst
die Matrix

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -2 -1 |, dann 0O -1 0 und schliefllich 0 1 0
1 0 1 1 0 1 0 0 O

Das resultierende Gleichungssystem

T+ To+2x3 = 0,
To = 0

liefert als Losungsraum den Eigenraum
E2)={a-(-1,0,1) | « € R}.

Der ist nur 1-dimensional. Also ist A nicht diagonalisierbar.

Definition. Sei A € K ein Eigenwert der Matrix A € M, (K).

a()\) := Vielfachheit der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms pa(z)
heifit algebraische Vielfachheit von .
g(A\) = dimg E(\) heiBt geometrische Vielfachheit von A.

Das Verhalten im vorigen Beispiel war kein Zufall:
4.11 Satz. Ist A Eigenwert von A € M,(K), so ist 1 < g(A) < a(\) < n.

BEWEIS:  Sei k := g(\).

Dann gibt es eine Basis (vy,...,v;) von E(X). Wir ergénzen sie zu einer Basis
(v1,...,v,) des ganzen K™. Dann ist B := (vy,...,v,) eine invertierbare Matrix,
und es gilt:
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Bil'A'B Bil'(A'(Ula"ka)?A'(Uk—‘rl?"'avn))
= B7' (A, Ao, A (V1,5 00))

= (B (o), BT A (U, 00)

C

0 D

mit irgendwelchen Matrizen C' € My, (K) und D € M, ,—(K). Daraus folgt:

A—X -0

pa(X) = pp-1ap(X) = det 0 e A= X

0 D—-X-E,

= (A=X)F - det(D — X - E,y).

Also ist A eine Nullstelle von mindestens k-ter Ordnung, es ist a(\) > g(\).

Da p4(X) hochstens n Nullstellen haben kann, ist a(A) < n, und da A nur dann
Eigenwert ist, wenn es dazu mindestens einen Eigenvektor gibt, ist g(\) > 1. "

4.12 Satz (Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit). A € M, (K) ist
genau dann diagonalisierbar, wenn gilt:

1. pa(X) zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren.

2. Fiir jeden Figenwert X ist a(\) = g(\).

Bewels: 1) Ist A diagonalisierbar, so gibt es eine Basis B = (vq,...,v,) von
Eigenvektoren. Wir konnen die Basisvektoren so anordnen, dass gilt:

Die ersten kq von ihnen sind Eigenvektoren zum Eigenwert A;, die néchsten ks sind
Eigenvektoren zum Eigenwert Ay usw., wobei die Eigenwerte Ay, ..., \, paarweise
verschieden sind. Dann wird F4 beziiglich B durch die Diagonalmatrix

A Ey, 0
Ao Ey,

0 A Ey,

beschrieben, d.h. es ist A = Mp(F4) = B~™'- A- B. Daher gilt:
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pa(X) =pa(X) = (A = X)" - (A, — X)*.
Das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren, und es ist a()\;) = k; fiir
1=1,...,7.

Wir wissen schon, dass k; > g()\;) ist. Aber B; := B N E()\;) besteht aus k; linear
unabhéngigen Vektoren, die alle in E()\;) liegen. Also ist auch k; < dim E()\;) =

g(Ai).

2) Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt, Ay, ..., A\, die verschiedenen Eigenwerte mit
den Vielfachheiten k; = a(X\;) = g(\;) und ky + - - + k., = n.

Dann wéhlen wir Basen B; von E();), fiir i = 1,...,r, und setzen
B:=BU...UB,.

Offensichtlich besteht B aus n Elementen. Eine Linearkombination w von Elemen-
ten von B kann in der Form w = w+- - - 4w, geschrieben werden, wobei w; € E(\;)
jeweils Linearkombination von Elementen von B; ist. Ist w = 0, so verschwinden
nach dem Hilfssatz auch alle w;, und da die Elemente von B; linear unabhéngig
sind, kann w nur die triviale Linearkombination sein. Also sind die Elemente von
B linear unabhéngig und bilden somit eine Basis von Eigenvektoren von A, d.h. A
ist diagonalisierbar. "

Bemerkung. Uber C zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren. Da ist die erste
Bedingung iiberfliissig.

Definition. Wy,..., W, C V seien Unterrdume. Man sagt, V ist direkte Summe
von Wy, ..., W,, falls gilt:

LV=W+---+W,.

2. Istw, e W, fire=1,...,rund w1 +---+w, =0,s0ist w; = ... =w, = 0.
Man schreibt dann: V=W, & ... & W,.
4.13 Satz. Wy,...,W,. C V seien Unterriume. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1.V=Wiad...0W,.

2. Jeder Vektor v € V' besitzt eine eindeutige Darstellung v = wy + - - - + w, mat
Vektoren w; € Wy, fiiri=1,...,r.
3. EsistV =W+ 4+W, und W,N(Wip1+---4+W,) ={0} firi=1,...,r—1.

Bewels: (1) = (2): Weil V. = W) + --- + W, ist, besitzt jeder Vektor v € V
eine Darstellung v = wy + - - - + w, mit w; € W;. Aus der zweiten Bedingung folgt,
dass die Darstellung eindeutig ist.
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(2) = (3): Dass V = W+ - -+ W, ist, ist klar. Sei nun v € W;N(W;i1+-- -+ W,.).
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung muss v = 0 sein.

(3) = (1): Seiwy +---4+w, =0, w; € W, fir i = 1,...,r. Dann liegt wy =
—(wg + -+ +w,) in WyN(Wy+---+W,). Also ist w; = 0. Analog zeigt man, dass
wy = ... =w, = 0 ist. n

4.14 Folgerung. A € M,(K) habe die paarweise verschiedenen FEigenwerte
Ay A mit a(N) = g(N) firi=1,...,r und a(\) + -+ a(\,) =n. Dann ist

K"=EM\)®...® E\,).

Eine kleine Anwendung:

Al 0
Ist B'AB =D = A()\,...,\) = eine Diagonalmatrix, so
0 An
ist
BT'AB = (B™'AB)---(B"'AB) = D".
p-mal

Aber die Potenzen einer Diagonalmatrix kann man sofort hinschreiben, es ist
A(A, .. )P = AN, ..., A). Daraus folgt:

Y 0

AP - B~%,

|
oy

0 AP

Das liefert eine leichte Berechnungsméglichkeit fiir Potenzen von (diagonalisierba-
ren) Matrizen.
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§5 Isometrien und Hauptachsentransformation

Der Korper wird hier immer R oder C sein.

Definition. A € M, (R) heiit eine orthogonale Matriz, falls A* - A = E,, ist.

5.1 Notwendiges Kriterium fiir Orthogonalitiat. Ist A orthogonal, so ist
|det A| = 1.

BEWEIs: Klar, denn wegen A'- A = E,, ist det(A)? = 1. .

Bemerkung. Ist A'- A= FE,, so ist offensichtlich det A # 0. Daraus folgt, dass
A invertierbar ist, und dann ist A= = A und auch A - A! = E,,.

Die Menge aller orthogonalen Matrizen wird mit O(n).

5.2 Satz. O(n) ist eine Gruppe.

Bewels:  Offensichtlich liegt die Einheitsmatrix £, in O(n). Sind A, B orthogo-
nal, so ist
(A-B)-(A-B)Yt=A-B.-B' - A'=E,,

also auch A - B orthogonal. Auflerdem ist
Afl_(Afl)t:At_Att:At.A:En’

also auch A~! orthogonal. .

Definition. Eine lineare Abbildung f : R” — R" heifit eine Isometrie, falls gilt:

[F G = x| fiir alle x € R™.

5.3 Satz (Charakterisierung von Isometrien). Sei f: R™ — R" linear und
A= M(f). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. f ist eine Isometrie.

2. f st ein Isomorphismus, und es ist
f(z)s fly) = xey fir alle z,y € R".

3. A ist orthogonal, d.h. es ist A'- A= A-A'=E,.
4. Die Zeilen von A bilden eine ON-Basis.
5. Die Spalten von A bilden eine ON-Basis.
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BEWEIS:
Sind z,y € R", soist zey =2 -y =291 + -+ + T, Yn.

(1) = (2): Ist f(x) =0, so ist ||z|| = ||f(x)| = 0, also auch x = 0. Damit ist
f injektiv, und eine injektive lineare Abbildung f : R" — R ist automatisch ein
Isomorphismus.

Aus der Beziehung

lz—yl* = (z—y)+(x—y)
= TeT Yy —2Tey
= |lz[?+ |ly|* — 2z -y,
1
folgt:  xey = 5-(Ilfc—yll2— 21> = llyll*)-
Es ist || f(2)||* = [|=|*, [/ (y)]| = lly[|* und
1f(z) = fWI* = Ifz—y)|* = llz — y|*

Daraus folgt: f(z)s f(y) = zey.
(2) = (3): Weilxey = f(z)s f(y) = - At A-y fiir alle z, y gilt, muss A" A = E,
sein.

Nach der Vorbemerkung ist dann aber auch A- A' = E,,.

(3) = (4): Sind ay, ..., a, die Zeilen von A, so ist
E,=A-A"= <ai-aj : i,jzl,...,n),

also (ay,...,a,) eine ON-Basis.

(4) = (5): Bilden die Zeilen von A eine ON-Basis, so ist A-A* = E,,, und nach der
Vorbemerkung ist dann auch A?- A = E,,. Daraus folgt wie beim vorigen Schritt,
dass die Spalten von A eine ON-Basis bilden.

(5) = (1): Nach Voraussetzung ist {f(e1),..., f(e,)} eine ON-Basis. Ist z =
(x1,...,2,)", so folgt aus der Linearitit von f und der Bilinearitit des Slalarpro-
duktes die Beziehung

Il = (S 1(X o)
= inxjf(€i> « f(ej)

= |=l*.

Damit ist f eine Isometrie. "
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Im Falle n = 2 wollen wir alle orthogonalen Matrizen bestimmen:

Sei also A = ( CCL 2 ) orthogonal. Da dann die Spaltenvektoren ein ON-System
bilden, gilt:

I(a,0)? =1 und (a,c)"+(b,d)" = 0.
Also ist a® + ¢* = 1, und es gibt ein ¢ € [0,27), so dass a = cos(¢) und ¢ = sin(yp)
ist.

Weil (a,c) # (0,0) ist, ist das orthogonale Komplement zu R(a,c)? im R? 1-
dimensional, und weil (a,c)t«(—c,a)® = 0 ist, gibt es ein A € R mit (b,d)" =
A (=c,a)t.

Wir miissen nun zwei Félle unterscheiden:

1) Ist det(A) =1, so ist 1 = ad — be = A(a® + %) = ), also

A= R(p) = ( cos(p)  —sin(yp) ) _

sin(p)  cos(p)

Das ist die Drehmatriz zum Winkel ¢, die uns schon frither begegnet ist.

R(p) bildet z.B. ((1)) auf (ij((z))) und (g) auf (_Cz:(lx)) ab.

2) Sei det(A) = —1.

: 1 0
Mit A und S = (O 1
besitzt die Determinante +1. Also gibt es ein ¢, so dass A = R(¢)-S™! = R(p)- S
ist. Dabei ist fs(x,y) = (x, —y) die Spiegelung an der x—Achse.

Definition. Eine orthogonale Matrix A € M,,(R) heifit Drehung, falls det(A) = 1
ist, und Drehspiegelung, falls det(A) = —1 ist.

> ist auch A - S orthogonal, aber die neue Matrix

Die Menge aller Drehungen wird mit SO(n) bezeichnet.

5.4 Satz. SO(n) eine Untergruppe von O(n).

Bewels:  Offensichtlich liegt die Einheitsmatrix £, in SO(n). Wegen det(A-B) =
det(A)-det(B) und det(A~1) = det(A)~? folgt sofort, dass SO(n) eine Untergruppe
von O(n) ist. .

Ist A € O(n), so gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder ist schon A € SO(n), oder
esist A-S € SO(n), mit

1 00 - 0

0 -1
S=10 01

: 0
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Das heifit, jede orthogonale Transformation ist eine Drehung oder eine Drehspie-
gelung.

Im Komplexen sehen die Isometrien etwas anders aus.
Wir nennen f : C* — C”" eine Isometrie, wenn <f(z), f(w)> = <z, w> fiir alle
z,w € C"ist. Da < z,w >= 2" -w ist, folgt:
5.5 Satz. Sei A € M,(C), f = fa: C" — C" die zugehorige C-lineare Ab-
bildung. f ist genau dann eine Isometrie (beziiglich des kanonischen hermiteschen
Skalarproduktes), wenn A A= E, ist.
Der BEWEIS funktioniert genauso wie beim euklidischen Skalarprodukt.
Definition. A € M, (C) heifit eine unitire Matriz, falls A" A=E, ist.
Die Gruppe der unitdren Matrizen wird mit U(n) bezeichnet, die Untergruppe aller
unitéren Matrizen A mit det(A) = 1 wird mit SU(n) bezeichnet.
Es gilt:

A unitir = |det(A4)|* = 1.
Aber VORSICHT! Eine komplexe Zahl vom Betrag 1 hat die Gestalt e'! =

cost +i sint. Daher kann man die Unterscheidung zwischen Drehungen und Dreh-
spiegelungen nicht auf unitdre Matrizen iibertragen!

Es ist SU(1) = {1} und U(1) = {z € C* : |z| = 1} = {cos(¢) + i sin(¢)}, also
U(1) = SO(2). Ebenso besteht ein enger Zusammenhang (aber keine Isomorphie)
zwischen SO(3) und SU(2), auf den wir hier aber nicht eingehen kénnen.

Wir wollen uns jetzt mit den Eigenwerten spezieller Matrizen befassen:

5.6 Eigenwerte von orthogonalen und unitiren Matrizen.

Sei A € M,(K) orthogonal (im Falle K = R ) oder unitir (im Falle K = C).
Dann gilt:

1. Ist A € K ein Figenwert von A, so ist |\| = 1.

2. Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind zueinander
orthogonal.

BEWwWEIS:  Wir betrachten nur den komplexen Fall. Es sei f := f4.
1) Sei x # 0, f(z) = A-x. Da f eine Isometrie ist, gilt:

M<r,r>=< I\, \r >=< f(z), f(z) >=<z,0 > .

Daraus folgt, dass [\|? = 1 ist.
2) Ist f(x) = Az und f(y) = py, mit X # p, so folgt:

M <azy>=< f(z), fly) >=<wz,y>.
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Also ist (AT —1)- < @,y >= 0. Wire \i = 1, so wire i = A\~' = X\ (weil [A| = 1
ist). Aber dann wére auch A = u, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss
< z,y >=0 sein. "

5.7 Eigenwerte von symmetrischen und hermiteschen Matrizen.
Sei A € M,(R) symmetrisch (d.h. A®* = A) oder A € M,(C) hermitesch (d.h.
Al = A ). Dann gilt:

1. Das charakteristische Polynom von A zerfdllt in Linearfaktoren.

2. Alle Figenwerte von A sind reell.

3. FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A sind zueinander
orthogonal.

BEWEIS: Eine reelle symmetrische Matrix ist natiirlich auch hermitesch, und iiber
C zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Wir brauchen also nur
zu zeigen, dass alle Eigenwerte einer hermiteschen Matrix A reell sind, dann folgt
(1) und (2) automatisch fiir R und C. Es ist <v, w> = v’ -w (in Matrizenschreib-
weise).

Wieder arbeiten wir mit der zugehorigen linearen Abbildung f = fa. Diesmal ist
f ,selbstadjungiert”, d.h. < f(z),w > =< z, f(w) > fiir alle z,w € C", denn es ist
<fEhw> = (4.

t

z)" -w
= z'-A"w
= 2l A w

A w =2t f(w)

= z, f(w) > .

Ist A € C Eigenwert von f, so gibt es einen Vektor z € C" mit z # 0, so dass
f(2) = Az ist. Dann folgt:
A<z,z2> = <Az,z>=< f(2),z>
= <z f(z) >
<zZAz>= A<z,2>.
Da < z, z > reell und positiv ist, folgt: A = X, also A € R.
Zur Orthogonalitéit der Eigenvektoren:

Seien A\ # u zwei Eigenwerte, z bzw. w zugehorige Eigenvektoren. Dann gilt:
A<zw> = < Az,w>
= < f(2),w>
= <z f(w)>
= <zuw >
= p < z,w> (weil preell).
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Also ist (A — ) < z,w >=0,d.h. < z,w >=0. .

5.8 Satz von der Hauptachsentransformation. Ist A € M, (K) eine symme-
trische (bzw. hermitesche) Matriz, so gibt es eine orthogonale (bzw. unitdre) Matriz
S € GL(n,K), so dass S™' - A- S eine reelle Diagonalmatriz ist. Die Eintrige in
der Diagonalmatriz sind die Eigenwerte der Matriz A.

BEWEIS:  Wir betrachten den komplexen Fall, also eine hermitesche Matrix A.

Es gibt mindestens einen Eigenwert A und dazu einen Eigenvektor v;. Diesen kann
man normieren, so dass ||v1|| = 1 ist. Schliefllich setzen wir U := Cu;.

Offensichtlich ist f4(U) C U, und wir wollen zeigen, dass auch f4(Ut) C Ut ist.
Dazu geben wir uns einen beliebigen Vektor € U~ vor. Dann ist

<vy, fa(x)> = <fa(vy), x> = <\-v, 2> =X-<vy, 2> =0,

also auch f4(z) € U+.

Wir withlen nun eine ON-Basis {vs, ..., v,} von UL. Dann ist B := (vy,v9,...,v,)
eine ON-Basis des C" und damit auch eine unitire Matrix. Sei

M:=Mg(fs)=B-A-B=B'-A-B.
Dannist M =B -A'-B=B'-A-B= M, also M wieder hermitesch.
Wir wollen M genauer berechnen. Wegen f4(U+) C U+ gibt es Zahlen aj;, so dass

w; = A = Zajivj ist, fiir ¢ = 2, ..., n. Daraus folgt:

j=1
7y
M = : CA (v, )

v,
vy

= : (v, wa, . wy)
v,
A0 0
0

A
0

Weil M hermitesch ist, muss auch A; hermitesch sein. Wir werden sehen, dass wir
damit das Problem um eine Dimension reduziert haben. Zu diesem Zweck nehmen
wir an, es gebe schon eine unitdre Matrix Si, so dass

Al ::gf'Al'Sl
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eine Diagonalmatrix ist. Anschliefend setzen wir S := B - ( (1) g, ) Dann ist
1

auch S unitér, und es ist

S48 = i_ot B".A.B. 10
0|5 05,

[ 1]o A‘O 1‘0
~lols ) O‘Al | 0‘51
e 0
o545
(a]o
~lola

Das ist die gewiinschte Diagonalisierung von A. Analog fithrt man die Diagonali-
sierung von A; auf eine (n — 2)-reihige hermitesche Matrix A, zuriick, usw. n

Um den Begriff ,,Hauptachsentransformation* zu erldutern, sei noch ein Beispiel
angegeben:

Beispiel.
Ist A € M,,(R) eine symmetrische Matrix, so nennt man g4 : R” — R mit

qa(z) :=x'- A-x die zugehirige quadratische Form. Ist z.B. A = ( a b )7 S0

b ¢
ga(z, ) = (z1,22) ( Z i) _ (2)

ary + bz
= (21, 22) - <ba711 N ij) = ax] + 2bx 79 + CT5.

ist

Fiir ¢ € R bezeichnet man die Menge Q4(c) := {x : qa(z) = ¢} als Quadrik oder
quadratische Hyperfliche.
5 -2

Wir betrachten speziell A = ( 5 g

) . Dann ist

pa(X) = det ( 5:2X 8:2X ) = X? 13X 436 = (X —4)(X —9).

Einen Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 4 finden wir durch die Gleichung

(L 7)C)-0)
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Eine Losung ist der Vektor v; = (2,1)%, mit ||v|| = v/5.

Einen Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 9 erhalten wir aus der Gleichung

—4 —2 ) T . 0
—2 —1 i) N 0 '
Eine Losung ist vp = (—1,2)%, mit |Jvs = V/5.
Dann bilden die Vektoren w; := \%(2, 1)t und wy := (1, —2)* eine ON-Basis von

NG
Eigenvektoren von A. Die zugehorige Matrix

2 1

VERRYE]

definiert eine Drehung fs der Ebene um den Nullpunkt, und es ist

t o4 oo (40
sas= (30,

Nun gilt (mit y := (fs) (z) =St 2=5"2):

x € Qalc) qga(z) =c

xt Az =c

xt-(S-<g 8)-St)-x:c

e (40N,

[

Sei etwa ¢ = 36. Dann ist

Qalc)

{x : ba} — da 79 + 875 = 36}
fs({y = 4y7 + 995 = 36})

s = (57 + (5P =1

das Bild einer achsenparallelen Ellipse unter der Drehung fs. So haben wir die
,Hauptachsen“ von Q4(c) bestimmt, sie zeigen in die durch die Spalten von S
vorgegebenen Richtungen und haben die Halbachsen 2 und 3.



