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Jetzt soll der Begriff der ,Kongruenz“ bzw. Euklids vage Vorstellung vom ,,Zur
Deckung bringen* prézisiert werden.

Ich stelle zundchst Hilberts Version vor, wihle aber anschliefend einen anderen,
etwas anschaulicheren Weg.

Hilberts 3. Axiomengruppe: Die Axiome der Kongruenz

PrRIMITIVER TERM: Es gibt eine Beziehung zwischen Strecken, die man , kongru-
ent* (in Zeichen: ;=%) nennt. Jede Strecke AB ist zu sich selbst kongruent.

II1.1: Liegen die Punkte A, B auf der Geraden g und A’ auf der Geraden ¢, so gibt
es auf einem gegebenen (durch A’ definierten) Halbstrahl von ¢’ einen Punkt B’
mit AB = A'B'.

II1.2: Ist A’B" = AB und A”B" = AB, so ist auch A’B’ = A"B".

I1.3: Ist A— B—C und A’ — B' — ', sowie AB = A’B’ und BC' = B'(", so ist
auch AC = A'C".

Auch zwischen Winkeln wird eine Beziehung gefordert, die man , kongruent* nennt
(neuer PRIMITIVER TERM).

I11.4: Ist ein Winkel ZBAC gegeben, sowie eine Gerade ¢', eine durch ¢’ bestimmte
Halbebene, ein Punkt A" auf ¢’ und ein durch A’ bestimmter Halbstrahl A’B" auf
g’, so gibt es genau einen ebenfalls von A’ ausgehenden Halbstrahl A’C’, so dass
/BAC = £ZB'A'C" ist und die inneren Punkte dieses Winkels in der gegebenen

Halbebene liegen.
Auflerdem ist jeder Winkel ZBAC' zu sich selbst kongruent.

IIL.5: (SWS) Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’B'C’ die Kongruenzen AB =
A'B", AC = A'C" und £LBAC = ZB'A’C" gelten, so ist auch ZABC = ZA'B'C".

Anstatt dieser recht abstrakten und nicht besonders gut motivierten Axiome wer-
den wir hier den Begriff der ,,Bewegung®“ benutzen und dabei wieder Schreibweisen
aus der Mengenlehre benutzen. Wir denken dabei an Verschiebungen (Translatio-
nen), Drehungen (Rotationen) und Spiegelungen (Reflektionen).

Primitiver Term ,,Bewegung*:

Wir fordern die Existenz gewisser Abbildungen von & auf sich, die wir Bewegungen
nennen.

Bewegungs-Axiome:

B-1) Die Menge B aller Bewegungen bildet eine Gruppe.
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Insbesondere ist die identische Abbildung eine Bewegung, jede Bewegung ist bijek-
tiv und ihre Umkehrabbildung ist wieder eine Bewegung.
B-2) Gilt A— B — C und ist ¢ € B, so gilt auch ¢(A) — ¢(B) — ¢(C).

Bewegungen bilden also Geraden auf Geraden ab, und sie erhalten die Anordnung
auf den Geraden. Insbesondere werden auch Strecken auf Strecken und Strahlen
auf Strahlen abgebildet, denn all diese Mengen werden mit Hilfe der ,,zwischen®-
Beziehung definiert.

B-3) Es seien A, B, C drei nicht-kollineare Punkte und O, P, ) drei ebenfalls nicht-
kollineare Punkte. Dann gibt es genau eine Bewegung ¢ mit folgenden Eigenschaf-
ten:

1. p(A)=0.

2. (B) € OP.
3. o(C) € HOP,Q).

Dieses Axiom wird von der (anschaulich klaren) Existenz von Translationen, Ro-
tationen und Reflektionen motiviert.

Axiom B-3 ist sehr weitreichend!

Sei etwa g = AB eine feste Gerade und ‘H und G die beiden durch g bestimmten
Halbebenen. Ist C' ein beliebiger Punkt in H, so gibt es genau eine Bewegung ¢,

die A auf A, B auf einen Punkt B’ € AB und C nach G abbildet.
3.18 Satz.  Unter den gerade beschriebenen Bedingungen gilt:

1. Fiir alle X € €\ g liegen X und o(X) auf verschiedenen Seiten von g.
2. Es ist ¢ o p =idg.

3. Fiir alle X € g ist p(X) = X.

C/
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BEWEIS: ¢ bildet offensichtlich die Gerade g auf sich ab, und das gilt dann auch
fiir 1.

1)Sei X € H, X #C. Dann ist CX Ng = @.

Annahme: X' := p(X) € H. Fiir C" := ¢(C) gilt dann: C"X" N g # @. Also gibt
es ein Y € g mit " — Y’ — X'. Weil p(CX) = C"X" ist, muss es ein ¥ € CX
mit p(Y) =Y’ geben. Da auch o~ ! die Gerade g auf sich abbildet, muss Y auf g
liegen, obwohl Y C CX C &£\ g ist. Das ist ein Widerspruch!

Jedes X € 'H wird also nach G abgebildet. Analog folgt, dass jedes Y € G nach H
abgebildet wird.

2) 1 1= @op ist eine Bewegung, die A fest ldsst, B nach AB und H nach H abbildet.
Das tut auch die Identitédt. Aber es gibt nach Axiom B-3 nur eine Bewegung mit
dieser Eigenschaft. Also ist ¢ o ¢ = ide¢.

3) Annahme: Es gibt ein X € g, so dass X’ := ¢(X) # X ist. Dannist ¢(X') = X,
und es gibt drei Moglichkeiten:

a) Ist A — X — X', so ergibt nochmalige Anwendung von ¢: A — X’ — X. Beides
zugleich kann aber nicht gelten.

b) Ist A — X’ — X, so fiihrt das auf die gleiche Weise zu einem Widerspruch.

¢) X'— A — X kann aber auch nicht gelten, weil ¢ den Strahl A_)B auf A_>B abbildet.
Also war die Annahme falsch. .

Definition.

Eine Bewegung, die eine Gerade g punktweise festlasst und die durch g bestimmten
Halbebenen miteinander vertauscht, heifit Spiegelung an der Geraden g.

3.19 Satz. Zu jeder Geraden gibt es genau eine Spiegelung.

BEwEIS: Die Existenz haben wir oben gezeigt, die Eindeutigkeit folgt direkt aus
Axiom B-3. "

Unter einer geometrischen Figur verstehen wir eine beliebige Teilmenge von &.
Ist F eine geometrische Figur und ¢ eine Spiegelung, so nennt man ¢(F) das
Spiegelbild von F.

Definition. Zwei geometrische Figuren F und F’ heiflen kongruent (in Zeichen:
F = F'), falls es eine Bewegung ¢ : £ — &€ mit p(F) = F' gibt.

Aus den Gruppeneigenschaften von B folgt trivial:

Die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation.
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3.20 Folgerung.
Ist F = F* und F' = F*, so ist auch F = F'.

Das ist Axiom 1 von Euklid: Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.

3.21 Satz.

1. Zwei Strecken AB und CD sind genau dann kongruent, wenn es eine Bewe-
gung ¢ mit p(A) = C und ¢(B) = D oder eine Bewegung v mit 1(A) = D
und (B) = C gibt.

2. Sind die Strahlen AHB und C’HD kongruent vermége einer Bewegung ¢, so ist
auf jeden Fall p(A) = C.

BeEweEls: 1) Da jede Bewegung bijektiv ist und die ,,zwischen-Beziehung respek-
tiert, ist die erste Aussage klar.

2) Wir nehmen an, es wére p(A) # C. Dann muss es ein Y € AB mit Y # A und
oY) = C geben. Fiir jedes X mit X — A —Y ist dann

wobei p(A) € CD und ©(X) nicht auf dem Strahl CD liegt. Das kann aber nicht
sein! "

Wir konnen nicht beweisen, dass es — wenn AB = CD ist — eine Bewegung ¢ mit
¢(A) = C und p(B) = D gibt. Die Anschauung sagt uns jedoch, dass das der Fall
sein miisste (und bei Hilbert ist ja auch AB = BA).

Es ist daher Zeit fiir ein weiteres Bewegungs-Axiom:

B-4) Zu je zwei verschiedenen Punkten A und B gibt es eine Bewegung ¢ mit
w(A) = B und p(B) = A.

Jetzt ist klar:
Ist AB = CD, so gibt es eine Bewegung ¢ mit o(A) = C und ¢(B) = D.

Man kann in diesem Fall sogar noch mehr sagen: Die Werte von ¢ auf AB sind
durch die Zuordnung A — C und B — D schon eindeutig festgelegt. Das ergibt
sich aus dem néchsten Satz.

3.22 Satz iiber das Abtragen von Strecken. FEs sei eine Strecke AB und
ein Strahl OP gegeben. Dann ¢ibt es genau einen Punkt Q € OP mit AB = OQ.

BeEweEls: 1) Existenz:

Nach Axiom B-3 existiert eine Bewegung ¢ mit ¢(A) = O und ¢(B) € OP. Setat
man @ := ¢(B), so ist AB = OQ).
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2) Eindeutigkeit:

Es gebe zwei Bewegungen ¢ und ¢ mit p(A) = ¥(A) = O und B} := ¢(B) € oP
und B) :=¢(B) € OP. Dann ist auch g := ¢ o ¢! eine Bewegung, und es gilt:

0(0)=0 und o(B;) = By
Damit bildet o die Gerade O P auf sich ab, und es gibt nur noch zwei Méglichkeiten:

1. Bildet ¢ einen Punkt R € £\ OP auf einen Punkt der gleichen Halbebene
ab, so muss g = idg, also ¢ = ¥ sein. Dann ist natiirlich B} = Bj,.

2. Bildet p alle Punkte der einen Halbebene in die andere Halbebene ab, so ist o
die Spiegelung an der Geraden OP. Dann lésst ¢ die Gerade O P punktweise
fest, und auch in diesem Falle ist B} = Bj,.

Also bilden alle Bewegungen, die A auf O und B auf einen Punkt von O_>P abbilden,
B auf den gleichen Punkt ab. n

Dieser Satz ist recht wichtig!

Zunichst wollen wir jedoch die Konsequenzen fiir die Strecken-Kongruenz unter-
suchen:

Sei AB = C'D. Dann kénnen wir eine Abbildung f : AB — CD wie folgt definieren.

Es sei f(A) :=C, und fiir X € AB mit X # A sei f(X) € CD derjenige eindeutig
bestimmte Punkt, der die Beziehung AX = C f(X) erfiillt. Insbesondere ist dann
f(B) = D. Wie wir auflerdem gesehen haben, gibt es eine Bewegung ¢ mit ¢(A) =
C und ¢(B) = D. Dann gilt fir A — X — B:

C—p(X)=—D und AX =Cp(X).

Also muss f(X) = ¢(X) € CD sein.

Auch der Vergleich von Strecken ist jetzt moglich: Sind zwei Strecken AB und C'D

gegeben, so gibt es genau einen Punkt Q € C'D mit AB = C'Q). Dann muss genau
eine der drei folgenden Aussagen zutreffen:

1. Q=D. Dann ist AB = CD.
2. BEsist C — @Q — D. Dann sagt man: AB < CD.
3. BEsist C — D — Q. Dann sagt man: AB > CD.

Das entspricht genau Euklids Vorstellung vom Vergleich zweier Strecken.

Eine andere Anwendung des neuen Axioms ist die Addition und Subtraktion von
Strecken:
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3.23 Satz (iiber die Addition und Subtraktion von Strecken). Sei A —
B—Cund AA— B —C". Ist AB= A'B’' und BC' = B'C", so ist auch AC = A'C".

Das entspricht Euklids Axiom 2: Wenn Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, sind
die Ganzen gleich.

BEWwEIS: 1) Nach Voraussetzung existiert eine Bewegung ¢ mit ¢(A) = A" und
¢(B) = B'. Dann gilt aber:

A'—B' —p(C) und A —B -C"

Die Gerade ¢ = A’B’ wird durch B’ in zwei Halbgeraden aufgeteilt. Dabei liegen
©(C) und C” auf der gleichen Halbgeraden. Mit anderen Worten:

Esist ¢(C) e B'C".

Da BC = B/C" ist, muss ¢(C) = C’ sein. Also ist auch AC = A'C".

2) Ist AC = A'C’, so wird das durch eine Bewegung ¢ mit p(A) = A’ und
©(C) = C' bewerkstelligt. Da die Werte von ¢ auf allen Zwischenpunkten ein-
deutig festgelegt sind, mufl auch ¢(B) = B’ sein. Daraus folgt die Behauptung.

|
Man konnte das salopp auch so formulieren:

Sind s,t und s, Strecken mit s = s’ und t = ¢/, soist s +t = s’ +¢'. Ist
umgekehrt s +t = s+t und t = ¢/, so ist auch s = .

Definition.  Seien ein Punkt O € £ und eine Strecke AB gegeben. Die Menge
K:={Pc&|OP=AB}

heiit der Kreis um O mit Radius AB.

Ein Punkt Q € & liegt im Inneren des Kreises, wenn Q = O oder OQ < AB ist.
Der Punkt Q liegt im Auferen des Kreises, wenn OQ > AB ist.

Ein Durchmesser des Kreises ist eine Strecke XY mit X, Y € K und X — O — Y.

Unsere Definition des Kreises entspricht recht gut derjenigen von Euklid. Aber was
besagt dann das Postulat III ? Die Existenz eines Kreises bei gegebenem Mittel-
punkt und Radius ist trivial. Anscheinend miissen wir Euklid doch noch etwas
anders interpretieren.

Die Schwierigkeit liegt in dem Begriff | Linie®. Ich Kénnte mir vorstellen, dass
Euklid in seiner Definition 15 eigentlich folgendes sagen wollte:
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Revidierte Version von Euklids Definition 15.

Ein Kreis mit Mittelpunkt O ist eine Teilmenge K C £ mit folgenden Eigen-
schaften:

1. Auf jedem von O ausgehenden Strahl liegt genau ein Punkt von /.
2. Fiir je zwei Punkte A, B € K ist OA = OB.

Bei dieser Formulierung ist die Existenz des Kreises nicht mehr selbstverstandlich,
aber es sind die typischen Eigenschaften einbezogen. Auch Euklids Definition 17
(des ,,Durchmessers“) bekommt nun einen Sinn: Jede durch O gehende Gerade
besteht aus zwei verschiedenen von O ausgehenden Strahlen. Und wenn ein Kreis
K um O gegeben ist, dann miissen die beiden Strahlen den Kreis in Punkten A
und B treffen, fiir die gilt: A — O — B. Die Strecke AB nennt man dann einen
Durchmesser von K.

Im Modell Mg (bei dem das Innere des Einheitskreises als Ebene benutzt wird)
existiert nicht jeder Kreis:

Das héngt damit zusammen, dass in diesem Modell die Bewegungsaxiome nicht
erfiillt sind.

Euklid kann nun mit Hilfe seines Postulats III unseren Satz 3.22 beweisen. Bei uns
folgt mit dem Satz iiber das Abtragen von Strecken die Existenz des Kreises und
damit das Postulat.

Ist g eine Gerade durch O, so teilt sie den Rest der Ebene in zwei Halbebenen H _
und H.. Die beiden Figuren K_ := K N'H_ und £, := K N 'Hy nennt man die
durch g bestimmten Halbkreise. Ist ¢ die Spiegelung an g und P € K, so liegt
¢(P) in der Halbebene H_, und es ist Op(P) = ¢(O)p(P) = OP. Also bildet ¢
die Halbkreise aufeinander ab, sie sind zueinander kongruent.

Wir wollen nun die Kongruenz von Winkeln nidher untersuchen!

3.24 Satz. Zwei Winkel « = ZBAC und f = ZEDF sind genau dann kongru-
ent, wenn es eine Bewegung ¢ mit ¢(A) = D, ¢(B) € DE und ¢(C) € DF oder

eine Bewegung ¢ mit Y(A) = D, ¥(B) € DF und ¢¥(C) € DE gibt.

113

BEWEIS: Die eine Richtung ist trivial, wir zeigen nur ,, —-

Sei @ = [3, vermoge einer Bewegung . Wir nehmen an, es sei p(A) # D. Dann

gibt es (0.B.d.A.) ein X € AB mit X # A und ¢(X) = D. (Der Fall X € AC wird
analog behandelt)
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Wir wéahlen ein @ mit A — X — @). Dann gehort auch @ zu AﬁB , und es ist
p(A) —o(X) (= D) — (@)

Also liegen ¢(A) und ¢(Q) weder beide in DE noch beide in DF. Aber sie liegen
beide auf einer Geraden durch D. Das ist nicht moglich!

Wir wissen somit, dass ¢(A) = D sein muss. Liegt ¢(B) in EE, so muss ¢(C) in
DF liegen, und umgekehrt. "

Die Situation ist so dhnlich wie bei der Kongruenz von Strecken Um zeigen zu

konnen, dass es ein ¢ mit (A) = D, p(B) € DE und o(C) € DF gibt, brauchen
wir noch ein weiteres Bewegungsaxiom:

— —

B-5) Zu jedem Winkel a = ZBAC gibt es eine Bewegung ¢ mit ¢(AB) = AC
und ¢(AC) = AB.

Damit ist die Liste der Bewegungsaxiome vollstandig!

3.25 Folgerung. Zwei Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sich thre
Ecken so mit A, B,C bzw. A, B’,C" bezeichnen lassen, dass es eine Bewegung

o mit p(A) = A, o(B) = B und ¢(C) = C" gibt.

Einander entsprechende Seiten und Winkel sind dann automatisch zueinander kon-
gruent.

BEWEIS:  Auch hier ist nur eine Richtung zu zeigen.

Sind die Dreiecke kongruent, so folgt wie im obigen Beweis, dass es (nach geeigneter
Bezeichnung) eine Bewegung ¢ gibt, die A auf A’; B auf B’ und C auf C” abbildet.
Der Rest ist dann Kklar. "

3.26 Satz (SWS). FEs seien zwei Dreiecke NABC und NA'B'C gegeben, mit
AB = A'B', AC = A'C" und LBAC = /B'A'C".

Dann sind die beiden Dreiecke kongruent.

BEwWEIs:  Weil @ = ZBAC und o/ = ZB'A'C’ kongruent sind, gibt es eine Bewe-
gung ¢ mit p(A) = A’, gp(AB) A'B' und (AC) A'C'. Weil AB = AB und
AB = Alp(B) ist, folgt mit Satz 4.18, dass ¢(B) = B’ ist. Und analog folgt, dass
o(C) = " ist. =
Damit haben wir zugleich Euklids Proposition 4 bewiesen.

Definition. Ein Dreieck AABC heifit gleichschenklig, wenn AC = BC ist. Die
Winkel « = ZBAC und § = ZABC nennt man die Basiswinkel des Dreiecks.
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3.27 Folgerung (Euklids Proposition 5, ,pons asinorum®). In einem
gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel kongruent.

Der BEWEIS kann nun nach Pappus gefiihrt werden.

Wir beschéftigen uns nun mit dem Vergleich von Winkeln:

Es seien zwei Winkel « = ZBAC und g = ZEDF gegeben. Dann gibt es eine
(eindeutig bestimmte) Bewegung ¢ mit p(A) = D, ¢(B) € DE und ¢(C) €
H(DE, F). Drei Falle sind méglich:

1. Ist (C) € 5F, so ist a = 3.

2. Liegt o(C) in H(DF, E), also in I(3), so sagen wir: a < [3.

3. Liegen ¢(C) und E auf verschiedenen Seiten von DF', so liegt ¢(C') in A(S),
und wir sagen: a > [3.

Es ist klar, dass sich die drei Moglichkeiten gegenseitig ausschlieflen.
3.28 Satz.

1. a<fp <= [>a.

2. a<fund f<v = a<r.

BeEwEIs: 1) folgt aus 2):

Ist a < (3, so kann nicht 5 = « sein. Wére § < «, so wire o < a (nach (2) ), und
das kann nicht sein, denn es ist ja a = . Also muss 3 > « sein.

2) Sei a < fund B < 7.
Ist « = ZBAC, B = ZFEDF und v = ZHGK, so gibt es Bewegungen ¢ und 1 mit

—

0(AB) = DE und o(C) € I(3), sowie $(DE) = GH und %(F) € (7).

A B

Es ist nur zu zeigen, dass es ein C’ € AC mit ¢ o p(C") € I(7y) gibt.

Dazu betrachten wir den (eindeutig bestimmten) Punkt X € Gy(F) N HK. Sei
X' :=¢7YX) € DF und H' := ¢ '(H) € DE. Es gibt dann genau einen Punkt
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Y'€ Dp(C)NH'X'. Aus H —Y' — X' folgt: H —(Y') — X. Mit H — X — K
ergibt sich daraus:

H— (YY) - K.
Sei C":= ¢ 1(Y') € AC. Dann ist Yop(C)=yY') e l(y). .

Definition. Zwei Winkel a« = ZBAC und = ZCAD mit der Eigenschaft
D — A — B heiflen Nebenwinkel.

Ist ein Winkel o = ZBAC' gegeben, so existiert nach Axiom A-4 ein Punkt D mit
B—A—D,und ¢ := ZCAD ist automatisch Nebenwinkel zu . W&hlt man noch
einen Punkt £ mit F — A — C, so ist auch v := ZBAFE ein Nebenwinkel zu a.

D

3.29 Satz. Kongruente Winkel haben kongruente Nebenwinkel.

BEWEIS: Wir betrachten zwei Paare von Nebenwinkeln:
a=/BAC und (=ZCAD (mitD—-A—-B)
und o =4ZB'AC" und ZC'A'D’ (mit D'— A'—B').

— —

Es sei @ = /. Dann gibt es (genau) eine Bewegung ¢ mit ¢(AB) = A’B’ und
Y(AC) = A'C', und es ist p(A) = A'.
Wegen D — A — B folgt: Ist X € Az), so gilt auch X — A — B, und daher ¢(X) —

A"— p(B) mit p(B) € A'B'. Also ist ©(X)—A"— B, und daher p(X) € A'D'. Das
heifit, ¢ bildet auch [ auf 3’ ab. .

Definition. Sei D— A— B und £ — A—C'. Sind die Geraden DB und EC von-
einander verschieden, so nennt man die Winkel ZBAC' und ZDAE Scheitelwinkel.

3.30 Folgerung (Euklids Proposition 15).  Scheitelwinkel sind kongruent.

BEwEIS:  Wir benutzen die Bezeichnungen aus der Definition. Dann ist ZC'AD
Nebenwinkel zu ZBAC und auch zu ZDAE. Also ist /BAC = Z/DAE. "
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Definition. Ein rechter Winkel ist ein Winkel, der zu einem seiner Nebenwinkel
kongruent ist.

Wir koénnen leicht rechte Winkel erzeugen:

3.31 Satz. Sei g eine Gerade, ¢ die Spiegelung an g und X € €\ g. Weiter sei

A der (eindeutig bestimmte) Punkt in Xp(X)Ng. Sind B,D € g mit D — A— B,
so ist ZBAX ein rechter Winkel.

BewEls: Ubungsaufgabe! .

3.32 Satz. Je zwei rechte Winkel sind kongruent.

BEWEIS:  Wir betrachten zwei Paare von Nebenwinkeln (o, 3) und (¢, '), mit
a=pFund o = 3.
C C’
C//

o | 8 o | B
1’4 B D B’
A/

Wir nehmen an, « sei nicht kongruent zu /. O.B.d.A. sei o/ < a. Dann gibt es

eine Bewegung ¢ mit p(A’) = A, @(Aa)’) — AD und o(C") € I(a). Sei o =
LDAC" = p(LD'A'C") und ¢ := ZC" AB der Nebenwinkel zu o”.

Esist § <e(daC € I(e)) und B = a, also auch @ < e. Mit o/ < @ und o = o/
ist andererseits o’ < «. Zusammen ergibt das die Beziehung o’ < «.

Weil o = o’ und ' Nebenwinkel zu o ist, folgt: 3’ = . Es ist aber auch §' = o/,
und damit o’ = o/ = . Das steht im Widerspruch zur obigen Aussage. u

Euklids Postulat IV kann also als Satz bewiesen werden. Der Beweis geht auf
Hilbert zuriick. Nun sind wir auch in der Lage, den rechten Winkel als universelles
Winkelmaf§ zu benutzen.

Definition. Ein spitzer Winkel ist ein Winkel, der kleiner als ein Rechter ist.
Ein stumpfer Winkel ist einer, der gréfer als ein Rechter ist.

Im Gegensatz zur Situation bei den Strecken ist die Addition von Winkeln proble-
matisch. Aus zwei nebeneinander liegenden Winkeln ZBAC und ZC'AD méchte
man gerne einen groBen Winkel ZBAD machen. Das ist aber nur dann sinnvoll,
wenn anschliefend C' im Innern des Winkels ZBAD liegt, und das ist nur moglich,
wenn C' und D auf der gleichen Seite von AB liegen. Aulerdem soll natiirlich D
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nicht im Innern von ZBAC liegen, also miissen wir fordern, da3 B und C auf der
gleichen Seite von AD liegen. Andernfalls ist die Winkeladdition nicht durchfiihr-
bar.

Da es keine gestreckten Winkel gibt, kann man auch nicht zwei Winkel zu einem
gestreckten Winkel addieren. Euklid spricht statt von einem gestreckten Winkel
immer von zwei Rechten. Wir konnen dieses Konzept prézisieren:

Definition. Zwei Winkel ZBAC und ZC AD mit einem Strahl AC als gemein-
samem Schenkel liegen nebeneinander, wenn D und B auf verschiedenen Seiten
von AC' liegen. Zwei solche nebeneinander liegenden Winkel sind zusammen gleich
zwei Rechten (bzw. zusammen kleiner als zwei Rechte ), wenn sie Nebenwinkel sind
(bzw. wenn C' und D auf der gleichen Seite von AB liegen).

Zwei beliebige Winkel ZBAC und ZFFEG sind zusammen gleich zwei Rechten
(bzw. kleiner als zwei Rechte), wenn ZFEG kongruent zu einem neben /BAC
gelegenen Winkel ZCAD ist, so dass ZBAC und ZC'AD zusammen gleich zwei
Rechten (bzw. kleiner als zwei Rechte) sind.



