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4.5 Projektive Geometrie

Sei K ein Korper (K = R oder K = C). Auf K™\ {0} fiihrt man eine Aquivalenz-
relation ein:
v~ew <<= JXEK, A#0, mit v=\w.

Die Aquivalenzklassen sind Geraden durch 0 (also 1-dimensionale K-Unterriume
von K1) ohne Nullpunkt.
Definition:

Die Menge P,(K) der Geraden durch 0 in K"™!' bezeichnet man als den n-
dimensionalen projektiven Raum (iiber K). Im Falle n = 2 spricht man von
der projektiven Ebene.

Ist E C K™ ein (k + 1)-dimensionaler K-Unterraum, so nennt man

P(E):={L e P,(K) : L C E}

einen (k-dimensionalen) projektiven Unterraum.

0-dimensionale projektive Unterrdume sind Punkte, die 1-dimensionalen projekti-
ven Unterrdume nennt man projektive Geraden.

5.1 Satz. Seien M,N C P,(K) zwei projektive Unterrdume mit
dim M +dim N > n.
Dann ist M NN # @.
BEwEIS:  Sei M =P(E) und N = P(F). Dann ist
dm(ENF) = dim(E)+dim(F) — dim(E ¢ F)

> dim(E) +dim(F) — (n+ 1)
= dimM+dimN+2—-—n—-1 > 1.

Also ist P(E) NP(F) # @. ]

5.2 Folgerung. In der projektiven Ebene schneiden sich je zwei projektive Ge-
raden in einem Punkt.

BeEwEIs:  Sind Ly, Ly C Py(K) zwei projektive Geraden, so ist dim L; +dim Ly =
2. n

Es gibt also in der projektiven Ebene keine Parallelen!

5.3 Satz. Zu zwei Punkten p # q im projektiven Raum P, (K) gibt es genau eine
projektive Gerade durch p und q.
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BeweEls:  Es gibt Geraden L # M durch 0 mit P(L) = p und P(M) = ¢. Sie span-
nen eine eindeutig bestimmte Ebene E auf, und dann ist ¢ = P(E) eine projektive
Gerade mit p, ¢ € £. Offensichtlich ist ¢ dadurch eindeutig bestimmt. .

Jeder Punkt x = (z9,71,...,7,) € K"\ {0} definiert genau eine Gerade
Ly C K" durch 0, die man als projektiven Punkt auffassen kann. Das er-
gibt eine surjektive Abbildung = : K"\ {0} — P,(K) mit 7(x) = Ly und
7Y (Lyx) = Ly \ {0}. Man schreibt auch

m(x) =[x] oder w(xg,x1,...,xn) = (To: ... Xy).
Die Komponenten zg, x1,...,z, nennt man die homogenen Koordinaten des
projektiven Punktes (xg : x1 : ... : x,). Sie sind nicht eindeutig bestimmt, denn fiir
A # 0 ist
(Azg:Axy oot Adwy) = (mo iyt ..t y).
Ist xp # 0, so ist
T Tn

To:T1:...:Tp)=(1:—:...1 —),

(w0 m, ) ( Lo $0>
und der Punkt (—1, cee —) € K" ist durch den projektiven Punkt eindeutig be-

Zo Zo

stimmt. Auf diese Weise kann man K" als Teilmenge von P, (K) auffassen. Der Rest
besteht aus den Punkten

{0:2y:...:2,) € Pu(K) & (zo,...,2,) #(0,...,0)} = P,_1(K).

Der n-dimensionale projektive Raum ist Vereinigung einer n-dimensionalen affinen
Ebene und einer ,unendlich-fernen“ (n—1)-dimensionalen projektiven Hyperebene:

P(K)=KU{oo}, P(K)=K>*UP(K), P(K)=K}UP(K) us.w.

Ist K = C, so ist P,(K) die Riemann’sche Zahlenkugel C. Ist K = R, so ist P;(K)
ein Kreis, und P»(R) erhiilt man, indem man in der Sphiire S? Antipodenpunkte
miteinander identfiziert. Die Geometrie auf P»(R) ist die sogenannte ,elliptische
Geometrie”, in der die Hypothese vom stumpfen Winkel erfiillt ist.

\ affine Ebene

— 5\ \\ /f oo-ferne Gerade

\

Die Gleichung einer projektiven Geraden in P,(K) ist zugleich die Gleichung einer
Ebene durch 0 in K?, also von der Form az + by + ¢z = 0 (mit festen Koeffizienten
a, b und c).
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5.4 Satz. Die Gleichung der projektiven Geraden durch (xo : x1 : x3) und (yo :
Y1 : Ya) ist gegeben durch

X Yy z
det Zo T ) =0.
Yo Y1 Y2

BEwEIS: Durch die Gleichung wird die Ebene der Punkte (x,y, z) beschrieben,
die von (xg, 1, 22) und (yo, y1,y2) linear abhéngig sind. n

Definition:

Sei u : E — F eine injektive lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen.
Dann wird dadurch eine Abbildung P(u) : P(E) — P(F) mit P(u)([v]) := [u(v)]

induziert.

Ist uw sogar bijektiv, so nennt man P(u) eine Projektivitit oder projektive
Transformation.

5.5 Satz. Seidim E > 2. Sind u,v: E — F zwei injektive lineare Abbildungen,
so gilt:
P(u) =P(v) <= FJaecK\{0} mitv=a-u.

BEWEIS: a) Ist v = au, so ist

P(v)la] = [v(z)] = [au(z)] = [u(2)] = P(u)[z].

b) Sei P(u) = P(v). Dann gilt fiir jedes z € £\ {0}: [u(z)] = [v(z)]. Es gibt also
ein a(x) € K, so dass v(z) = a(z) - u(x) ist.

Waéhlt man x,y € E linear unabhéngig, so ist
v(z+y) = ale+y)-u(z+y) =ale+y) - (u@)+uly))
und  v(z+y) = v(z)+o(y) = alr) u(@)+ ay) - uy),

also
(a(z +y) — al2)) -u@) + (a(z +y) — aly)) - uly) = 0.
Weil mit z und y auch u(z) und u(y) linear unabhéngig sind, folgt:
a(z +y) = a(z) = afy).

Sind x und y beliebig, so kann mn ein z finden, so dass jeweils x und z bzw. y und
z linear unabhéngig sind. Daher héngt «(x) nicht von z ab. n
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Ist f = P(u) : P,(K) - P,(K) eine Projektivitit, so gibt es eine Matrix A €
GL,+1(K), so dass gilt:
Flx) =[x A"].

Die Menge aller Projektivitdten von P, (K) auf sich bildet eine Gruppe PGL,,(K) =
GL,(K)/K*, die projektive Gruppe.

Sei E ein (n + 1)-dimensionaler K-Vektorraum und A = {ao, ..., a,} eine Basis.
Dann nennt man ¢4 : P(E) — P,(K) mit

val[roag + -+ + xpay]) = (o : ... 1 xy)
ein projektives Koordinatensystem.

Definition:

Eine Punktmenge {po,p1,...,pne1} C P(E) heiBt eine projektive Basis, falls es
ein projektives Koordinatensystem ¢ = v, : P(FE) — P,(K) gibt, so dass gilt:

w(po) = (1:0:...:0),
ep1) = (0:1:...:0),
©(Pn) (0 0:1)
und  @(pp1) = (1:1 1)

5.6 Satz. Folgende Aussagen tiber Punkte py,...,pne1 € P(E) sind dquivalent:
1. Die Punkte py,...,pni1 bilden eine projektive Basis.

2. Es gibt Vektoren x; € E mit [x;] = p; (firi=0,...,n+ 1), von denen je
n + 1 linear unabhdngig sind.

3. Do, -, Pni1 liegen nicht alle in einer projektiven Hyperebene H C P(E).

BEWEIS: (1) = (2): Weil ein projektives Koordinatensystem ¢ : P(E) — P, (K)
von einem Isomorphismus ® : £ — K" induziert wird, reicht es zu zeigen, dass
von den n+2 Vektoren (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) und (1,1,...,1) je n+1 linear
unabhéngig sind. Das ist aber klar.

(2) = (3): Wiirden alle Vektoren o, Z1, . .., Zp, Ty in einer Hyperebene H C E
liegen, so kénnten hochstens n davon linear unabhéngig sein.

(3) = (1): Man wihle Urbildpunkte y; mit p; = [y,], fiir ¢ = 0,...,n + 1. Wenn
nicht alle Punkte py, . .., pn11 in einer Hyperebene liegen, dann miissen je n+1 von
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den Vektoren v, ..., yn+1 linear unabhéngig sein. Also ist {yo,...,y,} eine Basis
von E und y,41 = > i, asy;. Dann sind alle Koeffizienten a; # 0 (denn sonst
wéren n 4+ 1 Vektoren von den y; linear abhéngig). Also bilden auch die Vektoren
r; =y, 1 =0,...,n, eine Basis von E.

Es gibt einen Isomorphismus @ : £ — K" mit ®(z¢) = (1,0,...,0), ..., ®(z,) =
(0,...,0,1). Offensichtlich ist dann auch ®(z,1) = (1,...,1). n

°

5.7 Satz. FEs seien pg,...,ppr1 und qo,...,qns1 jeweils projektive Basen von
P(E). Dann gibt es genau eine projektive Transformation h : P(E) — P(E) mit
h(p;) =q; firi=0,...,n+ 1.
Beweis:  {ag,...,a,} und {by,...,b,} seien Basen von F mit [a;] = p; und [b;] =
q; fir i = 0,...,n. AuBerdem sei [ag + - - - + a,] = ppy1 und [bo + -+ - + by] = Guy1-
a) Zunéchst die Eindeutigkeit: Wenn h exisiert, dann ist o = P(u), mit u(a;) = a;b;
(und «o; # 0) fiir : = 0,...,n. Weiter ist
[u(aog +---+an)] = Pw)ao+ - +an] = h(pns1)
= Gpn+1 = [b0++bn]
Also gibt es ein A mit u(ag+ -+ +a,) = A - (bo+ - -+ + by,). Aus der Gleichung
aobo + + -+ + by = Abg + - - - + Aby,

folgt: o; = A fiir alle 7. Dann ist aber u = Aug, wenn man die Abbildung a; — b;
mit ug bezeichnet, also h = P(uy).

b) Die Existenz ist offensichtlich. n

5.8 Projektionssatz. Sei E ein (n+ 1)-dimensionaler K- Vektorraum. Gegeben
seien zwei m-dimensionale projektive Unterrdume A, B C P(FE) und ein (n—m—1)-
dimensionaler projektiver Unterraum Z C P(E) mit ANZ = BNZ = &. Fir
jedes y € A sei S(y) der (n —m)-dimensionale projektive Unterraum, der sowohl
y als auch Z enthdlt. Wenn es zu jedem y € A genau ein Element h(y) € B
mit S(y) N B = {h(y)} g¢ibt, dann ist die Abbildung h : A — B eine projektive
Transformation.

BEWEIS:
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Sei A = P(A), B = P(B) und Z = P(Z), mit Untervekrorriumen A, B,Z C E.
Dannist Z@® A= 2@ B =P(E).

Seiw € Aundy = [w] € A. Weil ZNA = @ ist, ist S(y) := Rw®Z ein (n—m+1)-
dimensionaler Unterraum von E (und zwar der kleinste Unterraum von E, der w
und Z umfasst). Sei S(y) := P(S(y)). Dann ist dim S(y) = n — m und deshalb
S(y) N B # @. Nach der Dimensionsformel ist

dim S(y) N B =dimS(y) + dim B —dimE = (n—m+1)+(m+1)— (n+1) = 1,

also besteht S(y) N B aus genau einem Punkt A(y).

Sei 7 : Z® B — B die kanonische Projektion. Dann ist F' := 7|5 : A — B eine
lineare Abbildung. Ist a = z +b € ACE=Z®Bund0= F(a) =0b,s0ist a = z.
Weil ZN A = {0} ist, muss @ = 0 sein, und das bedeutet, dass F' injektiv und aus
Dimensionsgriinden sogar bijektiv ist. Wir wollen zeigen, dass P(F') = h ist.

Dazu sei noch einmal ein a € A gegeben, a # 0, sowie y := [a]. Dann ist P(F)(y) =
[F(a)] € B.Ist U := Ra& Z, so ist P(UNB) = S(y)N B = {h(y)}, und wir miissen
nur noch zeigen, dass zusétzlich F(a) € U gilt. Die Zerlegung a = z + b € Z& B
liefert:F(a)zw(a):b:a—zeRa@Z\:U n

Man nennt die Abbildung h eine Zentralprojektion oder Perspektivitdt. Der
gerade bewiesene Satz zeigt, dass jede Perspektivitéit eine projektive Transforma-
tion ist.

Die Zentralprojektion kommt in der Kunst zum Einsatz, bei der perspektivischen
Darstellung der Welt.

V-\'“--Biikl_debene

Horizont

Man nimmt zur Vereinfachung an, dass der Kiinstler bzw. der Betrachter ein ein-
ziges Auge besitzt, mit dem er die Szene ansieht. Lichtstrahlen, die von einem
Objektpunkt y ausgehen und auf das Auge (das Zentrum Z der Projektion) tref-
fen, stoflen im Punkt A(y) durch die Bildebene. Jeder Projektionsstrahl entspricht
einem Punkt der Bildebene. Wir nennen solche Strahlen ,radiale Geraden®.
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Radiale Geraden ergeben Bildpunkte, radiale Ebenen ergeben Bildgeraden. Eine
nicht-radiale Gerade ¢ wird auf eine Gerade in der Bildebene projiziert: Jede radiale
Gerade in der von ¢ und Z aufgespannten radialen Ebene & trifft ¢ in einem Punkt
(und liefert so einen Bildpunkt) — mit einer Ausnahme. Die zu ¢ im Affinen parallele
Gerade trifft ¢ natiirlich nicht, sie entspricht dem unendlich-fernen Punkt von £.

00
l l

Bildebene [\;Bildebene

Fluchtpunkt
7 Z

Dieser unendlich ferne Punkt wirkt auch im Bild so, als sei er unendlich weit ent-
fernt. Er kann allerdings einen Bildpunkt im endlichen Teil der Bildebene besitzen.
Dann bezeichnet man diesen Bildpunkt als Fluchtpunkt.

Die Ebene durch Z, die parallel zur Grundebene verlauft, schneidet die Bildebe-
ne in der Horizontlinie. Alle nicht-radialen Geraden, die parallel zur Grundebene
verlaufen, haben ihren Fluchtpunkt auf der Horizontlinie. Parallele Geraden ha-
ben den gleichen Fluchtpunkt. Geraden, die zur Bildebene parallel sind, haben im
Endlichen keinen Fluchtpunkt, und sie bleiben auch im Bild parallel.

Bei der perspektivischen Darstellung eines Wiirfels gibt es drei Moglichkeiten:
1. Ein-Punkt-Perspektive: Eine Seite des Wiirfels ist parallel zur Bildebene,

und alle Kanten dieser und der gegeniiberliegenden Seite sind deshalb auch
im Bild parallel. Die anderen Kanten treffen sich alle in einem Fluchtpunkt.

2. Zwei-Punkt-Perspektive: Dreht man den Wiirfel etwas um seine vertikale
Achse, so bleiben die vertikalen Seitenkanten parallel zur Bildebene, aber
die horizontalen Kanten streben im Bild zwei verschiedenen Fluchtpunkten
entgegen. Beide Fluchtpunkte liegen in diesem Fall auf der Horizontlinie. Das
Bild des Augpunktes, der sogenannte ,,Hauptpunkt“, liegt ebenfalls auf dem
Horizont. Wenn die Diagonale der Grundfliche des Wiirfels senkrecht zur
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Bildebene verlduft (was der Fall ist, wenn man den Wiirfel gerade um 45°
dreht), dann lduft deren Bild auf den Hauptpunkt zu.

Horizont Hauptpunkt

2. Fluchtpunkt

1. Fluchtpunkt —

3. Drei-Punkt-Perspektive: Kippt man den Wiirfel zusétzlich, so ist keine
Seite und keine Kante parallel zur Bildebene. Da es drei Scharen von unter-
einander parallelen Kanten gibt, tauchen nun im Bild drei Fluchtpunkte auf,
von denen in der Regel keiner mehr auf der Horizontlinie liegt.

%

Vielfach versteckt sich hinter einer Zwei-Punkt-Perspektive eigentlich eine
Drei-Punkt-Perspektive. Dafiir braucht z.B. nur die Bildebene gegeniiber den
vertikalen Linien leicht geneigt zu sein. Dann ist aber einer der Fluchtpunkte
so weit entfernt, dass die zugehorigen Neigungen kaum wahrnehmbar sind.

Eine echte Drei-Punkt-Perspektive sieht man bei Bildern in Frosch- oder Vo-
gelperspektive.

Wir kehren nun zur projektiven Geometrie zuriick.

Fiir drei Punkte X = Xg+2-V,Y = Xg+y -V und Z = Xy + 2 - V auf einer
affinen Geraden mit X # Y bezeichnet man die Zahl
z2—x

A=TV(X,Y,Z) =
y—x
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als Tetlverhdltnis der Punkte X, Y, Z. Dannist Z — X = X - (Y — X).

Ist ¢ : R — g ein affines Koordinatensystem mit ¢(0) = X und ¢(1) =Y, so ist
o(t) = X + (Y — X), also p(A) = X + \(Y — X) = Z, dh. A = o~ 1(2).

Ist etwa TV(X,Y, 7) = %, so ist Z der Mittelpunkt der Strecke XY .

Unter affinen Abbildungen bleibt das Teilverhéltnis invariant. Eine Abbildung ®
der affinen Ebene auf sich heifit affin, falls die Abbildung ® : Y —X +— &(Y)—®(X)
linear ist. Ist Z — X = X+ (Y — X), so ist

O(Z)—B(X)=B(Z-X)=D(A-(Y = X)) =A-B(Y — X) = A- (B(Y) — &(X)),

also TV(®(X), ®(Y),®(2)) = A = TV(X,Y, Z).

Unter Projektivitdten und speziell unter Perspektivitaten bleibt das Teilverhéltnis
i.a. nicht erhalten.

Beispiel.

Sei g ={(z,y) € R* : x =0} und h = {(z,y) € R? : y = 2x — 2}. Projiziert
man vom Zentrum P = (—2,0) aus die Gerade g auf die Gerade h, so ergibt
sich fiir die Punkte X = (0,0), Y = (0,1) und Z = (0,2) auf g folgende
Situation:

d(2)

Bei der Parametrisierung ¢(t) := (0,t) fiir g ist ¢(0) = X, ¢(1) = Y und
0(2) =Z,also TV(X,Y, Z) = o 1(Z) = 2.

Um die Bildpunkte auszurechnen, muss man jeweils h mit den Strahlen g; :=
{(z,y) : y =0} (durch P und X), go := {(z,y) : y = /2 + 1} (durch P
und Y) und g3 := {(z,y) : y = x+2} (durch P und Z) zum Schnitt bringen.
Bezeichnet man die Zentralprojektion mit @, so ergibt sich:

O(X)=(1,0), ®(Y)=(22) und &(Z)=(4,6).



202 4 Hyperbolische Geometrie

Parametrisiert man A durch ¥(t) := (1,0) + ¢(1,2), so ist ¥(0) = ®(X),
(1) = P(Y) und ¢(3) = &(Z), also TV(®(X), 2(Y), P(2)) =

Es stellt sich heraus, dass das ,,Doppelverhéltnis® invariant unter Perspektivitdten
ist. Dazu miissen wir das Doppelverhéltnis neu definieren.

Definition:

Unter dem Doppelverhdltnis von vier Punkten A, B, C, D auf einer affinen Ge-
raden versteht man den Quotienten

DV*(A, B,C, D) := TV(B,C, D) : TV(A, C, D).

Haben die Punkte A, B, C, D unter einer Parametrisierung ¢ — Xy +tV der Gera-
den die Koordinaten a, b, ¢, d, so ist

c—a d—0»

DV(A,B.C,D) = —— ——— =

DV (a,c,b,d).

Dabei ist DV (a, ¢, b, d) das frither eingefiihrte Doppelverhéltnis von vier komplexen
(oder analog von vier reellen) Zahlen. Wie man sieht, hat sich die Reihenfolge der
Punkte leicht gedndert. Das alte Doppelverhéltnis war dadurch definiert worden,
dass z — DV/(z,u,v,w) diejenige Mobius-Transformation ist, die v auf 0, v auf 1
und w auf co abbildet. Dabei kann fiir z jeder Wert, auch oo, eingesetzt werden.

Auch das neue Doppelverhéltnis kann auf projektiven Geraden definiert werden.
Dabei setzen wir oo := (0 : 1) und betten K vermoge ¢ — (1 : ¢) in P;(K) ein. Nun
sei L = P(P) C P(F) eine beliebige projektive Gerade. Wir wihlen eine beliebige
Basis {v,w} C P, Dann wird L durch ¢ : P\(K) — L mit ¢(a : f) := [av + fw]
parametrisiert. Es ist (0 : 1) = [w] und ¢(1 : t) := [v + tw] fur ¢t € K. Sind
A=Y :a), B=1v(1:b),C =1¢(l:c)und D = ¢(1 : d) Punkte auf L, so
setzt man weiterhin DV*(A, B,C, D) = ccl_ ¢.0- 2
(0 : 1) gehen, so strebt B gegen 1(o0) und das Doppelverhéltnis gegen

. Lésst man z.B. (1: b) gegen

c—a . c—a d-—2b
= ]1m . .
d—a bsod—a c—D>

Das (neue) Doppelverhiltnis kann deshalb wie folgt charakterisiert werden.

5.9 Satz. Sei L C P(E) eine projektive Gerade. Weiter seien A, B,C, D wvier
Punkte auf L, und es gebe ein projektives Koordinatensystem ¢ : L — P;(K) mit
W(A)=(1:0), p(B)=(0:1) und o(C) = (1:1). Ist dann (D) = (A : u), so ist
DV*(A,B,C,D) = \p (und = oo im Falle 1 = 0).

BEWEIS: Die Gerade L wird durch ¢ := ¢! : P;(K) — L parametrisiert. Dabei
ist (1:0)=A,¢(0:1)=B,¢(1:1)=Cund ¢(\: p) =D, also
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c—a 1-0
d—a p/A—0

DV*(A,B,C,D) = A .

Auf der anderen Seite ist DV (0, 1,00, u/A) = (1 —0)/(u/A —0) = A/u. Das alte
Doppelverhéltnis ist invariant unter Mobius-Transformationen (fir z — z + A
und z — Bz ist das trivial, fir die Inversion z +— 1/z sieht man das nach einer
kleinen Rechnung). Deshalb hingt das alles nicht von der zu Anfang gewéhlten
Basis ab, und das neue Doppelverhéltnis ist ebenfalls invariant unter projektiven
Transformationen. "

Betrachtet man noch mal das weiter oben untersuchte Beispiel, in dem die Gerade
g = {z = 0} vom Zentrum P = (—2,0) aus auf die Gerade h = {y = 2z — 2}
mittels der Perspektivitit ® projiziert wird, so kann man die Punkte X = (0,0),
Y = (0,1) und Z = (0,2) noch um einen Punkt U := (0,—1) ergénzen. Dann
ist (U) = (2/5,—6/5). Unter der Parametrisierung ¢(¢t) := (0,¢) von g haben
U,X,Y, 7 die Koordinaten —1, 0, 1 und 2. Unter der Parametrisierung (t) :=
(1+1t,2t) von h haben ®(U), ®(X), ®(Y), ®(Z) die Koordinaten —3/5, 0, 1 und 3.
Damit rechnet man leicht nach:

DV*(U,X,Y,Z) = % = DV*(®(U), d(X), d(Y), ®(2)).

5.10 Satz. U = [u], X = [z], Y = [y| und Z = [z] seien Punkte auf der
projektiven Geraden L C P(E). Ist y = au + Bz und z = ~yu + dx, so ist
DV*(U, X, Y, 2) = (8/a)/(6/).

BEWEIS: In der Parametrisierung
| [u+tz] firtek,
Plt) = { [z]  fiirt =00
haben U, XY, Z die Koordinaten 0, co, 8/« und /7. Dann ist

(B/2) =0 (/) =00 _ f/a
(6/7) =0 (B/a) =00 §/v°

DV*(U,X,Y,Z) =

Definition:

Ein (nicht-entarteter) Kegelschnitt C' C P5(K) ist eine Menge der Gestalt

C={[x]=(20:71:22) € B(K) : x-A-x" =0}, mit Aec GL3(K).

Ist f: P(K) = P(K) eine projektive Transformation und C' C P»(K) ein nicht-
entarteter Kegelschnitt, so ist auch 7'(C) ein nicht-entarteter Kegelschnitt.
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Bemerkung. In P(K) ist ein nicht-entarteter Kegelschnitt C' gegeben durch
qa(x) :==x-A-x" =0, mit A € GL3(K). Ist K = C, so gibt es nur die Normalform
w3+ zi+23 = 0. Ist K =R, so ist der durch 22+ 27 + 23 = 0 gegebene Kegelschnitt
leer. Die Gleichungen —z3 + 23 + 23 =0, 23 — 2% + 22 =0 und 22 + 22 — 23 = 0
liefern dquivalente Kegelschnitte, sie unterscheiden sich nur in der affinen Ebene.
Dort erhidlt man z.B.:

u? +v® =1 (Kreis) oder (u—wv)(u+v) =1 (Hyperbel).

Das Komplement von C in P»(R) besteht aus zwei Zusammenhangskomponen-
ten. Eine davon, das ,Innere“ von C ist homéomorph zu D, wihrend die ande-
re homdomorph zum Mobiusband ist. Man beachte, dass eine projektive Gerade
¢ C Py(R) auch eine geschlossene Kurve ist, dass ihr Komplement in P(R) aber
hom&omorph zur affinen Ebene R? ist.

Ein Punkt @ liegt genau dann @m Innern von C, falls jede Gerade durch @) den
Kegelschnitt C' in zwei verschiedenen Punkten trifft. Der Punkt Q liegt 4m Aufe-
ren von C| falls es eine Gerade durch @) gibt, die C nicht trifft. Die Eigenschaft, im
Innern oder Aufieren eines nicht-entarteten Kegelschnittes zu liegen, ist invariant
unter projektiven Transformationen.

Eine projektive Gerade ¢ heifit Tangente an den nicht-entarteten Kegelschnitt C,
falls sie C' in genau einem Punkt trifft.

-1 0 O
Mit der Matrix A = 0 1 0 erhélt man den nicht-entarteten Kegel-
0 0 1

schnitt
C={(zg:71:29) € P(K) : =25+ 23 +25=0}={(1:u:v): u*+0*>=1}.

Im Falle K = R ist das der Einheitskreis 0D (denn C' liegt komplett im affinen Teil
{(1:u:v) : (u,v) € R?}).

Sei p : S?\{N} — C die stereographische Projektion (mit ¢(z,h) := (1/(1—h))-2)
und p : R® — C die lineare Projektion mit p(z,h) := z. Dann bezeichnen wir
L :=pop~t:C — C als Linearisierungsabbildung. Offensichtlich ist L(D) = D
und L(0D) = dD.

Behauptung: L : D — D ist bijektiv.

BEWEIS: ¢! bildet D bijektiv auf die untere Halbsphére
S_:={(z,h) : |2+ h*=1und h < 0}

ab. Und dann bildet p die untere Halbsphéare S_ bijektiv auf D ab, mit Umkehr-

abbildung z — (z, —/1 — |2]?). n
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Man kann zeigen, dass die stereographische Projektion konform ist. Das Urbild
eines Orthokreises muss deshalb ein Kreis auf S? sein, der 0D orthogonal trifft,
also der Schnitt von S? mit einer auf der z-y-Ebene senkrecht stehenden Ebene.
Projiziert man anschliefend mit p wieder auf D, so erhélt man ein Geradenstiick,
namlich die Sehne des Orthokreises, die 0D dort trifft, wo zuvor der Orthokreis
getroffen hat. Die Ubertragung der hyperbolischen Geometrie aus dem Poincaré-
Modell mittels der Linearisierungsabbildung wieder auf D ergibt das Beltramzi-
Klein-Modell. Die Ebene ist das Inneres des Einheitskreises, also eines nicht-
entarteten Kegelschnittes in der projektiven Ebene (man beachte, dass man alle
drei Geometrien — elliptisch, euklidisch und hyperbolisch — in der projektiven Ebe-
ne wiederfinden kann). Die Geraden im Beltrami-Klein-Modell (manchmal auch
respektlos als , Bierdeckel-Modell“ bezeichnet) sind die Abschnitte von Geraden,
soweit sie im Innern von D verlaufen.

7Zu einem Punkt P, der im AufBeren eines nicht entarteten Kegelschnitts C liegt,
gibt es stets zwei Tangenten t; und ¢ an C, die durch P gehen. Beriihren diese den
Kegelschnitt in den Punkten T} und T5, so heifit die Gerade p = T1T5 ,,die Polare
zu P (beziiglich des gegebenen Kegelschnitts)“.

T

15
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Umgekehrt sagt man: Schneidet eine Gerade p (die Polare) einen Kegelschnitt in
zwei Punkten 77 und T5, so heift der Schnittpunkt der beiden Tangenten in 77 und
Ty der Pol zu p (beziiglich des Kegelschnittes).

Zeichnet man durch den Pol P eine Sekante, die den Kegelschnitt in A und B
und die Polare in S schneidet, so teilen die Punkte S und P die Strecke AB
harmonisch (das heiit definitionsgem#f: AS : SB = AP : BP). Dies erlaubt es,
die Polare auch folgendermafien zu definieren:

Zeichnet man durch einen Punkt P (den Pol) die Sekanten zu einem nicht entarteten
Kegelschnitt, so liegen die , vierten harmonischen Punkte®, die (zusammen mit P)
die ausgeschnittenen Sehnen harmonisch teilen, auf einer Geraden. Diese Gerade
heifit die Polare zu P (beziiglich des Kegelschnitts).

Wir gehen wieder zur komplexen Schreibweise iiber. Dann gilt:

5.11 Satz. Giltp—1r—q undr —q— s, so teilen r und s die Strecke pq genau
dann harmonisch, wenn DV*(p,q,r,s) = —1 ist.

BEWEIS: 7 und s teilen die Strecke pq genau dann harmonisch, wenn gilt:

r-p_s—p

g—r s—q

Daraus folgt:

DV*(p,q,T, S) _ DV(p,?",q,S) _ (p_:)(q_ 5) _ (q_;)(q_ 8) _ 1

Die Umkehrung folgt ebenso. .

Bewegungen im Klein-Beltrami-Modell Z definiert man folgendermafen: Eine Be-
wegung von ¥ ist eine Abbildung Lo foL ™!, wobei L die Linearisierungsabbildung
und f eine hyperbolische Bewegung (im Poincaré-Modell) ist.

Ein Beispiel sind die ,,projektiven Spiegelungen®:

Sei £ C P»(R) eine projektive Gerade und F' C P5(R)\ ¢ ein Punkt. Die projektive
Spiegelung an ( mit Zentrum F' ist eine Abbildung s : P(R) — P»(R) mit
folgenden Eigenschaften:

1. s(P)= P fur alle P € ¢.

2. Ist P ¢ ¢, P # F und R der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden
von F' und P mit ¢, so liegt auch s(P) auf der Geraden F'P, und es ist
DV*(F,R,P,s(P)) = —1. (d.h., F und R teilen die Strecke Ps(P) harmo-
nisch).

Behauptung: Sei K ein Orthokreis, der zwei Punkte A, B € 0D verbindet. Ist
o die hyperbolische Spiegelung an K und F' der Pol zu der Sekante AB, so ist
Looo L™t die projektive Spiegelung an AB mit Zentrum F.
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BEwEIS: [ ist der Mittelpunkt des Orthokreises durch A und B.

a) Sel f:= Looo L' Dann ist f|sp = 0. Die hyperbolische Spiegelung o bildet
einen Punkt P € 0D auf den zweiten Schnittpunkt ) der Geraden F'P mit 0D
ab. Weil F aber auch der Pol zur Strecke AB ist, teilen F und der Schnittpunkt
S von AB mit FP die Strecke QP harmonisch. Daraus folgt, dass @ das Bild von
P unter der projektiven Spiegelung s = sspr an AB mit Zentrum F ist. Also ist
o = s auf JD.

A

oD

B

b) Sei nun P € D. Die Gerade AP trifft 0D in einem weiteren Punkt D, und DF
trifft 0D in einem Punkt C. SchlieBlich trifft AC die Gerade F'P in einem Punkt

-y
<L

Da s(A) = A und s(D) = C ist, bildet s die Sehne AD auf AC ab. Auflerdem
bildet s die Gerade F'P auf F'P ab (nach Konstruktion der projektiven Spiegelung).
Wegen ADN FP ={P} und ACNFP ={Q} muss s(P) = @ sein.

Die Abbildung f = L oo o L™" bildet Sehnen auf Sehnen ab. Weil f|sp = o ist,
bildet sie AD auf AC ab. Die Gerade F P ist Radius des Orthokreises und wird auf
sich selbst abgebildet. Also bildet f den Schnittpunkt P von AD und F'P auf den
Schnittpunkt @ von AC' und F'P ab. Damit stimmen f und s auch in D iiberein. m

A

5.12 Satz. Jede Bewegung von J ist eine projektive Transformation, die 0D
auf sich und D auf sich abbildet.

BEWEIS: Da jede Bewegung im Poincaré-Modell eine Komposition von hyper-
bolischen Spiegelungen ist, ist auch jede Bewegung von % eine Komposition von
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projektiven Spiegelungen. Es reicht deshalb, die Behauptung fiir projektive Spie-
gelungen zu zeigen.

Sei s die projektive Spiegelung an einer Geraden ¢ mit Zentrum F', sowie {R} =
PEF N (. Ist T eine projektive Transformation, so gilt fir P ¢ ¢, P # F, und

Q = s(P):
T(P)¢T), T(P)#T(F),{T(R)} =T(P)T(F)NT({) und

DV*(T(F),T(R), T(P),T(Q)) = DV*(F,R, P,Q) = —1.

Also ist §' : T(P) — T(Q) die projektive Spiegelung an T'(¢) mit Zentrum T'(F),
und es ist 771 o s’ o T = s. Ist s’ eine projektive Transformation, so gilt dies auch
fiir s.

Deshalb kann man 0.B.d.A. annehmen, dass
F=0:0:1) und (={(z:y:2):2=0}

ist (man bilde F' und zwei Punkte von ¢ mit einer projektiven Transformation auf
(0:0:1),(1:0:0)und (0:1:0) ab). Sei P = (a: b: c) ein beliebiger Punkt # F,
der nicht auf ¢ liegt. Die Gerade PF' wird durch eine Gleichung ax + By + vz =
0 beschrieben, mit v = 0 (weil F' darauf liegt). Dass P auf der Geraden liegt,
bedeutet, dass aa + b = 0 ist. Also ist

PFNl={(x:y:0): ax+Py=0}={(a:b:0)}, dh.,, R=(a:b:0).

Sei () := s(P) € PF. Dann ist @ = (a : b : d) mit einem d # 0.
Esist P=(a:b:¢),Q=(a:b:d), R=(a:b:0)und F = (0:0:1), sowie
(a,b,c) = 1-(a,b,0)+c-(0,0,1)
und  (a,b,d) = 1-(a,b,0)+d-(0,0,1).
Also ist —1 = DV*(F,R,P,Q) = (¢/1)/(d/1) = ¢/d und damit d = —c. Das

bedeutet:
s(a,b,c) = (a,b, —c),

und das ist eine projektive Transformation. "

Die Geometrie des Klein-Beltrami-Modells ist also eine ,, Unter-Geometrie* der pro-
jektiven Geometrie.

Wir sind nun auch in der Lage, in .# den Abstand zweier Punkte zu berechnen.
Wir erinnern uns: Ist 7 € D ein Punkt auf der reellen Achse, so ist

1—1—7“‘

1 1
T — §| lc)gDVv(O7 1,r —1)| = §| IOgDV*(07T7 1, _1)|'

1
dn(0,7) = 5[ log

Seien nun z,w € D zwei beliebige Punkte und p und ¢ die Endpunkte des eindeutig
bestimmten Orthokreises durch z und w auf 0. Mit einem Automorphismus 7" des
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Einheitskreises kann man z auf 0 und w auf ein » € R, » > 0, abbilden. Dann wird
aus dem Orthokreis der Durchmesser von D durch 0 und r. Die Punkte p und ¢
werden auf —1 und 1 abgebildet. Weil das Doppelverhéltnis invariant unter projek-
tiven Transformationen (und damit insbesondere unter M&biustransformationen)
ist, folgt:

1
(2 w) = 5] log DV*(2,w,4,p)].
Jetzt iibertragen wir das Ganze auf das Beltrami-Klein-Modell, indem wir
Ay (L(2), L(w)) := dy(z,w)

setzen, wobei L die Linearisierungsabbildung ist.

Es ist L(z) = pop'(2) = 22/(|z]* + 1), also L(0) = 0 und L(r) = s = s(r) :=
2r/(1+ r?) (fiir r > 0). Daraus folgt:

1 1+r
dw(L(0), L(r)) := dn(0,7) = 2log1

1 1+7r\2 1 14+r24+2r

R R PN i N
40g<1—r> 4 g(1+r2 27«)
Loa(L%) — Lijog L2 .
1

= ;l\logDV*(L(O) L(r), —1,1)|-

Nun seien z,w € D beliebig und a, b die Endpunkte der Sehne durch z und w auf
OD. Dann liegen L'z und L~*w auf dem Orthokreis durch @ und b, und es gibt
ein f € Aut(D) mit f(a) = —1, f(L7'2) =0, f(L'w) =7 > 0 und f(b) = 1. Die
Abbildung T := Lo f o L1 ist eine projektive Transformation. Daher gilt:

1 1
Z\logDV*(z,w,a,b)\ = Z!logDV*(Tz,Tw,Ta,Tb)\

1 1
= Z“Og DV*(Oa s, —1, 1)| = Z“OgDV*(L(O):L(T)’ —1, 1)|

= dp(0,r) = dp(foL 'z, foL 'w) = dy(L 'z, L w)
= dy(z,w).

Bemerkung. In der Literatur wird der hyperbolische Abstand oft ohne den
Faktor 1/2 definiert (was an den Eigenschaften nichts dndert, auler der Euklidizitét
im Nullpunkt). Im Modell %" miisste dann der Faktor 1/4 durch 1/2 ersetzt werden.

Tatsdchlich kénnte man dp,(z, w) = k - |log DV*(z,w, ¢, p)| setzen (mit einer belie-
bigen Konstanten £ und den Schnittpunkten ¢, p des Orthokreises durch z und w

dn(0,t
mit 0D). Wir haben k = 1/2 gesetzt, damit 11anr dn(0.%) =1 ist
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Leider ist das Beltrami-Klein-Modell nicht konform. Es ist es schon schwierig, rechte
Winkel als solche zu erkennen. Seien ¢ und h zwei Geraden im Beltrami-Klein-
Modell 7.

1. Fall: Sind ¢ und h beide Durchmesser von D, so sind sie gleichzeitig Orthokreise.
Deshalb sind sie genau dann in % orthogonal, wenn sie es im euklidischen Sinne
sind.

2. Fall: Sei ¢ ein Durchmesser von D und h eine dazu (im euklidischen Sinne)
senkrechte Gerade, aber kein Durchmesser:

Ist L die Linearisierungsabbildung und C' := L™!(h), sowie P der Schnittpunkt von
¢und h, so ist Q := L~(P) der Schnittpunkt von £ und C. Aus Symmetriegriinden
treffen sich ¢ und C unter einem rechten Winkel. Also treffen sich ¢ und h auch in

J senkrecht.
3. Fall: Sei weder ¢ noch h ein Durchmesser von D.

Es seien C = L7'(¢) und D = L~ '(h) die zugeordneten Grofikreis-Abschnitte.
Dann ist der Pol P(¢) zu ¢ zugleich der Mittelpunkt von C'.

P

oD P(l)
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Sei o die Spiegelung am Kreisbogen C, sowie P der im AuBeren von C gelegene
Endpunkt von h, also insbesondere ein Schnittpunkt von D und 0D. Weil sich C'
und 0D in zwei Punkten orthogonal treffen, muss 0D auch durch o(P) gehen (nach
Satz 3.9). Auflerdem liegt o(P) natiirlich auf der Geraden durch P und P(/), ist
also der Schnittpunkt von 0D und der Geraden P P(?).

Der Kreisbogen D habe den Punkt ) als zweiten Endpunkt. ¢ und A stehen im
Modell % genau dann aufeinander senkrecht, wenn sich C' und D orthogonal tref-
fen. Aus Symmetriegriinden miissen sie das dann sogar in zwei Punkten tun. Al-
so muss D nach Satz 3.9 auch durch ¢(P) gehen. Weil D N oD = {P, @} und
{P,o(P)} C DNOJD ist, folgt: Q = o(P).

Damit ist gezeigt: £ und h stehen genau dann aufeinander senkrecht, wenn die

Verlangerung von h durch den Pol P(¢) geht.

Divergente Parallelen haben bekanntlich eine gemeinsame Senkrechte. Im Beltrami-
Klein-Modell sieht das zum Beispiel wie folgt aus:

Hier sind ¢; und /5 die divergenten Parallelen, und h ist die gemeinsame Senkrechte.
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