Kapitel 2

Die ,,Elemente*: Kongruenz und
Stetigkeit

2.1 Bewegungen und Kongruenz

Jetzt soll der Begriff der ,Kongruenz“ bzw. Euklids vage Vorstellung vom ,,Zur
Deckung bringen* prézisiert werden.

Ich stelle zundchst Hilberts Version vor, wihle aber anschliefend einen anderen,
etwas anschaulicheren Weg.

Hilberts dritte Axiomengruppe: Die Axiome der Kongruenz

PRIMITIVER TERM: Es gibt eine Beziehung zwischen Strecken, die man , kongru-
ent“ (in Zeichen: ,=%) nennt. Jede Strecke AB ist zu sich selbst kongruent.

III.1: Liegen die Punkte A, B auf der Geraden g und A" auf der Geraden ¢, so gibt
es auf einem gegebenen (durch A’ definierten) Halbstrahl von ¢’ einen Punkt B’
mit AB = A'B’.

IT1.2: Ist A’B’ = AB und A”B"” = AB, so ist auch A’B' = A"B".

IL.3: Ist A— B —C und A" — B' — (', sowie AB = A’B' und BC = B'C", so ist
auch AC = A'C".
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Auch zwischen Winkeln wird eine Beziehung gefordert, die man , kongruent* nennt
(neuer PRIMITIVER TERM).

I11.4: Ist ein Winkel ZBAC gegeben, sowie eine Gerade ¢', eine durch ¢’ bestimmte
Halbebene, ein Punkt A" auf ¢’ und ein durch A" bestimmter Halbstrahl A’B’ auf
g', so gibt es genau einen ebenfalls von A" ausgehenden Halbstrahl A’C’, so dass
/BAC = /ZB'A'C" ist und die inneren Punkte dieses Winkels in der gegebenen

Halbebene liegen.
Auflerdem ist jeder Winkel ZBAC' zu sich selbst kongruent.

C '

A B’

IIL.5: (SWS) Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A’B'C’ die Kongruenzen AB =
A'B", AC = A'C" und £LBAC = ZB'A’C" gelten, so ist auch ZABC = ZA'B'C".

Anstatt dieser recht abstrakten und nicht besonders gut motivierten Axiome wer-
den wir hier den Begriff der ,, Bewegung* benutzen und dabei wieder Schreibweisen
aus der Mengenlehre benutzen. Wir denken dabei an Verschiebungen (Translatio-
nen), Drehungen (Rotationen) und Spiegelungen (Reflektionen).

Primitiver Term ,,Bewegung:

Wir fordern die Existenz gewisser Abbildungen von & auf sich, die wir Bewegun-
gen nennen.

Bewegungs-Axiome:

B-1) Die Menge B aller Bewegungen bildet eine Gruppe.

Insbesondere ist die identische Abbildung eine Bewegung, jede Bewegung ist bijek-
tiv und ihre Umkehrabbildung ist wieder eine Bewegung.

B-2) Gilt A— B — C und ist ¢ € B, so gilt auch ¢(A) — ¢(B) — ¢(C).

Bewegungen bilden also Geraden auf Geraden ab, und sie erhalten die Anordnung
auf den Geraden. Insbesondere werden auch Strecken auf Strecken und Strahlen
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auf Strahlen abgebildet, denn all diese Mengen werden mit Hilfe der ,zwischen®-
Beziehung definiert.

B-3) Es seien A, B, C' drei nicht-kollineare Punkte und O, P, ) drei ebenfalls nicht-
kollineare Punkte. Dann gibt es genau eine Bewegung ¢ mit folgenden Eigenschaf-
ten:

1. p(A) =0.

2. p(B) € OP.
3. ¢(C) € HOP,Q).

Dieses Axiom wird von der (anschaulich klaren) Existenz von Translationen, Ro-
tationen und Reflektionen motiviert.

Axiom B-3 ist sehr weitreichend!

Sei etwa g = AD eine feste Gerade und ‘H und G die beiden durch g bestimmten
Halbebenen. Ist C' ein beliebiger Punkt in H, so gibt es genau eine Bewegung ¢,
H

die A auf A, B auf einen Punkt B’ € AB und C nach G abbildet.
1.1 Satz. Unter den gerade beschriebenen Bedingungen gilt:

1. Fiir alle X € &\ g liegen X und ¢(X) auf verschiedenen Seiten von g.
2. Esist pop =1idg.
3. Fir alle X € g ist p(X) = X.

C/
BEWEIS: ¢ bildet offensichtlich die Gerade g auf sich ab, und das gilt dann auch
fiir =1,
1)Sei X € H, X #C. Dann ist CX Ng = @.
Annahme: X' := ¢(X) € H. Fiir C" := p(C) gilt dann: C"X’' N g # @. Also gibt

es ein Y/ € g mit C' — Y’ — X'. Weil o(CX) = C"X’ ist, muss es ein Y € CX
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mit p(Y) =Y’ geben. Da auch o~ ! die Gerade g auf sich abbildet, muss Y auf g
liegen, obwohl Y C CX C &\ g ist. Das ist ein Widerspruch!

Jedes X € H wird also nach G abgebildet. Analog folgt, dass jedes Y € G nach H
abgebildet wird.

H
2) 1) := poy ist eine Bewegung, die A fest liasst, B nach AB und H nach H abbildet.
Das tut auch die Identitédt. Aber es gibt nach Axiom B-3 nur eine Bewegung mit
dieser Eigenschaft. Also ist ¢ o ¢ = ide.

3) Annahme: Es gibt ein X € g, so dass X' := ¢(X) # X ist. Dannist o(X') = X,
und es gibt drei Moglichkeiten:

a) Ist A — X — X', so ergibt nochmalige Anwendung von ¢: A — X’ — X. Beides
zugleich kann aber nicht gelten.

b) Ist A — X’ — X so fiihrt das auf die gleiche Weise zu einem Widerspruch.

— —
¢) X’ — A— X kann aber auch nicht gelten, weil ¢ den Strahl AB auf AB abbildet.
Also war die Annahme falsch. u

Definition:

Eine Bewegung, die eine Gerade g punktweise festldsst und die durch g bestimmten
Halbebenen miteinander vertauscht, heifit Spiegelung an der Geraden g.

1.2 Satz. Zu jeder Geraden gibt es genau eine Spiegelung.

BEwEIS: Die Existenz haben wir oben gezeigt, die Eindeutigkeit folgt direkt aus
Axiom B-3. "

Unter einer geometrischen Figur verstehen wir eine beliebige Teilmenge von

&. Ist F eine geometrische Figur und ¢ eine Spiegelung, so nennt man ¢(F) das
Spiegelbild von F.

Definition:

Zwei geometrische Figuren F und F’ heiflen kongruent (in Zeichen: F = F'),
falls es eine Bewegung ¢ : & — & mit p(F) = F' gibt.

Aus den Gruppeneigenschaften von B folgt trivial:

Die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation.

1.3 Folgerung.
Ist F = F* und F' = F*, so ist auch F = F'.
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Das ist Axiom 1 von Euklid: Was demselben gleich ist, ist auch einander gleich.
1.4 Satz.
1. Zwei Strecken AB und CD sind genau dann kongruent, wenn es eine Bewe-

gung ¢ mit (A) = C und p(B) = D oder eine Bewegung v mit ¥(A) = D
und Y(B) = C gibt.

— —
2. Sind die Strahlen AB und CD kongruent vermdge einer Bewegung p, so ist
auf jeden Fall p(A) = C.

BeEwEIs: 1) Da jede Bewegung bijektiv ist und die ,,zwischen“-Beziehung respek-
tiert, ist die erste Aussage klar.

H
2) Wir nehmen an, es wére p(A) # C. Dann muss es ein Y € AB mit Y # A und
oY) = C geben. Fiir jedes X mit X — A —Y ist dann

— —
wobei ¢(A) € CD und ¢(X) nicht auf dem Strahl C'D liegt. Das kann aber nicht
sein! n

Wir konnen nicht beweisen, dass es — wenn AB = CD ist — eine Bewegung ¢ mit
¢(A) = C und ¢(B) = D gibt. Die Anschauung sagt uns jedoch, dass das der Fall
sein miisste. Bei Hilbert ist die Kongruenz eine Beziehung zwischen Strecken, und

da AB = BA ist, ist auch AB = BA).
Es ist daher Zeit fiir ein weiteres Bewegungs-Axiom:

B-4) Zu je zwei verschiedenen Punkten A und B gibt es eine Bewegung ¢ mit
w(A) = B und ¢(B) = A.

Jetzt ist klar:
Ist AB = CD, so gibt es eine Bewegung ¢ mit o(A) = C und ¢(B) = D.

Man kann in diesem Fall sogar noch mehr sagen: Die Werte von ¢ auf AB sind
durch die Zuordnung A — C' und B — D schon eindeutig festgelegt. Das ergibt
sich aus dem néchsten Satz.

1.5 Satz iiber das Abtragen von Strecken. Fs sei eine Strecke AB und ein
— — . -
Strahl OP gegeben. Dann gibt es genau einen Punkt Q € OP mit AB = OQ).

BeEwels: 1) Existenz:

e
Nach Axiom B-3 existiert eine Bewegung ¢ mit ¢(A4) = O und (B) € OP. Setzt
man @ := ¢(B), so ist AB = 0Q.

2) Eindeutigkeit:
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H
Es gebe zwei Bewegungen ¢ und ¢ mit p(A) = ¥(A) = O und B} := ¢(B) € OP
H
und B) :=¢(B) € OP. Dann ist auch g := ¢ o ¢! eine Bewegung, und es gilt:
0(0)=0 und o(B)) = B;.
Damit bildet o die Gerade OP auf sich ab, und es gibt nur noch zwei Moglichkeiten:

1. Bildet ¢ einen Punkt R € £\ OP auf einen Punkt der gleichen Halbebene
ab, so muss g = idg, also ¢ = 9 sein. Dann ist natiirlich B} = Bj.

2. Bildet p alle Punkte der einen Halbebene in die andere Halbebene ab, so ist o
die Spiegelung an der Geraden OP. Dann lédsst p die Gerade OP punktweise
fest, und auch in diesem Falle ist B} = Bj.

H
Also bilden alle Bewegungen, die A auf O und B auf einen Punkt von O P abbilden,
B auf den gleichen Punkt ab. "
Dieser Satz ist recht wichtig!

Auch der Vergleich von Strecken ist jetzt moglich: Sind zwei Strecken AB und C'D
H

gegeben und ist @ € CD der eindeutig bestimmte Punkt mit AB = CQ, so muss
genau eine der drei folgenden Aussagen zutreffen:

1. Q= D. Dann ist AB = CD.
2. Esist C — @Q — D. Dann sagt man: AB < CD.
3. Esist C — D — Q. Dann sagt man: AB > CD.

Das entspricht genau Euklids Vorstellung vom Vergleich zweier Strecken.
Eine andere Anwendung des neuen Axioms ist der

1.6 Satz iiber die Addition von Strecken)_. Set A—B—C und A'—B'—(C".
Ist AB = A'B" und BC' = B'C", so ist auch AC = A'C".

Das entspricht Euklids Axiom 2 (Wenn Gleichem Gleiches hinzugefigt wird, sind
die Ganzen gleich) und Hilberts Axiom III-3.

BeweEls:  Nach Voraussetzung existiert eine Bewegung ¢ mit p(A4) = A’ und
¢(B) = B'. Dann gilt aber:

A'—B' —p(C) und A —B -C"

Die Gerade ¢ = A’B’ wird durch B’ in zwei Halbgeraden aufgeteilt. Dabei liegen
©(C) und C" auf der gleichen Halbgeraden. Mit anderen Worten:

e
Esist ¢(C) e B'C'.
Da BC = B'C" ist, muss p(C) = C’ sein. Also ist auch AC' = A'C". n



2.1 DBewegungen und Kongruenz 53

Definition:

Seien ein Punkt O € & und eine Strecke AB gegeben. Die Menge
K = {Pc&|OP2AB)

heift der Kreis um O mit Radius AB.

Ein Punkt Q € & liegt im Inneren des Kreises, wenn Q = O oder OQ < AB ist.
Der Punkt Q liegt 4m Auferen des Kreises, wenn OQ > AB ist.

Ein Durchmesser des Kreises ist eine Strecke XY mit X, Y € KCund X —O—Y.

Unsere Definition des Kreises entspricht recht gut derjenigen von Euklid. Aber was
besagt dann das Postulat 1117 Die Existenz eines Kreises bei gegebenem Mittel-
punkt und Radius ist trivial. Anscheinend miissen wir Euklid doch noch etwas
anders interpretieren.

Man konnte sich vorstellen, dass Euklid in seiner Definition 15 eigentlich folgendes
sagen wollte:

Revidierte Version von Euklids Definition 15.

Ein Kreis mit Mittelpunkt O ist eine Teilmenge K C & mit folgenden Eigen-
schaften:

1. Auf jedem von O ausgehenden Strahl liegt genau ein Punkt von .
2. Fiir je zwei Punkte A, B € K ist OA = OB.

Bei dieser Formulierung ist die Existenz des Kreises nicht mehr selbstversténdlich,
aber es sind die typischen Eigenschaften einbezogen. In Wirklichkeit versteht Fuklid
zwar unter einem , Kreis“ die Kreisfliche, er braucht aber zur Abgrenzung dieser
Fldche die berandende Linie. Deshalb benutzen wir hier die moderne Sprechweise,
nach der ein , Kreis“ der Rand einer Kreisfliche ist. Auch Euklids Definition 17 (des
,Durchmessers®) bekommt nun einen Sinn: Jede durch O gehende Gerade besteht
aus zwei verschiedenen von O ausgehenden Strahlen. Und wenn ein Kreis K um
O gegeben ist, dann miissen die beiden Strahlen den Kreis in Punkten A und B
treffen, fiir die gilt: A—O — B. Die Strecke AB nennt man dann einen Durchmesser
von K.

Euklid kann mit Hilfe seines Postulats I1I den Satz iiber das Abtragen von Strecken
beweisen, wobei er aber weitere unbewiesene Annahmen benutzt. Bei uns folgt nun
umgekehrt mit dem Satz iiber das Abtragen von Strecken die Existenz des Kreises
(und damit Euklids Postulat III) als nicht-leere Menge.

Ist g eine Gerade durch O, so teilt sie den Rest der Ebene in zwei Halbebenen H _
und H.. Die beiden Figuren K_ := KN H_ und £, := K N H,; nennt man die
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durch g bestimmten Halbkreise. Ist ¢ die Spiegelung an g und P € K, so liegt
©(P) in der Halbebene H_, und es ist Op(P) = ¢(O)p(P) = OP. Also bildet ¢
die Halbkreise aufeinander ab, sie sind zueinander kongruent.

Wir wollen nun die Kongruenz von Winkeln nidher untersuchen!

1.7 Satz. Zwei Winkel o« = ZBAC und f = ZEDF sind genau dann kongruent,
— —
wenn es eine Bewegung ¢ mit o(A) = D, ¢(B) € DE und ¢(C) € DF oder eine
— —
Bewegung ¢ mit (A) = D, ¥(B) € DF und ¢(C) € DE gibt.

BEWEIS: Die eine Richtung ist trivial, wir zeigen nur ,, = “.

Sei o = f3, vermoge einer Bewegung . Wir nehmen an, es sei p(A4) # D. Dann
—

gibt es (0.B.d.A.) ein X € AB mit X # Aund ¢(X) = D. (Der Fall X € AC wird
analog behandelt)

Wir wéhlen ein @Q mit A — X — @). Dann gehort auch @ zu /E? , und es ist
p(A) = o(X) — 0(Q), also p(A) = D — ¢(Q).

— —
Also liegen ¢(A) und ¢(Q) weder beide in DE noch beide in DF'. Aber sie liegen
beide auf einer Geraden durch D. Das ist nicht moglich!

—

Wir wissen somit, dass ¢(A) = D sein muss. Liegt ¢(B) in DE, so muss ¢(C') in
—
DF liegen, und umgekehrt. "

Die Situation ist so dhnlich wie bei der Kongruenz von Strecken. Um zeigen zu

— —
konnen, dass es ein ¢ mit ¢(A) = D, p(B) € DE und ¢(C) € DF gibt, brauchen
wir noch ein weiteres Bewegungsaxiom:

—

B-5) Zu jedem Winkel @« = ZBAC gibt es eine Bewegung ¢ mit ¢(AB) = AC
— —
und ¢(AC) = AB.

Damit ist die Liste der Bewegungsaxiome vollstindig!

1.8 Satz. Zwei Dreiecke sind genau dann kongruent, wenn sich ihre Ecken so mit
A, B,C bzw. A', B',C" bezeichnen lassen, dass es eine Bewegung ¢ mit p(A) = A,
©(B) =B und p(C) = C" gibt.

Einander entsprechende Seiten und Winkel sind dann automatisch zueinander kon-
gruent.

BEWEIS:  Auch hier ist nur eine Richtung zu zeigen.

Die beiden Dreiecke seien kongruent vermoge einer Bewegung ¢. Diese bildet z.B.
die Gerade AB auf eine Gerade ¢g; und die Gerade AC auf eine Gerade go ab,
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sowie den Schnittpunkt A auf den Schnittpunkt von g; und g,. Nach geeigneter
Bezeichnung der Ecken des Bilddreiecks folgt die Behauptung. "

1.9 Satz (SWS). Es seien zwei Dreiecke ABC und A'B'C" gegeben, mit AB =
A'B', AC = A'C" und LBAC = ZB'A'C".

Dann sind die beiden Dreiecke kongruent.

BEwEls: Weil a = ZBAC und o = AB A'CY kongruent sind, gibt es eine Be-

wegung ¢ mit p(A) = A’ go(AB) A’B’ und gp(AC) A’C’ Weil AB = A'B’
und AB = A'p(B) ist, folgt mit dem Satz iiber das Abtragen von Strecken, dass
¢(B) = B’ ist. Und analog folgt, dass p(C) = C” ist. .

Damit haben wir zugleich Euklids Proposition 4 bewiesen.

Definition:

Ein Dreieck ABC' heiBt gleichschenklig, wenn AC = BC ist. Die Winkel a =
/BAC und = ZABC nennt man die Basiswinkel des Dreiecks.

1.10 Folgerung (Euklids Proposition 5, ,pons asinorum®). In einem
gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel kongruent.

Der BEWEIS kann nun nach Pappus gefiihrt werden.

Wir betrachten noch den Vergleich von Winkeln:

Es seien zwei Winkel a« = ZBAC und f = ZEDF gegeben. Dann gibt es eine

i
(eindeutig bestimmte) Bewegung ¢ mit ¢(A) = D, ¢(B) € DE und ¢(C) €
H(DE, F). Drei Falle sind moglich:

H
1. Ist ¢(C) € DF, so ist o = f.
2. Liegt ¢(C) in H(DF, E), also in I(3), so sagen wir: a < f.

3. Liegen ¢(C) und E auf verschiedenen Seiten von DF, so liegt ¢(C') in A(fB),
und wir sagen: a > f3.

D (Fall 1) D (Fall 2) D (Fall 3)
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Es ist klar, dass sich die drei Moglichkeiten gegenseitig ausschlieflen.

Definition:

Zwei Winkel a« = ZBAC und f = ZC'AD mit der Eigenschaft D — A — B heiflen
Nebenwinkel. Gilt auflerdem F — A — C' und sind die Geraden DB und EC
voneinander verschieden, so nennt man die Winkel a und ZDAFE Scheitelwinkel.

D

E

Man zeigt leicht:

1.11 Satz. Kongruente Winkel haben kongruente Nebenwinkel, und Scheitelwin-
kel sind kongruent (Euklids Proposition 15).

Definition:

Ein rechter Winkel ist ein Winkel, der zu einem seiner Nebenwinkel kongruent
ist.

Wir koénnen leicht rechte Winkel erzeugen:

1.12 Satz. Sei g eine Gerade, ¢ die Spiegelung an g und X € £\ g. Weiter sei
A der (eindeutig bestimmte) Punkt in Xo(X)Ng. Sind B,D € g mit D — A — B,
so ist LZBAX ein rechter Winkel.

BewEls: Ubungsaufgabe! .

1.13 Satz. Je zwei rechte Winkel sind kongruent.

BEWEIS:  Wir betrachten zwei Paare von Nebenwinkeln (o, 8) und (¢, '), mit
a=pfund o = .

C '’




2.1 DBewegungen und Kongruenz 57

Wir nehmen an, « sei nicht kongruent zu o/. O.B.d.A. sei o/ < «. Dann gibt es
—
1y

—
eine Bewegung ¢ mit p(A") = A, p(A'D") = AD und ¢(C’) € I(a). Sei o' =
LDAC" = p(£LD'A'C") und € := ZC" AB der Nebenwinkel zu o”.

Esist f <e (daC € I(e)) und 8 = a, also auch o < e. Mit ¢/ < o und o’ = o
ist andererseits o’ < . Zusammen ergibt das die Beziehung o’ < «.

Weil o = o’ und ' Nebenwinkel zu o ist, folgt: f’ = . Es ist aber auch ' = o/,
und damit o = o/ = . Das steht im Widerspruch zur obigen Aussage. .

Euklids Postulat IV kann also als Satz bewiesen werden. Der Beweis geht auf
Hilbert zuriick. Nun sind wir auch in der Lage, den rechten Winkel als universelles
Winkelmaf§ zu benutzen.

spitze Winkel und stumpfe Winkel definiert man dann wie iiblich.

Im Gegensatz zur Situation bei den Strecken ist die Addition von Winkeln proble-
matisch. Aus zwei nebeneinander liegenden Winkeln ZBAC und ZC'AD méchte
man gerne einen grofen Winkel /BAD machen. Das ist aber nur dann sinnvoll,
wenn anschliefend C' im Innern des Winkels ZBAD liegt, und das ist nur moglich,
wenn C' und D auf der gleichen Seite von AB liegen. Auflerdem soll natiirlich D
nicht im Innern von ZBAC liegen, also miissen wir fordern, dafl B und C auf der
gleichen Seite von AD liegen. Andernfalls ist die Winkeladdition nicht durchfiihr-
bar.

Da es keine gestreckten Winkel gibt, kann man auch nicht zwei Winkel zu einem
gestreckten Winkel addieren. Euklid spricht statt von einem gestreckten Winkel
immer von zwei Rechten.
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2.2 Das Kreisaxiom

Wir haben Euklids Axiomensystem , repariert”, aber wenn wir nun in seinem Stile
weitermachen wollen, dann brauchen wir immer noch ein Axiom iiber das Schneiden
von Kreisen. Andererseits beweist Hilbert mit den oben bereitgestellten Axiomen
und Sétzen schon ohne weitere Hilfsmittel einen groBen Teil der Sitze Euklids (vor
Proposition 29). Brauchen wir also gar — abgesehen von Postulat V — gar kein
weiteres Axiom?

Man muss bei Euklid schon etwas genauer hinsehen. Da gibt es nédmlich

Proposition 22:  Aus drei gegebenen Strecken a,b, c mit
a+b>c, a+c>b und b+c>a

kann ein Dreieck mit den Seiten a,b, c konstruiert werden.
Die Beweisidee ist die folgende:

Man ordnet die Strecken in der Reihenfolge b, c,a auf einer Geraden an, so dass
Punkte D, A, B, E entstehen.

Dann zeichnet man @ Kreis /C; um A mit Radius b = DA und den Kreis Iy um
B mit Radius a = BE. Wahlt man einen Schnittpunkt C' der beiden Kreise aus,
so ist AABC' das gesuchte Dreieck.

C

Fiir Euklid ist der Satz kein Problem, die Methode der zwei Kreise hat er ja schon
héufig angewandt. Bei Hilbert sucht man den Satz als Folgerung aus den Inzidenz-,
Anordnungs- und Kongruenz-Axiomen vergeblich. Woran liegt das?

Wir erinnern uns an das Modell .#5 der pythagoridischen Ebene. Man kann zeigen,
dass in Pyth(Q) x Pyth(Q) alle Inzidenz-, Anordnungs- und Bewegungsaxiome
erfiillt sind. Es liegt also ein fast perfektes Modell fiir die Euklidische Ebene vor.
Aber wie steht es mit den Schnittpunkten von Kreisen?

Dazu betrachten wir allgemeine Wurzel-Ausdriicke der Form

q= qn(\/qn—l(\/- A aWa)..),
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mit rationalen Funktionen ¢y, ..., ¢,_1, ¢, und einer Zahl o € Q. Tauscht man eine
oder mehrere der Wurzeln gegen ihr Negatives, so erhélt man einen sogenannten
konjugierten Ausdruck zu q.

Ist das Argument jeder Wurzel von der Form 1+w? (wobei w wieder ein zusammen-
gesetzter Ausdruck sein kann), so sind der urspriingliche Ausdruck und alle dazu
konjugierten Ausdriicke reelle Zahlen. Sind die Argumente der Wurzeln dagegen
von beliebiger Form, so konnen auch nicht-reelle komplexe Zahlen entstehen.

Ein Beispiel ist etwa der reelle Ausdruck 1/2(v/2 — 1). Der dazu konjugierte Aus-
druck 1/2(—=v2 — 1) =1i-4/2(v/2 4 1) ist tatsichlich rein imaginir. Das bedeutet,

dass 1/2(v/2 — 1) nicht pythagoriisch sein kann!

Die Zahl v/2 ist pythagoriisch, also auch 2(v/2 — 1), aber eben leider nicht die
Wurzel daraus. Wir werden weiter unten sehen, dass das in einer Geometrie, in
der sich zwei Kreise bei geeigneter Lage der Mittelpunkte und geeigneten Radien
immer schneiden miissen, nicht passieren kann.

Das Kreis-Axiom:

S-1)  Sind K4, Ky Kreise um die Punkte A bzw.nB und enthalt Iy sowohl einen
Punkt aus dem Inneren als auch einen aus dem Aufleren von K;, so gibt es auf
beiden Seiten von AB je einen Schnittpunkt der beiden Kreise.

Jetzt konnen wir das Programm Euklids durchfiihren:

2.1 Satz (Euklids Proposition 1). Sind zwei Punkte A, B gegeben, so gibt
es Punkte P und @ auf den beiden Seiten von AB, so dass die Dreiecke ABP

und ABQ beide gleichseitig sind (also drei paarweise zueinander kongruente Seiten
besitzen).

Der BEWEIS wird wie bei Euklid ausgefiihrt.

Bei Hilbert kann der Satz so nicht bewiesen werden. Allerdings gilt dort:

2.2 Satz iiber die Existenz gleichschenkliger Dreiecke.  Zu Punkten A # B
gibt es ein gleichschenkliges Dreieck mit Basis AB.

BEWEIS: Sei C ¢ AB. Ist /BAC = ZABC, so ist man fertig. Wir nehmen daher
an, dass ZBAC < ZABC ist. Es gibt nun eine Bewegung ¢, so dass p(A4) = B,

o(B) € BA und o(C) € H(AB, C) ist.
Dann ist Bp(B) = AB = BA, also ¢(B) = A. Auerdem ist ZABp(C) =

ZBAC < LABC, also p(C) € I(£LABC). Nach dem Querbalken-Theorem trifft
die Gerade Bp(C') die Strecke AC' in einem inneren Punkt D.
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Weil ¢ den Winkel ZBAC auf den Winkel ZBAp(C) abbildet, ist ABD gleich-
schenklig.

Dabei braucht man noch Proposition 6, die Umkehrung zum Pons-Asinorum-
Satz (,Ein Dreieck mit gleichen Basiswinkeln ist gleichschenklig®), aber der kann
ganz leicht durch Widerspruch bewiesen werden. "

Bemerkung. Der obige Beweis benotigt nicht das Kreisaxiom. In spéteren
Satzen kann man meist an Stelle von gleichseitigen Dreiecken auch gleichschenklige
Dreiecke benutzen.

Allerdings ergibt dieses Vorgehen im Sinne Hilberts keine Algorithmen zur geome-
trischen Konstruktion, es fehlen die Instrumente dafiir (Zirkel und Lineal).

Euklids Propositionen 2 und 3, die sich mit dem Antragen von Strecken
beschéftigen, sind tiberfliissig geworden, dank der Bewegungsaxiome. Euklids Me-
thode liefert liefert allerdings ein Konstruktionsverfahren.

Euklids Proposition 4 (SWS-Kongruenz) und 5 (Pons asinorum) haben wir
bereits bewiesen.

Proposition 7 stellt einen Hilfssatz fiir Proposition 8 zur Verfiigung, den wir nicht
brauchen, weil wir direkt zeigen:

2.3 Satz (SSS, Euklids Proposition 8).  Es seien zwei Dreiecke ABC und
A'B'C" gegeben, mit AB = A'B', AC = A'C" und BC = B'C".

Dann sind die beiden Dreiecke kongruent.

BEWEIS:  Sei ¢ die eindeutig bestimmte Bewegung, die A auf A" abbildet, B auf
—
einen Punkt von A'B" und C so, dass D’ := (C) und C" auf verschiedenen Seiten
der Geraden A'B’ liegen. Da AB = A’'B’ ist, muss ¢(B) = B’ sein.
C/
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Da B'D’ = BC = B'C" ist, ist C'D'B’ gleichschenklig, und die Basiswinkel
/C'D'B" und ZD'C’'B’ sind kongruent. Genauso folgt auch, dass ZD'C'A’ und
ZC'D' A’ kongruent sind. Mit Winkeladdition (oder -Subtraktion, je nach Gestalt
der Dreiecke) erhilt man:

/A C'B = /A D'B'.
Mit dem SWS-Kongruenzsatz folgt: A'B'C’ = A'B'D’ = ABC. .

2.4 Satz (Eulids Proposition 9, ,, Winkelhalbierung*).

N
Zu einem gegebenen Winkel a = ZAOB kann man genau einen Strahl s =O0P
mit P € I(«) finden, so dass ZAOP = ZPOB ist.

Bewers: O.B.d.A. sei OA = OB.
B

A

Es gibt einen Punkt P, auf der zu O entgegengesetzten Seite von AB, so dass BAP
gleichseitig ist. Nach dem Satz von der SSS-Kongruenz sind dann die Dreiecke OP B
und OPA kongruent, und damit auch die einander entsprechenden Winkel ZPOB
und ZPOA.

Wiére P nicht in I(«), so wire ZPOB < ZPOA oder umgekehrt. Das kann nicht
sein.

Man kann den Beweis auch mit Hilfe eines gleichschenkligen Dreiecks fiithren.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit nimmt man die Existenz zweier Strahlen der
gewiinschten Art an und fithrt dann durch Vergleich aller auftretenden Winkel
einen Widerspruch herbei. "

2.5 Satz (Euklids Proposition 10, ,,Streckenhalbierung*).
Zu zwei Punkten A # B gibt es genau einen Punkt M mat

A—M—-B und AM = MB.

BEweEIs: Die Eindeutigkeit folgt auch hier sehr einfach durch Streckenvergleiche.

Zum Nachweis der Existenz des Punktes M konstruieren wir auf beiden Seiten
von AB gleichseitige (bzw. gleichschenklige) Dreiecke ABC' und ABC’. Da C' und
C" auf verschiedenen Seiten von AB liegen, muss die Verbindungsstrecke CC’ die
Gerade AB in einem Punkt M treffen.
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Aus dem Satz von der SSS-Kongruenz folgt, dass CC’'B = C'C A ist, insbesondere
auch ZCO'"CA = ZC'CB.

C

M /B

Cl

Aus dem Satz von der SWS-Kongruenz folgt, dass AMC = M BC' ist, und insbe-
sondere AM = MB.

Wire M — A — B, so wiare MA < MB, und genauso fiihrt man die Beziehung
A — B — M zum Widerspruch. Also muss A — M — B gelten. "

2.6 Satz (Euklids Proposition 11, ,,Senkrechte errichten*).

Ist g eine Gerade und O € g, so kann man auf eindeutige Weise in O die Senkrechte
2u g errichten.

BEWEIS: Man konstruiere Punkte A, B € g mit A—O — B und AO = OB. Dann
errichte man iiber AB ein gleichseitiges (bzw. gleichschenkliges) Dreieck ABP und
setze h := OP. Weil AOP = OBP ist (SSS), muss auch ZAOP = ZBOP sein.

Die Eindeutigkeit ergibt sich wie im Beweis der Kongruenz aller rechten Winkel. =

Definition:

Ist M der Mittelpunkt der Strecke AB und h die Senkrechte zu AB in M, so nennt
man h auch die Mittelsenkrechte zu AB.

Mit Hilfe der Kongruenzsitze kann man leicht zeigen: Die Mittelsenkrechte zu AB
ist die Menge

(Xe&|AX 2 BX ).

2.7 Satz (Euklids Proposition 12, , Lot fillen*). Ist g eine Gerade und P
ein Punkt, der nicht auf g liegt, so kann man von P aus ein Lot auf g fdllen.

BEwEIS: Hier heifit es aufpassen! Euklid verwendet zum Beweis eine weitere Ei-
genschaft des Kreises, die er nie gezeigt hat: Fine Gerade durch einen inneren
Punkt eines Kreises schneidet diesen Kreis auf beiden Seiten des Punktes.
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Wir wollen diese Eigenschaft nicht als Axiom fordern, denn sie lésst sich aus dem
Kreisaxiom herleiten. Allerdings braucht man dazu die Moglichkeit, ein Lot zu
fallen. Also miissen wir fiir Proposition 12 einen anderen Beweis finden.

Wir wéhlen einen Punkt D auf g und errichten dort die Senkrechte h zu g. Liegt
zufillig P auf h, so sind wir fertig.

Sei also P ¢ h. Wir wéhlen einen Punkt A € g, so dass A und P auf verschiedenen
Seiten von h liegen. Dann trifft AP die Gerade h in einem Punkt F.

P
h%
[
A D I R
S~ [
il N [
F~~< I

Wir suchen den Punkt /' € h mit E— D — F' und DE = D_F;Ansﬁieﬁend
verlangern wir AF {iber F hinaus bis zu einem Punkt @, so dass AQ = AP ist.

Behauptung: P() ist das gesuchte Lot.
Beweis dafiir: Da P und () auf verschiedenen Seiten von g liegen, schneidet g
die Strecke PQ@ in einem Punkt R. Da die Dreiecke ADE und ADF kongruent

sind (SWS), ist ZRAP = ZRAQ. Daraus folgt, dass auch ARP = ARQ ist.
Insbesondere ist dann ZARP = ZARQ, also P(Q) senkrecht zu g. "

Die Aussagen von Proposition 13 und 14 sind fiir uns bedeutungslos. Pro-
position 15 behandelt die Gleichheit von Scheitelwinkeln, das haben wir schon
erledigt.

2.8 Satz (Euklids Proposition 16, ,,Auflenwinkelsatz).

Bei jedem Dreieck ist jeder Auflenwinkel grofier als jeder der beiden gegentiberlie-
genden Innenwinkel.

Der BEWEIS kann wie bei Euklid gefiihrt werden, es miissen nur einige Begriindun-
gen eingefiigt werden.

2.9 Satz (Euklids Proposition 17).

In jedem Dreieck sind zweir Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte.
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BEWEIS: Nach dem Auenwinkelsatz ist

vy 0 > «. Trégt man also o neben g an, so ragt

der freie Schenkel des angetragenen Winkels

ins Innere von . In salopper Schreibweise

4 B\ § kann man dafiir sagen: o + 5 < 8+ §. Aber
B + ¢ entspricht zwei Rechten.

Bei den anderen Winkeln geht’s genauso. =

2.10 Folgerung. FEs gibt kein Dreieck mit zwei rechten Winkeln.

2.11 Folgerung. Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade, die den Punkt nicht
enthdlt, ist immer eindeutig bestimmd.

Definition:

Ein rechtwinkliges Dreieck ist ein Dreieck mit einem rechten Winkel. Die dem
rechten Winkel gegeniiberliegende Seite heifit Hypotenuse, die beiden anderen
Seiten nennt man Katheten.

2.12 Satz (Euklids Proposition 18). In einem Dreieck liegt der grifieren
Seite stets der grofiere Winkel gegentiber.

BEWEIS: Im Dreieck AABC sei BC > AC.
C
D

/
/
/

A B
Sei C — D — B, mit CD = CA. Nach dem Aufenwinkelsatz ist ZOCDA > /CBA.
Aber da CAD gleichschenklig ist, ist Z/CAD = ZCDA. Erst recht ist dann
/CAB > ZCBA. .

2.13 Satz (Euklids Proposition 19). In einem Dreieck liegt dem grifleren
Winkel stets die grofiere Seite gegentiber.

BEWEIS:  Wir betrachten das Dreieck ABC, es sei ZCAB > LCBA. Wére CA=
CB, so wire das ein Widerspruch zum Basiswinkelsatz. Ware CA > CB, so wére
das ein Widerspruch zu Proposition 18. .

2.14 Folgerung. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse stets die
grofite Seite.
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Jetzt konnen wir den Satz iiber das Schnittverhalten von Kreis und Gerade be-
weisen, den Euklid schon beim Beweis der Existenz eines Lotes bendtigt hatte:

2.15 Satz. Sei K ein Kreis um den Punkt O, A ein Punkt im Innern von K
und | eine Gerade durch A. Dann schneidet | den Kreis in zwei Punkten (auf
verschiedenen Seiten von A).

BEWEIS: Die Aussage ist trivial, wenn O auf [ liegt. Also kénnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass O ¢ [ ist. Dann sei g das Lot von O auf [ mit FuBBpunkt B. Weiter
sei C' der Punkt auf ¢ mit O — B—C und OB = BC, so dass [ die Mittelsenkrechte
zu OC ist. Da das Dreieck OBA bei B rechtwinklig ist, ist OB < OA und damit
kleiner als der Radius von K, also B im Innern des Kreises K gelegen.

Die Gerade g schneidet K 1n zweil Punkten D und D', es gelte D' — O — D und

D e OB Wihlen wir F € OB mit B—C — FE und CE = OD, so hegt E auf dem
Kreis ' um C mit Radius OD. Wegen O — C — E ist OE > CE = OD, also E

im AuBeren von K gelegen.

D’ O F

Der Kreis K" schneidet ¢ in £ und in einem Punkt E’, mit ' — C' — E. Wegen
BC=0B<OD=FECist F—B-C.

Es gibt zwei Moglichkeiten. Ist O — E' — B, soist E’O < OB < OD. Ist E'— O — B,
soist B'O < E'B < E'C' = OD. In beiden Féllen folgt, dass E' im Innern von &
liegt.

Aus dem Kreisaxiom folgt nun, dass sich I und K’ auf beiden Seiten von ¢ je in
einem Punkt treffen. Sei P der Schnittpunkt, der auf der gleichen Seite von g wie A
liegt. Dann ist OP = C'P. AuBerdem ist OB = BC. Nach dem SSS-Kongruenzsatz
ist dann OBP = BCP, also ZOBP = ZCBP. Da es sich um Nebenwinkel handelt,
sind sie rechte Winkel, und das bedeutet, dass BP = [ ist, also P € .

Der Punkt P’ mit P — B — P' und PB = BP’ ist offensichtlich der zweite Schnitt-
punkt der Kreise (denn aus Symmetriegriinden sind auch die Strecken OP" = C'P’
jeweils Radien), und auch er liegt auf . Somit ist [N/ D {P, P'}, mit P — A — P'.
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Einen weiteren Schnittpunkt S kann es nicht geben, denn dann wiirde man ein
gleichschenkliges Dreieck O P.S mit ungleichen Basiswinkeln erhalten. u

Mit dem gerade bewiesenen Satz kann man Euklids Konstruktion des Lots von
einem Punkt P auf eine Gerade g nachvollziehen:

Man wihle einen Punkt @ auf der anderen Seite von g. Die Strecke PQ trifft g
in einem Punkt A, der dann im Innern des Kreises K um P mit Radius PQ liegt.
Also schneidet K die Gerade g in zwei Punkten £ und G mit G — A — E. Sei H
der Mittelpunkt der Strecke GE. Mit der SSS-Kongruenz erhilt man, dass H P das
gesuchte Lot ist.

P

W
Q

Wir kénnen nun auch beweisen, dass das Kreis-Axiom im pythagorédischen Modell
M nicht erfiillt ist!

Sei a irgendeine pythagordische Zahl. Dann liegen die Punkte O := (0,0), P :=
(a,0) und @ := (a + 1,0) in der pythagoréischen Ebene &, = Pyth(Q) x Pyth(Q).
Da die Bewegungen in diesem Modell zugleich isometrische Abbildungen von R?
auf sich sind, kann man sagen: Zwei Strecken sind genau dann kongruent, wenn sie
die gleiche euklidische Lénge haben. Der Mittelpunkt der Strecke OQ ist also der
Punkt M := (%1, 0), und der Kreis um M mit Radius OM ist die Menge

2

IC::{(a:,y)eéap\(x—a;1)2+y2=(a;_1)2}-

a 1

Schneidet man K mit der Geraden g := {(z,y) € &, | + = a}, so erhélt man Punkte
(z,y) mit z = @ und y* = (“+)? — (%5)* = a, also X1 := (a, £y/a). Nach dem
Kreisaxiom wire jeder solche Punkt konstruierbar, aber im Falle a = 2(v/2 — 1)
haben wir schon gesehen, dass y/a nicht pythagoriisch ist.

Nun ist auch halbwegs klar, wie wir den Mangel beheben koénnen:
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Definition:

Ein Element z € R heifit platonisch, wenn es eine Folge von quadratischen
Korpererweiterungen

QCcKiCKyC...CK,
der Form K; = K;_1(\/a;) mit o; € K;_; und o; > 0 gibt, so dass z in K, liegt.

Eine platonische Zahl gewinnt man also aus rationalen Zahlen, indem man endlich
oft die Operationen +, —, -, : und v anwendet.

Mit Plat(Q) bezeichnet man die Menge aller platonischen Zahlen.

Ein Modell Mg gewinnen wir, indem wir als Ebene die kartesische Ebene der pla-
tonischen Zahlen benutzen: & := Plat(Q) x Plat(Q). Es ist klar, dass auch hier die
Inzidenz-, Anordnungs- und Bewegungsaxiome gelten. Und da mit jeder positiven
platonischen Zahl auch deren Wurzel wieder platonisch ist, sind die Schnittpunkte
von Kreisen immer konstruierbar, d.h., es gilt das Kreisaxiom.

Die Platonische Ebene ist das Modell fiir die Geometrie, in der alle Konstruktionen
allein mit Zirkel und Lineal ausgefiihrt werden. Und das ist die Geometrie, die
Euklid betrieben hat. In dieser Ebene gibt es noch viele Liicken, insbesondere ist
die Zahl 7 keine platonische Zahl. Deshalb konnte den Alten auch die Quadratur
des Kreises nicht gelingen.
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2.3 Das Axiom von Archimedes

3.1 Satz. Zu zwei Punkten P # @) und einer natirlichen Zahl n kann man stets
_>
Punkte Qqo, Q1,...,Q, € PQ finden, so dass gilt:

1. QOZP, leQundQZQlﬂémfurz:l,,n—l
2. Qi1 — Qi — Qiy fiir 1 <i<n-—1.

Der BEWEIS ist trivial.

Definition:

In der Situation des obigen Satzes sagt man: Der Punkt @, wird durch n-maliges
Antragen der Strecke PQ erreicht. An Stelle der Strecke Q9@ schreibt man auch
n- PQ.

Ist zu der Strecke PQ noch eine weitere Strecke AB > P(Q gegeben, so erwartet
man, dass n - PQ) > AB ist, wenn man nur n grof} genug wahlt. Eigenartigerweise
lasst sich das aus den bisherigen Axiomen nicht beweisen. Man muss es fordern:

S-2)  Zu zwei Strecken PQ < AB gibt es stets ein n € N mit n- PQ > AB.

Man nennt die Axiome S-1 und S-2 auch die Stetigkeitsaxiome, aus Griinden, die
weiter unten erldutert werden.

Das Axiom S-2 taucht bei Euklid nicht explizit auf. In der Proportionenlehre be-
trachtet er allerdings nur Verhéltnisse von solchen Strecken AB und PQ), die das
Archimedes-Axiom erfiillen.

In der platonischen Ebene gilt S-2, so einfach ist die Frage nach der Unabhéngig-
keit also nicht zu entscheiden. Aber es gibt sogenannte nicht-archimedische Kérper
mit ,,unendlich kleinen“ und ,,unendlich grofien* Elementen, und in der mit Hilfe
eines solchen Korpers modellierten Ebene gelten in gewissen Fiéllen alle bisherigen
Axiome der Geometrie, nur nicht S-2.

Sei R(t) :={f/g : f,g Polynome, g # 0} der Korper der ,rationalen Funktionen*.
Die Elemente von P := {R € R(¢) : Jc € R, sodass R(t) > 0 firt > cist }
nennen wir positiv. Damit wird R(¢) zu einem angeordneten Korper, d.h.:

o Ist f € R(t), so ist entweder f =0 oder f > 0 oder f < 0.
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e Sind f,g € R(t), f >0und g > 0, so ist auch f+¢g >0und f-g > 0.

Ein angeordneter Korper K heifit archimedisch angeordnet, wenn es zu jedem x € K
eine natiirliche Zahl n mit n > x gibt. Im Fall K = R(¢) gilt: Ist n € N, so ist
fn(t) :=t —n positiv (denn fir ¢ > n ist f,(t) > 0). Weil f,(t) = fo(t) — n mit
fo(t) := t ist, folgt: fo(t) > n fur jede natiirliche Zahl n. Der Korper R(t) ist nicht
archimedisch angeordnet. Elemente wie f; kann man ,unendlich grof8* nennen,
denn es ist fy > c fiir jede reelle Zahl c. Umgekehrt kann man das Element 1/ f;
als ,unendlich klein“ bezeichnen, weil es positiv und dabei kleiner als jede positive
reelle Zahl ist.

Das Problem ist, dass man in R(¢) nicht so ohne weiteres Wurzeln zichen kann.
Dazu miissen wir den Korper erweitern, und das ist nicht ganz so einfach.

Sei ¢ die Menge der stetigen Funktionen, die auf einem Intervall (c,o00) defi-
niert sind und entweder = 0 oder ohne Nullstellen sind. Zwei solche Funktio-
nen f; : (¢1,00) = R und fy : (c2,00) — R sollen #quivalent heiflen, falls ein
¢ > max(cy, ¢o) existiert, so dass fi = fy auf (¢, 00) ist. Es ist offensichtlich, dass
dies eine Aquivalenzrelation ist. Wir bezeichnen die A(ﬁlivalenzklasse von f € €
mit < f > und die Menge aller Aquivalenzklassen mit €. Man beachte, dass diese
Menge weit davon entfernt ist, ein Korper zu sein! Schon die Summe zweier Klassen
kann nicht immer gebildet werden (die Funktionen f;(¢) := 2 und f5(¢) := 2 +sint
liegen in €, nicht aber fo — f1).

Wir nennen eine Klasse < f > positiv, falls es ein ¢ € R gibt, so dass f(¢) > 0 fiir
t > c ist. Positive Klassen konnen addiert und multipliziert werden, das Ergebnis
ist wieder positiv. Ist < f > 0 (und damit f(t) # 0 fiir gentigend grofles t), so ist
< f > positiv oder — < f > positiv.

Nun definieren wir j : R(¢) — % durch J(R) :=< R|(¢,00) >, Wobei ¢ so zu wéhlen
ist, dass R(t) definiert und R(t) # 0 fiir ¢ > ¢ ist. Die Abbildung ist wohldefiniert,
denn das Ergebnis héngt nicht von der Wahl von ¢ ab. Ist R positiv, so ist auch
J(R) positiv. Weiter ist j(R1 + R2) = j(R1) + j(R2) und j(Ri- Re) = j(R1) - j(Re).
Die Summen und Produkte auf der rechten Seite konnen gebildet werden, denn zu
jeder rationalen Funktion R # 0 gibt es ein ¢, so dass R(t) definiert und R(t) # 0
fiir t > c ist. Schlieflich ist j injektiv: Ist j(R;) = j(Rs), so gibt es ein ¢, so dass
Ry (t) = Ry(t) fiir t > cist. Dann ist Ry — Ry eine rationale Funktion, die fiir ¢t > ¢
verschwindet. Das ist nur moglich, wenn R; = Ry ist.

Wir koénnen also R(t) als Teilmenge von € auffassen.

3.2 Satz. Sei K C € ein Kérper, der R(t) umfasst, sowie a« € K ein positives
Element, aber \/a & K. Dann ist

K :=K(/a)={a+bJ/a : a,be K}
ein Korper, der K umfasst und seinerseits in 2 liegt.

BEwEgIs: 1) Seien f,g,h € €, a =< f >, b =< g > und a =< h >. Alle drei
Funktionen seien auf (¢, 00) definiert, stetig und ohne Nullstellen. Auflerdem sei
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h > 0. Dann ist auch F := f+gv/h eine stetige Funktion auf (¢, oo). Wir nehmen an,
es gibt eine unbeschrinkte Folge (¢,) mit F(¢,) = 0. Dann ist f(,)? = g(t,)*-h(t,)
fiir alle v. Aber f2 — ¢h ist ein Element von K und damit eine stetige Funktion,

die fiir groBies ¢ keine Nullstelle mehr besitzt. Das ist ein Widerspruch. Also liegt
Fin % und K’ in €.

2) Summe und Produkt zweier Elemente von K’ konnen gebildet werden und lie-
gen wieder in K’. Die Existenz des Inversen folgt wie bei der Konstruktion der
pythagoréischen Zahlen, und genau wie dort ergibt sich, dass K’ ein Korper ist. m

Definition:

Es sei Q(t) die Menge aller Elemente = € ﬁ zu denen es eine (von x abhéngige)
Folge von Korpererweiterungen

Rt)=KoC K1 CKyyC...CK,

der Form K; = K;_1(\/a;) mit positivem o; € K;_1 (und /oy & K;_1) gibt, so dass
x in K, liegt.

Wir nennen Q(t) den Korper der nichtarchimedischen Zahlen.

Q(t) enthilt R und alle natiirlichen Zahlen, die — aufgefasst als Aquivalenzklassen
konstanter Funktionen — auch in % liegen. Aber in €Q(t) ist das Archimedische
Axiom nicht erfiillt.

Als Modell #; fithren wir nun die Ebene Q(t) x Q(t) ein, die Geraden werden
wie iiblich definiert. In diesem Modell sind alle Inzidenz-, Anordnungs- und Be-
wegungsaxiome erfiillt, sowie das Kreisaxiom. Alle bisher bewiesenen Séatze gelten,
aber nicht das Axiom S-2. Damit ist dieses unabhéngig von den vorherigen Axio-
men.

An entscheidender Stelle werden wir das Archimedische Axiom spéter in der Neu-
tralen Geometrie verwenden. Hier wollen wir es aber schon einmal zur Einfithrung
des Langenbegriffs benutzen.

Bisher haben wir ja vollig auf das Messen von Strecken und Winkeln verzichtet und
uns dafiir manche Unbequemlichkeit eingehandelt. Jetzt werden wir sehen, wie sich
aus den vorhandenen Axiomen ein Mafibegriff ableiten l&sst.

Die Kongruenz von Strecken liefert ja eine Aquivalenzrelation. Die allen Elementen
einer Aquivalenzklasse gemeinsame Eigenschaft ist das, was wir uns anschaulich
unter einer ,Linge“ vorstellen. Deshalb wollen wir eine solche Aquivalenzklasse
auch als Ldnge bezeichnen. A sei die Menge aller Léngen.

Die Aquivalenzklasse einer Strecke AB bezeichnen wir mit [AB]. Ist C'D eine weite-
re Strecke, so kann man einen Punkt £ mit A— B — F finden, so dass [BE] = [C D]
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ist. Wir schreiben dann:
[AE] = [AB] + [CD].

Man iiberlegt sich leicht, dass diese Definition unabhéngig von den Représentanten
ist. Und offensichtlich ist diese Addition auf A auch kommutativ und assoziativ.
Also ist A eine kommutative Halbgruppe. Weiter gibt es zwischen den Elementen
von A eine <-Beziehung mit folgenden Eigenschaften:

1. Fiir je zwei Elemente a,b € A ist entweder a < b oder a = b oder b < a.
2. Ist a < bund b < ¢, so ist auch a < c.
3. Ist a < b, so ist auch a + ¢ < b+ ¢, fiir jedes ¢ € A.

Wir sagen dann: A ist eine angeordnete kommutative Halbgruppe.

Definition:

Eine Ldngenfunktion ist eine Funktion A : A — R, mit folgenden Eigenschaften:
1. A(a +b) = Aa) + A(b).
2. Es gibt ein e € A mit A(e) = 1.

Jede Strecke AB mit A([AB]) = 1 wird als Einheitsstrecke (beziiglich \) be-
zeichnet.

3.3 Satz. Ist A eine Ldngenfunktion, so gilt:
1. Ist a < b, so ist auch A(a) < A(b).

2. Ist (ay) eine Folge von Lingen, die man derart durch Strecken AB,, reprisen-
tieren kann, dass Bp.1 jeweils der Mittelpunkt von AB,, ist, so ist

1
Mapyr) = 5)\(@”) und  lim A(a,) = 0.

n—oo

3. Die Finheitslinge e ist eindeutig bestimmt, d.h. je zwei Einheitsstrecken fiir
A sind zueinander kongruent.

BEWEIS:

1) Seien a,b € A mit a < b. Dann gibt es ein ¢ mit a+c = b, also A(a)+A(c) = A(b).
Da A(c) > 0 ist, ist A(a) < A(D).

2) Es ist a1+ any1 = a,. Daraus folgt: 2- Xan1) = Aa,), oder A(a,4) = %)\(an).

1
Sukzessive folgt: \(a,) = F)\(al), und im Grenzwert strebt A(a,) gegen 0.
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3) Seien e, ¢’ zwei Langen mit A(e) = A(¢/) = 1. Wire e # ¢/, etwa e < €/, so miisste
Ale) < A(¢') sein. n

Eine Léngenfunktion ist also ein Homomorphismus A : A — R, zwischen angeord-
neten Halbgruppen.

3.4 Satz. Zu jeder beliebigen Strecke PQ gibt es eine eindeutig bestimmte
Langenfunktion X\, so dass PQ) eine Finheitsstrecke fiir X ist.

BEWEIS: (Idee)i%i a € A eine Linge, reprisentiert durch eine Strecke AB, sowie
e die Lange von PQ).

Nach Archimedes gibt es ein N € N, so dass entweder N - e =a oder N -e < a <
(N+1)-e.

Im ersten Fall setzen wir A(a) := N und sind fertig.

Im zweiten Fall konnen wir annehmen, dass es Punkte X, Y auf A—é mit A— X —B
und X — B =Y gibt, so dass A([AX]) = N und A\([AY]) = N + 1 ist.

A B

e 2e X=Ne Y=(N+1e

Dann wird sukzessive die Strecke XY halbiert. Liegt B beim i-ten Schritt genau
auf dem oder rechts vom Mittelpunkt, setzen wir ¢; := 1 und machen mit dem
rechten Teilintervall weiter, andernfalls setzen wir ¢; := 0 und machen mit dem
linken Teilintervall weiter.

Endet das Verfahren nach n Schritten (so dass der linke Randpunkt des n-ten

Teilintervalls = B ist), so setzen wir A(a) := N + Z % und sind fertig.
i=1

Andernfalls setzen wir

Da es nicht passieren kann, dass e, = 1 fiir alle n > 1 gilt, und da alle ¢, in {0, 1}

liegen, folgt:
R | 1
— < )" —-1= —1=1
;2" ;(2) 1-1/2

Die Reihe ist konvergent und hat einen Wert < 1.

Die Additivitdt von A kann man nachrechnen, ebenso die Monotonie. "

Im Modell Mg liegt es nahe, OF mit O := (0,0) und E := (1,0) als Einheitsstrecke
zu wahlen. Die dazu konstruierte Langenfunktion liefert die gewohnliche euklidische
Lénge. Natiirlich erhélt man nur Zahlen, die in Plat(Q) liegen.
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Die Messung von Winkeln ist etwas schwieriger, aber ebenfalls machbar. Im plato-
nischen System muss man eventuell in Kauf nehmen, dass das Maf} eines Winkels
nicht mehr notwendig eine platonische Zahl ist.

In der modernen Literatur wird an Stelle der Stetigkeitsaxiome S-1 und S-2 meist
ein anderes Axiom benutzt.

Das Dedekind-Axiom (S): Die Menge der Punkte einer Geraden g sei in zwei
nicht-leere Teilmengen .# und .4~ zerlegt, so dass kein Punkt von .# zwischen
zwei Punkten von .4 und kein Punkt von .4 zwischen zwei Punkten von .Z liegt.

Dann gibt es genau einen Punkt Z € g, so dass fir X € .# und Y € A gilt:
Entweder ist Z = X oder Z =Y oderes gilt X — 7 —Y.

Die Dedekind-Eigenschaft sorgt dafiir, dass jede positive reelle Zahl als Stre-
ckenléinge und vorkommt. Also ist das Axiom .S von den bisherigen Axiomen un-
abhiingig. Ein passendes Modell ist die reelle Ebene R%. Man kann die Axiome (S-1)
und (S-2) ohne grofie Mithe aus (S) herleiten.

Fiir Euklid und seine Zirkel-und-Lineal-Geometrie reichen die Axiome (S-1) und
(S-2) aus. Das Dedekind-Axiom (S) ist eng mit den reellen Zahlen verkniipft und
passt eigentlich iiberhaupt nicht in die Antike Welt, es gehort in die Mathematik
nach Cantor, in der mengentheoretische Begriffsbildungen keine Probleme mehr
bereiten. Wir wollen hier vorerst noch beim Standpunkt Euklids bleiben und das
Dedekind-Axiom erst benutzen, wenn dies unumgénglich ist.

Erwahnt werden soll noch das von Hilbert benutzte ,, Cantor-Axiom*, das - zusam-
men mit dem Archimedes-Axiom — dquivalent zum Dedekind-Axiom ist:

Das Cantor-Axiom (C): Es sei eine Gerade g und eine Folge von Strecken
s; = A;B; C g gegeben, so dass s;11 C s; und zu jeder Strecke PQ ein n € N mit
A, B, < PQ existiert. Dann gibt es einen Punkt X € g mit X € s; fiir alle 7.

Wir haben jetzt alle Axiome mit Ausnahme des Parallelenaxioms kennengelernt.
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2.4 Neutrale Geometrie und Parallelenaxiom

Unter der ,neutralen Geometrie® versteht man die Sammlung aller Resultate, die
ohne Parallelenaxiom bewiesen werden kénnen. Wir vervollstdndigen unseren Vor-
rat hier durch einige weitere Siatze und gehen dann zur ,euklidischen Geometrie®
iiber, die das Parallelenaxiom benutzt.

4.1 Satz (Euklids Proposition 20, ,,Dreiecks-Ungleichung*).

In einem Dreieck sind zwei beliebige Seiten zusammen gréfier als die dritte Seite.

BEwWEIS:  Wir wollen zeigen, dass im Dreieck ABC' gilt: AB + BC > AC.

A B

Sei D mit A — B — D so gewdhlt, dass B__D = BC ist. Im Dreieck ADC' ist
LACD > /BCD = ZADC, also AD > AC. (gegeniiberliegende Seiten) Es ist

aber AD so lang, wie AB und BD zusammen genomimen. "

Wir kénnen in der Ebene £ eine Metrik einfiihren, indem wir zunéchst eine Léngen-
funktion A wihlen und dann d(X,Y") := A([XY]) setzen.

Fiir drei nicht-kollineare Punkte X, Y, Z ist dann d(X, Z) < d(X,Y)+d(Y, Z). Gilt
hingegen X —Y —Z, soist d(X,Z) = d(X,Y)+d(Y, Z). Und wenn X, Y, Z in ande-
rer Reihenfolge auf einer Geraden liegen, so gilt zumindest noch die Ungleichung.
Zusammen ergibt das fiir beliebige Punkte X,Y, Z:

d(X,Z) <d(X,Y)+d(Y,Z).

Das ist die ,,Dreiecks-Ungleichung®, die in beliebigen metrischen Rdumen gilt und
insbesondere in R die Gestalt |z — x| < |y —z| + |z — y| annimmt. Setzt man
a:=y—xund b:=2z—y, soist a+ b= 2z — x, und daher

la 4+ b] < |a| + 0]

4.2 Satz (Euklids Proposition 21).
Ser D im Innern des Dreiecks ABC. Dann gilt:

1. AC+ BC > AD + BD.
2. LZACB < LZADB.
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BEWEIS:

A B

Verlangert man AD {iber D hinaus, so erreicht man einen Punkt E auf der Seite
BC.

Wir verwenden zweimal die Dreiecks-Ungleichung: Im Dreieck AEC ist AC+CE >
AFE, und daher ist

AC+(CB=AC+ BE+ EC > AE + EB.

Im Dreieck DBFE ist BE + ED > DB. Daraus folgt:

AE+ BE=AD+ DE+ BE > AD + BD.

Zusammen ist dann AC +CB > AD + DB.

Fiir den Winkelvergleich benutzen wir den Aulenwinkelsatz: Beim Dreieck DBE
ist ZADB > ZAEB. Beim Dreieck AEC ist ZAEB > LACB.

Insgesamt ist also ZADB > ZACB. "

4.3 Satz (Euklids Proposition 22).

Sind drei Strecken a,b,c mit a+b > ¢, a+c > b und b+ ¢ > a gegeben, so kann
man ein Dreieck mit den Seiten a,b, ¢ konstruieren.

BEWEIS: Es sei AB = ¢. Man kann die Strecke iiber A hinaus um b bis zu einem
Punkt X und iiber B hinaus um a bis zu einem Punkt Y verldngern. Dann zeichnet
man den Kreis Iy um A mit Radius b und den Kreis oy um B mit Radius a.

Ky trifft AB in zwei Punkten Y und Y, mit Y’ — B — Y. Da AB + BY > b ist,
liegt Y im Aufleren von K.

Zur Lage von Y’ unterscheiden wir mehrere Fille: Ist Y/ = A, so liegt Y auf jeden
Fall im Inneren von K;. Ist A — Y’ — B, so folgt aus a + b > ¢, dass AY’ < b ist.
Ist Y/ — A — B, so folgt aus b+ ¢ > a, dass Y'B < XB ist, also Y/A < XA = b.
Jedesmal zeigt sich, dass Y/ im Innern von K; liegt.

Aus dem Kreisaxiom folgt, dass sich /C; und &y in einem Punkt C' treffen, und
ABC ist das gesuchte Dreieck. .
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Der SSS-Kongruenzsatz wurde schon frither gezeigt (Proposition 8), die Konstruk-
tion mit Zirkel und Lineal ist nur mit Hilfe des Kreisaxioms moglich.

In Proposition 23 zeigt Euklid, dass man Winkel antragen kann. Das haben
wir zumindest theoretisch schon im Rahmen der Bewegungsaxiome erledigt. Die
praktische Ausfithrung benutzt Proposition 22. Der gegebene Winkel wird zu einem
Dreieck ergéanzt, und die Seiten werden so angetragen, dass man daraus das Dreieck
(und damit der Winkel) an gewiinschter Stelle konstruieren kann.

4.4 Satz (Euklids Proposition 24 und 25).
Es seien zwei Dreiecke ABC und A'B'C" gegeben, mit AC = A’/C" und BC = B'C".
Dann ist ZACB > /A'C'B'" <= AB > A'D'.

Auf den BEWEIS verzichten wir hier.
4.5 Satz (Euklids Proposition 26, WSW- und WWS-Kongruenz).
Es seien zwei Dreiecke ABC und A'B'C’ gegeben.

Entweder sei AB = A'B', /BAC = /B'A'C" und ZABC = LA'B'C",
oder es sei AB= A'B', /BAC = /B'A'C" und ZACB = /A'C'B'.

In jedem Fall sind die beiden Dreiecke kongruent.

Auch hier wollen wir den BEWEIS weglassen. WWS
Die Kongruenzsétze bleiben natiirlich richtig, wenn man die Bezeichnungen ver-
tauscht. Welche Moglichkeit, drei Groflen vorzugeben, haben wir jetzt noch nicht
betrachtet?

Der Fall SSW: Sind zwei Seiten und ein nicht von den Seiten eingeschlossener Win-
kel gegeben, so ist das Dreieck i.a. noch nicht eindeutig bestimmt (Ausnahme: das
Dreieck enthélt einen rechten Winkel), es gibt zwei Moglichkeiten. Merkwiirdiger-
weise taucht ein entsprechender Satz bei Euklid nicht auf.

Der Fall WWW: Aus der Schulgeometrie ist bekannt, dass ein Dreieck durch seine
drei Winkel nicht festgelegt ist. Dabei wird allerdings das Parallelen-Axiom be-
nutzt. Es steht also zu vermuten, dass aus unseren bisher eingefithrten Axiomen
ein WWW-Kongruenzsatz nicht hergeleitet werden kann. Diese Frage werden wir
spater noch einmal untersuchen.

Offen ist auch noch die Frage der Konstruierbarkeit! Ist SWS gegeben, so trivialer-
weise auch das zugehorige Dreieck. Aus SSS kann ein Dreieck konstruiert werden,
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wenn die gegebenen Seiten gewisse Ungleichungen erfiillen (vgl. Proposition 22).
Aber wie sieht es mit WSW aus?

\
X

// \
V \

In einem Dreieck sind zwei Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte. Ein Kon-
struktionssatz zur WSW-Kongruenz miisste demnach lauten:

Sind eine Strecke ¢ und zwei anliegende Winkel o und  mit o + 5 < 2R
gegeben, so kann man daraus ein Dreieck konstruieren.

Um den fehlenden dritten Punkt des Dreiecks zu erhalten, muss man lediglich den
Schnittpunkt der freien Schenkel der beiden Winkel aufsuchen. Doch woher weif3
man, dass ein solcher Schnittpunkt existiert? Man weif es eben nicht! Genau hierfiir
braucht man Euklids Postulat V. Das sichert die Existenz des Schnittpunktes (unter
den gegebenen Bedingungen) und damit die Konstruierbarkeit des Dreiecks. Im Fall
WWS treten iibrigens die gleichen Probleme auf.

Tatséchlich beginnt Euklid mit Proposition 27 seine Theorie der Parallelen, und in
Proposition 29 benutzt er zum ersten Mal sein Postulat V.

Definition:

Die Gerade h werde von zwei verschiedenen Geraden g; und g5 in zwei verschiedenen
Punkten geschnitten. Dabei entstehen 8 Winkel, die man Stufenwinkeln (F-
Winkel), Erginzungswinkel (E-Winkel) und Wechselwinkel (Z-Winkel)

nennt.

F-Winkel E-Winkel Z-Winkel
Wir sagen, in der gegebenen Situation gilt

eine Bedingung (F), falls zwei Stufenwinkel gleich sind,
eine Bedingung (E), falls zwei Ergdnzungswinkel zus. zwei Rechte ergeben,
eine Bedingung (Z), falls zwei Wechselwinkel gleich sind.
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4.6 Lemma.

Gilt eine Bedingung (F'), (E) oder (Z), so gelten auch alle anderen.

BewErs: Einfache Ubungsaufgabe. .

4.7 Satz (Euklids Proposition 27 und 28).

Wird die Gerade h von zwei Geraden gy, g in zwei verschiedenen Punkten getroffen
und gilt eine Bedingung (F), (E) oder (Z), so sind g1 und go parallel.

BEWEIS: Es seien F und F die Schnittpunkte von A mit g; bzw. go. Wir nehmen
an, g; und g seien nicht parallel. Dann miissen sie sich auf einer Seite von h treffen,
G sei der Schnittpunkt. Wir wéhlen noch einen Punkt A auf g; mit A — F — G.

92

A /E g1 G

Nach dem Lemma konnen wir voraussetzen, dass die Wechselwinkel ZAEF und
/ZFEFG gleich sind. Aber ZAEF ist Aulenwinkel zum Dreieck EGF, und ZEFG

ein nicht anliegender Innenwinkel. Das ist ein Widerspruch! "

4.8 Satz (Euklids Proposition 31).

Ist eine Gerade g und ein nicht auf g gelegener Punkt P gegeben, so kann man
durch P eine Gerade g’ ziehen, die parallel zu g ist.

BEwEIs:  Wir wihlen auf g drei verschiedene Punkte A, X, B mit A— X — B. An
die Strecke X P tragen wir bei P einen Winkel ZXPE = /BXP an und setzen
g = EP.

E P

Z !

9
A X B

Die Geraden g, ¢’ treffen dann h := X P in zwei verschiedenen Punkten und haben
gleiche Wechselwinkel. Nach dem vorigen Satz miissen sie parallel sein. "
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Man beachte: Der Beweis liefert ein Konstruktionsverfahren, aber nicht die Fin-
deutigkeit der Parallelen zu g durch P. Es kann nicht — wie in der sphérischen
Geometrie — passieren, dass eine Gerade iiberhaupt keine Parallele besitzt. Es ist
aber nicht ausgeschlossen, dass durch P mehrere Parallelen zu g gezogen werden
konnen.

Das Euklidische Parallelenaxiom:

E-P) Wenn eine Gerade h von zwei verschiedenen Geraden g1, go in zwei verschie-
denen Punkten getroffen wird und dabei auf einer Seite von h Ergédnzungswinkel
entstehen, die zusammen kleiner als zwei Rechte sind, so schneiden sich g; und g
auf dieser Seite von h.

Wie oben schon bemerkt, ist es nun moglich, ein Dreieck aus einer Seite und den
beiden anliegenden Winkeln zu konstruieren.

4.9 Satz (Euklids Proposition 29).

Trifft eine Gerade zwei verschiedene Parallelen, so gelten die Bedingungen (F), (E)
und (7).

BEWEIS: Die Schnittpunkte der Geraden h mit den Parallelen gy, go seien mit £
und F' bezeichnet. Aulerdem seien Punkte A, B € ¢g; und C, D € g, gewéhlt, mit
A—FE—-Bund C—F—D.

; 5/ »
a/ f

o
C

D
F

\«Q

o~

o)

Es geniigt zu zeigen, dass « ist. Angenommen, das wére nicht der Fall, es wére

etwa o > 0.

Dann ist § + 8 < «a + 3, und letztere ergeben als Nebenwinkel zusammen zwei
Rechte. Also sind die Voraussetzungen des Parallelenaxioms erfiillt, gy = AB und
g2 = C'D miissen sich auf der Seite von h, auf der B und D liegen, treffen. Das ist
ein Widerspruch zur Parallelitét. "

Dies ist in der Tat der erste Satz bei Euklid, der mit Hilfe des Parallelenaxioms
bewiesen wird.

4.10 Satz (Euklids Proposition 30).

Sind zwei Geraden parallel zu einer dritten Geraden, so sind sie auch untereinander
parallel.
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BEWEIS: Man zeigt, dass es eine Gerade h gibt, die alle drei gegebenen Gera-
den jeweils in einem Punkt trifft. Dann arbeitet man mehrfach mit den Winkel-
Relationen. "

Die Parallelitét ist also eine Aquivalenzrelation.

Besonders wichtig ist der folgende Satz:
4.11 Satz (Euklids Proposition 32).
Bei jedem Dreieck gilt:

1. Jeder Aufenwinkel ist gleich der Summe der beiden gegeniiberliegenden In-
nenwinkel.

2. Die Summe der drei Innenwinkel ergibt zwei Rechte.

BEWEIS:

A B D

Die Winkel im Dreieck ABC' seien wie iiblich mit «, 3,7 bezeichnet. Zieht man
durch B die Parallele zu AC und wihlt man darauf einen Punkt £ (auf der gleichen
Seite von AB wie C), so erhilt man den Winkel ¢ := ZCBE. Verlingert man AB
iiber B hinaus bis zu einem Punkt D, so erhélt man den Winkel § := EBD.

Nun ist v = ¢ (Z-Winkel an Parallelen) und o = ¢ (Stufenwinkel an Parallelen).
Also ist a + v = e+ 6 =: ¢ der AuBenwinkel, der & und = gegeniiberliegt.

Weiter ist a + 8+ v = 3+ ¢ = 2R (Nebenwinkel). Das war zu zeigen. n

Definition:

Es seien Punkte Ag, A;, Ag, ..., A, gegeben. s; := A; 1 A; seien die Verbindungs-
strecken aufeinander folgender Punkte, fiir ¢ = 1,...,n. Dann nennt man die Ver-
einigung » = sy U ... U s, einen Streckenzug. Wenn die Punkte explizit genannt
werden sollen, schreibt man auch AgA;A4, ... A, an Stelle von X.

> heif3t geschlossen, wenn A, = Ay ist.
3} heifit einfach, wenn gilt:

a) Jeder innere Punkt einer Strecke gehort nur zu dieser Strecke.
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b) Jeder der Punkte A; gehort zu hochstens zwei Strecken.

Ein Polygon ist ein einfacher geschlossener Streckenzug. Die Strecken s; nennt man
die Seiten des Polygons, die Punkte A; die Ecken des Polygons. Zwei Ecken A;, A;
heiflen benachbart, wenn |i — j| = 1 oder |i — j| = n — 1 ist. Ein Polygon mit den
Ecken Ag, Ay, ..., A,_1, A, = Ay wird auch als n — Eck bezeichnet.

Ein Polygon trennt die Ebene in zwei Bereiche, die Menge der ,inneren® Punkte
und die Menge der ,dufleren* Punkte. Leider ist es ziemlich kompliziert, zu sagen,
was innere Punkte sind.

Definition:

Sei X ein Polygon, P ¢ ¥ und s ein von P ausgehender Strahl, der keine Seite
von ¥ in mehr als einem Punkt trifft. (Von jedem Punkt gehen héchstens endlich
viele Strahlen aus, die nicht in Frage kommen)

Sei X € s NY. Man sagt, s trifft ¥ in X transversal, wenn eine der beiden
folgenden Situationen vorliegt:

1. X liegt zwischen zwei benachbarten Ecken von X.

2. X ist eine Ecke von Y, und die beiden zu X benachbarten Ecken von ¥ liegen
auf verschiedenen Seiten von s .

— — —
s S s
//\/\ X \
/ N \
X / \ \
/ X N \
[ ] [ ] [ ]
/
N /
N / ~<
AN / =~ <
transversal transversal nicht transversal

4.12 Satz. Sei ¥ ein Polygon und P ¢ Y. Die Anzahl der Punkte, in denen
ein von P ausgehender Strahl 3 transversal trifft, ist entweder immer gerade oder
immer ungerade.

BEWEIS: Man betrachte zwei zuldssige Strahlen ?1, ?2 und den von ihnen
eingeschlossenen Winkel «. Liegt kein Punkt von ¥ in I(«), so trifft ¥ keinen der
beiden Strahlen transversal.
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Liegt ein Punkt von ¥ in I («), so verfolgt man von dort den Streckenzug. Jedesmal,
wenn X das Innere von « verldsst, muss X beim néchsten Treffen wieder ins Innere
von « zuriickkehren, und in beiden Féllen ist das Treffen transversal. Also ist
die Gesamtzahl der Punkte auf ?1 U ?2, in denen Y transversal getroffen wird,
gerade. Eine gerade Zahl ist aber entweder Summe von zwei geraden oder von zwei
ungeraden Zahlen. "

Definition:

Fiir P ¢ X sei o(P) := 0, falls jeder von P ausgehende zuldssige Strahl 3 in einer
geraden Anzahl von Punkten transversal trifft. Andernfalls sei o(P) := 1.

Der Punkt P liegt im Innern von X, falls o(P) = 1 ist. Er liegt auf dem Rand von
¥, falls er auf ¥ selbst liegt. Die Menge der inneren Punkte von ¥ sei mit /()
bezeichnet, die der Randpunkte mit 0.

Man nennt I(X) auch ein offenes Polygongebiet und I(¥X)U0Y ein abgeschlos-
senes Polygongebiet.

Bei Dreiecken ergibt das die bekannten Begriffe, wie man leicht mit Hilfe der Sétze
von Pasch erkennt.

Schon bei Vierecken wird es schwieriger. Ist ABC'D ein Viereck, so nennt man die
Strecken AC und BD die Diagonalen dieses Vierecks. Wir setzen auflerdem stets
voraus, dass keine drei Ecken kollinear sind. Dann kann man zeigen:

4.13 Satz. In einem Viereck ABC'D sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Je zwei gegeniiberliegende Ecken liegen auf verschiedenen Seiten einer Dia-
gonalen.

2. Die beiden Diagonalen treffen sich in einem Punkt M € I(ABCD).
3. Das offene Polygongebiet [(ABCD) ist konver.

4. Jede Ecke liegt im Innern des gegeniiberliegenden Winkels.

4.14 Folgerung 1. Ein Viereck ist genau dann konvex, wenn jede Seite ganz in
einer durch die gegeniiberliegende Seite bestimmten Halbebene liegt.

4.15 Folgerung 2.  Sind in einem Viereck zwei gegentiberliegende Seiten parallel,
so 1st das Viereck konvez.
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Definition:

Ein Parallelogramm ist ein Viereck, in dem gegeniiberliegende Seiten parallel
sind.

Ein Rechteck ist ein Viereck mit 4 rechten Winkeln.

Ein Quadrat ist ein Rechteck, in dem alle Seiten gleich lang sind.

Nach Folgerung 2 ist jedes Parallelogramm konvex. Und nach Euklids Proposition
27/28 ist jedes Rechteck ein Parallelogramm.

Ein Parallelogramm zu konstruieren, ist kein Problem, dank Proposition 31. Aber
wir werden sehen, dass die Existenz von Rechtecken wesentlich von der Giiltigkeit
des Parallelenaxioms abhéngt.

4.16 Satz (Euklids Proposition 33).

AB und DC seien parallel und gleich lang, A und D mdgen auf der gleichen Seite
von BC, B und C' auf der gleichen Seite von AD liegen. Dann sind auch AD und
BC parallel und gleich lang.

Zum BEWEIS verbinde man B mit D und zeige, dass DBC und BDA kongruent
sind. Zweimal benutzt man Z-Winkel an Parallelen.

D C
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2.5 Fliachenmessung und Pythagoras

5.1 Satz (Euklids Proposition 34).

In einem Parallelogramm sind die gegeniiberliegenden Seiten gleich lang, und die
Diagonale halbiert die Fldiche.

BeEwers: Ist ABCD das Parallelogramm, so folgt leicht mit Z-Winkeln und
WSW, dass die Dreiecke ABC' und C'D A kongruent sind. Insbesondere sind dann
auch die gegeniiberliegenden Seiten gleich lang.

Bei der Aussage iiber die Fliache stutzen wir. Nirgends wurde bisher definiert, was
unter ,,Fliache* oder ,Flidcheninhalt* zu verstehen ist. Euklid hat zwar eine Defi-
nition gegeben, aber die hat nur den Charakter einer Einfiihrung eines primitiven
Terms.

Allerdings kénnen wir uns auf andere Weise aus der Affaire ziehen: Mit Hilfe der
Diagonalen gewinnen wir zwei kongruente Dreiecke, ABC' und C'DA. Daher sind
die zugehorigen Dreiecksgebiete ebenfalls kongruent, und zusammen ergeben sie -

fast - das Gebiet [(ABCD). .
Richtig problematisch wird es erst beim folgenden Satz:

5.2 Satz (Euklids Proposition 35). FEs seien zwei Parallelogramme ABCD
und ABEF zwischen den Parallelen AB und CD = EF gegeben, mit gleicher
Grundlinie AB. Dann haben sie die gleiche Fléiche.

BEwWEIS: Man muss eigentlich verschiedene Fille untersuchen. Wir betrachten
nur den Fall F— F — D und £ — D — C.
F E D C

A B

Euklid argumentiert folgendermafien: Da ADF und BC'E kongruent sind, haben sie
die gleiche Flache. Subtrahiert man von beiden die Dreiecksfliche GDFE| so erhélt
man gleiche Vierecksflichen AGEF und BC'DG. Fiigt man nun die Dreiecksfliche
ABG hinzu, so erhélt man die Gleichheit der Parallelogrammfléchen. "

Hier konnen wir uns nicht mehr auf Kongruenz zuriickziehen, denn die beiden
Parallelogramme sind i.a. keineswegs kongruent. Andererseits ist aber auch nie von
einem numerischen Fldchenmafl die Rede. Bei Euklid haben zwei Polygone den
gleichen Flacheninhalt, wenn sie durch Weglassen oder Hinzufiigen von kongruenten
Dreiecken in kongruente Figuren iiberfiihrt werden konnen.
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Wir sagen, ein abgeschlossenes Polygongebiet G wird in (abgeschlossene) Teilgebiete
Gi, G, ..., G, zerlegt, wenn G = G, U...UG, ist, und wenn G; NG; fiir 7 # j keine
inneren Punkte von G; oder G; enthélt. Ohne Beweis sei hier angegeben, dass man
jedes abgeschlossene Polygongebiet in endlich viele abgeschlossene Dreiecksgebiete
zerlegen kann. Unter einer Zerlegung eines offenen Polygongebietes verstehen wir
eine Zerlegung des zugehorigen abgeschlossenen Gebietes. Wir brauchen uns dann
nicht mit den lastigen Réndern und Trennungslinien zu beschéftigen.

Definition:

Zwei Polygongebiete heiflen zerlegungsgleich, wenn sie in endlich viele paarweise
kongruente Dreiecksgebiete zerlegt werden konnen.

Zwei Polygongebiete heiflen ergdnzungsgleich, wenn man sie durch endlich viele
paarweise zerlegungsgleiche Polygongebiete zu zerlegungsgleichen Polygongebieten
ergédnzen kann.

Hier sind zwei Beispiele:

~

NS

zerlegungsgleiche Figuren erginzungsgleiche Figuren

Man kann zeigen, dass beide Bedingungen Aquivalenzrelationen auf der Men-
ge der Polygongebiete definieren. Zerlegungsgleiche Figuren sind natiirlich auch
ergdnzungsgleich. Uber die Umkehrung sprechen wir gleich.

Den Beweis von Euklids Proposition 35 kann man geringfiigig abéndern, um zu zei-
gen, dass zwei Parallelogramme mit gleicher Grundlinie und zwischen den gleichen
Parallelen ergénzungsgleich sind:

Da die Dreiecke ADF und BC'E kongruent sind, sind die Polygone Y := ABGDF
und Y := ABCEG zerlegungsgleich. Nimmt man von ihnen jeweils das Dreieck
GDE weg, so bleiben die Parallelogramme iibrig. Das ergibt ihre Ergénzungsgleich-
heit.

Man kann auch zeigen, dass die Parallelogramme zerlegungsgleich sind (vgl. Da-
vid Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie®), beim Beweis geht entscheidend das
Archimedes-Axiom ein!

Definition:

Eine Flachenfunktion ordnet jedem beschrinkten Polygongebiet G eine reelle
Zahl u(G) > 0 zu, so dass gilt:
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1. (Bewegungsinvarianz): Ist ¢ eine Bewegung, so ist u(p(G)) = u(G).

2. (Additivitat): Kann G in die Gebiete G; und G, zerlegt werden, so ist u(G) =
1(G1) + w(Ga).

Man beachte, dass diese Definition einer Fldchenfunktion unabhéngig vom Par-
allelenaxiom ist! Wir wissen dafiir aber auch zunéichst nichts iiber Existenz oder
Eindeutigkeit.

Eines ist jedoch klar: Wenn es eine Fliachenfunktion gibt, dann stimmt sie auf zwei
zerlegungsgleichen (und damit auch auf zwei ergénzungsgleichen) Polygongebieten
iiberein.

5.3 Satz von W. Bolyai. FEs sei p eine Flichenfunktion. Dann gilt fiir Poly-
gongebiete G und Go:

Ist ;1(G1) = 1(Ga), so sind Gy und Gy zerlequngsgleich.

Der Beweis ist recht tiefliegend und benutzt die Konstruktion von Flédchenfunk-
tionen im euklidischen und im nichteuklidischen Fall. Der Satz gehort demnach in
die neutrale Geometrie, aber er benotigt erwartungsgeméaf das Archimedes-Axiom!
Ganz trivial ergibt sich nun:

5.4 Folgerung. FEs gebe eine Flichenfunktion. Dann sind erginzungsgleiche Po-
lygongebiete auch zerlequngsgleich.

Wir kénnen — ganz im Sinne Euklids — sagen, dass zwei Polygongebiete die gleiche
Fliche haben, wenn sie in der gleichen Aquivalenzklasse von erginzungs- oder zer-
legungsgleichen Gebieten liegen. Ein numerischer Wert fiir den Fléacheninhalt ist
dafiir nicht erforderlich, und bei Euklid kommt ein solcher auch nicht vor.

Ab sofort wird wieder das Parallelenaxiom vorausgesetzt!

Aus Proposition 34 kann man leicht ableiten, dass Parallelogramme zwischen glei-
chen Parallelen schon dann flachengleich sind, wenn nur ihre Grundlinien kongruent
sind (Euklids Proposition 36).

Der folgende Satz findet sich so nicht bei Euklid:

5.5 Satz. Sei g eine Gerade, C,C" zwei Punkte & g, aber auf der gleichen Seite
von g. Die Lote von C bzw. C" auf g sind genau dann kongruent, wenn C und C’
auf einer Parallelen zu g liegen.

BeEweIls: Es liegt folgende Situation vor:
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F F’

Mit F bzw.F" seien die Fulpunkte der Lote von C bzw. C’ bezeichnet. Die Geraden
FC und F'C’ sind zueinander parallel, wegen der rechten Winkel bei F' und F".

a) Ist CC’ parallel zu F'F, so ist FF'C'C ein Parallelogramm. Nach Proposition
34 ist dann FC' = F'C".

b) Wird umgekehrt die Kongruenz von F'C und F'C’ vorausgesetzt, so sind FF'C
und FF'C’ kongruent (SWS). Also ist F’C kongruent zu FC’ und /FF'C =
ZF'FC', und damit auch ZCF'C" = ZC'FC. Das bedeutet, dass auch die Drei-
ecke FC'C und CF'C" kongruent sind. Das bedeutet, dass ZFCC’' = LZF'C'C
ist. Bis hierhin gilt diese Schlussrichtung auch ohne Parallelenaxiom! Mit Paralle-
lenaxiom folgt, dass die Summe aller Innenwinkel im Viereck F'F'C'C 4R ergibt,
die Summe der beiden oberen Winkel ZFCC” und ZF'C'C also 2R. Jeder einzelne
muss demnach ein rechter Winkel sein. Dann ist klar, dass die Geraden F'F’ und

CC’ parallel sind. -
Wir haben damit auch gezeigt:

Zwei Geraden, die iberall den gleichen Abstand haben, sind parallel.

Definition:

In einem Dreieck nennt man das Lot von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seite
eine Hohe.

5.6 Satz (Euklids Proposition 37).

Zwei Dreiecke, die in einer Seite iibereinstimmen, und deren Hohen auf diese Seite
kongruent sind, haben die gleiche Fliche.

BEwEIS: Man kann annehmen, dass beide Dreiecke ihre Spitze auf der selben
Seite der Grundlinie haben. Nach Voraussetzung und wegen des vorigen Satzes
liegen diese Spitzen auf einer Parallelen zur Grundlinie. Ergénzt man die Dreiecke
zu Parallelogrammen, so erhélt man flichengleiche Parallelogramme. Also sind auch
die Dreiecke flichengleich. u

Der Satz bleibt richtig, wenn die Grundlinien der Dreiecke nur kongruent sind, aber
auf der gleichen Geraden liegen (Euklids Proposition 38).
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5.7 Satz (Euklids Proposition 46). Uber einer Strecke kann man ein Quadrat
errichten.

Der Satz liefert sowohl die Existenz von Quadraten, als auch eine Konstruktions-
beschreibung.

BEWEIS: Sei AB die gegebene Strecke. Man errichte in A die Senkrechte zu AB,
und schneide von ihr eine Strecke AD = AB ab. Dann ziehe man die Parallele zu
AB durch D.

Nach Proposition 29 ist die Parallele zugleich die Senkrechte zu AD in D. Nun
schneide man von ihr auf derjenigen Seite von AD, auf der B liegt, eine Strecke
DC' = AB ab. So entsteht ein Viereck ABCD.

Da B und C den gleichen Abstand von AD haben, Nach Satz 2.5 ist BC' parallel
zu AD. Also ist ABCD ein Parallelogramm und C'D = AD = AB. Es sind also
alle Seiten gleich lang, und nach den Sétzen iiber Winkel an Parallelen sind auch
alle Winkel rechte Winkel. Damit ist ABC'D ein Quadrat. "

5.8 Euklids Proposition 47: Der Satz des Pythagoras.

An einem rechtwinkligen Dreieck hat das Quadrat tiber der Hypotenuse die gleiche
Fliche wie die Quadrate tiber den Katheten zusammen.

Betreibt man Flachenmessung ohne Zahlen, so ist nicht ganz klar, was die Summe
zweier Fliachen ist. Gemeint ist hier: Man kann das Quadrat iiber der Hypotenuse
so in zwei Polygone zerlegen, dass diese flichengleich zu den Quadraten iiber den
Katheten sind.

BEWEIS: Das Dreieck ABC habe seinen rechten Winkel bei C, so dass AB die
Hypotenuse ist.

Es sei AEDB das Quadrat iiber der Hypotenuse, ACGF und CBH I die Quadrate
iiber den Katheten.

Man falle das Lot von C auf AB, es trifft dort einen Punkt K mit A — K — B und
kann iiber K hinaus bis zu einem Punkt L mit ¥ — L — D verldngert werden.

Da CL die Geraden AB und ED jeweils senkrecht trifft, ist C'L parallel zu AF.

Die Dreiecke AEC und ABF sind kongruent (SWS, es ist ZFAB = ZCAFE), also
haben sie die gleiche Fliche.

Das Dreieck FFAB und das Quadrat FACG haben die gleiche Grundlinie und die
gleiche Hohe. Genauso haben AEC und das Rechteck AELK die gleiche Grundlinie
und die gleiche Hohe. Daraus folgt, dass FACG und AELK die gleiche Fliche
haben. Und genauso folgt, dass CBHI und KLDB die gleiche Flache haben.

Nimmt man alles zusammen, so erhilt man die Behauptung.
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Weiter wollen wir die Geometrie Euklids nicht verfolgen. Fiir den Satz des Py-
thagoras kennt man heute einfachere Beweise, und vor allem formuliert man ihn
einprigsamer. Dazu braucht man aber die numerische Léngen- und Flachenmes-
sung. Wie man zu einer Langenfunktion kommt, haben wir im vorigen Paragraphen
dargelegt. Aber wie erhalten wir eine Flachenfunktion?

5.9 Satz. FEs sei eine Langenfunktion ausgezeichnet (was schon innerhalb der
neutralen Geometrie maglich ist). Dann gibt es (bei Einbeziehung des Euklidischen
Parallelenazioms) genau eine Flichenfunktion p, so dass fir jedes Quadrat Q der
Seitenlinge a gilt:  p(Q) = a*.

Die Motivation ist klar: Am Beginn jeder Flachenmessung steht die Vorschrift, wie
die Fliche eines Quadrates (oder eines Rechteckes) zu messen ist. Die entscheidende
Aussage ist, dass allein dadurch die Flidchenfunktion schon eindeutig bestimmt ist.

BEWEIS-Andeutung:

Beginnen wir mit der Eindeutigkeit, denn dabei konnen wir eventuell auch erfahren,
wie die Flachenfunktion definiert werden muss.

1) Fléche eines Rechtecks:
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Aus zwei Rechtecken der Seitenlédngen a und
b, sowie einem Quadrat der Seitenldnge a und
einem der Seitenldnge b kann man ein Qua-
drat der Seitenléinge a + b zusammensetzen. a
Wegen (a+b)*=a*+2-a-b+b* mussa-b
die Flédche des Rechtecks sein. b

2) Fldche eines rechtwinkligen Dreiecks:

Ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse ¢ und den Katheten a und b kann
durch ein dazu kongruentes Dreieck zu einem Rechteck mit den Seiten a und b

erginzt werden. Also betriagt die Flache des Dreiecks —a - b.

3) Fliche eines beliebigen Dreiecks:

Ein Dreieck mit Grundlinie ¢ und Hohe A kann entweder als Summe zweier recht-
winkliger Dreiecke mit den Katheten a und A bzw. b und h (und a + b = ¢) oder
als Differenz zweier solcher Dreiecke (mit a — b = ¢) dargestellt werden. In beiden

1
Fiéllen ergibt sich als Fléche fiir das urspriingliche Dreieck der bekannte Wert 3¢ h.

4) Fldche eines beliebigen Polygons:

Kann man das Polygon in Dreiecke zerlegen, so ist die Fldache des Polygons einfach
die Summe der Fliachen der beteiligten Dreiecke.

Um nun die Existenz der gewiinschten Flachenfunktion zu zeigen, muss man fol-
gendes beweisen:

e Jedes Polygon besitzt eine Triangulisierung (eine Zerlegung in Dreiecke).

e Zwei verschiedene Triangulisierungen desselben Polygons fithren zum gleichen
Flécheninhalt.

Gerade die zweite Aussage ist relativ schwer zu zeigen, wir miissen hier auf den
Beweis verzichten. Es handelt sich hierbei {ibrigens um einen Teil des Beweises des
Satzes von Bolyai. "

Als Folgerung ergibt sich nun der Satz des Pythagoras in der gewohnten Form:

Bei einem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse ¢ und den Katheten a
und b ist  a*+b* = 2.



