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§5 Dolbeault-Theorie

Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit.

Ist U C X offen, so sei die Menge der beliebig oft diffenzierbaren reell- (bzw.
komplex-) wertigen Funktionen auf U mit &(U) (bzw. & (U, C) bezeichnet.

Nun sei a € X fest gewéhlt.

Detfinition

Eine Derivation (oder ein Tangentialvektor) in a ist eine R-lineare Abbildung
D: &(X) — R, fir die gilt:

D(f-g) = f(a)- D(g) + g(a) - D(f).

Die Menge der Derivationen (oder Tangentialvektoren) in a wird mit 7, (X) be-
zeichnet.

Bemerkungen:
1. T,(X) ist ein R-Vektorraum.

2. Ist f eine (reelle) Konstante, so ist D(f) = 0,
(denn D(1) = D(1-1) = D(1) + D(1) = 2D(1), also D(1) = 0 und damit
D(c)=D(c-1)=c-D(1)=0).

3. Sei ¢ eine lokale Karte in a, 2, =z, + iy,, v =1, ... ,n, die zugehorigen
Koordinaten. Dann sind die partiellen Ableitungen
axya 3{%,7 It )
: d Ifop™! d fop!
wit ()= 22 ) wa (= A2 )

oz, ox,

offensichtlich Derivationen in a.

5.1. Satz

Seien U = U(a) C X eine offene Menge und f,g € &(X) mit fly = g|ly. Dann
ist D(f) = D(g) fiir jede Derivation D in a.

BeweEls:  Es reicht zu zeigen, dass D(f) = 0 ist, wenn f|y = 0 ist. Dafiir benutzen
wir eine Funktion g € &(X) mit g|x\v = 1 und gy = 0 fiir eine Umgebung
V=V(a) CCU.Dannist g- f = f und

D(f) = g(a) - D(f) + D(g) - f(a) = 0.
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Damit ist alles gezeigt. "

Die Werte D(f) einer Derivation in a auf den Funktionen f € &(X) héngen also
nur vom Verhalten von f in der Ndhe des Punktes a ab, und zwar vom Keim von
fin a.

Beschranken wir uns fiir den Augenblick auf den Fall X = C" und a = 0. Eine
¢ >°-Funktion f besitzt in der Ndhe des Nullpunktes eine Darstellung

Zgy xy+2h )Yy,

mit ¢ *°-Funktionen g, und h,, sowie g,(0) = f,,(0) und h,(0) = f,, (0). Ist D
eine Derivation im Nullpunkt, so ist

ST WA

mit a, := D(x,) und b, := D(y,).

0 0
Das zeigt, dass die partiellen Ableitungen oz, und Em ein Erzeugendensystem
z Yu

des Tangentialraums im Nullpunkt bilden. Sie bilden sogar eine Basis. Ist ndmlich

D = Za,, +Zl é)y 0,

so ist 0 = D(z,) = >, au(®y)s, + >, bu(2,)y, = a, und analog b, = 0, fiir
u=1....n

Auf Mannigfaltigkeiten kann der Beweis mit Hilfe von lokalen Koordinaten ent-
sprechend gefithrt werden. Auch dort bilden die partiellen Ableitungen eine Basis
des Tangentialraumes, der damit ein 2n-dimensionaler reeller Vektorraum ist.

5.2. Satz

Ist D € T,(X), so wird durch D°(g + ih) := D(g) + iD(h) eine Abbildung
De: &(X,C) — C definiert, fir die gilt:

1. D¢ ist C-linear.
2. Fir fi, f € &(X,C) ist D(f1 - f2) = fi(a) D°(f2) + fa(a) - D°(f1).
3. Fir f € &(X,C) ist D°(f) = De(f).
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BEwEIS: Ist f eine komplexe Konstante, so ist offensichtlich D¢(f) = 0. Sei nun
fi=g+ ihund f, = u+ iv. Dann ist

D(fi- f2) = D[(g+ ih)(u+ iv)]
= D(gu — hv) + i(gv + hu)]
= D(gu — hv) + i D(gv + hu)
9(a)D(u) + u(a)D(g) — h(a)D(v) — v(a)D(h)
+ilg(a)D(v) +v(a)D(g) + h(a)D(u) + u(a)D(h)]
= (9(a) + h(a) + ig(a))D(v)
+(u(a ) iv(a))D(g) + (—v(a) + iu(a))D(h
(g(a) + ih(a ))Dc(u + iv) + (u(a) + iv(a))D(g+ ih)
f1(a)D(f2) + f2(a)D(f1).

| ha)) Dlw) + (=

Ist fi konstant, so ergibt die Produktregel die C-Linearitat von D°.
SchlieBlich ist D(g + ih) = D°(g — ih) = D(g9) — iD(h) = D*(g + ih). .

D¢ kann natiirlich insbesondere auf alle Funktionen angewandt werden, die in der
Néhe des Punktes a holomorph sind. Erstaunlicherweise gilt:

5.3. Satz

Fine Derivation D € T,(X) ist durch die Werte von D° auf den Funktionen
f, die in einer Umgebung von a holomorph sind, festgelegt. Ist ¢ = (z1,...,2n)
eine lokale Karte in a, ¢, := D(z,) firv=1,...,n und c = (¢1,...,¢,), So ist
De(f) =c-V(fop H(p(a)' firjede in a holomorphe Funktion f € £(X,C).
Umgekehrt gibt es zu jedem ¢ € C™ genau eine Derivation mit dieser Figenschaft.

BEwEIs: Der Einfachheit halber nehmen wir wieder an, dass X = C"” und a =0
ist. Ist D =>"_ a,d/0x, + > _, b,0/Jy, eine Derivation im Nullpunkt, so ist
D¢(z,) = D(x,) + iD(y,) = a, + ib, =: ¢,. Deshalb ist D schon durch die Real-
und Imaginirteile der Werte D¢(z,) festgelegt.

Wir erinnern uns nun an die Gleichungen des Wirtinger-Kalkiils:

fo= 5 (e = 1) d fo = (o + i £,
bzw. fzu :fz,,+f2u und fyu = '(fz,, _fEV)-

Ist f eine beliebige holomorphe Funktion, also fz, = 0, so ist f,, = —if,, und
damit f, = f., . Daraus folgt:
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Nm==2%h +me

n

= Y af.,(0 +Zb¢y

v=1
n

= > (a+ i) f-(0) = ¢ VF(0)T.

v=1
Ist umgekehrt ¢ = (¢y, ..., ¢,) gegeben, so gibt es natiirlich einen Tangentialvektor
mit den Koeffizienten a, = Re(c,) und b, = Im(c,). Dieser erfiillt die gewiinschte
Gleichung und ist wegen des ersten Teils des Beweises eindeutig bestimmt. "

Ist D € To(X), a, + ib, = ¢, := D%z,) und f eine beliebige ¢ *°-Funktion, so ist

Z%m +Zam

n

= j{:aw(j;u( 4‘j;u +‘§E:b [ j;u Zu( ))

v=1
n

- zz:cyfz, +’§£:ij;u

v=1
Formal kann man daher D immer in der Form
- 0 - 0
D=D"=Y c,o—+Y Gra-
v=1 = v
schreiben. Speziell ist

8_8+6 und 8_i(8_8)
or, 0z, 0z, oy, ‘0z, 07,70

Man beachte allerdings, dass die Wirtinger-Ableitungen 0/0z, und 0/0%, keine
Tangentialvektoren sind (obwohl sie auch die typischen Eigenschaften einer Deri-
vation besitzen). Sie sind vielmehr Elemente des , komplexifizierten Tangentialrau-
mes“ T¢(X), auf den wir noch zurtickkommen werden.

5.4. Satz

Der Tangentialraum T,(X) besitzt eine natirliche komplexe Struktur. Ist D €
To(X) und ¢ € C, so gibt es genau einen Tangentialvektor cD € T,(X), so dass
(cD)(f) = c- D(f) fiir jede in a holomorphe Funktion f gilt.

Bewels: Ist D%(z,) = ¢, so muss (cD)%(z,) = cc, sein. Also setzen wir
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- 0 "0 - 0 "0
c(écya—% +Zlc'/0_§,,> = ;Ccya_z,, +ch,,a_7y.

Speziell ist dann

ia—i<a+a>—i8—ia—a md i L= O

or,  \0z, 0z,) 0z, 0z, Oy, oy, oz,
Damit definiert die Multiplikation mit i einen Automorphismus J : T,(X) —
To(X) mit J o J = —id. Es ist klar, dass der Tangentialraum damit zu einem
(n-dimensionalen) komplexen Vektorraum wird. n
Definition

Eine komplexe Derivation in a ist eine C-lineare Abbildung D : &(X,C) —
C, fir die gilt:
D(f-g) = f(a) - D(g) + g(a) - D(f).

Die Menge der komplexen Derivationen in a wird mit 7¢(X) bezeichnet.

Eine komplexe Derivation D heifit reell, falls D(f) = D(f) fiir jede Funktion
f e &(X,C) gilt.

Die Wirtinger-Ableitungen 0/0z, und 0/0%, gehoren zu T<(X). Wie im reellen Fall
kann man zeigen, dass sie eine Basis bilden. Also ist dim¢ T(X) = 2n. Die Komple-
xifizierungen D¢ von Elementen D € T,(X) gehoren ebenfalls zu T(X). Sie bilden
einen 2n-dimensionalen reellen Untervektorraum des reell 4n-dimensionalen Raum-
es. Ob sie auch einen komplexen Unterraum bilden, miissen wir noch untersuchen:

Es ist 9 e 5 e 9 5
(i 8w,,> - <8yy> - i((?zl, - 82,,>
a (ai,,)c - i(azy * ai,,)‘

Die komplexen Strukturen auf 7,(X) und auf 7(X) passen also nicht zusammen,
T.(X) ist kein komplexer Unterraum von 7(X)!

und

5.5. Satz
Fiir eine kompleze Derivation D = >,6,0/0z,+ 3 d,0/0%, ist dquivalent:

1. d, =71, fir alle v.

2. D ist reell.

3. Es gibt ein D € T,(X) mit D = De.
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BEwEIS: (1) = (2): Leicht nachzurechnen, unter Verwendung des Wirtinger-
Kalkiils: Ist D =) ¢,0/0z, + >, 0/0%, und f € &(X,C), so ist

D) = Y cfula)+Y ek (a)
= Y afs@+) af., ()

= D(7).

(2) = (3): Fiir cine Funktion f € &(X) sei D(f) := D(f). Dann ist

~

~

D(f) = D(f) = D(f) = D(f) = D(f),
also D reellwertig und damit ein reeller Tangentialvektor. Aulerdem ist

D(g+ ih) = D(g) + iD(h) = D(g) + i D(h) = D(g + ih),

weil D C-linear ist.

(3) = (1): Esist d, = D(z,) = D°(z,) = D%(z,) = D(z,) = &,. .
Definition
Die Raume
T)(X) = T,)°(X) = {DeTi(X) : D(f) =0 fiir holomorphes f}
und  TV(X) = TPN(X) = {DeTX) : D(f) =0 fiir holomorphes f}

bezeichnet man als holomorphen bzw. antiholomorphen Tangentialraum
in a.

Eine komplexe Derivation D = Y ¢,0/0z, + >, d,0/0%z, liegt genau dann in
TH(X) (bzw. in T>'(X)), wenn alle d, = 0 (bzw. alle ¢, = 0) sind. Daraus folgt:

T5(X) = T,°(X) & T (X).
Man beachte: Die Rdume T,(X) und T}°(X) sind zwar (als C-Vektorrdume) iso-
morph, aber in T¢(X) ist T,(X) N T} (X) = {0}.

Definition
T(X) := Homg(T,(X),R) heiBt der (reelle) Cotangentialraum in a.

Tr(X) == TX(X) ®@r C := Homg(7,(X),C) heiBt der komplexifizierte Co-
tangentialraum in a.
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Dann ist 70 (X) ein 2n-dimensionaler R-Vektorraum, und 7,7(X) ein 2n-dimensionaler
C-Vektorraum.

Definition

Seia € X,U=U(a) C X und f € &(U,C). Dann wird das totale Differential
(df)s € Tr¢(X) definiert durch

(df)a(D) := D(f) = D(Re f) + i D(Im f).

Es ist offensichtlich d(g 4+ ih), = (dg), + i(dh),, und speziell gilt:
dz, =dz, + idy, und dz,=dz,— idy,, firv=1, ...,n.
Ist D=3 ¢,0/0z,+),¢0/0z, € T,(X), so ist
(df)a(D) = ch/ : fzy(20> + ZEV : fEU(ZO)-

v

Insbesondere ist (dz,).(D) = ¢, und (dz,).(D) = ¢,. Daraus folgt: dz, := (dz,),
ist C-linear, und dz, := (dz,), ist C-antilinear.

5.6. Satz
{dxq,...,dxy,, dyy, ... dy,} ist die zu {i,,i i i
aZL'l

axn7 aylu ey ayn} dua:le BCLSZ'S
von T¥(X) dber R.

BeEweris: Klar! n

5.7. Satz

Ist D € T¢(X), so gibt es eindeutig bestimmte Derivationen Dy, Dy € To(X), so
dass gilt: R

D =Di+iDs.
Das bedeutet, dass TS(X) =T,(X) & iT,(X) ist, wobei die Multiplikation mit i
innerhalb der komplexen Struktur auf TS(X) durchgefihrt wird.

BEwEIS: Wird D durch ein Paar von Vektoren (e, f) bestimmt, so sind Vektoren
c und d gesucht, so dass gilt:

(c,€) +i(d,d) = (e, f).

Diese Gleichung kann man auflsen:

1 = =
c:g(e—i—f) und d:%(f—e).

Das ergibt die Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung. "
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5.8. Satz
Die Abbildung T (X) — Hom¢(T(X),C) mit w — w® und

wc((Dl)c + i (DQ)C) = C(J(Dl) =+ IW(DQ)
ist ein C-Vektorraum—Isomorphismus, und {dzy, ..., dz,,dz,...,dz,} die duale

0 a 0 0 e "
Basis zu {8_ D 821"”’8_271} von Tr¢(X) dber C.

1) w — w* ist offensichtlich R-linear. Ist w® = 0, so ist w(D)

BEWEIS:
0 fiir jedes D € T,(X). Also ist w — w® injektiv.
2) Wegen
(iw)((D1)+ 1 (D)) = (iw)(D1)+ i(iw)(Dy)
= 'W(D ) = (Dz)
= i wD)+i-w(Dy)]
[wc(( 1)+ i (D2)°)]
ist (iw)® =i -w° die Abbildung w — w® also C-linear. Da die Dimensionen der
beiden beteiligten Rdume gleich sind, sind diese isomorph. "
Nun folgt:
df)e = a)dx a)dy,
(df) vt Z ayy )dy
of
- Z 5 (W + Z R
Definition

Die Dolbeault-Differentiale (0f), und (0f), sind gegeben durch

Z fz(a)dz, und Z fz,(a)dz,.

Dann gilt:
1. (0f), ist C-linear und (9f), ist C-antilinear auf 7,(X).

2. (df)a = (0f)a + (0f )a

3. f ist genau dann komplex differenzierbar in a, wenn (9f), = 0 ist.
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Im Folgenden beschréanken wir uns auf den C" und setzen T, := T,(C").

Definition

Eine r-dimensionale komplexwertige Differentialform in z € C" ist eine
alternierende r-fach R-multilineare Abbildung

p:T,x...xT, — C.
—_—

r-mal

Die Menge aller dieser Differentialformen wird mit A} bezeichnet. Auferdem
setzen wir A := C.

Es ist dann Al = Homg(7,,C) = T;°. Definiert man

A = {pe Ay p(if) = ip(€)}
und A% = {pe AL p(if) = —ip(d)},

so folgt, dass ALO N A%l = {0} ist.

Ist & = ZCV@% + Za’a% €T, ,soist dz,(§) = ¢, und dz,(§) = ¢,, also
v —1 v

v=1

dz,(i -&) =idz,(§) und dz,(i- &) =—idz,(¢).
Damit ist dz, € AL? dz, € A2' und Al = A0 @ AL

Wir erinnern uns an das Dachprodukt:

Sei ¢ € Al und ¢ € A. Dann wird ¢ A ¢ € ALT® definiert durch
1

rls!

2 A w(fla s agr—i-s) = Z sign(a)go(fg(l), s 760(r))¢(€0(r+1)a ce 7§a(r+s))-

og€Sr+s

Speziell folgt fiir 1-Formen: o A (&, 1) == w(&)Y(n) — w(n)Y(§).

Definition
Eine Form ¢ € Al heifit Form vom Typ (p, q), falls fir alle ¢ € C gilt:
@(Cfl, “'7057‘) :Cpéqu(gh "'7£T) ) vé-lu "'757’ ETZ

Behauptung: Ist ¢ € AL, ¢ #Z 0, vom Typ (p,q), so ist der Typ eindeutig be-
stimmt, und es ist p+ ¢ = r.

BEwEIS: Es sei ¢ auch noch vom Typ (p/,¢'). Wir wihlen &, ... &, so, dass
o(&1, ..., &) # 0 ist. Dann gilt:
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o(cEy, .. cE) = Fp(&, ... 6) =P pl&, ...,&) ., YeeC.

Das ist eine Polynomgleichung in ¢, also ist p = p/, ¢ = ¢/. W&hlt man ¢ reell, so
folgt auerdem p 4+ g = r. "

5.9. Beispiele
A. Esist dz,(c- &) = ¢-dz,(£), also dz, vom Typ (1,0).

B. Sei ¢ eine r-Form, p+ ¢ =r, ¢ Z 0, vom Typ (p, q).

= @(0517 “'7057") = 90(0517 "'7057”)
= CpEQ(P(fl? s 751”) = Cq(_}pw(éhla s 767“)'

Also ist @ vom Typ (g, p). Speziell ist dz, vom Typ (0, 1).

C. Fiir ¢,n € N sei
Jon ={01, -1 J)) eENT 1 <j1 <...<j,<n}

die Menge der aufsteigend geordneten Multi-Indizes [ mit [/| =¢.Ist I € J,,,
und J € Jp, so ist

dZ[/\dEJ :dz“/\/\dzzp/\dzl/\/\dzq

vom Typ (p,q).

5.10. Satz

Ist ¢ € AL, ¢ # 0, so gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung
Y= Z oD wobei die P9 jeweils Formen vom Typ (p,q) sind.

pta=r

BEwEIs: 1) Eindeutigkeit: Sei ¢ = Z P = Z P9 Wir setzen 1) :=

pt+g=r pt+q=r
P9 — 5P9 Dann ist Z PP =0, also
ptg=r
0= (&, ...,c- &)= Y FEpPI(G, .86
ptg=r p+q=r
Dies ist eine Polynomgleichung in ¢, die nur erfiillt sein kann, wenn »®9 (¢, ... &) =

0, also ¢ ®9 = 0 fiir alle (p, q) ist.

2) Existenz: Da {dz1,...,dz,,dz1,...,dz,} eine Basis von Al ist, bilden die Ele-
mente
{dzynNdZy |1 €Tppn, JET, und p+qg=r}
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eine Basis von A7. n

Eine Form ¢ der Dimension r hat also eine eindeutig bestimmte Darstellung der

Gestalt
Y = Z Z CL[JdZ[ /\dEJ
ptq=r ‘Iﬁl‘zp
=q

mit Koeffizienten a; ; € C. Setzt man A2 := {¢p € A} : ¢ vom Typ (p,q)}, so ist

A= P Ay

ptq=r

Definition
Sei B € C" offen. Ist fiir jedes z € B eine Differentialform

w(z) = Z Z ay j(z)dzy NdZ; € A

ptqg=r|I|=p,|J|=q

gegeben, so nennt man ¢ eine r-Form auf B.

¢ heifit Form der Klasse €%, falls alle Koeffizienten ar,; Funktionen aus c*
sind. Wir setzen

&M(B) = {r —Formen der Klasse ¢*}.
und é”(];q)(B) .= {(p,q) — Formen der Klasse ¢*}.

Analog definiert man £>°(B) und & \(B).

(»,q)

Definition
Sei = Z CL[’JdZ[ A dEJ - éa(l;,,q)<B) - @(ork(B)
[I|=p,|J|=q

Dann fithrt man die Operatoren 0, @ und d folgendermaBen ein:

8@ = Z aa[’]/\dZ[/\dzj S é?];;ll’q)(B),
H1=p,|J|=q
EQD = Z Eajyj/\dZ[/\dZ] S (ga(];_qirl)(B)
1=p,|J|=q
und  dy = Op+0p = Z dar s ANdzr AdZ;.
|=p,|J|=q

Auf beliebigen Formen setzt man die Operatoren linear fort.
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5.11. Satz

1.02:=000=0,0 =000=0unddod=0.
2. 00+ 00 = 0.

3. Ist ¢ eine r-Form, so ist

NpAY) = 0o A+ (=1)"p A,
o N+ (=1) 0 AW
und  d(pAY) = dpAp+(=1)"p Adi.

(e NY)

4. Es ist 0o = 03, % = 0% und dp = dp (d.h., d ist reell).

BEwErs: 1) Sei w = Zalduf, mit reellen Koordinaten uy, ...

I
natirlich ddw = 0 und daher

, Ugp. Dann ist

0=dod=(0+0)0o(0+0) = 00d+00d+00d+0d00d
= 82—{—52—1—(805—1—508).

Ist w vom Typ (p, q), so ist

9*w vom Typ (p+2,q),

9w vom Typ (p,q+2)

und (o0 +00d)w vom Typ (p+1,q+1).

Daraus folgt (1) und (2).
3) Es ist
d((adus) A (bduy)) = d(abdus Aduy)

— Z O(ab) du, A dus A duy
— Ou,

_ Zau duy, A duy A (bduy) +Z a0

A (aduy) A duy

= d(adu) A (bduy) + (=1 )ul(aduj)/\d(bduJ).

Setzt man d = d + 0 ein, so liefert der Typen-Vergleich (3).
4) Sei p = ay;dz; Adz,. Dann ist @ =ar;dz; ANdzy, also

oa
op = ;” dz, Adz; Adzy
=1 &

dary

und ¢ = Z dz, Ndzr ANdzy.

0z,
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Damit ist

— oa
IEDS aZ’Vszy/\dzIAdzjzaa

und deshalb L

g = 0p = 0 = Op

und  dp = 0% + 0P = 0 + 0p = dp + Dy = dg.

Definition
Sei B C C" offen. O?(B) := {¢ € &%(B) | dp = 0} heiBt Raum der holo-
morphen p-Formen auf B.

Es ist 0p = 5(2 aldzl> = Zgaf ANdzy = Z Z — dzu A dzr. Also gilt:

I I I p= 10
peQP(B) < ¢p= Z ardzr, ar; holomorph auf B.
[|=p
Speziell ist Q°(B) = 0(B).
Ist G C C ein Gebiet, K C G eine kompakte Teilmenge und ¢ = fdx A dy, so

setzt man | kP = [ f x f(x + iy)drdy. Hat K stiickweise glatten Rand und ist
w = fdz+ gdz eine stetig differenzierbare 1-Form auf G, so besagt der Satz von

Stokes:
/dw:/ w
K 8K

Dabei ist dw = (g, — fz)dz Ndz = 2i (f> — g.) dz A\ dy.

Wir brauchen hier den Satz von Stokes nur in einer sehr einfachen Form. Fiir diesen
Fall soll auch der Beweis vorgestellt werden.

5.12. Lemma (,,Mini-Stokes*)

Sei G C C offen, R CC G ein (achsenparalleles) Rechteck und f € €' (G). Dann
qgilt:

/(;f( Ydz Ndz = f(z)dz
< OR

BEWEIS:  Sei R = [a,b] X [¢,d]. Dann wird OR durch vier Kurven parametrisiert,
namlich
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V3
d____
() = t+ic, a<t<hb,
gz! V2 Y(t) = b+ it, c¢<t<d,
‘177 " () = (a+b—1t)+id, a<t<b,
a b wt) = a+i(c+d—1), c<t<d.
Setzen wir ¢, (y) := f(x + iy) und ¢, (x) := f(x + iy), so ist
of of .
A =Larin wd e =Lariy,

Damit ist

of . B
/Ra—y(x—I— iy)dedy =

und analog

/R%(@“F iy)dedy

Daraus folgt:

/ﬂﬁAw
R

// (x+ iy) dydx—//goz ) dy dx

/wx(d)— Q) dr = /<f<x+ud> f(a+ i0)) de

a b
—/fx—i—idd:z:—/fx—i—icd:c

/fa+b—t—|—|d) dt+/ft+|c dt)

—/f%t 73tdt+/f%t )1 (t) dt)

~( [3f<z> dz + / F(e)dz),

d
/(f(b+iy)—f(a+iy))dy

—i/‘ﬂb+i®uﬁ—i/jﬂa+i@+d—ﬂﬂ—0dt

—i -(/wf(z)dw/mf(Z)dZ)

= Qi/fzdx/\dy = 2i/a—]_c(m~|—iy)d:r:dy
RaZ

_ of  .of
= |/(%+|a—y> dz dy

— i(—i)yl;+v4f(z)dz——(—1)]Q+ﬁ3f(z)dz
- f(z)dz.

OR
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5.13. Lemma
R und R’ seien zwei abgeschlossene Rechtecke in C mit R’ C R.

Ist U eine offene Umgebung von R\ R und f € Cc>(U), so gilt:

/ %(2) dzZ Ndz = f(2)dz — f(z)dz.
rr 07 OR AR/

BEWwWEIS:  Sei K = R\ R'. Dann gibt es eine C*°-Funktion ¢ mit kompaktem
Tréger in U, so dal ¢|x = 1 ist. Wir setzen

9(2) = { p(z)- f(z) firzel,

0 sonst.

Dann konnen wir das vorige Lemma auf die Funktion g anwenden und erhalten:

(?_g_]<z) dzZ Ndz = / g(z)dz = f(z)dz
r 07 OR OR
und
dg ) _
/ —=(z + |y)dz/\dz:/ g(z)dz = f(2)dz,
R 0z OR’ OR’
also
99, \ -
/ —(2)dZNdz = f(z)dz — f(z)dz.
R\R/ 0z R R’
Aber auf R\ R ist g(z) = f(2). n

5.14. Lemma

1
Es ist lim — dxdy < 0.
)

e<|z|<1

BEWEIS: Wir fithren Polarkoordinaten ein:
F(r,0) := (rcosf, rsinf).
Dann ist det Jg #(z) = r und nach der Transformationsformel

1 27 11 2
/ —dxdy:/ / —‘rdrdﬁz/ (1—¢)df =2n(1—¢).
2] o Je T 0

e<|z|<1
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5.15. Inhomogene Cauchy’sche Integralformel
Sei G C C ein Gebiet, f € €*(G) und R CC G ein offenes Rechteck. Dann gilt

fiir z € R:
_ 1 f(Q) L [(0f/99) (€) =
f(z)_27ri/aRC—Zd<+27Ti/R (—z de A dc.

BEWEIS:  Seiz € R, ), CC R ein kleines Quadrat mit Seitenlinge 7 um z und K,
der negativ orientierte Rand von @,. Setzt man G, := R\ @,, so ist 0G, = OR+ K,.

Die 1-Form

o LS

2mi (—z

ist eine %1 Form auf einer Umgebung von G,. Aus dem , Mini-Stokes® folgt, dass
Joe, w(2) = [, dw(z) ist, mit

dg

L (9f/90) (¢)
2mi (—=z

dw(z) = d¢ A dC.

Wir wollen nun den Grenzwert fiir r — 0 betrachten. Um zu sehen, dass dw(z)
1

dabei integrierbar bleibt, reicht es, die Integrierbarkeit von ﬂ dz N\ dz nahe z =0
z

nachzuweisen. Das ist aber oben schon geschehen. Es folgt:

/Grdw(z) . /Rdw(z) fitr r — 0
und /BGTW) _ /BRW(ZH/TW(Z), mit

[ 19 g [ LQ=1E) g, [ S
(= =~ d( + ~——=—d¢, und
K, ¢—z K, ¢—z

o /m T g <ar- 2 supl ()~ F(2)] — 0 fiw v — 0.

C—z T ek,

Zusammen ergibt das:

Jast) = [ w)+1im [t
= / <>+1:n32i.'/Kf(_)zd<
= [ @) ) = [ w50,

Weil d A d¢ = —d¢ A d( ist, folgt die Behauptung. "
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5.16. Losung des O-Problems in C
Sei f € €3(C) und R C C ein abgeschlossenes Rechteck mit Tr(f) C R. Dann
i8¢
L f(¢) =
u(z) := 5 /RC_ZdC/\dC
eine €1 -Funktion auf C und uz = f.

BeEwers:  Da Tr(f) in R liegt, ist u(z) := %/ % d¢ A dC.
cC—

Sei z € C festgehalten und 7" : C — C definiert durch 7'(¢) := ¢ — z. Ist ¢ > 0, so

1st
f(€) = f(T(C) + 2) =
—2d(NdC = Y d
/C\Ds(z) ¢—z2 Cnde /(C\Dg(z) 7(¢) e

= / M d¢ A dZ-
an.0 6
Andererseits ist

1 [ f(¢+2) | f(C+2) =

e—0 27
1 _
- nm—_/ SO 4e nde
e=027i Jovp.(z) § — 2

Das bedeutet, dass

_ 1 [ fE+2) =
u(z) = 5 /«: % dg N dg

fiir jedes z € C existiert. Da der Integrand kompakten Tréger hat und stetig diffe-
renzierbar von z abhéngt, folgt aus den Sétzen {iber Parameterintegrale, dass auch
u stetig differenzierbar ist, und es gilt:

ou 1 (0f/07) (( +2) =
=" = 27ri'/(C ende
ERY RGOV,
S QU ILAIG POV SREI I SO

= f(z2) (wegen der inhomogenen Cauchy’schen Integralformel).
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5.17. Folgerung

Sei G CC C ein beschrinktes Gebiet, U = U(G) eine beschrinkte offene Um-
gebung, P CC Q C C" zwei konzentrische Polyzylinder und f = f(z,w) eine
¢ -Funktion auf U x Q, die holomorph in w ist.

Dann gibt es eine stetig differenzierbare Funktion u auf U X Q, die in w holomorph
ist, so dass uz = f auf G x P gilt.

1
BEwEIS:  Wir setzen u(z,w) = f(Gw)

= _ d¢ A dC. Die Existenz des Inte-
2ri Jo (— =2

grals folgt wie iiblich.

Sei nun 2y € G ein beliebiger Punkt und D := D_(z) eine kleine Kreisscheibe um
zo mit D CC G. Es gibt eine beliebig oft differenzierbare Funktion o auf C mit

L 0<o<1,
2. Q|D = ]-a
3. Tr(p) CC G.

Wir definieren fi(z,w) := o(2) - f(z,w) and fy := f — f1. Dann ist f; eine ste-
tig differenzierbare Funktion auf C x @ mit fi|pxg = flpxg und f» eine stetig
differenzierbare Funktion auf U x @ mit fa|pxg = 0.

Sei R ein Rechteck mit U CC R, sowie

uy (2, w) = 271Ti Gflc(g_":) dg‘/\dZ:271Ti Rflf_":) d¢ A dC
und
ua(z, W) = 271Ti sz(ﬂ‘:) dgAdZ:%ii - fz(c_":) d¢ A dC.

Offensichtlich ist u; + up = u. Nach dem vorigen Satz ist u; eine €*-Funktion auf
C x Q mit (u1)z = f1.

Der Integrand von ws ist fir z € D auf (G \ D) x P stetig und beschrankt. Fiir
festes (¢, w) € (G\ D) x P ist er auflerdem auf D holomorph in z. Nach den Sétzen
iiber Parameterintegrale ist uy deshalb auf D x P stetig differenzierbar, und dort ist
(ug)z = 0. Also ist w auf D x P stetig differenzierbar und dort uz = (uq)z = f1 = f.
Da zy beliebig war, folgt die stetige Differenzierbarkeit und die Gleichung uz = f
auf ganz G x P. Die Holomorphie von u in w ergibt sich ebenfalls aus den Sétzen
iiber Parameterintegrale. .
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5.18. Der Hartogs’sche Kugelsatz

Sein > 2, G C C" ein Gebiet, K C G kompakt und G'\ K zusammenhingend.
Dann ist jede Funktion f € O(G \ K) nach G holomorph fortsetzbar.

BEwEls: Sei U =U(K) CC G und ¢ € 65°(G) mit ¢|y = 1. Dann setzen wir
Ge2) = f2) - 202, i k=1,....n.
8zk
Offensichtlich ist )
8¢k:f_ Fo I
0z 0z,0z, 0z
und auflerdem haben die v, alle kompakten Trager.

fir alle [, k,

Sei z"” = (29,..., 2,) fest und
AN 1 ¢1(C7Z/I) -
u(z1,2") = ot ) e d¢ N dc.
Nach Satz 5.15 ist u stetig differenzierbar in z; und gTu = 1.
21
Fir k> 2 ist
du w1 (01 /0z)(C, 2") =
a—zk(zbz) = 27ri/c -2 d¢ A d¢
_ L / (0. /071)(C, 2") de A T
2mi Je (— 2
= ¢k(zlazll)'

Die letzte Gleichung folgt aus der inhomogenen Cauchy’schen Integralformel, unter
Beriicksichtigung der Tatsache, dass 1, kompakten Trager in GG hat.

Weil der Triager von ¢ in dem von ¢ liegt, ist
ou
0z,

Das bedeutet, dass v dort holomorph ist.

(z) =0firz¢ T :=Tr(p)und k=1,...,n.

Andererseits ist u(z1,2”) = 0, wenn |z”| hinreichend grof§ ist, denn fiir solche z”
ist 11(¢,2") = 0, unabhéngig von (. Also verschwindet u auf der unbeschrénkten
Zusammenhangskomponente Z von C" \ 7. Man kann eine offene und nicht-leere
Teilmenge V von Z N (G\T) C G\ K finden. Nach unserer Konstruktion ist
uly =0.

Sei jetzt

~ [ (1=-¢)-f+u auf G\ K
f= u auf U.

Dann ist anuf ganz (G definiert und stetig differenzierbar, und es gilt:
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of dp | Ou

1. —=— = - = .
0%y f- 3Zk 35k U + Y =0 auf G \ K
of  Ou

2. a—zk oz = = 0 auf U, weil dort ¢ =1 ist.

3. flv = flv.

Weil ]?auf (G holomorph ist, folgt aus dem Identitétssatz, dass ﬂg\ k = fist. Damit
ist f die gewiinschte holomorphe Fortsetzung. "

5.19. Lemma von Dolbeault
Sei P =P(0) ein Polyzylinder, P' = P'(0) CC P. Ist p € &3 (P) mit Jp =0
und q > 0, so gibt es einp € 657, 1 (P') mit O = o|pr.

BEwWEIS: oBdA. sei p = 0.

¢ enthalte nicht die Differentiale dzj.4, ...,dz,. Wir fiihren dann Induktion
nach k:

kE = 0: Wegen der Voraussetzung g > 0 ist die Aussage leer.

k —1 — k: Wir schreiben ¢ in der Form
p=dzyNg+h, mitge &g, )(P)und h € &g, (P),
so dass g und h beide nicht dzj, ..., dz, enthalten. Dabei sei &7 (P) := €>°(P).

Sei g = Z* g;dz 7, wobei Z* bedeuten soll, dass dzy, ..., dz, nicht vorkommen.

|J|=q—1
Dann gilt:
0=0p = (=1)7'dz, Adg+ 0h
e 0 -
— A YT Y 82 dz, A dz, + Oh,
|J]=g—1 v=1
997 .. . .
also = 0 fiir v > k. Damit ist g; in zxy1, ..., 2z, holomorph.
Zy
Wir wéhlen nun einen Polyzylinder P”(0) mit P’ CC P” CC P. Es gibt Funk-
0G
tionen G; € €*°(P), holomorph in zgi1, ..., 2,, s.d. 57 = gy auf P” ist. Sei
Zk

= Z G;dz; € &,—1)(P). Dann ist
|Jl=q—1
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oy = Z*iaGJdE,,/\dEJ

|J|=g—1 v=1 82,,
= Z Z 02;] dz, \Ndz; + Z gydziy Ndzy;  auf P”.
|J|=q—1 v<k |J|=¢—1

.— 1) (enthilt dzy, ... ,dz, nicht)

Also ist 0y = dz A g + 1, und b —n = (p — dz; A\ g) —_(57 —dzZLNg) = ¢ — 0y
enthélt nicht dzy, ...,dz,. Da d(h —n) = d(¢ — dy) = dp — d0y = 0 ist, konnen
wir die Induktionsvoraussetzung anwenden:

v e &, y(P) mit dv =h —n=p—0y.

p,q—1)

Setzt man ¢ := v+ € &, ;) (P'), so ist Y = Jv + Dy = . .



