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84 Holomorphie-Konvexitét

Wir wollen weitere Beziehungen zwischen Pseudokonvexitét und affiner Konvexitét
untersuchen. Zunichst stellen wir einige Eigenschaften konvexer Gebiete im RV
zusamien.

Sei .Z die Menge der affin-linearen Funktionen f : RY — R mit
f(x):a1x1+"-+aNxN+b, al,...,aN,bER.
Ist M eine konvexe Menge und x, ein Punkt, der nicht in M enthalten ist, so gibt

es eine Funktion f € Z mit f(xg) = 0 und f|y < 0. Fiir jedes ¢ € R ist die Menge
{x e RN : f(x) < ¢} ein konvexer Halbraum.

Definition

Sei M C R¥ eine beliebige Teilmenge. Dann nennt man die Menge
H(M) := {x € RY : f(x) <supf, fiir alle f Gcf}
M

die affin-konvexe Hiille von M.

4.1. Satz
Seien M, My, My C RY beliebige Teilmengen. Dann gilt:

1. M cC H(M).

2. H(M) ist abgeschlossen und konvex.
H(H(M))=H(M).

Ist My C My, so ist H(My) C H(Ms).

Ist M abgeschlossen und konvex, so ist H(M) = M.

S G e

Ist M beschrinkt, so ist H(M) ebenfalls beschrinkt.

BEWEIS: (1) ist trivial.

(2) Ist xo & H(M), so gibt es ein f € £ mit f(xo) > sup,, f. Weil f stetig ist, ist
f(x) > sup,, f in einer Umgebung von xo. Deshalb ist H (M) abgeschlossen.

Als Durchschnitt von konvexen Halbraumen {f < ¢} mit f € £ ist H(M) ebenfalls
konvex.

(3) folgt aus (5).
(4) ist trivial.
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(5) Sei M abgeschlossen und konvex. Ist xo & M, so gibt es einen Punkt yo € M,
so dass dist(xg, M) = dist(xg, yo) ist. Sei zy ein Punkt auf der offenen Strecke von
xo nach yg. Dann ist zg € M, und es gibt eine Funktion f € £ mit f(z¢) = 0 und
flar <0.Dat— f(txo+ (1 —t)yo) eine monotone Funktion ist, ist f(xg) > 0 und
deshalb xo & H(M). Also ist H(M) C M und damit H(M) = M.

(6) Ist M beschriankt, so gibt es ein R > 0, so dass M in der abgeschlossenen
konvexen Menge Bg(0) enthalten ist. Also ist H(M) C Bgr(0). n

Bemerkung: H(M) ist die kleinste abgeschlossene konvexe Menge, die M enthélt.

4.2. Satz

Ein Gebiet G C RN ist genau dann konvex, wenn mit K CC G stets auch
H(K) ccC G ist.

BEWEIS:  Sei G ein konvexes Gebiet und K CC G eine Teilmenge. Dann ist H(K)
abgeschlossen und in der beschriinkten Menge H(K) enthalten. Daher ist H(K)
kompakt, und man muss nur noch zeigen, dafl H(K) C G ist. Wenn es einen Punkt
xg € H(K) \ G gibt, dann gibt es auch eine Funktion f € £ mit f(x) = 0 und
fle < 0. Es folgt, dass supg f < 0 und f(xg) > supy f ist. Das ist ein Widerspruch

zur Relation xg € H(K).

Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt. Wenn xq, yo zwei Punkte von G sind, dann ist
K = {xq,y0} eine relativ-kompakte Teilmenge von G. Es folgt, dass H(K) in G
enthalten ist. Da H(K') abgeschlossen und konvex ist, muss auch die abgeschlossene
Strecke von xy nach yq in GG enthalten sein. Deshalb ist G konvex. "

Jetzt ersetzen wir affin-lineare Funktionen durch holomorphe Funktionen.

Definition
Sei G C C" ein Gebiet und K C G eine Teilmenge. Die Menge

~ ~

K=FKg:= {z € G : |f(z)] < suplf], fir alle f € ﬁ(G)}
K

heifit die holomorph-konvexe Hiille von K in G.

4.3. Satz
Ist G C C" ein Gebiet und sind K, K1, Ky Teilmengen von G, so gilt:

1. KCK.

2. K ist abgeschlossen in G.
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3. K =K.

4. Ist K1 C K, so ist }?1 C }/(\2

5. Ist K beschrankt, so ist auch K beschrinkt.

BeEwEIs: (1) ist trivial.

(2) Sei zy ein Punkt von G\ K. Dann gibt es eine holomorphe Funktion f auf
G mit |f(zg)| > supg|f|. Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Ungleichung auf einer
ganzen Umgebung U = U(z¢) C G. Also ist G\ K offen.

(3) supg|f| < supg]f].
(4) ist trivial.

(5) Ist K beschrankt, so ist K in einem abgeschlossenen Polyzylinder P"(0,r)

~

enthalten. Die Koordinatenfunktionen z, sind auf G holomorph. Fiir z € K ist
|2,| < supg|z,| < r. Also ist auch K beschrinkt. n

Definition

Ein Gebiet G C C" wird holomorph-konvez genannt, wenn mit K CC G auch
K CC G ist.

4.4. Beispiel

In C ist jedes Gebiet holomorph-konvex:

Sei K CC G eine beliebige Teilmenge. Dann ist K beschriankt, und es bleibt
zu zeigen, dass der Abschluss von K in G enthalten ist.

Sei (z,) eine Folge in K , die gegen einen Punkt zy € 0G konvergiert. Die
Funktion f(z) := 1/(z — 2) ist holomorph in G. Weil die z, in K liegen, ist
|f(2,)] < supgl|f| < oo fiir alle v, und andererseits strebt |f(z,)| gegen +oo.
Das ist ein Widerspruch!

In der Funktionentheorie von einer Verédnderlichen wurde fiir kompakte Teil-
mengen K C G gezeigt, dass K die Vereinigung von K mit den in G relativ-
kompakten Zusammenhangskomponenten von G\ K ist. Daraus folgt in die-
sem Falle natiirlich auch, dass K CC G ist.

Im Falle n > 2 werden wir zeigen, dass es Gebiete gibt, die nicht holomorph-konvex
sind. Allerdings gilt:
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4.5. Satz
Ist G C C" ein affin-konvexes Gebiet, so ist G holomorph-konvex.

BEWEIS:  Sei K relativ-kompakt in G. Dann ist H(K) CC G. Ist zj ein Punkt in
G\ H(K), so gibt es eine affin-lineare Funktion A € £ mit \(zg) > supy A. Indem
wir A durch A — A(0) ersetzen, kénnen wir annehmen, dass A eine homogen-lineare
Funktion der Form

Az) =2Re(arz; + -+ - + anzy).

Dann ist f(z) := exp(2:(a121+ - ~+an2,)) holomorph auf G und | f(z)| = exp(A(z)).
Deshalb ist [f(zg)| > supg|f| und zg € G\ K. Weil K eine Teilmenge von G ist,
zeigt dies, dass K C H(K) und damit K cC G ist. .

Ist G C C" ein Gebiet und € > 0 eine kleine reelle Zahl, so definieren wir
G. ={z2€G : da(z) > e}
Hier sind einige Eigenschaften der Menge G.:

1. Ist z € G, so gibt es ein e >0, so dass dg(z) > ¢ ist.
Deshalb ist G = J

z—:>0

2. Ist g1 < g9, 50 ist G, D Go,.

3. G, ist eine abgeschlossene Teilmenge des C™: Ist ndmlich zg € C" \ G, so
ist entweder zg € G und d¢(z0) < €, oder zg € G. Im letzteren Falle ist die
Kugel B.(zg) in C" \ G. enthalten. Ist zg € G \ G. und ¢ := 0¢(z0), so ist
d < eund B._s(zg) C C"\ G.. Also ist C" \ G, offen.

4.6. Lemma

Sei G C C" ein Gebiet, K C G kompakt und [ eine holomorphe Funktion auf
G. Ist K C G, so gibt es zu jedem 6 mit 0 < 0 < € eine Konstante C' > 0, so
dass die folgende Ungleichung erfillt ist:

al
sup|D“f(z)| < Sl C.
K

BEwEIs: Fir 0 < d < eist G :={z € G : dist(K,z) < 0} offen und relativ-
kompakt in G, und fiir jedes z € K ist der abgeschlossene Polyzylinder P*(z,¢) in
G’ C G enthalten. Ist T der ausgezeichnete Rand des Polyzylinders und |f| < C
auf G, so folgt aus den Cauchy-Ungleichungen:

ol
suplf| < 55 C.

D" () <

al
< slal
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4.7. Satz von Cartan—Thullen

Ist G ein schwaches Holomorphiegebiet, so ist G holomorph-konvex.

BEWEIS:  Sei K CC G. Wir wollen zeigen, dass K cc @ ist.

Sei £ := dist(K,C"\ G) > dist(K,C" \ G) > 0. Offensichtlich liegt K in G.. Wir
behaupten, dass die holomorph-konvexe Hiille K sogar in G, liegt. Angenommen,
das wire nicht so. Dann gébe es ein zg € K \ G.. Sei P = P"(zp,¢) und @ die
Zusammenhangskomponente von zg in P N G. Da P sowohl G als auch C" \ G
trifft, folgt aus dem Lemma tiber Randkomponenten (Lemma 1.20), dass es einen
Punkt z; € PN 0Q NOG gibt. Dieser Punkt werde festgehalten.

Sei nun f eine holomorphe Funktion auf G. In einer Umgebung U = U(zy) C G
hat f eine Taylor-Entwicklung

: L,
f(z) = Zal,(z — 79)”, mit a, = JD f(2o).
v>0
Die Funktion z — A,(z) := 5D"f(z) ist holomorph auf G. Deshalb ist |a,| =
|A,(2z0)| < supgl|A,|. Nach dem Lemma gibt es zu jedem ¢ mit 0 < § < ¢ ein
C > 0, so dass supy|A,| < C/§" ist. Daraus folgt:

_ o\ 0]\ Vn
ity <0 () ()

Ist z ein Punkt des Polyzylinders P = P"(zg,d) und ¢, = ¢,(z) := |2, — z,so)]/é, SO
ist ¢, < 1. Also wird die Taylorreihe von f in zy auf P durch eine geometrische
Reihe majorisiert, und sie konvergiert dort gegen eine holomorphe Funktion f. Es
ist f = f nahe zy und dann auch auf Q. Weil z; in P N 0Q N 9G liegt, kann f
in z; nicht vollstandig singulér sein. Das ist ein Widerspruch, weil f eine beliebige
holomorphe Funktion in G und G ein schwaches Holomorphiegebiet ist. "

Sei G C C" ein Gebiet. Ist G holomorph-konvex, so wollen wir eine holomorphe
Funktion auf G konstruieren, die in jedem Randpunkt voll singuldr wird. Dazu
benutzen wir ,normale Ausschopfungen®.

Definition

Eine normale Ausschdpfung von G ist eine Folge (K,) von kompakten Teil-
mengen von G so dass gilt:

o

1. K, CC (K1), fiir jedes v.
2. U, K, =G.
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4.8. Satz

Jedes Gebiet G im C" besitzt eine normale Ausschipfung. Ist G holomorph-
konvex, so gibt es eine normale Ausschopfung (K,) mit K, = K,, fir alle v.

BEWEIS: Im allgemeinen ergibt K, := P*(0,)NG1, eine normale Ausschépfung.
Ist G sogar holomorph-konvex, so ist K, CC G fiir alle v. Induktiv konstruieren
wir eine neue Ausschopfung.

Sei K} = K;. Sind die kompakten Mengen K7,..., K, _; schon konstruiert, mit
I/(\'J* = K; f}')ir j=1,...,v— 1,Aund K; ccC (Kj%rl), so gibt es ein A\(v) € N, so dass
K:—l C KA(V) ist. Sei K: = K)\(V).

Offensichtlich ist (K7) eine normale Ausschépfung mit K = K*. n

4.9. Satz

Sei (K,) eine normale Ausschopfung von G mit K, = K,, A(p) eine streng
monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen und (z,) eine Folge von Punkten
mit 2, € Ky \ K-

Dann gibt es eine holomorphe Funktion f auf G, so dass |f(z,)| unbeschrinkt
15

BEwEIS: Die Funktion f wird als Grenzfunktion einer unendlichen Reihe f =
Z,iozl [, konstruiert. Induktiv definieren wir holomorphe Funktionen f,, auf G, so
daf} gilt:

Lo | fulryy <270 fiir p > 1.

pn—1
2. [fulzu)| > p+ 1+ Z|fj(zu>| fiir pp > 2.
j=1
Sei fi := 0. Dann nehmen wir fiir 4 > 2 an, dass fi,..., f,—1 schon konstruiert

worden sind. Da z,, € K()+1\ K, und [A(,\(”) = K)\(y) ist, gibt es eine holomorphe
Funktion g auf G, so dass [g(z,)| > q := supg, (M)|g| ist. Nach Multiplikation mit
einer geeigneten Konstante (z.B. mit o := 2/(¢ + |g(z,)|)) konnen wir erreichen:

19(zu)| > 1> g.

Setzen wir f, := ¢g¥, mit einem geniigend grofien k, so hat f, die Eigenschaften (1)
und (2).

Wir behaupten, dass .. Ju aut G kompakt konvergiert. Fiir den Beweis halten wir
erst einmal fest, dafl es zu einer beliebigen kompakten Teilmenge K C G immer
ein py € N gibt, so da K C K)(,,) ist. Nach Konstruktion gilt sup|f.| < 27#
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fiir © > po. Da die geometrische Reihe Zu 27# auf K eine Majorante der Reihe
>, fu ist, konvergiert die Reihe der f, normal auf K. Also ist f = > f, auf G
holomorph. Auerdem gilt:

@)l = 1 fulz) = Y1z

VEW

> p+1- Z|fu(zu)|

V>0
> p+1-— 22_” (denn z, € Ky fir v > p)

V>
> u (denn ZQ”’ =1).

v>1
Daraus folgt: |f(z,)| — oo fiir p — oo. .

Als wichtige Konsequenz ergibt sich:

4.10. Theorem

Ein Gebiet G ist genau dann holomorph-konvex, wenn es zu jeder unendlichen
und in G diskreten Menge D eine holomorphe Funktion f auf G gibt, so dass |f]
auf D unbeschrdankt ist.

BEWEIS: (1) Sei G holomorph-konvex, D C G unendlich und diskret. Auflerdem
sei (K,) eine normale Ausschopfung von G mit K, = K. Dann ist K, N D endlich
(oder leer) fiir jedes v € N. Wir konstruieren induktiv eine Folge von Punkten
z,€D.

Sei z; € D\ K beliebig und A(1) € N minimal mit der Eigenschaft, dafl z; in
Kxqy41 liegt. Es seien schon Punkte zi,...,z, 1 und Zahlen A(1),...,A(p — 1)
konstruiert, so dass gilt:

Z, € K)\(V)+1\K)\(V), for v = 1,...,,u— 1.

Dann wéhlen wir z, € D \ K141 und A(x) minimal, so dass z, in Ky
liegt. Nach dem obigen Satz gibt es eine holomorphe Funktion f auf GG, so dass
|f(z,)] — oo filr p — oo gilt. Deshalb ist |f| auf D unbeschrankt.

(2) Sei nun umgekehrt das Kriterium erfiillt und K CC G. Dann ist K C G, und
wir miissen noch zeigen, dass K kompakt ist. Sei (z,) eine beliebige Folge von
Punkten aus K. Dann gilt:

sup{|f(z,)| : v € N} <sup|f| < oo, fiir alle f € O(G).
K
Deshalb kann {z, : v € N} nicht diskret in G sein, die Folge (z,) muss einen

Héufungspunkt zg in G besitzen. Da |f(zg)| < supg|f| ist, gehort zg zu K. Also
ist G’ holomorph-konvex. .
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Wir wollen nun darangehen zu zeigen, dass jedes holomorph-konvexe Gebiet ein
Holomorphiegebiet ist. Dafiir konstruieren wir fiir ein beliebiges Gebiet G C C"
eine Folge, die sich gegen jeden Randpunkt des Gebietes héuft.

4.11. Satz

Sei (K,) eine normale Ausschopfung von G. Dann gibt es eine streng monoton
wachsende Folge \(p) von natiirlichen Zahlen und eine Folge von Punkten (z,) €
G, so dass gilt:

1.z, € K1 \ Ky, fiir alle pu.

2. Ist zy ein Randpunkt von G und U = U(zo) eine offene zusammenhingendd
Umgebung, so enthdlt jede Zusammenhangskomponente von U NG unendlich
viele Punkte der Folge (z,).

BEWEIS: Dies ist ein rein topologisches Resultat, da wir keine Annahme {iber G
machen. Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt.

(1) Sei # = {B, : v € N} das abzihlbare System der Kugeln mit rationalem
Mittelpunkt und rationalem Radius, die 0G treffen. Jeder Durchschnitt B, NG hat
hochstens abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten. Auf diese Weise erhalten
wir eine abzdhlbare Familie

¢ ={C, : 3B € A, so dass C, eine Zusammenhangskomponente von BNG ist}.

(2) Die Folgen A(x) und (z,) werden induktiv konstruiert. Zunéchst wird z; €
C1\ K1 beliebig gewahlt. Dann gibt es genau eine Zahl A(1) mit z; € Ky1)11\ Kxq)-

Nun seien zy,...,2,-1 und A(1),..., A(x — 1) schon konstruiert, so dass gilt:
)\(]) > )\(] - 1) und Z; € Cj N (Kk(j)—i—l \ K)\(j)), firj=1,...,u—1

C), ist definitionsgem&f eine Zusammenhangskomponente von B, N G, fiir ein
geeignetes v(u) € N. Nach Konstruktion ist B, N 0G # @, also B,,) NG # @
und B, N (C*\ G) # @. Aus dem Lemma iiber Randkomponenten folgt nun,
dass ein w € B,y N 0C, N OG existiert.

Wegen Ky(,—1)+1 CC G und w € 0G ist C" \ K(,—1)41 eine offene Umgebung von
w. Wir wihlen einen beliebigen Punkt z, € C, N (C" \ K)(u—1)+1) und A(p) >
A(p — 1) minimal, so dass z, € C, N (Kxgy41 \ K) ist.

(3) Nun zeigen wir, dass die Bedingung (2) des Satzes erfiillt ist. Sei zy ein Punkt
von G, U = U(zp) eine offene zusammenhéngende Umgebung und () eine Zusam-
menhangskomponente von U N G. Wir nehmen an, dass nur endlich viele z, in @
liegen, etwa zq, ..., Z,,. Dann sind

U :=U\{z1,...,2n} und Q" :=Q\{z1,...,2,}
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offene zusammenhéngende Mengen, die kein z,, enthalten. Offensichtlich ist )* eine
Zusammenhangskomponente von G N U*.

Weil GNU* # @ und (C"\G)NU* # & ist, gibt es einen Punkt wy in U*NOQ*NIG
und eine Kugel B, C U* mit B, € B und wy € B,. Dann ist B, NG C U*NG.
AuBlerdem muss B, NG einen Punkt w; € QQ* enthalten. Die Zusammenhangskom-
ponente C* von wy in B, N G ist eine Teilmenge der Zusammenhangskomponente
von wy in U*NG. Aber C* ist ein Element C),, von 4. Nach Konstruktion enthalt
es den Punkt z,,. Das ist ein Widerspruch. Also liegen unendlich viele Glieder der
Folge in Q). "

4.12. Satz

Ist G holomorph-konvex, so ist G ein Holomorphiegebiet.

BEwEIS:  Sei (K,) eine normale Ausschopfung von G mit IA{V = K,. Wir wéahlen
Folgen A(1) € N und z, € G, so dass die z,, in K11 \ Kaqy liegen. Wir konnen
annehmen, dass es fiir jeden Punkt z, € 0G, jede offene zusammenhingende Um-
gebung U = U(zg) und jede Zusammenhangskomponente ¢ von U N G unendlich
viele z,, in () gibt.

Sei nun f auf G holomorph und auf D := {z, : u € N} unbeschrénkt. Es ist klar,
dass f in jedem Punkt zy € dG voll singular wird. "

Bemerkung: Es ist nicht erforderlich, dass eine vollstandig singuldre holomorphe
Funktion unbeschrankt ist. 1978 zeigte D. Catlin in seiner Dissertation, dass es zu
jedem holomorph-konvexen Gebiet G CC C" mit glattem Rand eine holomorphe
Funktion auf G gibt, die auf einer Umgebung von G beliebig oft differenzierbar (und
damit auf G beschrinkt) ist und in jedem Punkt des Randes von G voll singulér
wird.

4.13. Satz

Jedes Gebiet in der komplexen Ebene C ist ein Holomorphiegebiet.

BeEwers: Klar, denn jedes Gebiet in C ist holomorph-konvex. "

4.14. Theorem
Die folgenden Aussagen tber Gebiete G € C" sind dquivalent:

1. G ist ein schwaches Holomorphiegebiet.
2. G ist holomorph-konvex.

3. Zu jeder unendlichen diskreten Teilmenge D C G gibt es eine holomorphe
Funktion f auf G, so daf$ | f| auf D unbeschrankt ist.
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[ 4. G st ein Holomorphiegebiet. |

Wir haben alle Aquivalenzen in den vergangenen Abschnitten bewiesen. Auerdem
wissen wir, dafl jedes Holomorphiegebiet pseudokonvex ist. Was fehlt, ist ein Beweis
des Levi-Problems: Jedes pseudokonvexe Gebiet ist holomorph-konvex. Dazu fehlen
uns bis jetzt aber die Mittel.

Jede affin-konvexe offene Teilmenge des C" ist ein Holomorphiegebiet. Das n-fache
kartesische Produkt ebener Gebiete ist ein weiteres Beispiel:

4.15. Satz

Sind G, ...,G, C C beliebige Gebiete, so ist G .= Gy X --- x G,, ein Holomor-
phiegebiet.

BEWEIS: Sei D = {z, = (2/,...,2") : u € N} eine unendliche diskrete Teil-
menge von G. Dann gibt es ein i, so dass (2!') keinen Héufungspunkt in G; hat,

und es gibt eine holomorphe Funktion f auf G; mit limu_)oo| f(zH )‘ = oo. Die
Funktion f, definiert durch f(zl, ooy 2n) = f(z), ist auf G holomorph und auf D
unbeschrankt. -

Bemerkung: Der gleiche Beweis zeigt, dass jedes kartesische Produkt von Holo-
morphiegebieten wieder ein Holomorphiegebiet ist.

Sei G C C" ein vollstindiges Reinhardtsches Gebiet. Wir wollen Kriterien dafiir
angeben, dass G ein Holomorphiegebiet ist. Dazu definieren wir eine Abbildung log
vom absoluten Raum 7 in den R™ durch

log(ri,...,rn) := (logry,...,logr,).

Definition

Ein Reinhardtsches Gebiet G heifit logarithmisch konvez, falls log 7(GN(C*)™)
ein affin-konvexes Gebiet im R" ist.

Bemerkung: Ist z = (z1,...,2,) € G, so ist log7(z) = (log|z],...,log|z,|). Ist
z € (C*)", so ist |z;| > 0 fur alle 4, und log 7(z) ist tatséchlich ein Element von R™.

4.16. Satz

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe S(z) = Zuzo a,z’ ist logarithmisch kon-
ver.
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BEWEIS:  Sei G das Konvergenzgebiet von S(z) und M := log7(GN(C*)") C R™.
Wir betrachten zwei Punkte x,y € M und Punkte z, w € GN(C*)" mit log 7(z) = x
und log 7(w) = y. Ist A > 1 klein genug, so gehéren Az und Aw noch zu G N (C*)".
Da S(z) in Az und Aw konvergiert, gibt es eine Konstante C' > 0, so dass gilt:

la,| - A |z7| < ¢ und  a, |- AV |w?| < O, fiir jedes v € NP

Also ist
la,| - AV |27 [P |w? )Pt < O fiir jedes v und 0 < ¢ < 1.

Aus dem Abel’schen Lemma folgt, dass S(z) in einer Umgebung von
Zy = (|Zl|t|w1|1_t7 ey |Zn|t|wn|1_t)

konvergiert. Das bedeutet, dass z; € G und tx + (1 — t)y = log 7(z;) € M ist, fiir
0 <t < 1. Daher ist M konvex. n

4.17. Satz

Sei G ein vollstindiges Reinhardtsches Gebiet. Ist G logarithmisch konvex, so ist
G holomorph-konvez.

BEWEIS:  Sei K eine relativ-kompakte Teilmenge von G. Da G ein vollsténdiges
Reinhardtsches Gebiet und K eine kompakte Teilmenge von G ist, gibt es Punkte
z1,...,2 € GN(C*)", so dass gilt: /

G

G

k
K C G/ = Pn(O, z) C G,
o /

wobei q; := 7(z;) ist. |

Wir betrachten die Menge .# = {m(z) = z" : v € Nj} von Monomen, die eine
Teilmenge von O(G) ist. Fir z € P*(0,q;) und m € .# haben wir:

Im(z)] = |2"] < qf = |[m(q:)].
Sei Z :={zy,...,2z}. Firz € K folgt dann:
|m(z)| < sup|m| < sup|m| < sup|m/|, fiir alle m € #.
K G’ z
Nehmen wir an, dass K nicht relativ kompakt in G liegt. Dann hat K einen

Héufungspunkt in zy in OG und es folgt, dass |m(zg)| < supy,|m| fur alle m € .#
gilt.

Sei h(z) := log7(z), fir z € (C*)". Da G logarithmisch konvex ist, ist das Gebiet
Go = h(G N (C*)™) C R™ affin konvex. Fiir den Augenblick nehmen wir an, dass
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zop € (C*)™ ist. Dann liegt xo := h(z¢) in 0Gy, und es gibt eine reelle Linearform
A(X) = a1z + -+ + apTy, so dass A(x) < A(xg) fiir x € Gy ist.
Sei x = h(z) ein Punkt von Gy und u € R" mit u; < z; fir j = 1,...,n. Dann ist
e < €% = |z;| und deshalb (weil G ein vollsténdiges Reinhardtsches Gebiet ist)
w=(e",...;e") € GN(C*)" und u = h(w) € Gy. Insbesondere ist

x —ne; € Go und A\(x) —na; = A\(x — ne;j) < A\(xg), fiir alle n € N.

Deshalb ist a; > 0 fir j = 1,...,n (denn sonst miisste A(xg) > A(x) —na; beliebig
grofl werden).

Jetzt wahlen wir rationale Zahlen r; > a; und setzen X(X) =Xt Tl
Wenn wir die r; geniigend nahe bei den a; wéhlen, dann gilt die Ungleichung

X(log q) < X(XO) fir ¢ = 1,...,k, und sie gilt auch noch, wenn man mit dem
gemeinsamen Nenner der r; multipliziert. Deshalb kénnen wir annehmen, dass
die r; natiirliche Zahlen sind, und wir konnen ein spezielles Monom m, durch
mo(z) := 27" - - - 2/ definieren. Dann ist

|mo(z:)| = eAloga) o Axo) — Imo(zo)|, firi=1,... k.
Also ist |mg(zg)| > sup,|me|, und das ist ein Widerspruch.

Ist zg € (C*)", dann konnen wir nach einer Permutation der Koordinaten anneh-

men, dass 2{” - 2" # 0 und 29, = -+ = 2 = 0 ist (mit | > 1, weil 9 # 0
ist). Wir kénnen auf den Raum C' projizieren und mit Monomen in den Variablen
21, ..., 2 arbeiten. Der Beweis geht dann wie oben durch. .

Jetzt erhalten wir folgendes Resultat:

4.18. Theorem

Sei G C C" ein vollstindiges Reinhardtsches Gebiet. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. G ist das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe.
2. G ist logarithmisch konvez.

3. G ist holomorph-konvez.

4. G ist ein Holomorphiegebiet.

BEWEIS:  Wir miissen nur zeigen: Ist GG ein vollstdndiges Reinhardtsches Gebiet
und ein Holomorphiegebiet, so ist G das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe. Nach
Voraussetzung gibt es eine Funktion f, die auf G holomorph und in jedem Rand-
punkt voll singulédr ist. Wir haben im vorigen Semester gezeigt, dass es zu jeder
holomorphen Funktion auf einem eigentlichen Reinhardtschen Gebiet eine Potenz-
reihe S(z) gibt, die auf G gegen f konvergiert. Wegen des Identitdtssatzes kann sie
auf keinem echt grofleren Gebiet konvergieren. "



