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84 Der Weierstrafl’sche Vorbereitungssatz

Mit C{z} bezeichnen wir den Ring der formalen Potenzreihen um den Nullpunkt.
Eine formale Potenzreihe f = ) . a,z” heifit konvergent, falls sie in einem
Polyzylinder P um den Nullpunkt konvergent ist. Die Menge H,, der konvergen-
ten Potenzreihen bildet eine nullteilerfreie C-Algebra. Wir unterscheiden bei der
Schreibweise meistens nicht zwischen einer Potenzreihe und der Funktion, gegen
welche die Reihe konvergiert.

4.1. Satz
f € H, ist genau dann eine Einheit, wenn f(0) # 0 ist.

BeEweEls: Die eine Richtung ist klar. Ist umgekehrt f(0) # 0, so gibt es einen
Polyzylinder P um Null, so dass f(z) auf P gegen eine holomorphe Funktion kon-
vergiert, und man kann annehmen, dass f auf P keine Nullstelle besitzt. Dann ist
auch 1/f auf P holomorph und Grenzwert einer konvergenten Potenzreihe g, so
dass f-g =1 ist. "

Definition

Eine Teilmenge I eines (kommutativen) Ringes R heifit ein Ideal in R, falls gilt:
1. Mit a,b e I ist aucha+0b € I.
2. Istaelundr € R, soist ra € I.

Das Ideal heiit maximal, falls fiir jedes Ideal I' mit I C I' C R gilt: I' = 1
oder I' = R.

Die Menge m := {f € H, : f(0) = 0} aller Nicht-Einheiten in H,, ist (offensicht-
lich) ein Ideal, und es ist H,, = C @& m. Der zusammengesetzte Homomorphismus
C — H,, — H,/m ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung [f] — f(0).

4.2. Satz

Das Ideal m der Nicht-Einheiten ist das einzige mazimale Ideal in H, .

BEwWEIS: Ist a C H, ein echtes Ideal, so kann es keine Einheit enthalten, muss
also in m liegen. .

Man nennt H,, eine lokale C-Algebra oder auch eine C-Stellenalgebra.

Jede formale Potenzreihe besitzt eine Darstellung

HOED P CHN Y
A=0
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Man nennt dies die Entwicklung von f nach z,. Ist f konvergent, so sind auch
die Reihen f) konvergent. Einen geeigneten Konvergenzbegriff in H,, besitzen wir
leider nicht. Allerdings gibt es einen Polyzylinder, auf dem alle Reihen fy(2z’) simul-
tan konvergieren, und auf dem konvergiert dann auch die Reihe von holomorphen
Funktionen fy(z')z). Das liegt an der absoluten Konvergenz der Reihen.

Definition
Ein Element f € H, heiit z,-allgemein von der Ordnung k, falls es eine
Potenzreihe f(z,) in einer Variablen gibt, so dass gilt:

1 f(0,...,0,2,) = 25+ f(z).

2. F(0) #0.

Ist f z,-allgemein von irgend einer endlichen Ordnung k£ > 0, so nennt man f
schlechthin z,-allgemein.

Sei f(z) = > 5o, /r(z)z) die Entwicklung von f nach z,. f ist genau dann z,-

allgemein von der Ordnung k, wenn f(0') = -+ = fz—1(0") = 0 und f,(0") # 0 ist.
Dann ist f(z,) =D~ frtn(0)2L.
f ist also genau dann z,-allgemein, wenn f(0,...,0, z,) Z 0 ist.

Hier sind einige Eigenschaften:

1. f ist genau dann eine Einheit in H,,, wenn f z,-allgemein von der Ordnung
0 ist.

2. Sind die Reihen f) z,-allgemein von der Ordnung ky, fiir A = 1,2, soist f;- fo
zp-allgemein von der Ordnung ki + ks.

Die zweite Eigenschaft ist klar, die erste sieht man so:

Ist f(0) # 0und f(0', z,) = fo(0")+ f1(0")z,+- - -, so muss offensichtlich f,(0") # 0
sein, also f z,-allgemein von der Ordnung 0. Die Umkehrung ist klar.

Es gibt {ibrigens Elemente f # 0 in H,, die nicht z,-allgemein sind, auch nicht
nach einer Permutation der Koordinaten.

Detfinition

Seic = (c,...,c, 1) ein Element des C"~!. Die lineare Abbildung o, : C* — C"
mit
(21, 2n) = (21 + A2y oo oy Zne1 + Cno12n, Zn)

nennt man eine Scherung.

Die Menge ¥ aller Scherungen bildet eine Untergruppe der Gruppe der linearen
Automorphismen von C", mit og = ider und o¢, 0 e, = O¢;tc,-
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Man kann schreiben: o¢(2’, 2,) := (2’,0)+ 2, (c, 1). Insbesondere ist o¢(e,) = (c,1)
und o¢(0,...,0,A) = (Ac, A).

4.3. Satz

Ist f € H, ein Element # 0, so gibt es eine Scherung o, so dass foo z,-allgemein
i1st. Dabei kann man o beliebig nahe bei der Identitdt wdahlen.

BEWEIS: Die Reihe f konvergiere im Polyzylinder P = {z € C" : |z| < R}. Wir
nehmen an, es gibt einen Polyzylinder Q = {z' € C"™! : |Z'| <e} mit 0 <e < 1, s0
dass foo(0,...,0,2,) = 0 fiir jedes ¢ € Q und jedes 2, mit (0,...,0,z,) € o5 }(P)
ist. Dann ist f(z,c, z,) = f00c(0,...,0,z,) =0 fiir solche ¢ und z,.

Sei a € (0, R) und r > 0, so dass [« —r,a+r| C (0, R) ist. Ist nun |z’| < e(a —7)
und |z, —a| < r, so gibt es ein ¢ mit 0 < o < r und z, = a + ge't. Dann ist

|2,] > |a] — |oe't| = a — 0 > a — r. Deshalb gilt fiir ¢ := Zinz’:
|C\<M:5, also c € Q.
&_

Auflerdem ist |z'| < R und |z,| —a < |z, — a| <, also auch |z,| < a+7r < R und
damit (z,c, z,) = (7, z,) € P. Das bedeutet:

W = P?(_al_r)(o’) x D.(a) C{(Ae,;\) : AeCund ce Q}NP.

Also verschwindet f auf der offenen Menge W identisch. Das kann aber nicht
sein. Demnach gibt es eine Folge (c,) in C"™!, die gegen 0’ konvergiert, so dass
fooe (0,...,0,z2,) fur kein v identisch verschwindet. Also gibt es ein beliebig
kleines c, so dass 0. z,-allgemein ist. "

Bemerkung: Ist cg € C*! beliebig, so gibt es ein ¢ beliebig nahe bei 0/, so dass
fo0eyte = (fo0ae,) oo z,-allgemein ist. Das bedeutet, daf die Menge der o, fiir
die f o o z,-allgemein ist, offen und dicht in ¥ liegt.

Insbesondere kann man auch zu endlich vielen Elementen f,..., f; # 0 in H,, eine
Scherung o finden, so dafl f; oo, ..., f; o 0 simultan z,-allgemein sind.

Wir interessieren uns jetzt fiir Potenzreihen, die von einer Variablen polynomial
abhingen. Ist f € H, und f(z) = > 5, /(z))z) mit fy =0 fiir A > s, so ist f ein
Element des Polynomringes H,,_1[z,]. Ist fs # 0, so ist deg(f) = s. Ist f normiert
und f,(0’) = 0 fiir A < s, so ist [ z,-allgemein genau von der Ordnung s, und es
ist f(0',z,) = 25

n*

Definition

Ein normiertes Polynom w € H,,_1[z,] mit deg(w) = s und w(0', z,) = 25 nennt
man ein Weierstraf$- Polynom.
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Ein normiertes Polynom w € H,_1[z,] mit deg(w) = s ist genau dann ein
Weierstra3-Polynom, wenn es z,-allgemein von der Ordnung s ist. Es folgt leicht,
dass das Produkt von zwei WeierstraB3-Polynomen wieder ein Weierstraf3-Polynom
ist.

Ist ¢ = e - w das Produkt einer Einheit mit einem Weierstrafl-Polynom vom Grad
s, dann ist g auch z,-allgemein von der Ordnung s, da die Einheit e z,-allgemein
von der Ordnung 0 ist.

Als néchstes betrachten wir symmetrische Polynome.

Definition

Ein Polynom p € Z[uy, . .., us] heifit symmetrisch, falls fir alle i, j gilt:

PUL, - Uy oo Wy ey Us) = D(UL, ey Wy ooy Uiy ey Us).

Ein Spezialfall sind die elementar-symmetrischen Polynome o4,...,0,, die
folgendermaflen definiert werden:

o1(ur, ... us) = up+ -+ us,
ag(ul,...,us) = Z’UHL”U/J',

i<j
os(Up, ..., us) = up---Us.

Das folgende Resultat wird z.B. bei van der Waerden bewiesen, oder auch in dem
Buch von Cox, Little und O’Shea (Chapter 7, §1, prop. 3).

4.4. Satz

Ist p € Zluy, ..., us| symmetrisch, so gibt es genau ein Polynom Q(yi,...,ys) €
Zlyr, ..., ys), so dass p = Q(oy,...,04) ist.

Ein spezielles symmetrisches Polynom ist das Quadrat der Vandermonde-Determi-
nante:
pv(un, .. ug) = [ J(wi — ;)
1<)
Es gibt ein eindeutig bestimmtes Polynom Qv (y1, ..., ys) mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, so dafl gilt:

pv(ug, ... us) = Qulor(ug, ..., us), ..., 05(ug, ... us)).
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Definition
Ist w(u) = u® + ayu®! + -+ + a, ein normiertes Polynom in Clu], so heifit
A, = Qv(—ay,as,...,(—1)%a,) die Diskriminante von w.
Sind wq, ..., ws die Nullstellen des Polynoms w, so ist
wu) = (u—w)(u—wy) - (u—ws)
= u— (Z wi)us’l + <Z wiwj)u572 + 4 (1) - ws
i=1 i<j
= u' — oy (wy, ..., w)u't +og(wy, .., w U A (=1) o (wy, ... wy),
also (—=1)'a; = o;(wy, ..., w,) fir i = 1,...,s. Damit ist A, = py (w1, ..., w,), und

A, = 0 genau dann, wenn es ein Paar 7 # j mit w; = w; gibt.
4.5. Beispiel
Sei w(u) = u? — au + b. Zur Berechnung der Diskriminante benutzen wir
pv(ur, ug) = [ J(w — w;)” = (1 — u2)® = (w1 + up)* — duuy.
i<j

Dann ist Qv (y1,¥2) = yi — 4y, und A, = Qv (a,b) = a* — 4b.

Definition
Fiir k¥ € N nennt man sg(z1,...,%,) := 2% + -+ + 2% eine Potenzsumme.

Die Potenzsummen sind symmetrische Polynome, also insbesondere Polynome in
den elementarsymmetrischen Polynomen. Umgekehrt gilt:

4.6. Satz
Jedes symmetrische Polynom in Zluy, ..., u,| ist ein Polynom in den Potenz-
SUMMen Sy, ..., Sy.

Auf den Beweis wird hier verzichtet (vgl. Cox/Little/O’Shea). Ein Beispiel ist

1 1
g1 —s2) = Sllwr - +2)" = (@1 + -+ 2p)] = oo, ).

4.7. Satz

Seit U eine offene Umgebung des Nullpunktes im C", f : U — C eine holomorphe
Funktion und f(0) = 0. Ist f (genau genommen die Potenzreihenentwicklung
von f im Nullpunkt) z,-allgemein von der Ordnung k > 1, so gibt es Zahlen
On, & >0, so dass gilt:
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1. f(2',2,) #0 fiir |z,| =6, und|z'| <¢'.

2. Fir jedes feste 2 mit |z'| < 0" hat die Gleichung f(2z',z,) = 0 in Ds,(0)
genau k Liosungen (mit Vielfachheit gezdahlt).

BeEwEeIs: Die Funktion ¢(¢) := f(0',¢) hat in ¢ = 0 eine isolierte Nullstelle der
Ordnung k. Deshalb gibt es ein §,, > 0, so dass ¢g({) # 0 fiir 0 < || < 0, ist.
Offensichtlich gibt es dann auch ein § > 0, so da8 f(z',() # 0 fur |Z'| < § und
|C| = 0y, ist. Sei € :=inf{|f(Z, z,)| : |Z'| < I und |z,| = 0,}. Dann ist € > 0.

‘Zn‘

On
A =0

1
' |2

)
Ist ¢’ mit 0 < ¢’ < § klein genug gewéahlt, so ist

1f (2, 20) = f(0, 20)] <€ < g(2a)
fir |2'| < ¢’ und |z,| = d,.

Sei nun z’ festgehalten und h(¢) := f(2,(). Dann ist |h(z,) — g(z,)| < |g(z,)] fir
|2n| = 0. Aus dem Satz von Rouché folgt nun, dass h und g in D, (0) gleich viele
Nullstellen besitzen, dass also f(z, z,) = 0 fiir |2,| < 0, genau k Losungen hat. =

4.8. Hilfssatz

g und h seien holomorphe Funktionen in einer Verdnderlichen. Hat h in a eine
Nullstelle der Ordnung k, so ist

res (962)- 551 ) = - g(a)

BEWEIS:  Wir schreiben h(z) = (2 — a)* - 7(2), mit r(a) # 0. Dann folgt:
B k-(z—a)*'r(z) + (z — a)*'(2)
90 3y = 9@ (z — a)fr(2)

RPEN

z—a r(2)

Der zweite Summand ist holomorph, und der erste hat eine Polstelle erster Ord-
nung. Also ist
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s (56055 ) - ;L?(u;<)> (‘Z” i) 7

4.9. Folgerung
Sei h holomorph auf einer Umgebung U von Ds(0) € C und # 0 auf dDs(0).

Hat h in Ds(0) die Nullstellen aq, . .., a, mit Vielfachheiten ki, ..., k,, so ist
1 th’
— dC kya)!
27T | |C|:6 Z
BEWEIS: Der Integrand ist meromorph, mit Polstellen bei a4, ..., a,. Daher ist

1 th/ <mh/
27”/|<—6 i - Z ( ) Zk

4.10. Weierstraf3’scher Vorbereitungssatz

Sei U eine offene Umgebung des Nullpunktes im C", f : U — C holomorph,
f(0) =0 und f z,-allgemein von der Ordnung k > 1. Dann gibt es einen Poy-
zylinder P um 0 in U, ein Weierstraf-Polynom w = w(Z', z,) vom Grad k und
ewne holomorphe Funktion e, so dass gilt:

1. e hat keine Nullstellen in P.
2. f=e-w auf P.

Dabei sind e und w in der Nihe von O eindeutig bestimmt. Ist f ein Polynom in
Zn, SO gilt das auch fiir e.

BEWEIS: Da f z,-allgemein von der Ordnung k ist, gibt es Zahlen 6,,,0" > 0, so
dass gilt:

1. f(2',2,) # 0 fiir |z,| =9, und |Z'| < ¢'.

2. Fiir jedes feste 2’ mit |z’| < ¢’ hat die Gleichung f(z', z,) = 0 in Dy, (0) genau
k Losungen (mit Vielfachheit gezihlt).

Seien etwa ¢1(Z), ..., pr(z") die Losungen der Gleichung f(z', z,) = 0 in Dy, (0).
Dann setzen wir



4 Der WeierstrafS’sche Vorbereitungssatz 35

w(z', z,) = H(Zn —;(2)).

j=1

Fiir jedes feste 2’ ist w(2’, z,) ein normiertes Polynom vom Grad & :
/ _ Sk N k-1 /
w(z', zp) = 2z +ap-1(2')z, "+ -+ ao(z).

Die Koeffizienten sind — bis auf das Vorzeichen — elementarsymmetrische Funktio-
nen der Nullstellen. Auflerdem gilt:

SR A IR
5 fo, TGS

Jj=1

Da die linke Seite holomorph von z' abhéngt, gilt das auch fiir die rechte Sei-
te. Also sind alle Potenzsummen der Nullstellen holomorphe Funktionen von z’.
Da jedes symmetrische Polynom ein Polynom in den Potenzsummen ist, sind die
Koeffizienten a; holomorph.

Wir wissen, dass f(0',z,) = 2¥ - r(z,) ist, mit einer holomorphen Funktion r und
r(0) # 0. Das bedeutet, dass ¢;(0') = 0 fiir j = 1,...,k ist, also w(0, 2,,) = zF.
Damit ist w ein Weierstraf-Polynom.

Als néchstes setzen wir e := f/w. Fiir festes z’ und |z,| < 6, besitzt

f(Z, 2)
[Ty (20 — 95(2))

als Funktion von z, keine Nullstelle mehr und ist offensichtlich holomorph in z,.
Nun benutzen wir die Cauchysche Integralformel:

e(z, 2 b e(Z/’C)d :
@) =57 | ¢

2mi Cl=6,, ¢ — 2zn

e(Z, z,) =

Da w(Z',() # 0 fiir |(| = J,, ist, ist der Integrand auf der rechten Seite holomorph
in z’, und aus den Séatzen {iber Parameterintegrale folgt, dafi e holomorph in z’ ist.

Zum Schluss ein paar Worte zur Eindeutigkeit. Fiir festes z' ist w(Z', z,) durch
die Nullstellen von f eindeutig festgelegt. Die Funktion e ergibt sich dann durch
Division. Ist f ein Polynom in z,, so kann man — da w normiert ist — den Satz von
der Division mit Rest in Polynomringen anwenden, und man erhélt, dass auch e
ein Polynom ist. "

Bemerkung: Der Weierstrafi’sche Vorbereitungssatz ist eine Verallgemeinerung
des Satzes iiber implizite Funktionen. Ist ndmlich f z,-allgemein von der Ordnung
k=1,so0ist f(0,2,) = 12, + 222 + -+, mit ¢; # 0. Also ist

of
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Das ist die Voraussetzung des Satzes iiber implizite Funktionen (im Falle einer
skalaren impliziten Funktion). Der Vorbereitungssatz von Weierstrafl besagt nun,
daB f(z', z,) = u(z', z,) - (2, — a(Z')) ist, wobei a holomorph ist und u nahe z =0
keine Nullstellen besitzt. Also ist

{(Z,2,) : f(Z,2,) =0} ={(Z,2,) : 2z, =a(z)}.

Das ist aber auch die Aussage des Satzes iiber implizite Funktionen.

4.11. Divisionsformel von Weierstrafl

Sei f holomorph nahe 0 und w(Z,z,) ein WeierstrafS-Polynom vom Grad k.
Dann gibt es holomorphe Funktionen q und r auf einer Umgebung von 0, so dass
qilt:

1. r st ein Polynom vom Grad < k in z,.
2. FEsist f=q-w-+r.

Dabei sind g und v in der Ndhe von 0 eindeutig bestimmt. Ist f ein Polynom in
Zn, S0 1St auch q ein Polynom in z,.

BeweEls:  Wir kénnen wieder Zahlen 4,, > 0 und ¢ > 0 finden, so dass w(z, z,)
fir |z,| = 9, und |z’| < ¢’ keine Nullstellen besitzt. Fiir solche Punkte setzen wir

. [, Q)/w(Z, ()
Q(Z,Zn)—ﬁ/lqzén c—z, ag .

Offensichtlich ist ¢ holomorph. Nun setzen wir r := f — ¢ - w. Die Cauchysche
Integralformel liefert:

r(@ ) = f(2,2) =z, 2) - w(Z, 2)
= % \C|:5n J;(ii:: dC - q(Z,7 Zn) w<zla Zn)
= L f<zl7 C)w(zlv C) — f(Z/7 C)w(zlv Zn) dC
21 Jiqi=sn w(#, C)(C = 2n)
_ L f(zl7 C) . W(Z/? C) — w(zl7 Zn) dC )
21 Js, 0@ 0)

! _ /
Die Funktion ¢(z',w) := w(z', 20 +w) —w(7', 2,)

ist holomorph in z’ und ein Po-
lynom vom Grad < k in w. Dann ist auch

;oo 1 fz,¢) -,
r(z', 2,) = o /<|=6n mg(z ;¢ — 2n)dC

ein Polynom vom Grad < k in z,.
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Zur Eindeutigkeit: Es seien zwei Darstellungen gegeben,
=g -wt+rn=q wtr.

Dann ist 71 — 13 = (g2 — ¢1) - w. Auf der linken Seite steht ein Polynom in z,
vom Grad < k, die rechte Seite hat aber (bei festem z') k& Nullstellen. Das ist nur
moglich, wenn 7y — ro = 0 ist. Aber dann folgt, dass auch ¢; = ¢ ist.

Ist f ein Polynom, so greift wieder der Satz von der Division mit Rest in H,,_1[z,].

Sei jetzt R ein kommutativer Ring mit 1. Bekanntlich wird ein R-Modul M
noethersch genannt, wenn jeder Untermodul N C M endlich erzeugt ist. Der Ring
R selbst ist noethersch, wenn er ein noetherscher R-Modul ist, wenn also jedes
Ideal in R (als Untermodul) endlich erzeugt ist. Jede aufsteigende Kette von Idealen

IhcLcl,Cc---CR

wird dann stationédr, d.h., es gibt ein ky, so dafl I, = I, fiir k > kg ist.

4.12. Lemma

Ist R ein noetherscher Ring, so ist R? ein noetherscher R-Modul.

BEweEIs:  Wir fithren Induktion nach q.

Der Fall ¢ = 1 ist trivial. Nun sei ¢ > 2 und das Lemma fiir ¢ — 1 schon bewiesen.
Sei M C R? ein R-Untermodul. Dann ist

I'={reR: 3re R mit (r,r') e M}
ein Ideal in R und als solches endlich erzeugt durch Elemente ry,... 7. Zu jedem
7y gibt es ein Element rj € R?™! so dass ry := (ry,r}) in M liegt.

Die Menge M’ := M N ({0} x R¥™!) kann mit einem R-Untermodul von R?!
identifiziert werden, ist nach Induktions-Annahme also endlich erzeugt. Seien r) =
(0,ry), A\=1+1,...,p, Erzeugende von M.

Ein beliebiges Element x € M kann in der Form x = (z1,x’) mit z; € I geschrieben
werden. Dann ist z; = ZI/\ZI axry, ay € R, und

l l

X — Za,\r)\ = (O,X' — Za,\r’/\) e M.

A=1 A=1

Das bedeutet, dass es Elemente a;41,...,a, € R gibt, so dass gilt:

! p
X — E a)ry = E ayry.
A=1

A=l+1

Also bildet {ry,...,r,} ein Erzeugendensystem fiir M. n
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4.13. Riickert’scher Basissatz

Der Ring H,, der konvergenten Potenzreihen ist noethersch.

BEwEIls:  Wir fithren Induktion nach n. Ist n = 0, so ist H,, = C und die Behaup-
tung trivial. Jetzt sei n > 1 und der Satz fiir n — 1 bewiesen. I C H,, sei ein Ideal
# 0 und g # 0 ein Element von I. O.B.d.A. konnen wir auflerdem annehmen, dass
g zp-allgemein von der Ordnung s ist.

Sei & = &, : H,, — (H,_1)° der Weierstraff-Homomorphismus, der wie folgt de-
finiert wird: Zu jedem f € H, gibt es eindeutig bestimmte Elemente ¢ € H,
und r = ro + 1z, + - +re 125t € Hy [z, so dass f = q - g+ r ist. Sei
O(f) == (ro,...,rs_1).

Offensichtlich ist ® ein H,_;-Modul-Homomorphismus. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist H, 1 noethersch und deshalb (H,_1)® ein noetherscher H,_ ;-Modul.
Da M := ®(I) ein H,_;-Untermodul ist, ist M endlich erzeugt. Seien r), =
(r$Y,...,r™M), A =1,...,1, Erzeugende von M.

Ist f € I beliebig, so gibt es eine Darstellung f = ¢ - g + r mit r = ro + r12, +
s rs,lz;_l, und es gibt Elemente aq,...,a; € H,_1, so dass (r,71,...,7s_1) =
Q,(f) = 23:1 ayry ist. Wir erhalten also die Darstellung

l

f=q-9g+ Za,\ . (rf)” + T(l)‘)Zn + -4 T;i)lzfjl).
A=1

Die Menge {g,r™,...,7®} mit r® = r{” +rMz, + -+ 7Y, 257! bildet ein Erzeu-
gendensystem von 1. "

Als néchstes beschéftigen wir uns mit der Teilbarkeitslehre in H,,.

Sei R ein beliebiger Integritatsbereich mit 1. Dann ist R* := R\ {0} eine kommu-
tative Halbgruppe (in Bezug auf die Ring-Multiplikation), und die Menge R* der
Einheiten in R ist eine abelsche Gruppe.

Definition
Sei a € R*\ R*.

1. a heilt irreduzibel (oder unzerlegbar), falls gilt: Ist a = aq - ap (mit a1, a9 €
R*), so ist a3 € R* oder ay € R*.

2. a heifit prim, falls gilt: a ‘ aaa — a ‘ ay oder a | as.

Irreduzible Elemente und Primelemente konnen auch in einer beliebigen kommuta-
tiven Halbgruppe betrachtet werden. In R* ist jedes Primelement irreduzibel, und
in manchen Ringen (z.B. in Z oder in R[X]) ist sogar jedes irreduzible Element
prim. In Z[\/—_5] kann man irreduzible Elemente finden, die nicht prim sind.



4 Der WeierstrafS’sche Vorbereitungssatz 39

Definition

R heifit ein faktorieller Ring (oder ZPE-Ring), wenn jedes Element a € R* \
R* als Produkt von endlich vielen Primelementen geschrieben werden kann.

Die Zerlegung in Primelemente ist bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Fin-
heiten eindeutig bestimmt. In einem ZPE-Ring ist jedes irreduzible Element prim,
und je zwei Elemente haben einen gréfiten gemeinsamen Teiler (ggT).

Jeder Hauptidealring ist ein ZPE-Ring, und in diesem Fall kann der grofite gemein-
same Teiler zweier Elemente a und b als Linearkombination von a und b geschrieben
werden. Beispiele sind Z und K[X]| (mit einem beliebigen Korper K).

Ist R ein beliebiger Integritétsbereich, so wird der zugehorige Quotientenkorper mit
Q(R) bezeichnet. Die Menge der normierten Polynome f(u) = u™+a;u™ '+ -+aq
mit Koeffizienten a; € R bildet eine kommutative Halbgruppe R°[u]. Deshalb kann
man in R°[u] von Faktor-Zerlegung und Irreduzibilitéit sprechen.

4.14. Gaufy’sches Lemma

Sei R ein faktorieller Ring und QQ = Q(R). Sind wi,w, Elemente von Q°[u] mat
wiwy € Ru), so ist wy € R°u] fiir A = 1,2.

BEWEIS: Fiir A =1,2sei wy = ayg+ay1u+---+ays 10> +u™ mit ay, € Q.
Es gibt also Elemente d) € R, so dass dy -wy € R|u] ist. Wir kénnen d) so wéhlen,
dass die Koeffizienten von d) - wy keinen gemeinsamen Teiler besitzen (man spricht
dann auch von primitiven Polynomen).

Wir setzen d := dydy; und nehmen an, dass es ein Primelement p mit p ‘ d gibt.
Dann teilt p nicht alle Koeffizienten dyay, von dy - wy gleichzeitig. Sei p1, minimal,
so dass gilt: p fdyay,, fiir A =1,2. Dann folgt

(diwr)(dows) = -+ + w2 (day 4 a0, + etwas, das durch p teilbar ist ) + - - -

Da R faktoriell ist, teilt p das Produkt (djay,,)(dsas,,) nicht. Deshalb ist der
Koeffizient bei u#**#2 nicht durch p teilbar. Aber weil w;w, Koeffizienten in R hat,
muss jeder Teiler von d jeden Koeffizienten von d - wiwy = (dywi)(dows) teilen. Das
ist ein Widerspruch!

Wenn d keinen Primteiler besitzt, muss es eine Einheit sein. Aber dann sind d; und
dy auch Einheiten, und wy = dy ' (dywy) gehort zu RO[u]. .

4.15. Folgerung

Sei R ein Integrititsbereich, in dem die Aussage des Gaufi’schen Lemmas erfillt
ist: ,Sind wy,wy Elemente von Q°[u] mit wiwy € R°u|, so ist wy € R°[u] fiir
A=1,2.“ Dann gilt:
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1. Ist a € R°[u] prim in Q[u], so auch in R°[u].
2. Ist a € R°[u] reduzibel in Q[u], so auch in R°[u].

3. Jedes Element in R°[u] ist Produkt von endlich vielen Primelementen.

4. Ist a € R°u] irreduzibel, so ist a auch prim.

BEWEIS: 1. Sei a € R%[u] ein Primelement in Q[u]. Teilt a ein Produkt a’a” in
R[u], so auch in Q[u]. Deshalb teilt es einen der Faktoren in Q[u]. Es gebe z.B.
ein Element b € Q[u] mit @’ = ab. Nach GauB} ist b € R°[u]. Das zeigt, daf} a prim
in R%[u] ist.

2. Sei a € R°[u] ein Produkt von Nicht-Einheiten aj,as € Q[u]. Ist ¢; € Q der
hochste Koeffizient von a;, so ist cico = 1, ¢; 'a; € Q°[u] und a = (¢ ay)(c; tas).
Nach GauB liegen die ¢; 'a; in R°[u], und sie kénnen dort keine Einheiten sein. Also
ist a reduzibel in R%[u].

3. Jedes Element a € R°[u] ist ein endliches Produkt a = a; - - - a; von Primelemen-
ten in Q[u]. Wie in (2) kann man die a; normiert wihlen. Indem man das Gaufl’sche
Lemma mehrmals anwendet, kann man zeigen, dass die a; zu R°[u] gehéren. Nach
(1) sind sie auch prim in R%[u].

4. Sei a € RY[u] irreduzibel. Da a ein Produkt von Primelementen ist, muss es
selbst prim sein. -

Wir wenden diese Ergebnisse jetzt auf R = H,, an.

Definition

Sei f € Hy, f =73 5P die Entwicklung von f nach homogenen Polynomen.
Unter der Ordnung von f verstehen wir die Zahl

ord(f) :=min{\ € Ny : px #0} und ord(0) := oo.

Dann gilt:
1. ord(f) > 0 gilt fiir jedes Element f € H,.

2. ord(f) =0 <= f ist eine Einheit.

3. ord(f1 - fo) = ord(f1) + ord(f2).

4.16. Theorem
H,, ist ein faktorieller Ring.
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BEwEIS: Wir fithren Induktion nach n.

Ist n =0, so ist H,, = C ein Korper und jedes Element # 0 eine Einheit. In diesem
Fall ist nichts zu zeigen.

Nun sei der Satz fiir n — 1 bewiesen, f € H, eine Nicht-Einheit, f # 0. Ist f
zerlegbar und f = f; - f; eine echte Zerlegung, so ist ord(f) = ord(f) + ord(f2),
und die Ordnungen der Faktoren sind echt kleiner als die Ordnung von f. Deshalb
kann f in endlich viele irreduzible Faktoren zerlegt werden.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes irreduzible Element f prim ist. Wir nehmen an, dass
f ein Produkt fifs teilt, mit fy € (H,)* fiir A = 1,2. Es gibt eine Scherung o, so
daB fioo, fooo und f oo z,-allgemein sind. Wenn wir zeigen kénnen, dass foo
einen Faktor f), o o teilt, dann gilt dies auch fiir f und f,. Deshalb kénnen wir
annehmen, dass fi, fo und f z,-allgemein sind.

Nach dem Vorbereitungssatz gibt es Einheiten e, es, e und Weierstraf3-Polynome
Wi, wo,w, so dass fi = e; - w1, fi = €3 -wo und f = e - w gilt. Dann teilt w das
Produkt wiws. Ist wiwy = ¢ - w mit ¢ € H,, so ergibt die Divisions-Formel, dass ¢
eindeutig bestimmt und ein Polynom in z, ist. Also teilt w das Produkt w;wy sogar
in HY |[z,]. Da w in H, irreduzibel ist, ist es auch in H? ,[z,] irreduzibel. Nach
Induktionsvoraussetzung ist H,_; faktoriell, also w sogar prim in H? ,[z,]. Also
muss w einen der Faktoren w; oder wy in HY_,[z,] teilen und damit auch in H,.
Das bedeutet: f } f1 oder f ‘ foin H,. .

Ist w € Hy,[u] ein normiertes Polynom vom Grad s, so gibt es einen Polyzylinder
P um 0 € C", in dem alle Koeffizienten von w gegen holomorphe Funktionen
konvergieren. Wir konnen deshalb w als parametrisierte Familie von Polynomen in
einer Variablen u auffassen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt w(0, u)
in Linearfaktoren, und das gilt auch fiir jedes w(z, u), z € P. Wir zeigen jetzt, dass
solche Zerlegungen auf einer Umgebung von 0 simultan von einer Zerlegung von w
in HY[u] induziert werden.

4.17. Hensel’sches Lemma

Sei w(0,u) = [[h_,(u — ) die Zerlegung in Linearfaktoren (mit ¢, # ¢, fir
v # pound sy + -+ 8 = s). Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome
Wi, ... ,w; € H[u] mit folgenden Eigenschaften:

1. deg(wy) = sy, fir \=1,...,1.
2. wx(0,u) = (u—cy)™.

S w=wi-...w.

BEwEIS:  Wir fithren Induktion nach [. Der Fall [ = 1 ist trivial. Nun nehmen wir
an, daf3 der Satz schon fiir [ — 1 bewiesen wurde.
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Sei zunéchst u = 0 eine Nullstelle von w(0,u). O.B.d.A. kénnen wir dann anneh-
men, dafl ¢; = 0 ist, also w(0,u) = u** - h(u), wobei h ein Polynom iiber C mit
deg(h) = s — s; und h(0) # 0 ist. Damit ist w u-allgemein von der Ordnung sy,
und es gibt eine Einheit e € H°[u] und ein WeierstraB-Polynom w; mit w = e - wy.
Da wy(0,u) = u* ist, folgt:

l

e(0,u) = h(u) = [ J(u— )™

A=2

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Elemente wy, . ..,w; € HO[u] mit deg(wy) =
Sx, Wa(0,u) = (u—c))* und e = wy - - - w;. Also ist w = wyws - - - w; die gewiinschte
Zerlegung.

Ist w(0,0) # 0, so ersetzen wir w durch w'(z,u) := w(z,u + ¢;) und erhalten wie
oben eine Zerlegung w’ = wj - - - wj. Dann setzen wir

wa(z, u) == W\ (z,u — c1).

Das ergibt eine Zerlegung w = wy - - - w; im Sinne des Satzes. Die Eindeutigkeit zeigt
man ebenfalls durch Induktion. "

Eine lokale holomorphe Funktion in einem Punkt zy € C" ist ein Paar (U, f),
bestehend aus einer offenen Umgebung U = U(zg) und einer holomorphen Funktion
f auf U. Zwei lokale Funktionen (U, f) und (V, g) in zo werden dquivalent genannt,
falls es eine offene Umgebung W = W (zy) C UNV gibt, so dass f|w = g|w ist. Die
Aquivalenzklasse einer lokalen holomorphen Funktion (U, f) in z, nennt man den
Kewm von f in z,. Man bezeichnet diesen Keim mit dem Symbol f,,. Die Menge
der holomorphen Funktionskeime in z, wird mit &,, bezeichnet.

Wegen des Identitétssatzes ist der Keim f,, eindeutig bestimmt durch die Potenz-
reihenentwicklung > ., a,(z — 2¢)” eines beliebigen Reprisentanten in zy. Das
Konvergenzverhalten der Reihe hingt nur von den Koeffizienten und nicht vom
Entwicklungspunkt ab. Deshalb kann &,, mit dem lokalen Ring H,, identifiziert
werden. Lediglich der identifizierende Isomorphismus héngt vom Punkt ab.

Ein Pseudopolynom vom Grad s iiber einem Gebiet G C C™ ist eine holomorphe
Funktion w auf G x C, die durch einen Ausdruck

w(z,u) = u® + hy(z)u*"" + -+ hy(z)

mit hy,...,hs € O(G) gegeben ist, also ein Element von &(G)°[u].

Bekanntlich ist R := 0(G) ein Integritétsbereich. Mit @) bezeichnen wir den Quo-
tientenkorper von R. Die Gruppe Q[u]* der Einheiten im Integritdtsbereich Q]u]
besteht aus den Polynomen # 0 vom Grad 0. Ist R* = R\ {0} die multiplikative

Untergruppe der nirgends identisch verschwindenden holomorphen Funktionen auf
G, soist Qu)* N R = R"
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4.18. Satz

Sind wy,wy € Q(ﬁ(G))O[u} Pseudopolynome mit wiywy € O(G)°[u], so liegen
wi und wy in O(G)°u], d.h., O(G) erfillt die Voraussetzungen des GaufS’schen
Lemmas.

BEWEIS: Zur Abkiirzung sei R = 0(G) und @ = Q(R).

Ist w=u®+ (fi/g1)u*"' + -+ (fs/gs) ein beliebiges Element von Q°[u], so liegen
die g; in R*. Wegen des Identitétssatzes sind auch fiir alle z € G die Keime g, , # 0.

Fiir einen Augenblick lassen wir den Index ¢ weg. Ist der Quotient von f, und g,
holomorph, also f, = h, - g, mit h, € 0,, so ist h, eindeutig bestimmt, und es
gibt eine Kugel B um z in G, so dass h, durch eine holomorphe Funktion h auf B
reprasentiert wird und die Gleichung f = h-g auf ganz B gilt. Ist der Quotient von
fz und g, fiir jedes z holomorph, so wird durch z — h,(z) eine globale holomorphe
Funktion h auf G definiert. Wir konnen h = f/g schreiben.

Liegt also wy, := u® 4+ ((f1)2/(91)2)u* ™ 4+ -+ ((fs)a/(gs)z) fiir jedes z € G in O2[u],
so ist w € R%[u].

Jetzt wenden wir das Gaufl’sche Lemma in jedem der faktoriellen Ringe 0, = H,
an. Sei w := wywy. Dann ist (wy), - (W2), = W, € O[] in jedem z € G. Also sind
die Koeffizienten der (w;), holomorph, und nach den obigen Bemerkungen bedeutet
das, dass die w; in R°[u] liegen. n

4.19. Folgerung

Ist G € C" ein Gebiet, so ist O(G)°[u] eine ,faktorielle Halbgruppe®, d.h., jedes
Element ist Produkt endlich vieler Primelemente und jedes irreduzible Element
18t prim.

Sei wieder R = 0(G) und Q = Q(R). Sind wy, wy Pseudopolynome in R°[u], so gibt
es eine Linearkombination wg = mw; + rows # 0 in Q[u] mit minimalem Grad. Das
ist ein groBter gemeinsamer Teiler von wy und ws in Q[u|. Multipliziert man mit
dem Produkt h der Nenner der Koeffizienten von r; und ry, so erhdlt man einen
grofiten gemeinsamen Teiler von w; und wy in Q[u], der zudem Linearkombination
von wy und wy in Rfu] ist.

4.20. Satz

f und g seien holomorphe Funktionen in der Nihe eines Punktes zo € C". Sind
die Keime fyy, gay in Oy, teilerfremd, so gibt es eine offene Umgebung U = U(z),
so dass fiir jedes z € U die Keime f, und g, in O, teilerfremd sind.
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BEwEIs: Wir konnen annehmen, dass zg = 0 ist und fo und go Weierstrafipoly-
nome (in z,) sind. Da fo und go in H, teilerfremd sind, sind sie es auch in HY [z,].
Ist () der Quotientenkdrper von H,, 1, so folgt aus dem Gauf’schen Lemma, dass
fo und go teilerfremd in Q|z,] sind.

Wir konnen den grofiten gemeinsamen Teiler h € (H,_1)* von fo und go als Line-
arkombination
h=a-fo+b-go

darstellen, wobei a,b € H,,_1[z,] sind. Ist U = U’ x U” C C"! x C eine geniigend
kleine Umgebung des Ursprungs, so konvergieren die Potenzreihen a, b gegen Pseu-
dopolynome iiber U’ und h gegen eine holomorphe Funktion auf U’; die nicht iden-
tisch verschwindet.

Sei nun w = (W', w,) ein Punkt von U. Ist ¢y, ein gemeinsamer Teiler von fy, und
Gw, SO teilt dieser hy, ein Polynom vom Grad 0 (als Polynom in z,). Also héngt
w nicht von z, ab. Da ¢ nicht identisch verschwindet, muss es das Produkt einer
Einheit und eines Weierstrapolynoms vom Grad 0 sein. Dann ist aber ¢y, selbst
eine Einheit, und fy und gy, sind teilerfremd. "

Ist w € O(G)°[u] ein Pseudopolynom von positivem Grad, so gibt es eine eindeutige
Primfaktorzerlegung w = wy ---w;. Der Grad jedes einzelnen w; ist positiv. Wir
sagen, w ist ein Pseudopolynom ohne mehrfache Faktoren, falls die w; alle
paarweise verschieden sind.

Die (algebraische) Ableitung eines Pseudopolynoms ist wie folgt definiert:

Istw=>"_jau’,soist D(w):=>"_v-a, -u" (also D(w) = g—i)
Dann ist
D(w1 + (.UQ) = D(wl) + D(C(.)Q),
D(wl . u)2> = D(u}l) c Wy + wq - D(u}g).
4.21. Satz

Ein Element w € O(G)°[u] besitzt genau dann keine mehrfachen Faktoren, wenn
ein grofster gemeinsamer Teiler von w und D(w) eine Funktion h € O(G) \ {0}
151

BEwEIS:  Wie iiblich sei R = 0(G) und Q = Q(R). Hat w das irreduzible Pseu-
dopolynom w; als mehrfachen Faktor, so ist auch D(w) durch w; teilbar. Das gilt
auch in Q[u]. Also kann ein grofiter gemeinsamer Teiler keine Funktion h € R* sein.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass w = [ [, w; keine mehrfachen Faktoren besitzt!
Es ist
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D(w) = Zwl---D(wi)~--wl.

Wenn der Grad des groften gemeinsamen Teilers v von w und D(w) positiv ist,
dann ist v ein Produkt gewisser w;. Also teilt mindestens ein w; sowohl w als auch
D(w). Aber dann teilt w; das Produkt wy - -+ D(w;) - - - w; und daher D(w;). Das ist
aber unmoglich, denn D(w;) hat niedrigeren Grad. Also muss der Grad des grofiten
gemeinsamen Teilers 0 sein, d.h., er ist eine Funktion h € R*. "

Wir wollen jetzt die Geometrie analytischer Hyperflachen genauer studieren. Lokal
und nach einer geeigneten Koordinatentransformation kénnen wir annnehmen, dass
die Hyperfliche A die Nullstellenmenge eines Pseudopolynoms w iiber einem Gebiet
G C C™ ist. Wir nehmen ferner an, dass der Nullpunkt in G liegt und dass w =
w(z,u) € O(G)°[u] im Nullpunkt u-allgemein ist. Verkleinert man G notfalls, so
kann man erreichen, dass es eine Scheibe D = {u € C : |u| < r} gibt, so dass
AN (G x 0D) = @ ist. Dann liegen alle Nullstellen von w in G x C bereits in G x D
(vgl. die Bemerkung am Ende des vorigen Paragraphen).

Wir kénnen w in Primfaktoren zerlegen. Da jede Potenz eines Primfaktors in den
gleichen Punkten wie der Primfaktor selbst verschwindet, konnen wir annehmen,
dafl w keine mehrfachen Faktoren besitzt. Die Diskriminante A, ist eine holomor-
phe Funktion auf G, deren Nullstellenmenge wir mit D, bezeichnen. Besitzt w
keine mehrfachen Faktoren, so gibt es eine Linearkombination h von w und D(w)
in O(G)*. Da h # 0 ist, gibt es mindestens einen Punkt z € G mit h(z) # 0, und
dann ist der grofite gemeinsame Teiler der Polynome w(z, u) und D(w)(z,w) in C|u]
offensichtlich = 1. Das bedeutet, dass w(z,u) keine mehrfachen Faktoren besitzt,
dass also alle Nullstellen verschieden sind. Damit ist A,(z) # 0 und D,, nirgends
dicht.

4.22. Satz (iiber verzweigte U'berlagerungen)
Unter den beschriebenen Voraussetzungen gilt:

Ist zg € G\ D, so gibt es eine Umgebung W = W (zy) C G\ D,, und holomorphe
Funktionen fi,..., fs auf W mit fi(z) # f;(z) firi # j undz € W, so dass gilt:

w(z,u) = (u— fi(z)) - (u— fs(z)) in W x C.

Uber jedem Punkt zo € D,, liegen weniger als s Punkte.

Bemerkung: Ein Punkt z € G, iiber dem weniger als s Punkte liegen, wird
Verzweigungspunkt genannt. Alle Punkte der Diskriminantenmenge D, sind
Verzweigungspunkte. Uber allen anderen Punkten ist A lokal die Vereinigung dis-
junkter Graphen holomorpher Funktionen und daher dort reguldr. Man nennt A
dort auch unverzweigt.
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BeEwEers: Ist zg € G\ D,,, so hat das Polynom w(zg, u) genau s verschiedene Null-
stellen. Wir schreiben w(zg,u) = (u — ¢1) - - - (u — ¢5), wobei die ¢; alle verschieden
sind. Ist w(z,u) = u® + hy(z)u*"' + - - - + hy(z), dann besitzt der Keim

Wzo += u® + (hl)ZouS_1 +ooet (hS)Zo € Hn[u]

nach dem Hensel’schen Lemma eine Zerlegung w,, = wi 4, - - - Ws 4, mit folgenden
Eigenschaften:

L. Wigy(Zo,u) =u—c¢ firi=1,...,s.
2. deg(wig,) = 1.

Dabei ist w; z, = u — r;, mit r; € H,,. Es gibt eine zusammenhéngende Umgebung
W (z¢) C G\ D, und holomorphe Funktionen fi, ..., fs auf W, so dass die r; gegen
fi konvergieren. Da die Keime von w und (u— f1) - - - (u— f5) in z, iibereinstimmen,
folgt aus dem Identitétssatz:

wiwxe = (= fi) - (u—fo).
Da W C G\ D,, ist, folgt: fi(z) # f;(z) fur i # jund z € W.

Uber jedem Punkt zy € D,, hat w(z,, u) mehrfache Faktoren. Also besteht N (w) N
({zo} x C) aus weniger als s Punkten. .

4.23. Beispiele

A. Sei G = C und w = 2? — 2. Dann ist die Diskriminante gegeben durch
A, (z2) = 425 und daher D, = {0} C C. Zu jedem Punkt z € C* gibt es eine
Umgebung W C C — D,,, wo /z3 wohl-definiert ist. Dort ist dann w = (z; —
V72) - (21 +/Z2). Das ergibt eine Fléche iiber C, die eine zusammenhéngende
unverzweigte 2-blittrige Uberlagerung iiber C — {0} darstellt. Der Nullpunkt
ist ein Verzweigungspunkt. So erhalten wir die (verzweigte) Riemannsche
Fliche von /.
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B. Eine véllig andere Situation ergibt sich im Falle des Pseudopolynoms w = 22—
25 = (21— 23)-(21+22). Die Diskriminante ist in diesem Falle die Funktion 423,
und die Diskriminantenmenge D, ist wieder der Ursprung in C. Die Menge
A = N(w) besteht aus zwei Bléttern, die sich iiber dem Nullpunkt treffen
und die biholomorph auf C projiziert werden. Die Menge A \ {0}, also die
Menge der unverzweigten Punkte von A, ist nicht mehr zusammenhéngend.

Im Grunde werden durch diese beiden Beispiele schon alle typischen Fille
beschrieben.

4.24. Nullstellensatz fiir Hyperflichen

Sei G C C" ein Gebiet und A C G eine Hyperfliche, also eine analytische
Teilmenge, die lokal immer durch eine Gleichung beschrieben werden kann.

1. Zu jedem Punkt zg € A gibt es eine offene Umgebung U = U(zg) C G und
eine Funktion f € O(U), so dass gilt:

(a) UNA={zeU : f(z) =0}.

(b) Ist wo € UN A und h eine holomorphe Funktion auf einer Um-
gebung V. = V(wy) C U mit h|la = 0, so gibt es eine Umgebung
W = W(wg) C V und eine holomorphe Funktion q auf W, so dass
hlw = q- (flw) ist.

2. Ist f irgend eine andere holomorphe Funktion auf U mit

{zeU: f(z) =0} =UnNA,

so gibt es fir jeden Punkt wy € U N A und jede holomorphe Funktion
h auf einer Umgebung V. = V(wg) C U mit hla = 0 eine Umgebung
W = W(wqy) C V, eine holomorphe Funktion ¢ auf W und ein k € N, so
dass ¥\ = G- (flw) ist. Ist f in wo prim, so kann man k = 1 wdihlen.

BEwEIS: Wir nehmen an, dass zy = 0 ist. Dann betrachten wir eine beliebige
Funktion f nahe 0, deren Nullstellenmenge gerade A ist. Nach Wahl geeigneter
Koordinaten kénnen wir eine Einheit e und ein Weierstraipolynom @ in z, finden,
so dass f = e-w nahe 0 ist. Wir wihlen eine Umgebung U = U’ x U” des Ursprungs,
so dass gilt:

1. ANU ={(z,2,) €U : @(Z,2,) =0}.
2. Es gibt eine Primfaktorzerlegung & = w?' - -wlk’ auf U.

Wir setzen w = w; ---w;. Das ist ein Pseudopolynom ohne mehrfache Faktoren
iiber U’', das ebenfalls A als Nullstellenmenge hat. Wir konnen annehmen, dass
ANU eine [-blattrige verzweigte Uberlagerung tiber U’ ist.
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Sei nun wg € ANU und h eine holomorphe Funktion, die in einer Umgebung V' =
V' x V" C U auf A verschwindet. Wir kénnen annehmen, dass AN (V' x V") = @
ist. Dann ist AN (V/ x V") eine s-blittrige Uberlagerung iiber V' (1 < s < 1), die
tiber V' \ D, unverzweigt ist.

Sei z' € V' \ D,. Sind ay(2'),...,as(z') die Nullstellen von w iiber z’ in V, so
miissen dies auch Nullstellen von h sein. Sei

S S

F(Z, z,) = H(Z" — ozj(z’)) = Z(—l)ioi (ozl(z'), . ,as(z'))z;’;_i.

j=1 =0

Dies ist ein Pseudopolynom iiber V' \ D,. Da die Wurzeln iiber V' beschriankt
bleiben, gilt dies auch fiir die Koeffizienten. Deshalb kann F' holomorph auf ganz
V fortgesetzt werden. F' und w unterscheiden sich auf V' nur um eine Einheit, und
offensichtlich muss F' ein Teiler von A sein. Also ist auch f := w ein Teiler von h.
Esseih=q- f.

Sei nun k := max(ky, ..., k). Dannist h¥ = f*.q%. Ist f* = fp, soist h¥ = f(qu)

Das ergibt den zweiten Teil des Satzes. "

Die Funktion f aus dem ersten Teil des Satzes nennen wir eine minimale defi-
nierende Funktion fiir A.



