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§3 Holomorphe Abbildungen

Definition

Eine Funktion f : B — C heiit (reell) differenzierbar in z,, falls es Abbil-
dungen A’, A" : B — C™ gibt, so dass gilt:

1. A’ und A” sind stetig in zq.
2. f(z) = f(zo) + (z—20) - A (2)" +(Z—12%)-A"(z)" for z € B.
Die Werte A'(zp) und A”(z) sind eindeutig bestimmt. Die Zahlen

of

0z, (20) = [, (20) == e, - A (zg)

und

of
0z,

werden die Wirtinger-Ableitungen von f in z, genannt.

(20) = fz,(z0) == e, - A(z)"

Bemerkung: Ist f reell differenzierbar in zg, so setzen wir

Liw) = w-A(zo) +W-A"(z)"
und  r(w) = w-(A(zg+w)—A(zg))" +W- (A (zg+W) — A"(z))".

Dann ist L : C" — C™ R-linear,

f(z) = f(z0) + L(z — z0) + r(z — 20),
und  r(w)|/[[w]] < |A(zo + W) — Al(zo) || + [[A"(zo + W) — A" (zo)|

strebt fiir w — 0 gegen Null. Also ist f tatséchlich in z, reell differenzierbar im
klassischen Sinn, und

fr,(z0) = L(ey) = f.,(20) + fz,(20), sowie f,,(z0) = L(ie,) = i(f,(20) — fz,(20))-
Daher ist

Fal) = 5(fu50) = i o (50),

Foslr0) = (o) + i o (50))

Durch -
Vf=(f, -y f,) ud Vf:=(fz,...,fz)

wird der holomorphe bzw. antiholomorphe Gradient definiert.
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3.1. Theorem

FEine reell stetig differenzierbare Funktion f : B — C ist genau dann holomorph,
wenn f,(z) =0 auf B ist, firv=1,... ,n.

BeEWwEISs: (a) Ist f holomorph, so ist f in jedem Punkt z, € B komplex differen-
zierbar. Vergleicht man die beiden Darstellungen

f(z) = flzo) + (z — 20) - A(z)"
und
f(z) = f(20) + (2 —20) - A(2)" + (2 —7) - A"(2) ",

so sieht man, dass A'(zg) = A(zg) und A”(zy) = 0 ist. Die zweite Gleichung
bedeutet, dass f5,(z¢) =0 fir v =1,...,n ist.

(b) Ist fz,(z) = 0, so ist f in jeder Variablen holomorph und daher iiberhaupt
holomorph. "

Sei B C C" offen. Eine Abbildung
f=(fi,....fm): B—C™

heifit holomorph (bzw. reell differenzierbar), falls alle Komponenten f; holo-
morph (bzw. reell differenzierbar) ist.

3.2. Satz

Die Abbildung £ : B — C™ ist genau dann holomorph, wenn zu jedem z, € B
eine Abbildung A : B — M,, ,(C) mit folgenden FEigenschaften existiert:

1. A ist stetig in zg.
2. f(z) =f(2zo) + (z—20) - Az)", forz € B.

Der Wert A(zo) ist eindeutig bestimmid.

Auf den BEWEIS soll hier verzichtet werden.

Definition

Ist f : B — C™ holomorph, so nennt man Jg(zg) := A(zy) die komplexe
Jacobi-Matrixz von f in zy. Die zugehorige lineare Abbildung f'(zg) : C* — C™
nennt man die (komplexe) Ableitung von f in z,. Sie ist gegeben durch

f'(zo) (W) = w - Je(zo) .
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Explizit ist

Definition

Ist f =g+ ih: B — C™ eine differenzierbare Abbildung, dann ist die reelle
Jacobi-Matriz Jrs(zo) € Moy 2,(R) die reelle Matrix, die der reell linearen
Abbildung

(Dg(zo), Dh(z)) : C* = R*" — R*™

zugeordnet ist.

Die reelle Jacobi-Matrix von f = g + ih ist gegeben durch

(9)er - (9)zn | (90w - (90
P I PR O G [P PR (Y
T e (e, | ey e (),
(hm>zl (hm>zn (hm>y1 (hm)yn

Die R-lineare Abbildung Df(z) : C* — C” ist definiert durch Df(z) := Dg(z) +
i Dh(z).

3.3. Satz

Fine differenzierbare Abbildung f = g+ ih: B — C™ ist genau dann holomorph,
wenn Df(z) fir jedes z € B C-linear ist.

Ist £ holomorph und n = m, so ist det(Jr¢(z)) = |det J¢(z)|*.

BEWEIS: Die Abbildung f ist genau dann holomorph, wenn (9f), = 0 fiir jedes z
gilt. Dann ist Df(z) = (0f), komplex linear. In diesem Fall haben wir die Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen

(9u)xu = (hu)yu und (hu)xu = _(gu)xua

und deshalb

(fi)zo = (Fu)aw = (g, + 1 (y)a,, for p=1,...;mundv=1,... n

Istn:m,soistJRf:(é g)mitB:—CundA:D,unde:A—i-iC.
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Mit elementaren Transformationen erhilt man

det(A —C’) _ det<A+|C —C—l—lA)

c A C A
B A+iC 0
= det( c A—iC)
= |det(A+ iC)%

Also sind holomorphe Abbildungen orientierungserhaltend!

Sei B C C" eine offene Menge, f : B — C™ eine differenzierbare Abbildung und
g eine komplexwertige differenzierbare Funktion, die auf dem Bild von f definiert
ist. Dann ist g o f : B — C differenzierbar, und es gilt:

3.4. Komplexe Kettenregel

(gof)zu = Z Guw,, © fu 2t Z 9w, © zl,y
p=1 p=1

(gof)z, = D (gu, o) (f)zn + Y (gm0 f) - (F)=
p=1 p=1

Man kann den bekannten Beweis fiir die Kettenregel aus der reellen Analysis be-
nutzen, indem man z, und Z, als unabhéngige Variablen auffasst.

3.5. Folgerung
Sind £ und g holomorph, so ist

(gof)z,(z)
und (gof), (z) = Zgwu (fu)= (2).

0 (d.h. gof ist holomorph)

Die zweite Gleichung kann als

V(gof)(z) = Vy(f(2)) - Je(2)

abgekiirzt werden.
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3.6. Satz iiber inverse Abbildungen
Sei B C C" offen, £ : B — C"™ holomorph, zg € B und wy = f(zy). Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Es gibt offene Umgebungen U = U(zg) C B und V = V(wy) C C", so dass
f:U — V biholomorph ist.

2. det Jg(zg) # 0.

BEWEIS: a) Ist f|y : U — V biholomorph, so ist (f|7)™! o f = idy und
1 = det(Ey) = det(Jg),)-1(Wo) - Je(20)) = det(Jig,)-1(Wo)) - det(Je(z0)),

und deshalb det(Jg(zg)) # 0.

b) Ahnlich wie im Falle einer Verénderlichen kann man zeigen, dass fiir die reelle
Funktionalmatrix gilt:
det(Jrt(z0)) = |det Je(zo) .

Ist also det(Jg(zo)) # 0, so ist auch det(Jre(z9)) # 0. Dann folgt aus der reellen
Analysis, dass es offene Umgebungen U = U(zg) C By und V = V(wy) C By
gibt, so dass f|y : U — V bijektiv und g := (f|y)™! : V — U eine stetig reell
differenzierbare Abbildung ist. Auflerdem kann man annehmen, dass det Jg(z) # 0
fir z € U ist. Aber f o g = idy ist holomorph. Ist f = (fi,...,f,) und g =

(g1,- -+, gn), so folgt:

0=(fyo8)w, = Z((fl/)@\ og)- (9\)w,, firv,p=1,... n.

A=1

In der Sprache der Matrizen bedeutet das:

Vi (w)
0= Je(g(w)) - : , firweV.

ng; (W)

Da J;(g(w)) invertierbar fiir jedes w € V ist, ist Vgx(w) = 0 fiir jedes A. Deshalb
ist g holomorph auf V. "

3.7. Satz iiber implizite Funktionen

Sei B C C*"x C™ offen, £ = (f1,..., fm) : B — C™ holomorph und (zo, wo) € B
ein Punkt mit £(z¢, wo) = 0 und

afu ,uzl,...,m
det(az (2o, Wo) ven+1l....n+m # 0.

v
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Dann gibt es eine offene Umgebung U = U’ x U” C B und eine holomorphe
Abbildung g : U — U", so dass gilt:

{(z,w) e U xU" : f(z,w) =0} ={(z,8(z)) : ze U'}.

Der BEWEIS wird wie im Reellen gefiihrt.

Sei B C C" ein beliebiger Bereich und U C B offen. Sind fi, ..., f, holomorphe
Funktionen auf U, so bezeichnet man ihre gemeinsame Nullstellenmenge mit

N(fi,....fy) ={z€U: fi(z) =--- = f,(z) =0}.

Definition

Eine Teilmenge A C B heifit analytisch, falls es zu jedem Punkt z, € B eine
offene Umgebung U = U(z) C B und holomorphe Funktionen fi, ..., f, auf U
gibt, so dass UNA = N(f1,..., f,) ist.

Ist zo ein Punkt in B\ A, so kénnen wir eine offene Umgebung U = U(zg) und
holomorphe Funktionen fy,..., f, auf U wéhlen, so dass U N A = N(f1,..., fn)
und

zo €U :=U\N(f1,...,[p)cUCB

ist. Da die Nullstellenmenge N(fi,..., f,) in U abgeschlossen ist, ist B \ A offen
und A in B abgeschlossen. Deshalb hétte man eine analytische Menge in B auch als
abgeschlossene Teilmenge A C B definieren kénnen, so dass es zu jedem z, € A
eine Umgebung U und Funktionen fi,...,f, € O(U) mit ANU = N(f1,...,f,)
gibt.

Definition

Eine Teilmenge M eines Gebietes G heifit nirgends dicht in G, falls die abge-
schlossene Hiille von M in GG keine inneren Punkten besitzt.

Da eine analytische Menge A C G in G abgeschlossen ist, ist sie nirgends dicht,
falls in jeder Umgebung eines jeden Punktes z € G Punkte liegen, die nicht zu A
gehoren.

3.8. Satz

Sei A eine analytische Menge in einem Gebiet G C C". Besitzt A einen inneren
Punkt, so ist A = G. Ist A nirgends dicht in G, so ist G\ A zusammenhdngend.
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BEwEIS: a) Wir nehmen zunéchst an, dass G = B eine Kugel ist und dass es
holomorphe Funktionen fi,..., f, auf B mit A= N(fi,..., f,) gibt.

Ist zg € B ein innerer Punkt von A, so gibt es eine > 0,sodass fi =... = f;, =0
auf U.(zg) ist. Nach dem Identitéitssatz verschwinden dann alle Funktionen f; auf
ganz B, und es ist A = B.

Ist dagegen A nirgends dicht in B und sind z,w € B\ A, so betrachten wir die
komplexe Gerade L durch z und w. Da L N B nicht in A liegt, trifft A das ebene
Gebiet LN B nur in isolierten Punkten, und z und w kénnen in LNB\A = LN(B\A)
miteinander verbunden werden. Also ist B \ A zusammenhéngend.

b) Sei jetzt G ein beliebiges Gebiet. Ist zg € G ein innerer Punkt von A und
wy € G ein beliebiger Punkt, so kéonnen wir diese Punkte durch einen stetigen
Weg « : [0,1] — G verbunden werden. Das kompakte Bild dieses Weges kann
durch endlich viele Kugeln B C G iiberdeckt werden, so dass jeweils B N A die
Nullstellenmenge von holomorphen Funktionen auf B ist. Sukzessive folgt, dass
jede Kugel in A enthalten ist. Also ist wy € A und deshalb A = G.

Ist A nirgends dicht in G, so betrachten wir zg, wg € G'\ A und benutzen wieder
einen stetigen Verbindungsweg. Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass jeder
Punkt z in der ersten Kugel B, der kein Element von A ist, in B \ A mit zg
verbunden werden kann. Sukzessive erhalten wir einen Weg zwischen zy und wy in

B\ A. .

Ist n = 1, so besteht eine nirgends dichte analytische Menge nur aus isolierten
Punkten.

Sei G C C" ein Gebiet und A C G eine echte analytische Teilmenge.

3.9. Riemann’scher Fortsetzungssatz

Ist f eine holomorphe Funktion auf G\ A, die in der Nihe von A beschrdnkt ist,
so kann f holomorph nach G fortgesetzt werden.

BEwWEILs: Weil A # G ist, ist A nirgends dicht in G. Sei zy € A ein beliebiger
Punkt. Dann gibt es eine komplexe Gerade L durch zy, die A in einer Umgebung
von zg nur in z, schneidet.

Nach einer affin-linearen Koordinatentransformation kénnen wir annehmen, dass
zo = 0 und L = Ce; die z;-Achse ist. Wir konnen einen Polyzylinder

P={z=(2,2)eCxC" " : |z <r,|Z|<r}ccqG

finden, so dass AN{z : |z1| =, |2/| <r} leer ist.
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1 |21]

Fiir jedes ¢’ € C"! mit |c/| < r ist die Menge D = {z : |z| < r und z = ¢}
eine 1-dimensionale Scheibe, so dass D N A nur aus isolierten Punkten besteht, da
sonst D C A wire. Nach dem klassischen Riemann’schen Hebbarkeitssatz in einer
Variablen kann f zu einer Funktion f(z1,2z") fortgesetzt werden, die in z; holo-
morph ist. Uber die Abhingigkeit von z’ wird noch nichts ausgesagt. Die klassische

Cauchy’sche Integralformel liefert

N 1 ;
f(z1,2)) —/ Md(’ fir |21] < ry und |Z'| <.
I¢

_27TI |=r1 C—Zl

Der Integrand auf der rechten Seite ist holomorph in z’. Folglich ist die linke Sei-
te reell differenzierbar in z', und da Integration und Differentiation nach z; ver-
tauscht werden konnen, ist f holomorph auf P. Wenn wir das in jedem Punkt
zo € A ausfithren, erhalten wir durch den Identitédtssatz die gewiinschte globale
Fortsetzung von f nach G. .



