Kapitel 1 Holomorphe Funktionen

§1 Komplexe Differenzierbarkeit

Ist z = (21,...,2,) ein Element des C" und 2, = x, + i¥,, so konnen wir auch
schreiben:

z=xX+ iy, mit x=(z1,...,z,) und y = (Y1, -, Yn)-
Manchmal verwenden wir auch die Bezeichnung z,,,, := y,. Der C" wird also durch
X+ iy «— (X,y) = (T1,. -, Tpy Tot1, - - -, T2p)
mit dem R?" identifiziert.

Das euklidische Skalarprodukt auf dem R™ wird durch

n
(uaev), = Zu,,v,,
v=1

definiert, das hermitesche Skalarprodukt auf dem C™ durch

n

<Z,W>: .= Z 2,W,,.

v=1
Seiz=x+ iyund w=u+ iv. Es ist
(xy, + iyy) - (uy — iv,) = (Tuy + yov,) + 1 (Yo, — x,0,),

also
<z.w> = ((xou), + v+ v),) +i((y o u), — (x+v),).
Es ergeben sich die Relationen

Re<z,w> = Re<w,z> = (z+w)

2n
Im<z,w> = —Im<w,z>=Re(<z,iw>) = (z+iw),,,
Re<z,z> = (xx),+(y-y),
und Im<z,z> = 0, dh.z 1l iz
Definition

Die euklidische Norm eines Vektors z = x + iy € C" wird gegeben durch

lzll = v/<z. 2> = \/(x + %), + (y = ¥), = /(z* 2,

die euklidische Distanz zwischen zwei Vektoren z, w durch

dist(z, w) = ||z — w||.
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Eine dquivalente Norm ist die Supremumsnorm oder der Betrag eines Vektors:

|z| := max |z,|.
=1,...,n

Ty

Diese Norm leitet sich nicht von einem inneren Produkt ab, aber sie definiert die
gleiche Topologie auf dem C" wie die euklidische Norm.

Definition
Seir=(r,...,m,) ER™ aller, >0,z =(2\",...,2?) € C". Dann nennt man
P"(zo,r):={z€C" : |z, — 2| <r, forv=1,...,n}

den (offenen) Polyzylinder mit Polyradius r und Zentrum z,. Ist r € R
und r := (r,...,r), so schreiben wir P'(zg) statt P"(zg, r). Schliefllich nennt man
P™:= P?(0) den Einheitspolyzylinder um 0.

Ein Polyzylinder ist immer ein kartesisches Produkt von Kreisscheiben:

P"(zg, 1) = D,,(2”) x ... x D,, (7).

Insbesondere ist
Prl(zo) ={z€C" : |z—2z| <1}

und — wenn wir die Einheitskreisscheibe mit D bezeichnen — P* =D x --- x D.
—_———

n times

Der topologische Rand eines Polyzylinders P"(a, r) ist relativ kompliziert:

n

OP"(a,r) = U r,,

v=1
mit
I,:={z: |z —a|=r ud |z, —a,| <r, fir p+#v}.
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Wir interessieren uns allerdings nicht besonders fiir den topologischen Rand des
Polyzylinders. Der folgende Teil des Randes ist sehr viel wichtiger:

Definition

Der ausgezeichnete Rand des Polyzylinders P"(zg,r) ist die Menge

T"(zo,x) ={z€C" : |z, — 2| =r, firv=1,...,n}.

Der ausgezeichnete Rand T7(0) fiir festes x5 mit 0 < |xo| < 7,

_______ also |yz| < 0= \/m

Der ausgezeichnete Rand ist das kartesische Produkt von n Kreisen, also ein n-
dimensionaler Torus.

Im Falle n = 1 reduziert sich ein Polyzylinder auf eine einfache Kreisscheibe, und
sein ausgezeichneter Rand stimmt mit seinem topologischen Rand iiberein. Im Falle
n = 2 konnen wir hochstens 3 der beteiligten 4 (reellen) Dimensionen bildlich dar-
stellen. Halten wir etwa x5 fest, so bleiben vom zweiten Kreis nur zwei Randpunkte
iibrig. Das kartesische Produkt des ersten Kreises mit diesen beiden Punkten ergibt
die Vereinigung zweier Kreise.

22| =7

AN A P
NP il

Ein Bereich ist eine offene Menge im C", ein Gebiet ist ein zusammenhéingender
Bereich. Jede offene Menge zerfillt in (hochstens abzihlbar viele) Zusammenhangs-
komponenten.

Eine reelle Hyperebene im R"™ zerlegt ein Gebiet in zwei oder mehr Zusammen-
hangskomponenten. Fiir komplexe Hyperebenen im C" (mit reeller Codimension
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2) gilt das nicht. Um das deutlich zu machen, untersuchen wir Hyperebenen noch
etwas genauer.

Ist zg € C™, so ist eine reelle Hyperebene durch z, gegeben durch eine Gleichung
Re<z —zp,a> =0, fiir ein festes a # 0.

Man kann dafiir auch schreiben: (z « a),, = 3, mit § := Re <z, a>.

Durch <z —2zp,a> = 0 (bzw. <z ,a> = b, mit b € C) wird eine komplexe
Hyperebene beschrieben. Ist z.B. n = 2, z; = 0 und a = ey, so erhalten wir die
Hyperebene

E:={zecC®: <z,a>=0} ={(21,2) € C* : =0}
Ist € > 0, so ergibt der Durchschnitt von £ mit dem Polyzylinder PZ(0) die Menge
ENPI0) = {(2,0) : [a] <e},
also
(C*\ E)NP™0) = {(21,22) : |21] <eund 0 < |z5] < e} = D.(0) x (D.(0) \ {0}).

Da beide Faktoren Gebiete sind, gilt dies auch fiir das kartesische Produkt. Also
gilt allgemein:

Sei G C C" ein Gebiet und E := {z € C" : <z —z,a> = 0}. Dann ist
G':= G\ E wieder ein Gebiet.

Ist 1 < k < n und sind ay,...,a; linear unabhéngig iiber C, so wird durch die
Gleichungen
<z,a,>=b, p=1,...k,

eine komplexe Ebene P der Codimension k (also der Dimension n — k iiber C)
definiert. Da in dieser Situation auch die Vektoren ai,...,a;, iaj,..., ia; linear
unabhingig iiber R sind, hat P die reelle Codimension 2k (also die Dimension
2n — 2k tber R).

Ein Sonderfall liegt vor, wenn 0 in P liegt, also P ein Untervektorraum ist.

1.1. Satz

Sei P C C" eine reell 2k-codimensionale Ebene, 0 € P. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

1. P st ein komplexer Untervektorraum.

2. Liegt z in P, so liegt auch iz in P.
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BEwEIS: 1) Die eine Richtung (,, = ) ist klar.

2) ,<=*: Nach Voraussetzung ist P schon ein reeller Vektorraum. Ist nun ¢ =
a+if € Cund z e P, so gehort auch iz zu P und damit auch ¢z = az+3(iz). =

Im allgemeinen kann ein reell k-codimensionaler Unterraum P C C" natiirlich nicht
komplex sein. Aber P enthélt einen grofiten komplexen Unterraum, namlich

P :=PnNniP.

Dabei ist dimg P¢ gerade und > 2(2n—k)—2n = 2(n—k). Ist n > 2 und k = 1 (der
Fall einer Hyperebene), so ist 2n —2 < dimg P° < 2n—1, also dim¢ P° = n—1. Ist
k> 1, so kann P = {0} sein. Ist z.B. P = {z = (z1,...,2,) € C" : alle z; reell},
so sind P und i P jeweils n-dimensional (iiber R), esist PNiP = {0} und P+iP =
C". Ist andererseits P = {z = x+ iy : y, = 0}, so ist P reell (2n—1)-dimensional,
auch P+ iP =C"und PNiP = {z : z, = 0} komplex (n — 1)-dimensional.
Zwischen diesen beiden Extremen bewegt man sich.

Definition

Die Menge ¥ = {r = (r1,...,m,) € R* : r, > 0firv = 1,...,n} nennt
man den absoluten Raum, die Abbildung 7 : C" — ¥ mit 7(21,...,2,) =
(|z1],- ... |2n|) die natirliche Projektion.

7 ist stetig und surjektiv. Fiir r € ¥, ist 771(r) der Torus T"(0,r). Fiir z € C" sei
P, :=P"(0,7(z)) und T, := T"(0,7(z)) = 7 (7(2)).

Definition

Ein Gebiet G C C" heifit Reinhardt’sches Gebiet, falls mit jedem z € G der
Torus T, ebenfalls in GG enthalten ist.

Reinhardt’sche Gebiete G werden durch ihre Bilder im absoluten Raum charakteri-
siert: 7717(G) = G. Deshalb kann man sie als Gebiete in ¥ visualisieren. Beispiele
sind Kugeln und Polyzylinder um den Nullpunkt.
T%(0,r)

N\

|22 |22

T2

P2(0,r) B,(0)

|Zl| |21|

T1 T

Polyzylinder mit Polyradius r = (r1,72) Kugel mit Radius r
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Definition
Sei G C C" ein Reinhardt’sches Gebiet.

1. G heiit eigentlich, falls 0 € G ist.

2. G heifit vollstindig, falls gilt: Vz € GN (C*)" : P, C G.

|22 |Z2’

N

|21| x |Zl|

vollstédndiges Reinhardt’sches Gebiet eigentliches Reinhardt’sches Gebiet

Wir wollen jetzt Polynome und Potenzreihen von n Verédnderlichen untersuchen.
Dazu fithren wir Multi-Indizes ein. Fiir v = (14,...,1,,) € Z™ und z € C" sei

v| = - v, und z¥:i=z"... 2",
7 1

n
=1

Die Schreibweise v > 0 (bzw. v > 0) bedeutet, dass v; > 0 fir jedes i (bzw. v > 0
und v; > 0 fiir wenigstens ein i) ist.

Eine Funktion der Gestalt

z— p(z) = Z a,z”, mit a, € C fir |v| < m,

lv|<m

nennt man ein Polynom (vom Grad < m). Gibt es ein v mit |v| = m und
a, # 0, so hat p(z) genau den Grad m. Fir das Nullpolynom ist kein Grad
definiert. Ein Ausdruck der Form a,z” mit a, # 0 wird als Monom vom Grad
m := |v| bezeichnet. Ein Polynom p(z) heifit homogen vom Grad m, falls es nur
aus Monomen vom Grad m besteht.

1.2. Satz

FEin Polynom p(z) # 0 vom Grad m ist genau dann homogen, wenn gilt:

p(Az) = A" - p(z),  fir alle A € C.

BEWEIS:  Sei p(z) = a,2z" ein Monom vom Grad m. Dann ist

p(Az) = a,(Az)” = X" - a,z2" =\ - p(z).
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Das Gleiche gilt fiir endliche Summen von Monomen

Umgekehrt sei p(z) = >,y av2” ein beliebiges Polynom mit p(Az) = A™ - p(z).
Wenn wir alle Monome vom Grad ¢ sammeln, dann erhalten wir ein Polynom
pi(z) = 32, =; @z’ mit p;(Az) = X' - pi(z). Fiir festes z sind die zwei Polynome

A= p(Az) = Zpi(z) AN und A= N p(2)

1=0

gleich. Das ist nur moglich, wenn die Koeffizienten gleich sind, d.h., p,,(z) = p(z)
und p;(z) = 0 fiir ¢ # m. Also ist p = p,, homogen. .

Ist fiir jedes v € Njj eine komplexe Zahl ¢, gegeben, so kann man die Reihe Zyzo Cy
bilden und auf Konvergenz untersuchen.

Definition

Die Reihe Zuzo ¢, heiffit konvergent, falls es eine bijektive Abbildung ¢ : N —
Nj gibt, so dass Y .- |cy)| < oo ist. Die komplexe Zahl }"°°, c,(;) nennt man
den Grenzwert der Reihe.

Es ist klar, dass dieser Konvergenzbegriff unabhéngig von der Abbildung ¢ ist und
dass er absolute Konvergenz bedeutet.

1.3. Satz

> 0 Cv 18t genau dann konvergent, wenn

{ Z\Cy! : I C Ny endlich}

vel
ewne beschrdnkte Menge ist.
Der BEWEIS ist trivial.
1.4. Beispiel
qi,--.,qn seien reelle Zahlen mit 0 < ¢; < 1 fiir ¢ = 1,...,n, sowie q :=
(q1,---,qn). Dann ist q¥ = ¢* --- ¢/~ fiir jedes v € Nj eine positive reelle

Zahl.

Ist I C Nj eine endliche Menge, so gibt es eine Zahl N mit I € {0,1,..., N}",
und daher ist
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Da die Partialsummen beschrankt sind, ist die Reihe konvergent. Der Grenz-
wert ist

n

Sa -1l

1—gq;
v>0 i=1 £

Wir sprechen von einer verallgemeinerten geometrischen Reihe.

Sei M C C" eine beliebige Menge und {f, : v € Nj} eine Familie von komplex-
wertigen Funktionen auf M. Mit || f,||as sei das Supremum von |f,| auf M bezeich-
net.

Definition

Die Reihe Zuzo fu heiBt normal konvergent auf M, falls die Reihe der posi-
tiven reellen Zahlen ) || f,|las konvergent ist.

Ist >, f, auf M normal konvergent, so gibt es eine Bijektion ¢ : N — Nf, so dass
Sl fo@llar < oo ist. Nach dem Majoranten-Kriterium konvergiert > o2 f.)(2)
fir jedes z € M. Sei f die (komplexwertige) Grenzfunktion auf M. Nach dem
WeierstraB-Kriterium konvergiert » -7, f ;) normal und damit auch gleichméfig
auf M. Sind alle f, stetig, so ist auch die Grenzfunktion stetig.

Ist {a, : v € Njj} eine Familie von komplexen Zahlen und z, € C" ein Punkt, so

nennt man
Z a,(z — zg)”

v>0

eine Potenzrethe um z,. Konvergiert die Reihe normal auf einer Menge M, so
konvergiert sie gegen eine stetige Funktion auf M.

1.5. Abel’sches Lemma

P cc P c C"™ seien Polyzylinder um den Nullpunkt. Wenn die Potenzreihe
Zyzo a,z” in einem Punkt des ausgezeichneten Randes von P konvergiert, dann
konvergiert sie normal auf P’.

BEWEIS:  Wir bezeichnen den ausgezeichneten Rand von P mit 9y P. Sei w € 0y P
ein Punkt, fiir den ) ., a,w” konvergent ist. Dann gibt es eine Konstante ¢, so
dass |a, w”| < ¢ fur alle v € Ny gilt.

Wir wihlen reelle Zahlen ¢; mit 0 < ¢; < 1, so dass |z;| < ¢;|w;| fiir jedes z =
(21,...,2,) € PPund i = 1,...,n gilt. Es folgt:

la,z"| < q” ¢, firq=(q1,...,qn), 2 € P, und v € Nj.

Dann ist auch ||a,z"||pr < q” - ¢, und aus der Konvergenz der verallgemeinerten
geometrischen Reihe folgt, dass Euzo a,z” normal konvergent auf P’ ist. "
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Definition

Die Potenzreihe ) ., a,(z — z)” konvergiert kompakt in einem Gebiet G,
wenn sie auf jeder kompakten Teilmenge K C G gleichméfig konvergiert.

1.6. Folgerung

Sei P C C" ein Polyzylinder um den Nullpunkt und w ein Punkt des ausgezeich-
neten Randes von P. Wenn die Potenzrethe Zuzo a,z” in w konvergiert, dann
konvergiert sie auf P kompakt.

BEwWEIS: Sei K C P kompakt. Dann gibt es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1, so dass
K C q- P CC P ist. Deshalb ist die Reihe auf K normal konvergent. "

Sei S(z) =, a,z” eine Potenzreihe um den Nullpunkt und

B:={z € C" : S(z) konvergent}.

1.7. Satz

Der offene Kern B ist ein vollstindiges Reinhardt’sches Gebiet, und S(z) kon-
vergiert kompakt in B.

o

BEWEIS: Sei w ein Punkt von B. Es gibt einen Polyzylinder P "(w,e) C

und einen Punkt v € P"(w,e) N (C*)", so dass w € P,(0) ist (man Wahle
v = (vg,...,0,) mit v; ;== (1 +J)w; und 0 < 0 < ¢/|w;| fir ¢ = 1,...,n und
w; # 0, bzw. v; := § mit 0 < 0 < ¢ im Falle w; = 0).

Nach Folgerung 1.6 konvergiert S(z) in P,(0), und deshalb ist T, C B. Liegt w
sogar in (C*)", so folgt aus 1.6, dass der ganze Polyzylinder Py (0) in B liegt.

|Z2\

| 1]

Um zu sehen, dass die offene Menge B ein vollstdndiges Reinhardt’sches Gebiet
ist, miissen wir nur noch zeigen, dass sie zusammenhéngend ist. Aber das ist sehr
einfach. Jeder Punkt aus B kann mit einem Punkt in BN (C*)" verbunden werden,
und dann innerhalb eines geeigneten Polyzylinders mit dem Ursprung.
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Aus diesen Betrachtungen folgt, dass B eine Vereinigung von relativ kompakten
Polyzylindern um den Nullpunkt ist. Deshalb konvergiert S(z) kompakt in B. =

Die Menge B nennt man das Konvergenzgebiet von S(z).

1.8. Satz

Sei G das Konvergenzgebiet der Potenzreihe S(z) = ) ., a,2". Dann konver-
giert auch
S.,(z) == Z a, - v 20 ..Z;j—l Cegln

v>0
Vj >0

kompakt auf G.

BEWEIS:  Sei w irgend ein Punkt in (C*)* NG und |a, w”| < ¢ fiir jedes v € Nj.
st 0<g<lund z=¢q-w, soist

vyt = s

Aber

00 oo 0
Zyjq\VI — (Z qu> Zyquj (Z an>
v>0 v1=0 vi=1 vn=0

Vj >0

ist konvergent. Also ist .S, (z) konvergent, und es folgt, dass S., normal konvergent
auf P,(0) ist. Da jede kompakte Menge K C G durch endlich viele Polyzylinder
dieser Art iiberdeckt werden kann, konvergiert S., auf P kompakt. "

Detfinition

Sei B C C" offen. Eine Funktion f : B — C heifit holomorph, falls es zu
jedem Punkt zy € B eine Umgebung U = U(z) C B und eine Potenzreihe
S(z) :== ) ,50 (2 — 2)" gibt, die auf U gegen f(z) konvergiert.

Die Menge der holomorphen Funktionen auf B wird mit O(B) bezeichnet.

Offensichtlich ist jede holomorphe Funktion stetig.

Definition

Sei B C C" offen, zy € B ein Punkt. Eine Funktion f : B — C heif}t komplex
differenzierbar in zg, falls eine Abbildung A : B — C" existiert, so dass gilt:

1. A ist stetig in zg.
2. f(z) = f(zo) + (z — z0) - A(z) " fiir z € B.
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Ist A =(Ay,...,A,), so lautet die Gleichung (2) etwas ausfiihrlicher:

flz, o 20) = f(22, 0, 29) + Z(z,, — 2Z)A (21, .y 20).
v=1

Wie iiblich zeigt man: Ist f komplex differenzierbar in z, so ist der Wert der
Funktion A bei zg eindeutig bestimmt. Die eindeutig bestimmten Zahlen

of

0z, (z0) = f.,(20) = A,(z0) = €, - Azg) "

nennt man die partiellen Ableitungen von f in zy. Der Vektor

Vf(zo) := (fa(20), - - s [2(20)) = Alz0)

wird als der komplexe Gradient von f in zy bezeichnet.

Bemerkungen:
1. Ist f in zy komplex differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

2. f heilt komplex differenzierbar in einem Bereich B, wenn f in jedem
Punkt von B komplex differenzierbar ist. Sind alle partiellen Ableitungen in
zo wieder komplex differenzierbar, so nennt man f in z, zweimal komplex
differenzierbar, und man erhilt zweite Ableitungen

0*f
02,0z,

(ZO) = lelzu (ZO)-

Induktiv definiert man so partielle Ableitungen von beliebiger Ordnung.

3. Summen, Produkte und Quotienten (mit nicht verschwindenden Nennern)
von komplex differenzierbaren Funktionen sind wieder komplex differenzier-
bar.

Eine Funktion f heifit partiell differenzierbar in zg, falls alle partiellen Ablei-
tungen f,, (zo) existieren. Sie heifit schwach holomorph auf B, falls sie auf B
stetig und partiell differenzierbar ist. Fiir z = (21,...,2,) € Bund v = 1,...,n
sind dann die Funktionen

C— f(z1, o 20-1,C 2oty - ooy Zn)

holomorphe Funktionen von einer Variablen.

Ist f komplex differenzierbar auf B, so ist f auch schwach holomorph auf B. Spéter
werden wir sehen, dass die Umkehrung ebenfalls gilt.
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1.9. Satz

Sei P C C™ ein Polyzylinder um Null und S(z) =) - a,2" eine Potenzreihe,
die auf P gegen eine Funktion f konvergiert. Dann ist f komplex differenzierbar
mn 0, mit

f2(0) =aipo. .0, [-,(0) =aoq,. 01

BEwEIS:  Wir wihlen einen kleinen Polyzylinder P. CC P um Null, so dass S(z)
auf P. normal konvergent ist. Dann sind auch alle Reihen normal konvergent, die
man durch Umordnung erhélt, und sie konvergieren gegen den gleichen Grenzwert.
Wir schreiben:

f@) = Y ae

v>0
vi—1 _v
= apo,.0+ 21 E a2yt 2y 2"
v1>0
V2,...,Un >0
-1 —

+ZZ' E a/yzéIQ '..ZTVZn _|_ _I_ Zn g a[yz;:" 1

v1=0,12>0 vi=...=vp_1=0

V3,...,un >0 vp >0

Da die Reihen Ay(z),...,A,(z) auf P. gegen stetige Funktionen konvergieren, ist
f komplex differenzierbar in 0, mit f,, (0) = A,(0O). n

1.10. Satz
Sei b € C" ein fester Vektor, A € GL,(C) und L : C* — C" definiert durch
L(w):=w-A+b.

Ist B C C" offen und f : B — C in zy € B komplex differenzierbar, so ist
auch g := foL inwy := (zg —b) - A™' komplex differenzierbar, und es ist

Vg(wy) = Vf(zo) - AT.

BEWEIS: Es ist L(wg) = 2o und f(z) = f(z) + (z — 7o) - A(z) ", A stetig in z,

also g(w) = f(w-A+Db)
= g(wo)+ (W—wp)-A-A(w-A+Db)"
= g(wo) + (W—wp) - A%(w)", mit A*(w) = A(L(w))-A".

Daraus folgt die Behauptung. "
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1.11. Folgerung

Ist B ¢ C" offen und f : B — C holomorph, so ist f auf B auch komplex
differenzierbar.

BEWEIS: Sei zp € B ein beliebiger Punkt. Dann gibt es eine Potenzreihe S(w),
die auf einer Umgebung von 0 gleichméfig gegen eine im Nullpunkt komplex dif-
ferenzierbare Funktion ¢ konvergiert, so dass gilt:

f(zo + w) = g(w), fiir w nahe 0.

Sei L(z) := z—zp. Dann ist f = go L nach dem vorhergehenden Satz in 0—(—z¢) =
zo komplex differenzierbar. "



