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§3 Pseudokonvexitit und Levi-Bedingung

Definition. Ein Gebiet G C C" heifit pseudokonver, falls es eine streng pluri-
subharmonische C*°-Ausschopfungsfunktion fiir G gibt.

Bemerkungen.

1. Nach dem Glattungs-Lemma ist klar: Ist — log 6 plurisubharmonisch, so ist
G pseudokonvex.

2. Pseudokonvexitét ist invariant unter biholomorphen Transformationen.

3.1 Theorem. Ist G C C" ein pseudokonvezres Gebiet, so geniigt G dem Konti-
nuitdtsprinzip.

BEWEIS:  Seip: G — R eine streng plurisubharmonische Ausschépfungsfunktion.
Wir nehmen an, es gibt eine Familie {S; : 0 < ¢ < 1} von analytischen Scheiben,
gegeben durch eine stetige Abbildung ¢ : A x [0,1] — C", so daB Sy C G und
bS; C G fur jedes t € [0,1] gilt, dass aber nicht alle S; in G enthalten sind.

Die Funktionen p o ¢; : A — R sind fiir jedes ¢ mit .S; C G subharmonisch. Aus
dem Maximumprinzip folgt, dass p|S; < max,g, p fiir alle ¢ gilt.

Wir setzen to := inf{t € [0,1] : S; ¢ G}. Dann ist ¢, > 0 und Sy, C G, und Sj,
trifft OG in wenigstens einem Punkt zy. Wir kénnen eine monoton wachsende Folge
(t,) finden, die gegen t, konvergiert, sowie eine Folge von Punkten z, € S; , die
gegen zo konvergiert. Dann konvergiert p(z,) gegen cq := supq(p), aber es gibt ein
¢ < co, so dass plps, < c fiir alle t € [0, 1] gilt. Das ist ein Widerspruch. n

3.2 Folgerung. Ist G pseudokonvex, so ist G Hartogs-konvex.

3.3 Theorem. Ist G C C" ein Hartogs-konveres Gebiet, so ist —logds auf G
plurisubharmonaisch.

BEwEIs: Fiir z € G und u € C" mit ||ul| = 1 definieren wir

dgu(z) :=sup{t >0 : z+7u € G fir |7| < t}.
Dann ist 0¢(z) = inf{dgw(z) : [[u| = 1}, und es reicht zu zeigen, dass —log d¢ u
fiir jedes feste u plurisubharmonisch ist.

(a) Leider braucht ¢, nicht stetig zu sein, die Funktion ist aber halbstetig nach
unten:

Sei zg € G ein beliebiger Punkt und ¢ < dgu(2zo). Dann ist die kompakte Menge
K :={z = zp+ 1u : |7| < ¢} in G enthalten, und es gibt ein 6 > 0, so dass
{z : dist(K,z) <0} C G ist.

Fiir z € Bs(z) und |7| < ¢ haben wir
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|(z 4+ Tu) — (zo + Tu)|| = ||z — 20|| < 6, und daher dg,(z) > c.
(b) Die Funktion —log d¢ ., ist halbstetig nach oben, und wir miissen zeigen, dass

s(¢) == —log dc,u(2zo + (b)
fiir feste u, zg, b subharmonisch ist. Zunéichst untersuchen wir den Fall, dass u und
b linear abhéngig sind: b = Au, A # 0.
Sei Gy die Zusammenhangskomponente von 0 in {¢ € C : zy+ (b € G}. Dann
gilt:
dgu(zo+Cb) = sup{t>0:2zy+Cb+7uecdfir|r| <t}

= sup{t >0 : (+7/\€ G fur |7| <t}

= [N -sup{r >0 : (+0€Gfur|o| <r}

= Al - 06,(9);

und —logdg, ist subharmonisch.

(c) Jetzt nehmen wir an, dass u und b linear unabhéngig sind. Da diese Vekto-
ren festgehalten werden, konnen wir uns auf die folgende spezielle Situation be-
schranken:

n=2 2zy=0, b=e, und u=es.

Dann ist s(¢) = —logsup{t > 0 : (¢,7) € G fiir |7| < ¢}. Wir benutzen holomor-
phe Funktionen, um zu zeigen, dass s subharmonisch ist. Seien R > r > 0 reelle
Zahlen, so dass (¢,0) € G fiir |(| < R ist, und sei f : A(0, R) — C eine holomorphe
Funktion, so dass s < h := Re f auf 0A(0,r) ist. Wir miissen zeigen, dass s < h
auf A(0,r) ist.

Wir haben die folgenden Aquivalenzen:

s(Q) < h(¢) <= sup{t>0: ((,7)€q fir |[7] <t} > e
= ((,c-e_f(o) € G fir c € A.

(d) Wir definieren eine holomorphe Abbildung F durch
F(z1, 29) = (TZI,ZQe_f(Tzl)).

Dann ist F auf einer Umgebung des Einheitspolyzylinders P? = P?(0, 1) wohldefi-
niert. Es muss gezeigt werden, dass F(P?) C G ist. Wir wissen schon:

1. F(z1,29) € G fiir |z1| = 1 und |25] < 1, weil s(t) < h(t) auf 9A(0,r) ist.
2. F(z1,0) € G fiir |z1| < 1, weil ((,0) € G fiir |¢] < r ist.

Diese Tatsachen werden wir benutzen, um eine geeignete Hartogs-Figur zu kon-
struieren. Zunéchst halten wir fest:
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r 0
Jr(21,22) = ( o ol ) , also det Jg(z1, 22) # 0.

Aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung folgt, dass F biholomorph ist.

Fiir 0 < § < 1 definieren wir hs : C* — C? durch hg(z1, 25) := (z1,2), und dann
wenden wir hs auf die folgende kompakte Menge an:

C:={(21,2) €C?: (|z1] <1, 2 =0) oder (|z1] =1, |2| < 1)} C P2.
Das ergibt die Menge
Cs :=hs(C) = {(21,22) € C* : (J]z1| <1, 20 = 0) oder (|z1] =1, |2| < 0)}.

Es ist F(Cs) C G, wie wir oben gesehen haben, und daher Cs € F~1(QG).

Fiir 0 < ¢ < min(d, 1 — §) definieren wir eine Umgebung U, von Cy durch U, :=
{(z1,22) €C* : (Jz1| < 146, |2z <€) oder (1 —e < |z <1+e, |z <d+e)}.

Wenn wir € klein genug wihlen, ist U. C F~}(G).
SchlieBlich setzen wir H. := h;'(U. N P?) N P2. Dann ist

H. = {(21,2) € P?: (21,02) € U.NP*}
= {2, 2) € C: (Ja] < 1, || < %) oder (1 —¢ < |z] < 1, |2] < 1)}.
|22 ] |22

el s !

| 0 : |

| | — C | !

| | |
e/0t—————— J | /:/ Cs

H. Eror : |
|21 ' |21]

Da (P? H.) eine euklidische Hartogs-Figur ist, ist (F o hs(P?),F o hs(H.)) eine
allgemeine Hartogs-Figur mit F o hs(H.) C F(U. N P?) C G. Da G Hartogs-konvex
ist, muss F o hs(P?) C G sein. Das gilt fiir jedes § < 1. Weil P? = |J,_;_, hs(P?)
ist, muss F(P?) C G sein. Damit ist alles gezeigt. n

3.4 Theorem. Die folgenden Aussagen tiber ein Gebiet G C C" sind dquivalent:
1. G geniigt dem Kontinuitdtsprinzip.

2. G ist Hartogs-konvex.
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3. —logdq ist plurisubharmonisch auf G.

4. G st pseudokonver.

BEWEIS:

Die Aussagen (1) = (2), (2) = (3) und (4) = (1) haben wir schon gezeigt,
(3) = (4) folgt aus dem Gléattungslemma. .

3.5 Theorem. Sind Gi,Gy C C" pseudokonvexe Gebiete, so ist auch G1 N Gy
pseudokonvex.

BEWEIS: Die Aussage ist trivial, wenn man Hartogs-Konvexitdat benutzt. "

3.6 Theorem. Sei Gy C Gy C ... C C" eine aufsteigende Folge pseudokonvexer
Gebiete. Dann ist auch G :=J , G, pseudokonver.

BEWwWEIS: Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Kontinuitatsprinzip, wenn
man folgendes beriicksichtigt: Ist (S;) eine Familie analytischer Scheiben, so sind
die Mengen Sy und (Jy< <, bS; kompakt. .

3.7 Theorem. FEin Gebiet G C C" ist genau dann pseudokonver, wenn es eine
offene Uberdeckung (U,),e;r von G gibt, so dass U NG fiir jedes v € I pseudokonvex
15t.

BEWEIS:

, = ¢ ist trivial, denn Kugeln und Polyzylinder sind pseudokonvex. Die andere

Richtung wird in zwei Schritten gezeigt. Zunéchst nehmen wir an, dass G be-
schrankt ist.

Zu jedem Punkt zy, € OG gibt es eine offene Menge U,, so dass zo € U, und GNU,
pseudokonvex ist. Wenn wir eine so kleine Umgebung W = W (z,) C U, wéhlen,
dass dist(z, 0U,) > dist(z,z¢) fiir jedes z € W N G ist, so ist d¢(2z) = dgnu, (z) auf
W N G. Daraus folgt, dass es eine offene Umgebung U = U(0G) gibt, so dass gilt:
—log d¢ ist plurisubharmonisch auf U N G. Dann ist G\ U CC G. Wir definieren

c:=sup{—logds(z) : z€ G\ U},

und
p(z) := max(—logdg(z), [|z||> +c+1).

Dann ist p eine plurisubharmonische Ausschopfungsfunktion, und nach dem Glattungs-
lemma ist G pseudokonvex.
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Ist G unbeschrénkt, so schreiben wir G als Vereinigung einer aufsteigenden Folge
von Gebieten G, := B,(0)NG. Jedes G, ist beschrankt und erfiillt die nétigen Vor-
aussetzungen, ist also pseudokonvex. Dann ist auch G ein pseudokonvexes Gebiet.

Definition. Sei G C C” ein Gebiet. Der Rand von G heifit glatt in zg € 0G,
falls es eine offene Umgebung U = U(zy) C C" und eine Funktion ¢ € C*(U;R)
gibt, so dass gilt

1.UNG={z€eU : o(z) <0}
2. (do), #0 firze U.
Die Funktion p heifit eine lokale definierende Funktion (oder Randfunktion).

Bemerkung. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass g,, 7# 0 ist. Dann gibt es
nach dem Satz iiber implizite Funktionen Umgebungen
U’ von (zg, 2) = (2", ...,z 1,2) e C*' xR, U" von y{ € R,

n »“n—1r%n

und eine C*-Funktion v : U" — U” so daf gilt:
{(z', 20, yn) € U X U 2 o2, 0 + i) = 0} = {(2, 20, 7(2, ) © (2, 20) € U'}.

Wihlt man U := {(z/,z, + iy,) : (Zz/,z,) € U und y, € U"} klein genug und
korrigiert man — falls n6tig — das Vorzeichen, so kann man erreichen, dass gilt:

UNG=A{(z,z,+iy,) €U : y, <v(Z,x,)}.

Insbesondere ist UNJIG = {z € U : p(z) = 0} eine (2n — 1)-dimensionale differen-
zierbare Untermannigfaltigkeit von U.

3.8 Hilfssatz. Ist OG in zy glatt und sind o1, 0o zwei lokale definierende Funk-
tionen auf U = U(zy), so gibt es eine C*°-Funktion h auf U, so daf$ gilt:

1. h>0 aufU.
2. 01 ="h-09 aufU.
3. (do1), = I(z) - (doa), firz € UNOG.

BEWEIS: Siehe Analysis 3! u

3.9 Theorem. Sei G CC C" ein beschranktes Gebiet mit glattem Rand. Dann ist
0G eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit, und es gibt eine globale definierende
Funktion.

BeEweEIs:  Wir finden offene Mengen V; CC U; C C*, 1 =1,..., N, so dass gilt:
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1. {V4,...,Vy} ist eine offene Uberdeckung von 0G.

2. Fiir jedes i gibt es eine lokale definierende Funktion p; fiir G' auf U;.

3. Fiir jedes i gibt es eine glatte Funktion ¢; : U; — R mit ¢;
und ¢; > 0 im allgemeinen.

v, = 17 Soi‘C”\Ui =0

Sei ¢ 1= ). ¢; (also ¢ > 0 auf 0G) und ©; := ¢;/p. Dann ist ) . ¢; = 1 auf 0G.
Man nennt das System der Funktionen v; eine Teilung der Eins auf 0G.

Die Funktion g := Zi\;l ¥, 0; ist jetzt eine globale definierende Funktion fiir G. Die
Details sind leicht zu iiberpriifen. "

Sei nun G CC C" ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und ¢ : U = U(0G) —
R eine globale definierende Funktion. In jedem z, € 0G ist der reelle Tangential-
raum an den Rand gegeben durch

T, (0G) :={v € Ty, : (d0)s,(v) = 0}.
Das ist ein (2n — 1)-dimensionaler reeller Unterraum von 7,,. Den Raum
H,,(0G) :=T,,(0G) NiT,(0G) ={v € T, : (00)s(v) =0}

nennt man den komplezen (oder holomorphen) Tangentialraum des Randes in z.
Er ist ein (2n — 2)-dimensionaler reeller Unterraum von 75, mit einer natiirlichen
komplexen Struktur, also ein (n — 1)-dimensionaler komplexer Unterraum®.

Definition. Ein Gebiet G erfiillt in zg € G die Levi-Bedingung (bzw. die strikte
Levi-Bedingunyg), falls Lev(p) positiv semidefinit (bzw. positiv definit) auf H,,(0G)
ist.

G heiBt Levi-konvex (bzw. strikt Levi-konvez), falls G in jedem Punkt z € G die
Levi-Bedingung (bzw. die strikte Levi-Bedingung) erfiillt.
Bemerkung. Die Levi-Bedingungen héngen nicht von der Wahl der Randfunk-

tion ab, und sie sind invariant unter biholomorphen Transformationen.

Ist o1 = h - 0o, mit h > 0, dann gilt fir z € 9G:
Lev(o1)(z,w) = h(z) - Lev(02)(2, w) + 2Re{(0h),(W) - (902)s(W)}.

Deshalb unterscheiden sich die Levi-Formen von g; und g, auf H,(9G) nur durch
eine positive Konstante.
Wir wiederholen jetzt einige Tatsachen aus der reellen Analysis:

Eine Menge M C R”™ heifit konvez, falls fiir je zwei Punkte x,y € M auch die
abgeschlossene Strecke von x nach y in M enthalten ist. In diesem Fall gibt es

LH,(0G) wird oft auch mit T}:°(0G) bezeichnet.
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zu jedem Punkt xq € R™ \ M eine reelle Hyperebene H C R™ mit xo € H und
MnNH=g2.

Ist a € R", U = U(a) eine offene Umgebung und ¢ : U — R mindestens C?, so ist
die quadratische Form

Hess(y)(a,w) := Z Pz, (A) W, W),

bekannt als die Hesse-Form von ¢ in a.

3.10 Satz. Sei G CC R" ein Gebiet mit glattem Rand und o eine globale definie-
rende Funktion mit (do)x # 0 fir x € 0G. Das Gebiet G ist genau dann konver,
wenn Hess(o) auf jedem Tangentialraum Ty (0G) positiv semidefinit ist.

BEWEIS:  Sei G konvex und x¢ € 0G ein beliebiger Punkt. Dann ist T := T, (0G)
eine reelle Hyperebene mit TN G = @. Fir w € T und «(t) := x¢ + tw ist

(00 a)"(0) = Hess(o)(xo, w).

Da o(xg) = 0 und g o «(t) > 0 ist, folgt, dass po « in t = 0 ein Minimum besitzt.
Dann ist (0o «)”(0) > 0 und Hess(p) positiv semidefinit auf 7'

Sei nun umgekehrt das Kriterium erfiillt und 0 € G. Wir definieren p. durch
(x) = o) + x|
Oe =0 N .
Fiir kleines € und grofies N ist die Menge G, := {x : 0.(x) < 0} offen, und es ist

G:. C Go C G fiir € < g, sowie | .., Ge = G. Deshalb reicht es zu zeigen, dass G,
konvex ist.

e>0

Die Hesse-Form von p. ist fiir jedes x € 0G auf Ty (0G) positiv definit. Das gilt

dann aber sogar auf einer ganzen Umgebung U von OG. Ist € klein genug, so ist
0G. C U. Nun sei

S={(x,y) € Ge x G, : tx+ (1 -t)y e G, fir 0 <t <1}

Dann ist S eine offene Teilmenge der zusammenhéngenden offenen Menge G, x G..
Wir nehmen an, dass S keine abgeschlossene Teilmenge ist. Dann gibt es Punkte
Xg,¥o € Ge und ein ty € (0,1) mit toxg + (1 — to)yo € 0G.. Also hat die Funktion
t — p-oa(t) mit a(t) := txo+(1—1t)yo ein Maximum in ¢y. Daher gilt: (0-0a)”(ty) <
0 und Hess(go.)(a(to), %o — yo) < 0. Das ist ein Widerspruch, es muss S = G. x G,
und damit G, konvex sein. "

Ein Gebiet G = {0 < 0} heiit strikt konvex in x¢ € 0G, falls Hess(p) in xq positiv
definit ist. Diese Eigenschaft ist unabhingig von p und invariant unter affinen
Transformationen.

Jetzt kehren wir zur Levi-Konvexitat zuriick.
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3.11 Hilfssatz. Sei U C C" offen und ¢ € C*(U;R). Dann ist

1
Lev(p) (2, w) =  (Hess(p)(s, w) + Hess(g) (2,1 w)
BEWEIS: Dies ist eine einfache Rechnung! .

3.12 Theorem. Sei G CC C" ein Gebiet mit glattem Rand. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. G ist strikt Levi-konvexz.

2. Es gibt eine offene Umgebung U = U(OG) und eine streng plurisubharmo-
nische Funktion o € C®(U;R), so daf U NG ={z € U : o(z) < 0} und
(do), # 0 fiirz € U gilt.

3. Zu jedem z € OG gibt es eine offene Umgebung W = W(z) C C", eine
offene Menge V- C C" und eine biholomorphe Abbildung F : W — V| so dass
F(W N G) konvez (und sogar strikt konvex) in jedem Punkt von F(W N OG)
15t.

BEWEIS:

(1) = (2) : Wir withlen eine globale definierende Funktion p fiir G und eine offene
Umgebung U = U(9G), so dass ¢ auf U definiert und (dp), # 0 fiir z € U ist. Sei
A > 0 eine reelle Konstante und o4 := e%? — 1. Dann ist g4 auch eine globale
definierende Funktion und

Lev(oa)(z, w) = Ae™®® [Lev(o)(z, w) + A|(D0).(w)|*] .
Die Menge K := 0G x S?"~! ist kompakt und
Ky :={(z,w) € K : Lev(o)(z,w) < 0}

ist eine abgeschlossene Teilmenge. Da Lev(p) positiv definit auf H,(0G) ist, ist
(00)5(w) # 0 fiir (z,w) € Kj. Deshalb gilt:

M = m}nLev(g)(z,w) > —00,
C = I%in|(ag)z(w)|2 > 0.
Wir wihlen A so grof8, dass A-C + M > 0 ist. Dann folgt:
Lev(oa)(z,w) = A- [Lev(o)(z, W) + A|(D0)s(W)[*] = A (M + AC) >0

tir (z,w) € Ky, und
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Lev(oa)(z, w) > A% - |(00),(W)]> > 0

fur (z,w) € K \ K.

Also ist Lev(oa)(z, w) > 0 fiir jedes z € 0G und jedes w € C*\{0}. Aus Stetigkeits-
griinden ist o4 dann sogar in einer Umgebung von G strikt plurisubharmonisch.

(2) = (3) : Wir betrachten einen Punkt z, € 0G und machen einige einfache
Koordinatentransformationen:

Durch die Translation z — w = z — z( ersetzen wir zy, durch den Ursprung, und
eine Permutation der Koordinaten sichert, dass g, (0) # 0 ist.

Die lineare Transformation
Wi u = (gwl(O)wl + -+ 0w, (0)wy,, we, . .. ,wn)
ergibt u; = w - Vp(0)" und deshalb
o(u) = 2Re(u-V(oow)(0)") + Terme vom Grad > 2
= 2Re(u- Jw(0)"-Vp(0)") + Terme vom Grad > 2

= 2Re(w-Vo(0)") + Terme vom Grad > 2
= 2Re(u;) + Terme vom Grad > 2.

SchlieBlich schreiben wir p(u) = 2Re(u; + Q(u)) + Lev(p)(0,u) + - - -, wobei @ ein
quadratisches holomorphes Polynom ist, und machen die biholomorphe Transfor-
mation

u—v=(u +Qu),us,...,u,).

Dann folgt:
o(v) = 2Re(v1) + Lev(p)(0,v) + Terme vom Grad > 3.

Wegen der Eindeutigkeit der Taylor-Entwicklung ist
1
o(v) = Dp(0)(v) + iHess(g)(O,v) + Terme der Ordnung > 3,

und deshalb Hess(0)(0,v) = 2-Lev(p)(0,v) > 0 fiir v # 0 (in neuen Koordinaten).
Das funktioniert alles in einer Umgebung, die konvex gewahlt werden kann.

(3) = (1) : Dies folgt aus dem obigen Lemma:
Hess(o) > 0 auf 7,(0G) = Lev(p) > 0 auf H,(0G).

Die letztere Eigenschaft ist invariant unter biholomorphen Transformationen. =

Ist G CcC C" ein Gebiet mit glattem Rand und strikt Levi-konvex, so ist leicht
zu sehen, dass G pseudokonvex ist. Wir wollen beweisen, dass die schwache Levi-
Konvexitit sogar dquivalent zur Pseudokonvexitét ist. Zu diesem Zweck erweitern
wir die Randdistanz zu einer Funktion auf dem C".
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dc(z) fir z € G,
dg(z) == 0 fir z € 0G,
—0emg(z) firz¢ G.

3.13 Hilfssatz. —dg ist ein glatte definierende Funktion fir G.
BeEwEIs:  Wir benutzen reelle Koordinaten x = (z1,...,2y) mit N = 2n. Es ist
klar, dass G = {x : —dg(x) < 0} ist.

Sei xg € OG ein beliebiger Punkt und o : U(xp) — R eine lokale definierende
Funktion. Wir kénnen annehmen, dass g.,(xo) # 0 ist. Dann gibt es nach dem
Satz iiber implizite Funktionen eine Produkt-Umgebung U’ x U” von x¢ in U und
eine glatte Funktion h : U’ — R, so dass gilt:

{(X',zn) e U xU" : o(x',xn) =0} ={(x',h(xX)) : X' € U'}.

Es folgt, dass 0 = Vyo(X', h(X')) + 02y (X', h(X')) - VA(X') ist.
Im Punkt (%, h(x')) € 0G steht der Gradient Vo(x', h(x')) auf 0G senkrecht und

. : . . \Y% .
ist nach auflen gerichtet. Wir benutzen jetzt das Vektorfeld n := ﬁ Dann ist
0

n=(n',nn), mit v,
/ Ozy
n = und 7y : ,
IVl H Vel
und es folgt: 7/(x', h(x')) = —nn(x', h(X')) - VA(X').
Jeder Punkt y in einer geniigend kleinen Umgebung des Randes besitzt eine eindeu-
tig bestimmte Darstellung y = x +t - 1(x), wobei t = —dg(y) und x der Punkt ist,

wo das Lot von y auf G den Rand trifft. Wir definieren nun die glatte Abbildung
F: U xR — RY durch

y =F(,t) = (X, h(x)) +t-nx, h(X)).
Dann gibt es glatte Funktionen A und b, so dass gilt:

v Evatt-AX) (X h(X))!
Jrp(x' 1) = ( Vh(x') +t-b(x) nN(X h(x')) ) ’

und daher
/ _ Eyv_1 —nn(X,h(x')) - VA(X)!
det Jrp(x',0) = det ( Vh(x') v (%', h(x'))

- - (gih )

/ / En_: _Vh(xl)t
= nN(x,h(X»'det( 0 1+\|Vh(x’)l|2>

= av(x, AX))(L+[[VA)?) # 0
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Es folgt, dass es ein € > 0 gibt, so dass F die Menge U’ x (—¢, ) diffeomorph auf eine
Umgebung W = W (xy) abbildet und U’ x {0} auf 0GNW. Da dg(x+t-n(x)) = —t
fiir |¢| < € und geniigend kleines ¢ gilt, folgt auBerdem, dass dg = (—t) o F~! nahe
O0G eine glatte Funktion ist. Ist p’ durch p’(x’,t) := (x,0) definiert, so ist die
Projektion

p=Fop oF ':x+t-n(x)+ x, firx e G,

eine glatte Abbildung, und dg ist durch dg(y) = o - ||y — p(y)|| gegeben, wobei
o =1 fiir y € G ist, und sonst iiberall 0 = —1.

Firy € 0G ist

Z Ye — Pe(Y)) Ok — (D), (¥))

(dc)y, (¥) o= pol
T v =)o )]
und daher
Vda(y) = o Iy — p(y) — Dp(y)(y — p(¥))] .

ly —p)ll

Aus der Beziehung o(p(y)) = 0 folgt die Gleichung Dp(y)(Vo(p(y))) = 0. Aber
y — p(y) ist ein Vielfaches von Vo(p(y)). Damit ergibt sich

y —P(y) Vo(p(y))
Vdg(y) =0 = :
Oy ol Vel
Néhert sich y dem Rand 0G, so erhidlt man Vdg(y) # 0. n

E.E. Levi zeigte, dass jedes Holomorphiegebiet mit glattem Rand Levi-konvex ist,
und dass der Rand eines strikt Levi-konvexen Gebietes G lokal die ,natiirliche
Grenze® fiir eine holomorphe Funktion in G ist. Hier beweisen wir das folgende
Resultat, das manchmal als ,,Satz von Levi“ bezeichnet wird.

3.14 Theorem. FEin Gebiet G mit glattem Rand ist genau dann pseudokonvez,
wenn es Levi-konvex ist.

BEWEIS:

(1) Sei G pseudokonvex. Die Funktion —d ist eine glatte Randfunktion fiir G, und
—logdg = —logdg ist plurisubharmonisch auf G, wegen der Pseudokonvexitét.
Wir berechnen

1 1 2
dc() PR CCOITLS

Dieser Ausdruck ist auf G' nicht-negativ. Ist z € G, w € T, und (9(dg)).(w) = 0,
so folgt, dass Lev(—dg)(z,w) > 0 ist. Das bleibt auch fiir z — 0G richtig, also
erfiillt —dg die Levi-Bedingung.

Lev(—logdg)(z,w) = - Lev(—dg)(z, w) +
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(2) Sei G Levi-konvex. Wir nehmen an, dass G nicht pseudokonvex ist. Dann gibt
es in jeder Umgebung U des Randes einen Punkt zy, wo die Levi-Form von — log d¢
einen negativen Eigenwert besitzt. Das bedeutet, dass es einen Vektor wy gibt, so
dass gilt:

gch(O) = Lev(log dg)(zo, wo) > 0, fiir ¢(() := log dc(zo + (Wo).

Wir betrachten die Taylor-Entwicklung

1
2(C) = #(0) +2Re(c(0)C + 5cc(0)C%) + ¢ (O)ICI +
= ¢(0) + Re(AC + BC?) + A[¢]? +
mit komplexen Konstanten A, B und einer reellen Konstante A > 0.

Wir wéhlen einen Punkt py € 0G mit d¢(zo) = ||po — Zol| und ein beliebiges € > 0.
Dann kann eine analytische Scheibe ¢ : A(0,¢) — C" durch

U(C) = 2o + (wo + exp(AC + B¢?) (po — zo)

definiert werden. Es ist ¢/(0) = zo + exp(0) - (Po — o) = Po, und wir wollen zeigen,
dass ¥(C) € G ist, fiir 0 < |¢| < € und beliebig kleines ¢.

Da ¢(¢) > ¢(0) + Re(A¢ + BC?) + (A/2)[¢]? nahe ¢ = 0 ist, folgt:
exp(¢(¢))

A
exp(p(0)) - |exp (AC + BCQ) ‘ -exp(a\(’F)

(2o) - | exp (AC + BC) |
Hexp (AC + BC?) (po — 20)|,

fiir kleines ¢ # 0. Das bedeutet, dass wir € so wéihlen kénnen, dass ¥(() fiir 0 <
|| < € in G liegt. Die analytische Scheibe beriihrt 0G von innen.

dc(zo + (Wo)

vl

\%

f(¢) = da(¥(€)) ist eine glatte Funktion mit einem isolierten lokalen Minimum bei
¢ =0und f(0) = 0. Deshalb ist (0f)o(1) = 0 und

F(€¢) = Re (fec(0)¢?) + fez(0)[¢[* 4+ Terme der Ordnung > 3.

Auflerdem ist Hess(f)(0,v) > 0 fiir alle v und > 0 fiir mindestens ein v. Fiir jedes
t ist daher Re (fec(0)e*' ") + fz(0) = Hess(f)(0,€'*) > 0 (und > 0 fiir mindestens
ein t). Daraus folgt:

Lev(da)(po, ¢'(0)) = f£(0) > 0

Das ist ein Widerspruch zur Levi-Bedingung in pg, weil —dg eine definierende
Funktion fiir G ist. "
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§4 Holomorphie-Konvexitét

Wir wollen einige Beziehungen zwischen Pseudokonvexitédt und affiner Konvexitét
untersuchen. Zunichst stellen wir einige Eigenschaften konvexer Gebiete im RV
zusamien.

Sei £ die Menge der affin-linearen Funktionen f : RY — R mit
f(x)=ax1+ - +anzy+0b, ai,....an,beER.

Ist M eine konvexe Menge und x, ein Punkt, der nicht in M enthalten ist, so gibt
es eine Funktion f € £ mit f(xg) = 0 und f|y; < 0. Fiir jedes ¢ € R ist die Menge
{x € R : f(x) < ¢} ein konvexer Halbraum.

Definition. Sei M C R” eine beliebige Teilmenge. Dann nennt man die Menge
H(M) := {X cRY . f(x) <supf, firalle f € E}
M

die affin-konvexe Hiille von M.

4.1 Satz. Seien M, M;, My C RY beliebige Teilmengen. Dann gilt:
1. M C H(M).
2. H(M) ist abgeschlossen und konvez.
3. H(H(M)) = H(M).
4. Ist My C My, so ist H(M;) C H(Ms).
5. Ist M abgeschlossen und konvez, so ist H(M) = M.
6. Ist M beschrinkt, so ist H(M) ebenfalls beschrinkt.

BEwEeIs: (1) ist trivial.

(2) Ist xo & H(M), so gibt es ein f € £ mit f(x¢) > sup,, f. Weil f stetig ist, ist
f(x) > sup,, f in einer Umgebung von x,. Deshalb ist H (M) abgeschlossen.

Als Durchschnitt von konvexen Halbraumen ist H (M) ebenfalls konvex.

(3) folgt aus (5).

(4) ist trivial.

(5) Sei M abgeschlossen und konvex. Ist xo & M, so gibt es einen Punkt yo € M,
so dass dist(xg, M) = dist(xg,yo) ist. Sei z¢ ein Punkt auf der offenen Strecke von
xo nach yo. Dann ist zg ¢ M, und es gibt eine Funktion f € £ mit f(zg) = 0 und

flar < 0.Dat— f(txo+ (1 —1)yo) eine monotone Funktion ist, ist f(xg) > 0 und
deshalb x¢ & H(M).
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(6) Ist M beschréinkt, so gibt es ein R > 0, so dass M in der abgeschlossenen

konvexen Menge Bg(0) enthalten ist. Also ist H(M) C Bgr(0). n

Bemerkung. H(M) ist die kleinste abgeschlossene konvexe Menge, die M
enthélt.

4.2 Theorem. FEin Gebiet G C RY ist genau dann konvexr, wenn mit K CC G
stets auch H(K) CC G ist.

BEWEIS: Sei G ein konvexes Gebiet und K CC G eine Teilmenge. Dann ist H(K)

abgeschlossen und in der beschrinkten Menge H(K) enthalten. Daher ist H(K)
kompakt, und man muss nur noch zeigen, dal H(K) C G ist. Wenn es einen Punkt
xg € H(K) \ G gibt, dann gibt es auch eine Funktion f € £ mit f(x¢) = 0 und
fla < 0. Es folgt, dass supg f < 0 und f(x¢) > supy f ist. Das ist ein Widerspruch
zur Relation xg € H(K).

Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt. Wenn x, y, zwei Punkte von G sind, dann ist
K = {xq,y0} eine relativ-kompakte Teilmenge von G. Es folgt, dass H(K) in G
enthalten ist. Da H(K') abgeschlossen und konvex ist, muss auch die abgeschlossene
Strecke von x¢ nach yq in G enthalten sein. Deshalb ist G konvex. "

Jetzt ersetzen wir affin-lineare Funktionen durch holomorphe Funktionen.

Definition. Sei G C C" ein Gebiet und K C G eine Teilmenge. Die Menge

~ ~

K=FKg:= {zeG | f(z)] < suplf], fiir allefeO(G)}
K

heifit die holomorph-konvere Hiille von K in G.

4.3 Satz. Ist G C C" ein Gebiet und sind K, Ky, Ky Teilmengen von G, so gilt:
1. KCK.

2. K ist abgeschlossen in G.

3. K=K.
4. Ist K1 C Ks, so ist [A(l C I/(\g
5. Ist K beschrdnkt, so ist auch K beschrinkt.

BEwEeIs: (1) ist trivial.

(2) Sei zy ein Punkt von G\ K. Dann gibt es eine holomorphe Funktion f auf
G mit |f(zo)| > supg|f|. Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Ungleichung auf einer
ganzen Umgebung U = U(zy) C G. Also ist G\ K offen.
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3) supg|f| < supg|f|.
4) ist trivial.

(
(

(5) Ist K beschrénkt, so ist K in einem abgeschlossenen Polyzylinder P7(0,r)

~

enthalten. Die Koordinatenfunktionen z, sind auf G holomorph. Fir z € K ist
|2,| < supgl|z,| < r. Also ist auch K beschriankt. .

Definition.  Ein Gebiet G C C" wird holomorph-konvexr genannt, wenn mit
K CcC G auch K CC G ist.

Beispiel.
In C ist jedes Gebiet holomorph-konvex:

Sei K CC G eine beliebige Teilmenge. Dann ist K beschréankt, und es bleibt
zu zeigen, dass der Abschluss von K in GG enthalten ist. Gibt es einen Punkt

20 € K \ G, so liegt zg in OK NOG. Wir betrachten die holomorphe Funktion
f(z) :=1/(2— z) in G. Ist (z,) eine Folge in K, die gegen z, konvergiert, so
ist | f(z,)] < supg|f| < supg|f| < co. Das ist ein Widerspruch!

Im Falle n > 2 werden wir zeigen, dass es Gebiete gibt, die nicht holomorph-konvex
sind. Allerdings gilt:

4.4 Satz. Ist G C C" ein affin-konvexes Gebiet, so ist G holomorph-konvex.

BEWwEIs: Sei K relativ-kompakt in G. Dann ist H(K) CC G. Ist zg ein Punkt in
G\ H(K), so gibt es eine affin-lineare Funktion A € £ mit A(zg) > supy A. Indem
wir A durch A — A(0) ersetzen, kénnen wir annehmen, dass A\ eine homogen-lineare
Funktion der Form

Az) =2Re(ar1z1 + -+ - 4+ ay2p).
Dann ist f(z) := exp(2-(a121+- - 4y, 2,)) holomorph auf G und | f(z)| = exp(A(z)).
Deshalb ist | f(zo)| > supy|f| und zo € G\ K. Dies zeigt, dass K CC G ist. n

Im allgemeinen ist Holomorphie-Konvexitét eine viel schwichere Eigenschaft als
die affine Konvexitét.

Sei G C C" ein Gebiet und € > 0 eine kleine reelle Zahl. Wir definieren
G. ={z€ G : ég(z) > ¢e}.
Hier sind einige Eigenschaften der Menge G.:

1. Ist z € G, so gibt es ein € > 0, so dass dg(z) > ¢ ist.
Deshalb ist G = (.., G-.
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2. Ist g1 < g9, s0ist G, D G,.

3. G, ist eine abgeschlossene Teilmenge des C™: Ist ndmlich zg € C" \ G, so
ist entweder zg € G und dg(zg) < €, oder zg € G. Im letzteren Falle ist die
Kugel B.(zg) in C"\ G. enthalten. Ist zg € G\ G. und § := d¢(z), so ist
d < eund B._s(zg) C C*\ G.. Also ist C" \ G, offen.

4.5 Hilfssatz. Sei G C C" ein Gebiet, K C G kompakt und f eine holomorphe
Funktion auf G. Ist K C G., so gibt es zu jedem 6 mit 0 < § < € eine Konstante
C >0, so dass die folgende Ungleichung erfillt ist:

a!
sup|D*f(z)] < <57 - €.
K

Bewels: Fir 0 < 0 < eist G' := {z € G : dist(K,z) < d} offen und relativ-
kompakt in G, und fiir jedes z € K ist der abgeschlossene Polyzylinder P"(z,d) in
G’ C @ enthalten. Ist T der ausgezeichnete Rand des Polyzylinders und |f| < C
auf G, so folgt aus den Cauchy-Ungleichungen:

«Q al
D7 f(z)] < o supl ] < o
T

slal M'G

4.6 Satz von Cartan—Thullen. Ist G ein schwaches Holomorphiegebiet, so ist
G holomorph-konvex.

BEWEIS: Sei K CC G. Wir wollen zeigen, dass K CC G ist. Sei e := dist( K, C™\
G) > dist(K,C" \ G) > 0. Offensichtlich liegt K in G..

Wir behaupten, dass die holomorph-konvexe Hiille /f( sogar in G. liegt. Angenom-
men, das wére nicht so. Dann gébe es ein zp € K \ G.. Sei P = P"(z¢,¢) und
@ die Zusammenhangskomponente von zy in P N G. Da P sowohl G als auch
C™\ G trifft, folgt aus dem Lemma iiber Randkomponenten, dass es einen Punkt
z1 € PNOQ N AG gibt.

Sei nun f eine holomorphe Funktion auf G. In einer Umgebung U = U(zy) C G
hat f eine Taylor-Entwicklung

f(z) = Zal,(z —70)”, mit a, = %D”f(zo).

v>0

Die Funktion z — a,(z) := 4 D" f(z) ist holomorph auf G. Deshalb ist |a,(zo)| <
supg|a,(z)|. Nach dem Lemma gibt es zu jedem 6 mit 0 < § < ¢ ein C' > 0, so dass
supyla,(z)| < C/6" ist. Dann gilt:

() V1 O]\ Yn
ity <0 () ()
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Auf jedem Polyzylinder P™(zg, §) wird die Taylorreihe durch eine geometrische Rei-
he majorisiert. Also konvergiert sie auf P gegen eine holomorphe Funktion ]? Es
ist f = f nahe zy und dann auch auf Q). Weil z; in P N 90Q N IG liegt, kann f
in z; nicht vollstéandig singulér sein. Das ist ein Widerspruch, weil f eine beliebige
holomorphe Funktion in G und G ein schwaches Holomorphiegebiet ist. "

Sei G C C" ein Gebiet. Ist G holomorph-konvex, so wollen wir eine holomorphe
Funktion auf G konstruieren, die in jedem Randpunkt voll singular wird. Dazu
benutzen wir ,normale Ausschéopfungen®.

Definition. Eine normale Ausschipfung von G ist eine Folge (K,) von kompak-
ten Teilmengen von G so dass gilt:

o

1. K, CC (K,41), fiir jedes v.
2. U K, =G.

4.7 Theorem. Jedes Gebiet G im C" besitzt eine normale Ausschipfung. Ist G
holomorph-konvez, so gibt es eine normale Ausschopfung (K,) mit K, = K, fir
alle v.

BEWEIS: Im allgemeinen ergibt K, := P*(0,7)NG}, eine normale Ausschépfung.
Ist G sogar holomorph-konvex, so ist K, CC G fiir alle v. Induktiv konstruieren
wir eine neue Ausschépfung.

Sei K} = K;. Sind die kompakten Mengen K7,...,K;_; schon konstruiert, mit
IA(]* = K; firj=1,...,v—1,und K CC (K/,), so gibt es ein A\(v) € N, so dafl
K2, C (Ka) ist. Sei K7 := Ky

Offensichtlich ist (K7}) eine normale Ausschopfung mit IA(;‘ =K. .

4.8 Theorem. Sei (K,) eine normale Ausschipfung von G mit K, = K,, A1)
eine streng monoton wachsende Folge natirlicher Zahlen und (z,) eine Folge von
Punkten mit z,, € K1 \ Kag-

Dann gibt es eine holomorphe Funktion f auf G, so dass |f(z,)| unbeschrankt ist.

BEwEIS: Die Funktion f wird als Grenzfunktion einer unendlichen Reihe f =
Zzo:l f,. konstruiert. Induktiv definieren wir holomorphe Funktionen f,, auf G, so
daB gilt:

Lo | fulry,y <270 fiir p > 1.

pn—1

2. | fulz)| > 41+ | fi(z)] fiir p> 2.

j=1
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Sei fi := 0. Dann nehmen wir fiir u > 2 an, dass fi,..., f,—1 schon konstruiert

worden sind. Da z,, € K41\ K und IA(,\(#) = Ky ist, gibt es eine holomorphe
Funktion g auf G, so dass |g(z,)| > ¢ := supKW)]g] ist. Nach Multiplikation mit

einer geeigneten Konstante (z.B. mit ¢ := 2/(q + |g(z,)|)) konnen wir erreichen:

|g(zu)| >1>q.

Setzen wir f, := ¢g¥, mit einem geniigend grofien k, so hat f, die Eigenschaften (1)
und (2).

Wir behaupten, dass i f, auf G kompakt konvergiert. Fiir den Beweis halten wir
erst einmal fest, dafl es zu einer beliebigen kompakten Teilmenge K C G immer
ein py € N gibt, so da K C K)(,,) ist. Nach Konstruktion gilt sup|f.| < 27#
fiir p > pp. Da die geometrische Reihe Zu 27# auf K eine Majorante der Reihe
>, fu ist, konvergiert die Reihe der f, normal auf K. Also ist f = > f, auf G

holomorph. Auflerdem gilt:

@)l = 1fulz)] = Y1 fu(z,)]

vER

> p+1- Z|fu(zﬂ)‘

V>
> 41— 22_” (denn z, € Ky, fir v > p)

V>
> u (denn ZQ‘” =1).

v>1
Daraus folgt: | f(z,)| — oo fiir p — oo. ]

Als wichtige Konsequenz ergibt sich:

4.9 Theorem. FEin Gebiet G ist genau dann holomorph-konvex, wenn es zu jeder
unendlichen und in G diskreten Menge D eine holomorphe Funktion f auf G gibt,
so dass | f| auf D unbeschrinkt ist.

BEWEIS: (1) Sei G holomorph-konvex, D C G unendlich und diskret. AuBlerdem
sei (K,) eine normale Ausschopfung von G mit K, = K. Dann ist K, N D endlich
(oder leer) fiir jedes v € N. Wir konstruieren induktiv eine Folge von Punkten
z, €D.

Sei z; € D\ K beliebig und A(1) € N minimal mit der Eigenschaft, dafl z; in
Kxqy41 liegt. Es seien schon Punkte zi,...,z,_; und Zahlen A(1),...,A(p — 1)
konstruiert, so dass gilt:

z, € K\wy41 \ K@), forv=1,...,p—1

Dann wihlen wir z, € D \ Kj—1)11 und A(x) minimal, so dass z, in K41
liegt. Nach dem obigen Satz gibt es eine holomorphe Funktion f auf G, so dass
|f(z,)] — oo filr p — oo gilt. Deshalb ist |f| auf D unbeschrankt.
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(2) Sei nun umgekehrt das Kriterium erfiillt und K CC G. Dann ist K C G, und
wir miissen noch zeigen, dass K kompakt ist. Sei (z,) eine beliebige Folge von
Punkten aus K. Dann gilt:

sup{|f(z,)| : v € N} <sup|f| < oo, fiir alle f € O(G).
K

Deshalb kann {z, : v € N} nicht diskret in G sein, die Folge (z,) muss einen
Haufungspunkt zy in G' besitzen. Da K abgeschlossen in G ist, gehort zg zu K.
Also ist G holomorph-konvex. "

Wir wollen nun darangehen zu zeigen, dass jedes holomorph-konvexe Gebiet ein
Holomorphiegebiet ist. Dafiir konstruieren wir fiir ein beliebiges Gebiet G C C"
eine Folge, die sich gegen jeden Randpunkt des Gebietes héuft.

4.10 Theorem. Sei (K,) eine normale Ausschopfung von G. Dann gibt es eine
streng monoton wachsende Folge \(p) von natirlichen Zahlen und eine Folge von
Punkten (z,) € G, so dass gilt:

1.z, € KA(M)-H \ KA(M)? fiir alle p.

2. Ist zy ein Randpunkt von G und U = U(zo) eine offene zusammenhdingende
Umgebung, so enthdlt jede Zusammenhangskomponente von U NG unendlich
viele Punkte der Folge (z,).

BEWEIS: Dies ist ein rein topologisches Resultat, da wir keine Annahme {iber G
machen. Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt.

(1) Sei B = {B, : v € N} das abzéhlbare System der Kugeln mit rationalem
Mittelpunkt und rationalem Radius, die OG treffen. Jeder Durchschnitt B, NG hat
héchstens abzéhlbar viele Zusammenhangskomponenten. Auf diese Weise erhalten
wir eine abzdhlbare Familie

C={C, : 3B € B, so dass (), eine Zusammenhangskomponente von B N G ist}.

(2) Die Folgen A(p) und (z,) werden induktiv konstruiert. Zunéchst wird z; €
C1\ K beliebig gewéhlt. Dann gibt es genau eine Zahl A\(1) mit zy € Kyy41 \ K1)

Nun seien zj,...,2z,-1 und A(1),..., A(p — 1) schon konstruiert, so dass gilt:
)\(]) > )\(] — 1) und Z; € Cj N (Kk(j)—i—l \ K)\(j)), fir j = 1,... , b — 1.

C, ist definitionsgeméf eine Zusammenhangskomponente von B, N G, fiir ein
geeignetes u( ) € N. Nach Konstruktion ist B, N 0G # @, also B,,) NG # &
und B,y N (C*\ G) # @. Aus dem Lemma uber Randkomponenten folgt nun,
dass e1n w € B, NOC, NIG existiert.

Wegen Ky(,—1)+1 CC G und w € 9G ist C" \ K(,—1)41 eine offene Umgebung von
w. Wir wihlen einen beliebigen Punkt z, € C, N (C" \ K)(u—1)+1) und A(p) >
A(p — 1) minimal, so dass z, € C, N (Kx+1 \ Kagy) ist.
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(3) Nun zeigen wir, dass die Bedingung (2) des Satzes erfiillt ist. Sei zy ein Punkt
von G, U = U(zp) eine offene zusammenhéngende Umgebung und @) eine Zusam-
menhangskomponente von U N G. Wir nehmen an, dass nur endlich viele z,, in @
liegen, etwa zq, ..., Z,. Dann sind

U :=U\{z1,...,2n} und Q" :=Q\{z1,...,2,}

offene zusammenhéngende Mengen, die kein z,, enthalten. Offensichtlich ist Q)* eine
Zusammenhangskomponente von G N U*.

Weil GNU* # @ und (C"\G)NU* # @ ist, gibt es einen Punkt wy in U*NIQ*NIG
und eine Kugel B, C U* mit B, € B und wy € B,. Dann ist B, NG C U*NG.
Auflerdem muss B, NG einen Punkt w; € QQ* enthalten. Die Zusammenhangskom-
ponente C* von wy in B, N G ist eine Teilmenge der Zusammenhangskomponente
von wy in U* N G. Aber C* ist ein Element C),, von C. Nach Konstruktion enthalt
es den Punkt z,,. Das ist ein Widerspruch. Also liegen unendlich viele Glieder der
Folge in Q. "

4.11 Theorem. Ist G holomorph-konvex, so ist G ein Holomorphiegebiet.

BEWEIS: Sei (K,) eine normale Ausschopfung von G mit IA(V = K,. Wir wéahlen
Folgen (1) € N und z, € G, so dass die z, in K11 \ Ky liegen. Wir konnen
annehmen, dass es fiir jeden Punkt zq € 0G, jede offene zusammenhéingende Um-
gebung U = U(zg) und jede Zusammenhangskomponente ¢ von U N G unendlich
viele z,, in ) gibt.

Sei nun f auf G holomorph und auf D := {z, : u € N} unbeschrénkt. Es ist klar,
dass f in jedem Punkt zy € 0G voll singulédr wird. u

Bemerkung. Es ist nicht erforderlich, dass eine vollstandig singulére holomor-
phe Funktion unbeschrankt ist. 1978 zeigte D. Catlin in seiner Dissertation, dass es
zu jedem holomorph-konvexen Gebiet G CC C" mit glattem Rand eine holomor-
phe Funktion auf G gibt, die auf einer Umgebung von G beliebig oft differenzierbar
(und damit auf G beschriankt) und in jedem Punkt des Randes von G voll singulir
wird.

4.12 Satz. Jedes Gebiet in der komplexen Ebene C ist ein Holomorphiegebiet.

BEWEIS:  Wir haben schon gesehen, dass jedes Gebiet in C holomorph-konvex ist.
Deshalb ist solch ein Gebiet auch ein Holomorphiegebiet. "

4.13 Theorem. Die folgenden Aussagen iiber Gebiete G € C" sind dquivalent:

1. G ist ein schwaches Holomorphiegebiet.
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2. G ist holomorph-konvez.

3. Zu jeder unendlichen diskreten Teilmenge D C G gibt es eine holomorphe
Funktion f auf G, so daf8 |f| auf D unbeschrankt ist.

4. G st ein Holomorphiegebiet.

Wir haben alle Aquivalenzen in den vergangenen Abschnitten bewiesen. Auerdem
wissen wir, daf} jedes Holomorphiegebiet pseudokonvex ist. Was fehlt, ist ein Beweis
des Levi-Problems: Jedes pseudokonvexe Gebiet ist holomorph-konvex. Dazu fehlen
uns bis jetzt aber die Mittel.

Jede affin-konvexe offene Teilmenge des C" ist ein Holomorphiegebiet. Das n-fache
kartesische Produkt ebener Gebiete ist ein weiteres Beispiel:

4.14 Satz. Sind G4,...,G, C C beliebige Gebiete, so ist G := Gy x --- X G, ein
Holomorphiegebiet.

BEWEIs: Sei D = {z, = (2},...,2") : u € N} eine unendliche diskrete Teil-
menge von G. Dann gibt es ein i, so dass (2!') keinen Héufungspunkt in G; hat,

und es gibt eine holomorphe Funktion f auf G; mit limlﬁoo| f(zH )‘ = 00. Die
Funktion f, definiert durch f(zl, ooy 2Zn) = f(z), ist auf G holomorph und auf D
unbeschrénkt. .

Bemerkung. Der gleiche Beweis zeigt, dass jedes kartesische Produkt von Ho-
lomorphiegebieten wieder ein Holomorphiegebiet ist.

Sei G C C" ein vollstdndiges Reinhardtsches Gebiet. Wir wollen Kriterien dafiir
angeben, dass G ein Holomorphiegebiet ist. Dazu definieren wir eine Abbildung log
vom absoluten Raum V in den R™ durch

log(ri,...,rn) := (logry,...,logr,).

Definition.  Ein Reinhardtsches Gebiet G heifit logarithmisch konvex, falls
log 7(G N (C*)™) ein affin-konvexes Gebiet im R™ ist.

Bemerkung. Ist z = (z,...,2,) € G, soist log7(z) = (log|z],...,log|z,|). Ist
z € (C*)", so ist |z > 0 fir alle 4, und log 7(z) ist tatséchlich ein Element von R™.

4.15 Satz. Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe S(z) = ) -, a,z” ist loga-
rithmisch konvez.

BEWEIS: Sei G das Konvergenzgebiet von S(z) und M :=log 7(GN(C*)") C R™.
Wir betrachten zwei Punkte x,y € M und Punkte z, w € GN(C*)" mit log 7(z) = x
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und log 7(w) = y. Ist A > 1 klein genug, so gehoren Az und Aw noch zu G N (C*)™.
Da S(z) in Az und Aw konvergiert, gibt es eine Konstante C' > 0, so dass gilt:

la,| - A |27 < ¢ und  a, |- A |wY| < O, fiir jedes v € NP
Also ist
la,| A |z”|" - \W”|1_t < C, fiir jedes v und 0 < ¢ < 1.

Aus dem Abel’schen Lemma folgt, dass S(z) in einer Umgebung von
ze = (21| Jwr | |zl wa ')

konvergiert. Das bedeutet, dass z; € G und tx + (1 — t)y = log7(z;) € M ist, fiir
0 <t < 1. Daher ist M konvex. n

4.16 Satz. Sei G ein vollstindiges Reinhardtsches Gebiet. Ist G logarithmisch
konvex, so ist G holomorph-konvez.

BEWEIS: Sei K eine relativ-kompakte Teilmenge von G. Da G ein vollsténdiges
Reinhardtsches Gebiet und K eine kompakte Teilmenge von G ist, gibt es Punkte
Z1,...,2 € GN(C)", so dass gilt:

k
KcG = U P"(0,q;,) C G, wobei q; := 7(z;) ist.
i=1
Wir betrachten die Menge M = {m(z) = z" : v € Nj} von Monomen, die eine
Teilmenge von O(G) ist. Fiir z € P*(0,q;) und m € M haben wir:

im(z)| = |2"| < ai = [m(as)l.
Sei Z :={z1,...,2;}. Fiir z € K folgt dann:

|m(z)| < sup|m| < sup|m| < sup|m/|, fiir alle m € M.
K e Z

Nehmen wir an, dass K nicht relativ kompakt in G liegt. Dann hat K einen
Héufungspunkt in zy in 0G und es folgt, dass |m(zg)| < supy|m| fir alle m € M
gilt.

Sei h(z) := log 7(z), fir z € (C*)". Da G logarithmisch konvex ist, ist das Gebiet
Gy := h(G N (C*)") C R™ affin konvex. Fiir den Augenblick nehmen wir an, dass
zop € (C*)™ ist. Dann liegt xo := h(2z¢) in 0Gy, und es gibt eine reelle Linearform
A(X) = a1 + -+ - + a2y, so dass A(X) < A(Xp) fiir x € G ist.

Sei x = log 7(z) ein Punkt von Gy und u € R" mit u; < x; fiir j =1,...,n. Dann
ist e" < €™ = |z;| und deshalb (weil G ein vollstindiges Reinhardtsches Gebiet
ist) w = (e",...,e") € GN(C*)" und u € Gy. Insbesondere ist
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x —ne; € Go und A\(x) —na; = A\(x — ne;j) < A\(xg), fiir alle n € N.

Deshalb ist a; > 0 fir j =1,...,n.

Jetzt wihlen wir rationale Zahlen r; > a; und setzen X(x) =Trx 4+ TRy,
Wenn wir die r; geniigend nahe bei den a; wéhlen, dann gilt die Ungleichung
X(log q;) < X(Xo) fir ¢ = 1,...,k, und sie gilt auch noch, wenn man mit dem
gemeinsamen Nenner der r; multipliziert. Deshalb kénnen wir annehmen, dass
die r; natiirliche Zahlen sind, und wir konnen ein spezielles Monom mg durch
mo(z) := 27" - - - 2/ definieren. Dann ist

Imo(z:)| = eM0B%) < AX0) — |y (z0)], fiir i =1,..., k.

Also ist |mg(zg)| > sup,|mo|, und das ist ein Widerspruch.

Ist zg ¢ (C*)", dann konnen wir nach einer Permutation der Koordinaten anneh-

men, dass 2" -+ 2" #0und 27, = -+ = 2 = 0 ist. Wir kénnen auf den Raum
C! projizieren und mit Monomen in den Variablen zi, ...,z arbeiten. Der Beweis
geht dann wie oben durch. "

Jetzt erhalten wir folgendes Resultat:

4.17 Theorem. Sei G C C" ein vollstindiges Reinhardtsches Gebiet. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

1. G ist das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe.

2. G st logarithmisch konvez.

3. G ist holomorph-konvez.

4. G ist ein Holomorphiegebiet.
BEwWEIS:  Wir miissen nur zeigen: Ist GG ein vollstdndiges Reinhardtsches Gebiet
und ein Holomorphiegebiet, so ist G das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe. Nach
Voraussetzung gibt es eine Funktion f, die auf G holomorph und in jedem Rand-
punkt voll singuldr ist. Wir haben im vorigen Semester gezeigt, dass es zu jeder
holomorphen Funktion auf einem eigentlichen Reinhardtschen Gebiet eine Potenz-

reihe S(z) gibt, die auf G gegen f konvergiert. Wegen des Identitéatssatzes kann sie
auf keinem echt gréfleren Gebiet konvergieren. u

Definition. Sei G C C” ein Gebiet, U C G, Vi,...,V, C C offene Teilmengen
und fi, ..., fr holomorphe Funktionen auf GG. Die Menge

P:={zecU: fi(z) eV, firi=1,... k}

nennt man ein analytisches Polyeder in G, falls P CC U ist.
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Ist sogar V; = --- =V, = A, so spricht man von einem speziellen analytischen
Polyeder in G.

Bemerkung. Ein analytisches Polyeder P braucht nicht zusammenhéngend zu
sein. Die Menge U in der Definition stellt sicher, dass jede Vereinigung von Zusam-
menhangskomponenten von P wieder ein analytisches Polyeder ist, wenn es einen
positiven Abstand von jeder anderen Zusammenhangskomponente von P hat.

4.18 Theorem. Jedes zusammenhdngende analytische Polyeder P in G ist ein
Holomorphiegebiet.

BEWEIS:  Wir miissen nur zeigen, dass P ein schwaches Holomorphiegebiet ist.
Ist zg € OP, so gibt es ein i, so da} f;(zg) € JV; ist. Deshalb ist f(z) := (fi(z) —
fi(z9))~! in P holomorph und in zg voll singulér. .

Beispiel.
Sei ¢ < 1 eine positive reelle Zahl und
P:={z=(21,2) € C* : |z1] <1, |2o| <1 und |2 - 22| < q}.

|Z2|
q

1 \\
P q

|7~’1\

Dann ist P offensichtlich ein analytisches Polyeder, aber weder affin konvex
noch das kartesische Produkt von Gebieten. So erweitern die analytischen
Polyeder unseren Vorrat an Beispielen von Holomorphiegebieten.

Wir werden zeigen, dass jedes Holomorphiegebiet , fast” ein analytisches Polyeder
ist.

4.19 Theorem. Ist G C C" ein Holomorphiegebiet, so gibt es eine Folge (P,)
von speziellen analytischen Polyedern in G mit P, CC P,y und U;jozl P, =G.

BEWEIS:  Sei (K,) eine normale Ausschopfung von G mit IA(I, =K, Istz € 0K,

ein beliebiger Punkt, so liegt z nicht in K, C (K,41) und deshalb nicht in }?l,. Es
gibt also eine holomorphe Funktion f auf G mit ¢ := supy, |f| < |f(z)|. Durch
Multiplikation mit einer geeigneten Konstanten erhalten wir ¢ < 1 < |f(z)|, und
dann gibt es eine ganze Umgebung U = U(z), so dass |f| > 1 auf U ist.
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Da der Rand 0K, kompakt ist, kénnen wir endlich viele offene Umgebungen
U,; von z,; € 0K,41, j =1,...,k,, und dazu holomorphe Funktionen f, ; auf G
finden, so dass |f, ;| > 1 auf U, ; und 0K, 41 C Uf;l U, ; ist. Wir definieren

o

Pz/ = {Z c (Kl,+1> : ’f,/’j<Z)| < 1 fiir j = 1, . ,kl,}.

Offensichtlich ist K, C P, C (K,4+1). Aulerdem ist M := K, 1\ (U, 1U---UU,,)
eine kompakte Menge mit P, C M C (K,41). Folglich ist P, CC K1 und P, ein
spezielles analytisches Polyeder in G. Trivialerweise schopft dann die Folge (P,)
das Gebiet G aus. "

In der Theorie der Steinschen Mannigfaltigkeiten beweist man die Umkehrung die-
ses Satzes.



