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§3 Der Riemannsche Abbildungssatz

Definition. Sei G C C ein Gebiet, oo € G. Eine holomorphe oder meromor-
phe Funktion f auf U\ {oo} heiit holomorph (bzw. meromorph) im Unendlichen,
falls z — f(1/z) im Nullpunkt holomorph fortsetzbar ist (bzw. dort eine Polstelle
besitzt).

Bemerkung. In beiden Féllen besitzt f in co eine isolierte Singularitéit. Das
bedeutet insbesondere, dafl es ein r > 0 gibt, so daB f auf {z € C : |z >
r} holomorph ist. Auflerdem kann man f zu einer stetigen Abbildung f: G —
C fortsetzen. An Stelle von f schreiben wir meistens wieder f. Die Menge der
holomorphen Funktionen auf G' bezeichnen wir mit O(G).

3.1 Satz. Jede auf C holomorphe Funktion ist konstant.

BEWEIS: Sei f € O(C). Dann ist |f| stetig auf dem kompakten Raum C, nimmt
also sein Maximum in einem z, € C an. Ist 2, in C, so liefert das Maximumsprinzip,
da f konstant auf ganz C ist. Ist 2y = 00, so ist f auf C beschrankt, und der Satz
von Liouville liefert das gleiche Ergebnis. Wegen der Stetigkeit muf3 f auch konstant
auf C sein. .

3.2 Satz. Jede auf C meromorphe Funktion ist rational, d.h. Quotient zweier
Polynome.

BEWEIS: Sei f meromorph auf C, P; die Polstellenmenge von f. Dann ist P;
diskret, also endlich. Fiir jedes z, aus Py \ {oo} sei h,(z) der Hauptteil der Lau-
rententwicklung von f um z,. Dann ist h, rational und holomorph auf C \ {z,}.
Sind z1,..., zy alle Polstellen in C, dann setzen wir

p(z) = f(2) = > hu(2).

pn=1
p(z) ist holomorph auf C, hat aber eventuell noch einen Pol in Unendlich. In C
kann p aber in eine Potenzreihe entwickelt werden: p(z) = > a,2" fiir alle z aus
n=0
C.

Sei I(z) = 1/z die Inversion. Wir untersuchen p o I nahe Null:
pol(z)=ap+ Z%Z—"-
n=1

Liegt in Null ein Pol vor, so miissen ab einem nyq alle a,, verschwinden, d.h., p ist
ein Polynom. Damit folgt :



3 Der Riemannsche Abbildungssatz 25

ist eine rationale Funktion. m

Sei jetzt f eine nicht-konstante meromorphe Funktion auf C und a € C. Es gibt
zwei Moglichkeiten:

1. Ist f in @ holomorph, so hat f eine Darstellung als Potenzreihe :
f(z) = fla) + ) enlz —a),
n=k

mit ¢p # 0. Die natiirliche Zahl k heifit dann die Vielfachheit oder Multipli-
zitdt der f(a)-Stelle in a, und wir sagen, f hat in a die Vielfachheit k.

2. Hat f in a eine Polstelle, so ist

mit ¢_; # 0. In diesem Fall sagen wir, f hat in a die Vielfachheit —k.
Ist a = oo, so betrachtet man f(1/z) im Nullpunkt und erklart die Vielfachheit
genauso.
3.3 Satz. Sei f = p/q eine meromorphe Funktion auf C, wobei p,q teilerfremde
Polynome sind. Auflerdem sei d :== max(deg(p),deg(q)). Dann gilt:

1. d st genau dann gleich Null, wenn f konstant ist.

2. Istd > 0, so nimmt f jeden Wert ¢ aus C genau d-mal an (mit Vielfachheiten
gezdhlt).

Bewers: 1) Trivial.

2) Sei zunéchst ¢ = co. Weil p und ¢ teilerfremd sind, ist ein Punkt z € C genau
dann eine Polstelle von f, wenn ¢(z) = 0 ist. Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra ist deg(q) genau die Summe der Vielfachheiten, mit denen Unendlich in
Punkten z € C angenommen wird.

a) Ist deg(p) < deg(q), so existiert lim f(z) € C, d.h. f hat keine weiteren Pol-
stellen.

b) Ist deg(p) > deg(q), so hat f in z = co einen Pol der Ordnung deg(p) — deg(q),
also ist die Vielfachheit von Unendlich in beiden Féllen gleich d.

Sei jetzt ¢ € C und f nicht konstant. Wir definieren
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1 q(z)

93 = T e T g — el

Die Polstellen von g sind genau die c-Stellen von f. Weil p und ¢ teilerfremd sind,
gilt das auch fiir ¢ und p — ¢ - ¢. Aulerdem ist

max(deg(q), deg(p — ¢ - ¢)) = max(deg(q), deg(p)) = d.

Also gilt die Behauptung. u

3.4 Satz. Sei G C C ein Gebiet. Dann ist eine nicht-konstante meromorphe
Funktion f : G — C eine offene Abbildung.

BEWEIS: Ist f eine (nicht-konstante) holomorphe Funktion mit Werten in C, so
wissen wir schon, dafl f offen ist. Da die Inversion I ein Homéomorphismus von C
auf sich ist, gilt diese Aussage auch fiir meromorphe Funktionen. u

Definition.  Eine stetige Abbildung 7: X — Y (zwischen topologischen Réum-
en) heifit Uberlagerung, falls gilt:

Zu jedem y € Y gibt es eine Umgebung V = V(y) C Y, so daB 7' (V) eine
disjunkte Vereinigung von offenen Teilmengen ist, die durch 7 homéomorph auf V'
abgebildet werden.

Ist 771(y) immer eine d-elementige Menge, so spricht man von einer d-blittrigen
Uberlagerung.

Sei jetzt f eine nicht-konstante rationale Funktion, a € C und f(a) = ¢ mit Viel-
fachheit k. Dann gibt es Umgebungen U = U(a) und V' = V/(¢), so dafl die Glei-
chung f(z) = w fir jedes w € V' \ {c} genau k Losungen (der Vielfachheit 1) in
U hat. Ist £ =1, so ist f lokal hombomorph. Ist £ > 1, dann heifit a ein Verzwei-
gungspunkt der Ordnung (k — 1). Die Menge

7 :={a € C : a Verzweigungspunkt }

ist endlich, da die Ableitung f’ in den Punkten aus Z verschwindet. Das kann aber
nur in endlich vielen Punkten passieren.

Fiir ¢ € C\ f(Z) hat die Gleichung f(z) = ¢ genau d verschiedene Losungen.
Ist f~!(c) = {ai,...,aq}, so existieren offene Umgebungen V = V(c) und W; =
Wi(a;), i € {1,...,d}, sodaB f: W; — V eine homdomorphe Abbildung ist. Also
ist

[C\STHf(2)) = C\ f(2)
eine Uberlagerung. Die Abbildung f : C — C nennt man eine verzweigte Uberlage-
rung.
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Beispiel.

Sei f(z) := z". Dann liegt in 0 eine n-fache Nullstelle vor. Die Ableitung
f'(z) =n-2z""1ist #0 fiir 2 € C und 2 # 0, d.h. in C existiert kein weiterer
Verzweigungspunkt. Um das Verhalten in z = oo zu studieren, benutzen
wir die Inversion I. Es ist [ o f o I(z) = 2", also auch f(co) = oo mit
Vielfachheit n. Damit ist C 2> C eine verzweigte, n-blittrige Uberlagerung
mit Verzweigungsmenge Z := {0,00}. Im Fall n = 2 ergibt sich folgendes

Diagramm:

Wir wollen noch ein paar Ergebnisse iiber lineare Transformationen (Mobius-
Transformationen) nachtragen. Jede solche Transformation

_az—i—b
ez 4d

T(z)

mit ad — be # 0

ist eine meromorphe Funktion auf C, und — weil Zihler und Nenner einen Grad
< 1 haben — konstant oder ein Homéomorphismus von C auf sich. Nicht-konstante
lineare Transformationen sind also Automorphismen von C.

Wieviele Fixpunkte hat T'(z), wenn 7" nicht konstant ist?

1. Es sei T affin-linear, T'(z) = az + b # id¢. Dann ist Unendlich ein Fixpunkt.
Ist a = 1, so liegt eine Translation vor und die Abbildung hat keinen weiteren
Fixpunkt. Ist a # 1, so stellt z = %bl einen weiteren Fixpunkt dar. Mehr gibt

a
es nicht.

2. Ist ¢ # 0, so ist T'(0c0) = a/e, also Unendlich kein Fixpunkt! Es gilt T'(z) = 2
genau dann, wenn cz? + (d — a)z — b = 0 ist, und da es fiir eine quadratische
Gleichung hochstens zwei verschiedene Losungen gibt, hat T" hochstens zwei
Fixpunkte.

3.5 Folgerung.
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1. Sei T eine lineare Transformation mit mehr als zwei Fixpunkten.
Dann st T' = idg.

2. Seien z1, 22, 23 € C paarweise verschieden.
Dann ist T durch die Bilder T'(z;), i € {1,2,3} eindeutig festgelegt.

BEWEIS:

1. ist klar!

2. Es gebe S,T € Aut(C) mit S(z;) = T(z) fiir i = 1,2,3. Dann ist auch
ST € Aut(C), hat aber mindestens drei Fixpunkte. Also mufi S = T sein!

Man kann sogar zu drei beliebigen Punkten und drei vorgegebenen Bildern die
passende lineare Transformation konkret bestimmen.

Dazu suchen wir zunéchst zu beliebigen, paarweise verschiedenen Punkten z, 29, 23
eine Mobiustransformation 7' mit 7'(z;) = 0, T'(29) = 1 und T'(23) = oo. Eine leichte

Uberlegung ist, daf
Z— Z1

T(z) =

Z — Z3

schon die Punkte z; und z3 richtig abbildet. Allerdings ist

29 — 21

T(22) = .

() = ——
Dividieren wir 7'(z) noch durch diesen Bruch, so erhalten wir die gewiinschte Trans-
formation.

Definition.  Als Doppelverhdltnis der Punkte z,z1, 29,23 bezeichnen wir die
Grofe

Z— 21 R9— 21

DV (z, 21, 29, 23) :=

2 — 23 29— 23

Bemerkung. Ist einer der ausgewéhlten Punkte gleich Unendlich, so vereinfacht
sich die Formel. Im Falle z; = oo gilt z.B.

29 — 2
DV (z,00, 29, 23) = 2 3

z— 23

Der fehlende Bruch

z

zZ— 21 2

29 — 21 z—?—l

geht gegen Eins, wenn z; nach Unendlich geht.
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3.6 Satz. Sind z1, 29, 23 und wy, wy, w3 jeweils paarweise verschieden, so gibt es
genau eine gebrochen lineare Transformation T mit T(z;) = w; fir allei € {1,2,3}.

BEWwEIS:  Seien Ti(z) := DV/(z, 21, 29, 23) und T5(z) := DV (z,wy, we, ws). Dann
erfiillt die Verkettung

T(z) =Ty ' oTy(z)
die Forderung. Dafl die Transformation 7" eindeutig bestimmt ist, haben wir schon
gesehen. -

3.7 Satz. Seien 21, 2, 23 € C. Ein Punkt z € C liegt genau dann auf der durch
21, 2, 23 bestimmten Kreislinie (alle z; € C) oder Geraden (ein z; = o), falls das
Doppelverhiltnis DV (z, z1, 22, z3) eine reelle Zahl oder Unendlich ist.

BEWEIS:  Sei T'(z) = DV/(z, 21, 29, 23), K die Gerade oder Kreislinie durch die z;.
Dann ist T'(K') Kreis oder Gerade durch 0, 1 und Unendlich, also T'(K) = RU{oo},

und damit ist z € K genau dann, wenn 7'(z) reell ist oder Unendlich. n

3.8 Folgerung. Das Gebiet G C C werde von einer Geraden oder einer Kreis-
linie berandet. Dann gibt es eine lineare Transformation T mit T(G) =H = {z €
C : Imz > 0}.

Beispiel.

Die Abbildung T'(z) :=i(+2) = DV(z, -1, —i, 1) bildet die Einheitskreislinie

1—z

0D auf RU{oco} ab, denn —1, —i und 1 liegen alle auf D, und es ist 7'(0) =i.
Also ist T'(D) = H. Wir kennen diese Transformation schon aus dem ersten
Paragraphen dieses Kapitels.

Definition. Ein Gebiet G C C soll speziell genannt werden, wenn gilt: Ist f €
O(G) und f(z) # 0 fir alle z € G, dann gibt es eine Funktion g € O(G) mit

=1

3.9 Satz.
1. Ist G einfach zusammenhdngend, so ist G speziell.

2. Seien G,G C C Gebiete, ¢ : G — G biholomorphe Abbildung. Dann gilt: G

ist speziell genau dann, wenn G speziell ist.

BEWEIS:
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1. Aus Funktionentheorie 1 wissen wir: ist G einfach zusammenhéngend und
f € O(G) eine nullstellenfreie Funktion, so hat f einen Logarithmus, d.h. es
existiert ¢ € O(G) mit exp(q) = f.

Setzen wir g := exp(¢/2) € O(G), dann ist g* = exp(¢/2)* = exp(q) = f.

2. Es sei ¢ : G — G biholomorph, G ein spezielles Gebiet. Ist f € O(G’)
nullstellenfrei, so ist f o ¢ € O(G) auch nullstellenfrei. Da G speziell ist,
existiert g € O(G) mit g> = fo . Dannist go o=t € O(G’), und es gilt :

(gop )P =g’cp ' =fopop =1

Also ist auch G’ speziell. Die andere Richtung geht analog.

Bemerkung. Die Eigenschaft ,speziell ist also eine biholomorphe Invariante.

Sei nun G C C ein Gebiet. Wir wollen Gebiete bis auf biholomorphe Aquivalenz
klassifizieren.

1. Ist G = C, so ist G kompakt. Das ist ein Sonderfall.

2. Ist G # C, so gibt ein zy € C\ G. Wir kénnen ohne Einschréinkung verlangen,
daB zp = oo & G ist, sonst bilden wir G mittels 1/(z — z9) biholomorph auf
ein Gebiet in C ab. Also reicht es, wenn wir Gebiete in C betrachten. Dabei
interessiert uns vor allem der Fall G # C.

Wir kommen jetzt zum zentralen Resultat dieses Paragraphen:

3.10 Riemannscher Abbildungssatz. Sei G C C ein spezielles Gebiet, G #
C. Dann ist G biholomorph dquivalent zum Finheitskreis D.

BEwWEIS:  Wir zeigen: zu jedem Punkt zy € G gibt es eine biholomorphe Abbil-
dung T': G — D mit T'(zy) = 0, deren Ableitung 7"(2p) reell und gréfler als Null
ist. Der Beweis wird in drei Schritten gefiihrt :

1. Konstruiere injektive, holomorphe Abbildung 77 : G — D mit T1(z9) = 0,
T} (2p) reell und grofer Null. Das Gebiet Gy := T31(G) ist dann auch speziell.

2. Betrachte die Familie
F :={f:G; — D| f holomorph und injektiv, f(0) =0, '(0) > 0}.

Wir zeigen: es gibt eine Abbildung 7, € F mit maximaler Ableitung im
Nullpunkt.

3. Ty bildet G surjektiv auf D ab. (Dann ist 7" := Ty o T} die gesuchte, biholo-
morphe Abbildung T': G — D.)
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Wir kommen nun zur Ausfithrung. G C C sei das gegebene spezielle Gebiet, G # C.
1) 0.B.d.A. sei G C C*, sonst verschieben wir G entsprechend.

Wenn jetzt der Nullpunkt nicht in G liegt, ist die Funktion identisch z holomorph
und nullstellenfrei auf G. Weil G speziell ist, existiert eine holomorphe Quadrat-
wurzel ¢(z) = /z auf G. Die Funktion ¢ ist injektiv, deshalb ist das Gebiet
G’ := ¢(G) C C* biholomorph &quivalent zu G. Aber das Komplement von G’
enthilt eine ganze Kreisscheibe, denn mit w € G’ ist —w ¢ G’, sonst wére die
Wurzel auf G’ nicht umkehrbar. Nehmen wir nun ein wy € G’, dann gibt es wegen
der Offenheit ein € > 0, so daf die Menge D.(wp) in G’ liegt. Also mufl der Kreis
mit gleichem Radius um —wq ganz im Komplement G’ liegen.

& J—
Betrachte nun den Automorphismus g(z) := n von C. Dann ist g(oo) = 0
z Wo

und |g(2)| < 1 fiir |z + wy| > &. Also bildet g die Menge C \ D.(—wy) nach D\ {0}
ab, d.h. es gibt ein Gebiet G C D, so dal go ¢ : G — G” eine biholomorphe
Abbildung ist.

Sei a := g(q(z0)) das Bild von dem ausgewahlten Punkt zy. Die Transformation

Tu(2) == S

1—az

schickt a auf den Nullpunkt, oder hintereinandergeschaltet schickt die Abbildung
T,0goq den Punkt zy dorthin. Ist jetzt (T,0g0q) (29) = r-e't mit r > 0, t € [0, 27),
so wenden wir noch die Drehung R;(z) := etz an, um den Punkt auf die positive
relle Achse zu drehen. Dann erfiillt 77 := R, 0T, o g o ¢ die Forderungen des ersten
Schrittes.

2) Sei G := T1(G). Dann ist G; auch speziell. Wir benutzen die Familie
F :={f:G1; — D| f holomorph und injektiv, f(0) =0, f'(0) > 0}.

Wir suchen ein Ty € F, so daB T{(0) maximal ist. F ist lokal-beschriankt, sogar
gleichméBig beschréankt. F ist nicht leer, da idp in F liegt.

Sei a := sup{f'(0) | f € F} € RU{oo}. Da (idp)’(0) = 1 gilt, ist « > 1. «
ist das Supremum, d.h. es gibt eine Folge (f,,) C F, deren Ableitungen im Null-
punkt gegen o konvergieren. Wegen der lokalen Beschréanktheit und des Satzes von
Montel erhélt die Folge eine Teilfolge, die lokal- gleichméfig gegen eine Funktion
fo € O(G) konvergiert. Ohne Einschriankung sei (f,,) diese Teilfolge. Nach dem
Konvergenzsatz von Weierstrafl konvergieren auch die Ableitungen (f),) gegen f{,
deshalb gilt fj(0) = o < co. Wegen a > 1 ist fj nicht konstant. Nun liefert der
Satz von Hurwitz, da alle f,, injektiv sind, und die Grenzfunktion f; nicht konstant
ist, daB fo selbst injektiv ist. Da |f,| < 1 fiir alle n ist, ist |fy| < 1. Nach dem
Maximumsprinzip muB |fy| < 1 sein. AuBlerdem ist fo(0) = nh_)nolo fn(0) = 0 und

damit gezeigt : fo € F. Definiere nun Tj := fj, und der zweite Schritt ist fertig.
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3) Behauptung: Tj ist surjektiv (dann sind wir fertig, weil die Verkettung Tp o 77 :
G — D biholomorph ist). Angenommen, Gy := Ty(G) # D, d.h. Ty nicht surjektiv.
Sei ¢ ein Punkt aus D \ Go. Wir betrachten den Automorphismus

T.(z) == T
T, bildet den Nullpunkt nach —c¢ und den Punkt ¢ nach Null ab. Definieren wir
G3 = T.(G3), dann ist G5 ein spezielles Gebiet, weil es biholomorphes Bild von
(71 ist. AuBlerdem ist der Nullpunkt nicht in GG3. Deshalb existiert eine holomorphe
Quadratwurzel auf Gs, p(z) = /2, die natiirlich injektiv ist. Auch das Bild p(G3)
ist vollstdndig im Einheitskreis enthalten. Wir setzen jetzt eine Transformation an:

z—d

Tha(z) =€ —,
7(2) 1—dz

wobei wir die Parameter A und d noch spéter wahlen wollen. Sei
S:=TygopoT,: Gy — D,

dann ist die Verkettung auch injektiv. Jetzt setzen wir d := p(—c) und wahlen A
so, dafl die Ableitung S’(0) reell und grofier Null ist. Das geht, da die Ableitung
wegen der Injektivitdt ungleich Null ist; A mufl den Wert dann noch entsprechend
auf die reelle Achse drehen. Definieren wir jetzt p*(z) := z? und damit

S* =T, op ol ;:D—D,

C

dann ist die Verkettung S*oS = idg,, wobei der Wert S*(0) gleich Null ist. Deshalb
ist das Schwarzsche Lemma anwendbar, und es folgt

((ST(O) < 1.

Wiire der Betrag der Ableitung in Null gleich Eins, also S* eine Drehung, dann

ware
p*(2> = TC oS*o T)\7d

ein Automorphismus des Einheitskreises, was aber nicht der Fall ist.

Also ist die Ableitung von S* vom Betrage in Null kleiner als Eins. Dann ist aber
die Ableitung von S, der Umkehrabbildung von S*, in Null echt grofler als Eins
(reell ist sie nach Wahl von A !). Damit definieren wir eine Abbildung

h(z) :==So0Ty: Gy — D.

h ist eine holomorphe, injektive Abbildung, die den Nullpunkt fix 148t. Fiir die
Ableitung A’ gilt aber
h'(0) = 5(0) - 75(0) > 75(0),

das ist aber ein Widerspruch ! Also ist Tj surjektiv und wir sind fertig. .
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Der Begriff ,speziell“ ist sehr technisch. Bekannter ist der Riemannsche Abbil-
dungssatz in der folgenden Formulierung:

3.11 Riemannscher Abbildungssatz (2. Fassung). FEssei G C C ein Gebiet.
Dann sind dquivalent :

~

. G 1ist gleich C oder biholomorph dquivalent zum Finheitskreis.
2. G st einfach zusammenhdngend.
3. Das Komplement C\ G ist zusammenhdingend.

4. Fiir jede holomorphe Funktion f € O(G) und jeden Zyklus T in G gilt :

/ F(2)dz = 0.

5. Jede holomorphe Funktion f € O(G) hat auf G eine Stammfunktion.

6. Ist f € O(G) eine nullstellenfreie, holomorphe Funktion, dann hat f einen
Logarithmus.

7. G ist speziell.

BEwEIS:  Von dem Ringschlufl haben wir schon einige Schritte gezeigt. Wir iiber-
legen uns noch die Schritte von 2.) nach 3.) und von 3.) nach 4.) :

Sei G C C ecinfach zusammenhingend. Angenommen, C \ G ist nicht zusam-
menhéngend. Dann gibt es zwei nichtleere, in der Relativtopologie offene Mengen
Uy und U,, die disjunkt sind, deren Vereinigung aber ganz C \ G ist. Die U; sind
abgeschlossen in C \ G und deshalb auch schon in C abgeschlossen. Ohne Ein-
schrankung sei oo € Uy, dann setzen wir Ay := Uy \ {00}, As := Us. Die A; sind
abgeschlossen in C, aber da A; aus einer Umgebung von Unendlich hervorgeht und
Ag nicht schneidet, ist die Menge Ay zusétzlich noch beschrankt, insgesamt also
kompakt. Dann ist G aber nicht einfach zusammenhéngend, Widerspruch !

Sei jetzt C\ G zusammenhingend, I' ein Zyklus in G und C die unbeschrinkte
Zusammenhangskomponente von C \ |I'|. Die Menge C \ G ist zusammenhiingend
und enthalten in C \ |T'|, deshalb mu C \ G ganz in der unbeschrinkten Kompo-
nente C' enthalten sein. Das bedeutet aber, dafl jeder innere Punkt von I" schon in
G liegen muB, d. h. I' nullhomolog in G ist. n

Wir konnen nun noch eine weitere Charakterisierung der einfach-zusammenhéngen-
den Gebiete angeben. Dazu sind ein paar topologische Vorbereitungen nétig.

Definition. Es seien «, 3 : [0,1] — C stetige Wege mit gleichem Anfangspunkt
2o = a(0) = [(0) und gleichem Endpunkt z; = «(1) = S(1). Eine Homotopie
zwischen a und [ ist eine stetige Abbildung @ : [0,1] x [0,1] — C, fiir die gilt :
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1. ®(t,0) = a(t) und ®(¢,1) = B(¢).
2. (0,s) = zp und (1, s) = 2.

Zur Abkiirzung wird ®(¢) fiir O(¢, s) geschrieben. ®4(¢) ist dann ein gewdhnlicher
stetiger Weg von zg nach zq, speziell ist &g = a und &, = (.

Zwei Wege heiflen homotop in G (in Zeichen: o ~ f(3), falls es eine Homotopie
zwischen a und [ gibt. Ein geschlossener Weg « in G mit zg = «(0) = «(1) heifit
nullhomotop in G, falls @ in G homotop zum konstanten Weg c(t) = zy ist.

3.12 Satz. Ist G C C konvex oder ein homéomorphes Bild davon, so ist jeder
geschlossene Weg in G nullhomotop in G.

BEwEIs: Essei G konvex, « : [0, 1] — G ein geschlossener Weg mit Anfangs- und
Endpunkt zy. Definieren wir

O(t,s) =520+ (1 —s)-at) auf[0,1] x[0,1],

so ist ® stetig. Alle Wege &, haben als Anfangs- und Endpunkte den Punkt zj.
Auflerdem ist ®y = o und P4(t) = 2, also o nullhomotop in G.

Ist G hombomorphes Bild eines konvexen Gebietes, dann kann der Weg o mittels
Umkehrabbildung dorthin transportiert werden. Die Konstruktion der Homotopie
148t sich dann ganz einfach iibertragen. "

Sei jetzt G C C ein Gebiet, « : [a,b] — G ein stetiger Weg. Dann gibt es eine
Kreiskette { Dy, ..., D,} langs a, mit a = to < t; < --- < t, = b und «o([t;_1,t]) C
D; firi=1,...,n. Ist f : G — C holomorph, so existiert auf jeder Kreisscheibe
D; eine Stammfunktion F; von f;. Wir kénnen deshalb definiere:

/ f(2)dz = 3" (Filalt) — Flalti)).

Bemerkungen.

1. Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Kreiskette bzw. von der Wahl
der Stammfunktionen, wie man — etwas miihsam — zeigen kann.

2. Falls a stiickweise stetig-differenzierbar ist, stimmt der neue Integralbegriff
mit dem schon vorhandenen {iberein.

Die Verallgemeinerung des Wegintegrals auf Ketten stetiger Wege erfolgt wie ge-
wohnt :

Ist I' = > n;a; mit stetigen Wegen «; und natiirlichen Zahlen n;, so definieren wir:
i=1
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/f(z)dz ::gni-/f(z)dz.

3.13 Satz. Sind die Wege a, 3 in G homotop zueinander, so ist [ f(z)dz =
[ f(2)dz fiir jede holomorphe Funktion f auf G.
B

BeweEls:  Es sei zp := a(0) = ((0) der Anfangspunkt, z, := a(l) = £(1) der
Endpunkt. Weiter sei ® die Homotopie, so € [0,1] und {Dy, ..., D, } eine Kreiskette
langs v := Py, (zur Zerlegung 0 = tn < t; < ... < t, = 1) in G. Dann ist
O(t,s0) € D; fiir t;_1 <t <t;. Ist s nahe bei sg, so verlauft auch noch v := &, im
Innern der Kreiskette, und man kann eine Zerlegung 0 = up < u; < ... < u, =1
finden, so dafl ®(¢,s) € D; ist, fir u;—y <t < w,.

Nun sei F; eine Stammfunktion von f in D;. Auf D; N D;yq ist ¢; := Fjyq1 — F;
konstant. Daher ist

Fipa(v(w)) = Fa(o(t) = Fi(y(w)) = Fi(vo(t:))

firi=1,...,n—1, und es gilt:

/y vz = [ feya =

n n

= D _(F(y(w)) = Fi(y(wi1))) = Y (Fio(t) = Fi(o(tin))
- Z(Fz(’Y(“z)) - E(VO(ti))) - Z(EH(’V(%)) - Fz‘+1(70(ti)))

- (Fn(zn) - Fn(zn>) - (Fl(zo) - F1(Zo)) = 0.

Wir wéhlen nun so kleine Zerlegungen 0 =ty <t < ... <t, =1und 0 = 59 <
s1 < ... < Sy = 1, daf das Bild des Rechtecks Q;; = [ti—1,ti] X [sj_1,s;] unter
® in einer Kreisscheibe D;; C G enthalten ist, fiir alle ¢ und j. Dann liegen die
Wege @, , und @, jeweils so dicht beieinander, daf die Integrale dariiber gleich
sind. Den Beweis dafiir haben wir gerade geliefert. Aber dann stimmen auch die
Integrale iiber o und [ {iberein. u

3.14 Folgerung. Sei f € O(G) und « ein geschlossener Weg in G, der nullho-
motop in G ist. Dann gilt [ f(z)dz = 0.

BEWEIS:  « ist homotop zu einem konstanten Weg ¢(t) = zp, und das Integral
langs ¢ verschwindet offensichtlich. .
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Jetzt kommen wir endlich zur gewiinschten Charakterisierung der einfach-zusam-
menhéngenden Gebiete:

3.15 Satz. FEs sei G C C ein Gebiet. Dann qilt : G ist genau dann einfach
zusammenhdngend, wenn jeder geschlossene Weq in G nullhomotop ist.

BEWEIS: Es sei G einfach zusammenhéngend. Dann ist G = C oder G biholo-
morph &quivalent zum Einheitskreis — die sind aber beide konvexe Gebiete, d.h.
dort ist jeder geschlossene Weg nullhomotop. Die Homotopie kann dann nach G
iibertragen werden.

Wenn umgekehrt jeder geschlossene Weg nullhomotop ist, dann verschwindet das
Integral iiber jede Funktion f € O(G) und jeden geschlossenen Weg av in G. Ist T’
ein Zyklus in G, so zerfillt ' in geschlossene Wege «;. Also ist das Integral

/f(z)dz:O

fiir jede holomorphe Funktion f auf G. Daraus folgt, dal G einfach zusam-
menhéngend ist. "



