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§ 2 Funktionenridume

Wir erinnern zunéchst an den Weierstra3schen Konvergenzsatz :

2.1 Satz. Sei G C C ein Gebiet, (f,) eine Folge holomorpher Funktionen auf
G, die auf G kompakt gegen eine Funktion f : G — C konvergiert.
Dann ist f holomorph, und die Folge der Ableitungen (f)) konvergiert kompakt

gegen f'.
Bemerkung. In dieser Allgemeinheit ist die Aussage falsch fiir reell-differenzierbare
Funktionen auf einem Intervall I C R.

Es gilt aber : Ist I = [a, b], (f,) eine Folge stetiger Funktionen auf I, die gleichméBig
gegen eine Funktion f auf I konvergiert, so ist auch f stetig.

Das kann auch anders interpretiert werden :
C'(I):={f | f: I — C stetig}
ist ein normierter, unendlich-dimensionaler Vektorraum mit Norm

1711 = supl £ @)

Die Norm induziert eine Topologie auf C°(I), und der Konvergenzbegriff beziiglich
dieser Topologie ist die gleichméfiige Konvergenz. Da jede Cauchyfolge in der Su-
premumsnorm in C°(I) gleichméBig konvergiert, ist C°(I) vollstéindig.

Unser Ziel wird nun sein, aus
O(G) :={f : G — C holomorph}, G C C Gebiet,

einen topologischen Vektorraum zu machen und zu zeigen, dafl O(G) in einem
geeigneten Sinne vollstdndig ist. Das Problem dabei ist, daf§ sich die kompakte
Konvergenz nicht durch eine Norm beschreiben 148t.

Definition. Sei K € {R,C}, E ein K-Vektorraum. E heiit topologischer Vek-
torraum, falls es eine Topologie auf E gibt, so daf3 die Addition + : F X £ — F
und die Skalarmultiplikation - : K x E — FE stetige Abbildungen sind.

Beispiele.
1. endlich-dimensionale Vektorrdume,
2. Banachrédume (d.h. normierte, vollstandige Vektorraume),

3. Hilbertrdume (d.h. vollsténdige Vektorrdume mit einem Skalarprodukt).

Bemerkung. U ist eine Umgebung von Null in £ genau dann, wenn die Menge
a+U={a+ x|z €U} eine Umgebung von «a ist.

2.2 Hilfsatz. Sei E topologischer Vektorraum. Ist U = U(0) Umgebung von
Null, so gibt es eine Umgebung V' von Null, fir die gilt :
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1. Die Menge V. +V = {x1 + x| 1,29 € V'} ist in U enthalten,

2. Vst ,symmetrisch®, d.h. aus x € V' folgt, dafi auch —x in V enthalten ist.

BEWEIS:  Wegen der Stetigkeit der Addition existiert eine Umgebung W = W (0)
mit W+W C U. Auflerdem existieren wegen der Stetigkeit der Skalarmultiplikation
eine noch kleinere Umgebung V = V(0) C W und ein € > 0,sodaBB A-V C W fiir
|A| < e. Wir setzen
Vi=|J A V=V(0)cwW
[Al<e

Dann ist wegen V +V C W + W C U die erste Bedingung erfiillt. Die zweite
Bedingung gilt automatisch nach der Definition von V', dennn fiir z € V' existiert
ein v € V und ein Skalar A mit |A\| < ¢, so dal x = A-v gilt. Dann ist auch |[-\| < ¢
und damit —x = (—\) - v ein Element aus V. .

2.3 Satz. F ist genau dann Hausdorffsch, wenn die Menge {0} abgeschlossen
15¢.

BEWEIS:  Zunéchst sei £ Hausdorffsch. Ist zp € E\ {0} (falls E nur der Nullraum
ist, so ist nichts zu zeigen), dann gibt es eine Umgebung U(zy), die Null nicht
trifft, d.h. U € E \ {0}. Also ist das Komplement von {0} offen und damit {0}
abgeschlossen.

Jetzt sei {0} abgeschlossen. Wir miissen zeigen, dafl es zu beliebigem z, disjunkte
Umgebungen von 0 und xzy gibt. Weil E \ {0} offen ist, hat zy eine Umgebung
U = U(xp), die in E \ {0} enthalten ist. Diese Umgebung verschieben wir nun in
den Nullpunkt, so dafl wir eine Umgebung U=0U (0) mit U = ¢ + U erhalten.
Nach dem Hilfsatz wihlen wir jetzt eine symmetrische Umgebung W = W (0) C U
mit W+ W C ﬁ.pann ist zy ¢ W, denn sonst wire auch —xy € W und 0 =
2o+ (—x0) Exo+ U =U.

Behauptung: W und zy + W sind die gesuchten Umgebungen.

Angenommen, es gibt ein z der Form z = x¢y + w (mit w € W) im Schnitt von W
und zo+W. Dannist w—z e W+ W CU und 0 =z0+w—2 € 20+ U = U,
Widerspruch! -

2.4 Satz. Sei F' C E Untervektorraum eines topologischen Vektorraums.
Dann gilt :

1. F' ist mit der Relativtopologie ein topologischer Vektorraum.

2. F C E ist Untervektorraum.

BEWEIS:

1. Trivial.
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2. Sind o und yo € F,U = U(x + 1) C E eine beliebige, offene Umgebung in
E. Dann gibt es wegen der Stetigkeit der Addition Umgebungen U’(xy) und
U"(yo) in E, so dafl U'+U" ganz in U enthalten ist. Man kann sicher Punkte
x €U NF und y € U”"NF finden. Dann ist die Summe x + y in U N F
enthalten, d.h. zo + yo liegt im Abschlufl F.

Analog zeigt man: Ist A € K, zy € F, dann ist auch X - 2y in F.

2.5 Satz. Sei F' C E abgeschlossener Unterraum eines Hausdorffschen topolo-
gischen Vektorraums. Dann ist F' selbst Hausdorffsch.

BEWEIS: Das ist schon bei einem beliebigen topologischen Raum klar! "
Sei nun G C C ein Gebiet. Wir wollen auf den C-Vektorrdumen C°(G) und O(G)
eine Topologie einfithren, die zur kompakten Konvergenz pafit.

Ist f € CYG), K € G kompakt, so definieren wir
| flx := sup|f(2)] < oo.
zeK

Fiir € > 0 sei
Uk(f) ={g€CG) : |f —glx <e},

also die Menge aller auf G stetigen Funktionen, die sich auf K von f nur um ¢
unterscheiden.

Definition. M C C%(G) heiBt Umgebung von f, falls es eine kompakte Mege K
und ein € > 0 mit Ug(f) C M gibt.

Bemerkung. Ugk, wird kleiner, wenn K grofier oder ¢ kleiner wird.

Definition. M C C°(G) heifit offen, falls M fiir jedes f € M eine Umgebung
ist.

Insbesondere sind die Uk, offen.

2.6 Satz. C°G) ist Hausdorffscher topologischer Raum.

BEWEIS:

1. Die leere Menge und C°(G) sind offen (bei der leeren Menge gibt es nichts zu
zeigen; C°(G) enthélt jede Menge Uk .(f)).

2. Es seien M, N offen, f € M N N. Wegen der Offenheit von N bzw. M exi-
stieren

UK1,81 (f) - M7 UK2752(f) C N.
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Setzen wir nun ¢ := min{ey, &5} und K := K; U K3 als die Vereinigung der
beiden Kompakta, dann ist Ug .(f) C M NN eine gesuchte Elementarumge-
bung.

3. Ist {M;,i € I} eine Familie offener Mengen, dann ist natiirlich auch die Verei-
nigung aller M; offen, da jedes Element der Vereinigung schon eine Umgebung
in einem M, hat.

4. Jetzt priifen wir die Hausdorff-Eigenschaft: Dazu seien f,g € C°(G), f # g.
Dann gibt es ein zp € G mit f(z0) # g(20). Setzen wir K := {z} und
e := 3|f(20) — g(20)| > 0, dann sind die Umgebungen Uk .(f) und Uk .(g)
disjunkt.

Man nennt die eingefiihrte Topologie die K.O.-Topologie (fiir , kompakt-offen®).

Definition. Eine Funktionenfolge (f,) C C°(G) heifit konvergent gegen f €
C°(@), falls in jeder Umgebung von f fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) f,

liegen.

2.7 Satz.  Eine Funktionenfolge (f,) C C°(G) konvergiert gegen f in C°(G) in
der K.O.-Topologie genau dann, wenn (f,) auf G kompakt gegen f konvergiert.

BEWEIS: Die Topologie auf C°(G) ist ja genau so gemacht, daf die Begriffe {iber-
einstimmen. -

Definition. Sei X ein topologischer Raum, xq € X. Ein System i von Teilmen-
gen von X heifit Umgebungsbasis von zy, falls gilt :

1. Jedes U € U ist Umgebung von .
2. Fiir jede Umgebung V' = V(xy) existiert ein U € {4 mit U C V.

Bemerkung. Eine Umgebungsbasis ist also eine Menge, in der beliebig kleine
Umgebungen enthalten sind.

2.8 Satz. In C°(G) besitzt jedes Element eine abzihlbare Umgebungsbasis (man
sagt auch: C°(G) erfillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom,).

BEwEISs:  Wir konstruieren eine ,,kompakte Ausschépfung” von GG, d.h. kompakte
Mengen K,, C G mit folgenden Eigenschaften:

1. K, C K1,
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2. | K, =G,

n=1

3. Ist K C G kompakt, dann gibt es ein n € N, so da} K C K,, gilt.

Bemerkung. Eigenschaft (3) ist automatisch erfiillt, wann immer die anderen
beiden gelten.

Die Folge (K,) konnen wir z. B. so konstruieren:

K, = {> € G | dist(z,0G) > %} NB.0) firneN.

Nun definieren wir fiir f € C°(G) eine Umgebungsbasis:

Sei €, := 1/p und
Up =Ug,:,(f), bzw. %:={U,|neN}

Noch ist Bedingung (2) fiir eine Umgebungsbasis zu priifen. Ist V' = V(f) eine
Umgebung von f, dann existieren K, e mit Ux. C V, da V offen ist. Es gibt aber
einn € N, sodal K C K,, und € < ¢, ist. Damit gilt

UKm&n C UK75 cV.
n

Bemerkung. Hat z € X eine abzéhlbare Umgebungsbasis, so hat x auch eine
abzéhlbare, monotone Umgebungsbasis, d.h. eine Umgebungsbasis (U,,) mit U,, C
U,, fir m > n.

2.9 Satz. Seien X,Y Hausdorff-Rdume, wobei X das erste Abzihlbarkeitsaziom
erfille. F': X —'Y sei eine Abbildung, xo € X ein Punkt. Dann gilt:

F ist stetig in xo genau dann, wenn fir alle Folgen (x,) C X, die gegen xo kon-
vergieren, auch die Folge der Bilder (F(x,)) gegen das Bild des Grenzwertes F'(xg)
konvergiert.

BeEwEIS: Es sei F stetig in zg, (z,,) eine gegen z konvergente Folge. Aulerdem
sei V = V(F(z9)) C Y Umgebung von F(zy), U := F~(V) C X deren Urbild
unter F. Dann enthdlt U den Punkt zy und ist offen, da F' stetig ist. Weil ()
gegen x( konvergiert, existiert ein ng, so daf§ x,, € U fiir alle n > ng gilt. Dann gilt
aber auch F(x,) € F(U) =V fir diese n, d.h. (F(x,)) konvergiert gegen F(x).

Sei V = V(F(x¢)) eine offene Umgebung, U := F~(V') wieder das Urbild von V.
Angenommen, U ist keine Umgebung von xy, d.h. fiir jede Umgebung W von xg
gilt: W liegt nicht in U.

Ist (U,) jetzt eine monotone, abzihlbare Umgebungsbasis von zg, dann wihle zu
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jedem n € Nein z,, € U, \U, was es nach Annahme gibt. Die Folge (x,,) konvergiert
dann gegen x(, denn ist U eine Umgebung von x, so gibt es ein ng € N, mit U,, C
U , und deshalb liegen die z,, in U fir n > ng. Nach Voraussetzung konvergiert
dann F(z,) gegen F(zo) € V, d.h. die F(x,) liegen in V fiir fast alle n € N. Ist
aber F(z,) in V, dann ist z,, € F~1(V) = U, Widerspruch! n

Bemerkungen.

1. Das ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der Folgenstetigkeit, der fiir reelle
bzw. komplexe Funktionen bekannt ist.

2. Die Eigenschaft ,,Hausdorffsch® ist notwendig, damit {iberhaupt von einem
eindeutigen Grenzwert die Rede sein kann.

2.10 Folgerung. C°(G) ist mit der K.O.-Topologie ein Hausdorffscher, topolo-
gischer Vektorraum.

BEWwWEIS:  Wir miissen nur noch zeigen, daf§ die Addition und die Skalarmultipli-
kation in der K.O.-Topologie stetig sind. Das ist aber klar, denn sind (f,) bzw.
(gn) C C°(G) Funktionenfolgen, die kompakt gegen f bzw. g konvergieren, dann
konvergieren auch f,, + g, bzw. ¢ - g, auf G kompakt gegen f + g bzw. ¢ - g. "

Jetzt folgt mit dem Satz von Weierstrafl folgende Aussage:

Der Funktionenraum O(G) C C%(G) ist ein abgeschlossener Untervektorraum, also
selbst ein Hausdorffscher, topologischer Vektorraum.

Eine injektive holomorphe Funktion f : G — C nennt man auch schlicht. Wir
erinnern an den Satz von Hurwitz:

Es sei f,, C O(G) eine Folge von nullstellenfreien, holomorphen Funktionen,
die auf G kompakt gegen eine Funktion f € O(G) konvergiert. Dann ist
f =0, oder f ist nullstellenfrei. Sind alle f,, injektiv, so ist f injektiv oder
konstant.

In der Sprache der Funktionenridume heifit das: Setzen wir
S(G) :={f: G — C holomorph | f konstant oder injektiv}

(die Menge der ,schlichten® holomorphen Funktionen), so ist S(G) C O(G) abge-
schlossen.

Sei E ein normierter Vektorraum. Dann heiflit eine Menge M C E genau dann
beschrinkt, wenn es eine reelle Zahl r gibt, so da8 M C {z € E : ||z| < r}, d.h.
M muf in eine Kugel um 0 passen.

Definition. M C C%G) heiit beschrinkt, wenn gilt: Fiir jedes Kompaktum
K C G existiert ein r mit M C Uk,(0), d.h. fir jedes K ist {|f|x : f € M}
beschrankt.
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Definition. Sei G C C ein Gebiet, (f,) eine Folge stetiger Funktionen auf G.
Die Folge (f,,) heiit lokal beschrdnkt, falls es zu jedem zy € G eine Umgebung U(2)
und eine von U abhéngige Konstante C' > 0 gibt, so dafl

Ifn(2)| < C fiir jedes n € N,z € U.

2.11 Satz.  FEine Folge (f,) ist lokal beschrinkt auf G genau dann, wenn die
Menge der Funktionen { f,|n € N} im Funktionenraum C(G) beschrinkt ist.

BEWEIS:  Sei (f,) lokal beschriankt, K C G kompakt. Dann existiert eine Familie
von offenen Mengen {U, = U(z)|z € G} mit zugehorigen Konstanten C,, so dafl
(fn) auf U, durch C, beschrinkt ist. Diese iiberdecken ganz GG. Da K kompakt ist,

wird K auch schon von endlich vielen der U, iiberdeckt, die wir mit Uy,..., Uy
bezeichnen, (1, ... Cy seien die zugehorigen Konstanten. Sei jetzt C' := max {C:}.
Dann gilt o

|fu(z)| < Cfiralle ze K,neN, dh {f,|neN}CUgc(0).

Sei umgekehrt die Menge der Folgenelemente M := {f, | n € N} beschrinkt. Ist
2o € G, dann withlen wir eine Umgebung U(zy) CC V(%) C G. Dann ist K := U
kompakt, und weil M beschrankt ist, existiert ein » > 0 mit M C Uk ,(0), also gilt
insbesondere |f,(2)| < r fiir jedes z € U, n € N. n

2.12 Satz. Es sei (f,) C O(G) eine lokal beschrinkte Funktionenfolge, A C G
eine dichte Teilmenge. Auferdem sei die eingeschrdinkte Folge (fn|a) auf A punkt-
weise konvergent. Dann ist (f,) auf G kompakt konvergent, insbesondere ist die
Grenzfunktion f auf ganz G definiert und holomorph.

BEWwWEIS:  Esreicht zu zeigen, dafi ( f,,) lokal eine Cauchy-Folge im Sinne der gleich-
méafigen Konvergenz ist, d.h. zu beliebigem 2, € G ist ein r > 0 gesucht, so dafl zu
jedem e > 0 ein ny existiert, mit

|fu(2) = fm(2)| < e fir alle |z — 29| < r;m,n > ng.

Sei 2y € G gegeben. Wegen der lokalen Beschrianktheit existieren ' > 0, C' > 0, so

daB | f,(2)] < C fiir jedes n ist, falls z € D,.(z,) C G ist.

Sei nun 7 noch etwas kleiner gewahlt, etwa r = r’/2. Mit Hilfe der Cauchyschen
Integralformel gilt dann fiir z, 2" € D,.(z0) C Dy/(z20):
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60 -8 = g [ Ly
dD,(20)
L[ ROC=) ~ ROE )
o LD/() (C=2)(C—2) dg‘

1 ) 4
|y = 9. " C—
4 A

_ A=A

7,/

mit C:=  sup |fu(Q)]-
¢€AD, / (20)

Sei jetzt € > 0 beliebig. Dann definieren wir o := 1/2-€/3-7"/4C > 0. Die
Kreisscheiben D,(a), a € AND, (%), iitberdecken D, (2g), denn A liegt dicht in G. Da
D, (zy) kompakt ist, geniigen auch endlich viele Scheiben. Deren Mittelpunkte seien
ai,...,ayn. Nun wihlen wir natiirliche Zahlen ng; so groff, daB | f,.(a;) — fin(a;)] <
€/3 fir alle m,n > ng; gilt. Wegen der punktweisen Konvergenz geht das fiir jedes
i € {1,...,N}. Dann kann ng als Maximum der endlich-vielen ng; genommen
werden.

Seien jetzt m,m > ng, z € D,(2p). Dann gibt esein i € 1,..., N mit |z — a;| < o,
da die Scheiben ganz D, (zj) tiberdecken. Es folgt:

[fn(2) = fn(2)| < |fu(2) = fulai)| + [ fulai) = fin(ai)| + [fm(ai) = f(2)]

§4|z_,ai|-0+i 4|la; — 2|
T 3 T
4Cpo e 4Cp € ¢

-C

/

€
< < Z
- 7“/+3+ 7! 3+3+3
also ist die Folge lokal-gleichméflig konvergent, was die Behauptung ergibt. "

:67

2.13 Folgerung (Satz von Montel). Sei G C C ein Gebiet, (f,) C O(G) eine
lokal-beschrankte Folge holomorpher Funktionen. Dann besitzt (f,) eine kompakt
konvergente Teilfolge.

BEwWEIS: A :={aj,as,as,...} C G sei abzahlbare, dichte Teilmenge von G, z.B.
alle Punkte mit rationalen Koordinaten.

Betrachte nun (f,,(a;1))nen. Die Punktfolge ist beschrankt, also existiert eine Teilfol-
ge (fin) von (f,), die in a; punktweise konvergiert. Nun betrachten wir die Werte
der Teilfolge in ag, (fin(a2))nen. Auch die sind beschrankt, d.h. es existiert eine
Teilfolge (fa,,) von (fi,,), die in a; und ay punktweise konvergiert.

Analog wird die Teilfolge (fx,) von (fi—1,) gebildet, so daBl (fx,) konvergent ist
in allen a;, fir i € {1,...,k}. Gehen wir jetzt zur Diagonalfolge (f,,) iiber, so



20 Biholomorphe Abbildungen

konvergiert die punktweise auf A. Damit sind wir in der Situation des Satzes von
oben, d.h. die Diagonalfolge konvergiert kompakt auf G. "

Eine Teilmenge eines Funktionenraumes wird oft auch als eine ,,Familie von Funk-
tionen“bezeichnet.

Definition. Eine Familie 7 C O(G) heifit normal, wenn jede unendliche Teil-
menge von F eine auf G kompakt konvergente Folge (von paarweise verschiedenen
Funktionen) enthélt.

Eine Familie heifit beschrdinkt, falls sie lokal-beschrankt ist. Damit lautet der Satz
von Montel nun :

Jede beschrankte Familie ist normal.

Nun wollen wir eine topologische Interpretation dieser Aussage anstreben.

2.14 Folgerung. Sei M C O(G) abgeschlossen und beschrinkt. Dann besitzt
jede unendliche Folge in M eine dort konvergente Teilfolge.

BEWEIS:  Sei (f,) C M eine Funktionenfolge.

Die Folge ist beschrankt, da M beschrankt ist. Nach dem Satz von Montel existiert
eine kompakt-konvergente Teilfolge. Da M abgeschlossen ist, liegt die Grenzfunk-
tion auch in M. "

Im R” sind die abgeschlossenen und beschrankten Mengen genau die kompakten
Mengen. In Funktionenrdumen ist die Situation nicht so einfach. Deshalb benutzt
man noch den folgenden Begriff:

Definition. Ein Hausdorffscher topologischer Raum heifit folgenkompakt, wenn

es zu jeder unendlichen Folge eine konvergente Teilfolge gibt.

Bemerkung. Wir haben oben gezeigt: Ist M C O(G) abgeschlossen und be-
schrankt, so ist M folgenkompakt.

2.15 Behauptung. Ist M C O(G) kompakt im iiblichen Sinne, so ist M abge-
schlossen und beschrdnkt.

BEwWEIS: In jedem Hausdorff-Raum gilt: Aus ,kompakt®“ folgt , abgeschlossen*,
wir miissen also nur noch zeigen, dafl die Kompaktheit auch Beschréanktheit im-
pliziert. Dazu betrachten wir fir X C G die Abbildung px : O(G) — R mit

pr(f) = |flx. Es gilt :
1. pg ist stetig. Ist namlich fo € O(G) und € > 0, so gilt fiir f € U := Uk (fo):
Ipx (f) — px(fo)l < pr(f — fo) <e,
also px (U) C Us(pk(fo))-
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2. Ist nun M C O(G) kompakt, so ist das stetige Bild px (M) C R kompakt,
insbesondere beschriankt. Es gibt also ein r > 0, so dafl |f|x < r fir alle
f € M ist. Da dabei K beliebig war, bedeutet das, dafl M beschrénkt ist.

2.16 Satz. FEs sei X ein metrischer Raum. Dann gilt: X ist kompakt genau
dann, wenn X folgenkompakt ist.

BEWEIS:  Siehe Analysis 2, Kapitel I, §1. "

Der letzte Satz (und sein Beweis) ist leider nur auf metrische Raume anwendbar,
also liegt es nahe, zu fragen, ob O(G) ein solcher ist.

2.17 Satz. Es gibt eine Metrik auf C°(G), die die K.O.-Topologie induziert.

BEWEIS:  Sei (K,,) eine kompakte Ausschopfungsfolge von G. Setzen wir zur
Abkiirzung

pa(f) = 1flx, = max| f(z)],

und definieren damit

o

5.0 =3 Ty wa A=) = G T

n=1
so gilt:
1. Die Reihe fiir §(f) konvergiert absolut, weil der Bruch abgeschétzt werden

kann, 0 < 1?;2%) < 1. Wegen d(f,g) = 6(f — g) ist auch d wohldefiniert.

2. Esist 6(0) = 0. Ist umgekehrt §(f) = 0, so gilt p,(f) = 0 fur alle n € N, aber
das bedeutet f = 0.

3. ¢ erfiillt die Dreiecksgleichung : §(f 4+ g) < (f) + 0(g), denn p,, selbst erfiillt
sie, die Funktion z — x/(1 4 z) ist auf R, monoton wachsend und es ist

r+y < x n Y
l+z+y " 14+2 1+y

fiir x,y > 0.

4. Aus 1.) - 3.) folgt: d ist eine Metrik auf C°(G).
5. Die Metrik d induziert die K.O.-Topologie:

Weil d translationsinvariant ist (d.h. d(f + h,g + h) = d(f,g)), haben e-
Umgebungen von fy die Gestalt fo+ B.(0) mit B.(0) = {f € C°(G)|d(f) < €},
wir miissen also nur Umgebungen der Null betrachten.
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Zu zeigen: Die von d induzierte Topologie ist feiner als die K.O.-Topologie.
Dazu sei M C C°(G) Umgebung der Null in der K.O.-Topologie, d.h. es gibt
K C G kompakt, ¢ > 0 mit Ug (0) C M.

Weil die K,, ausschopfend sind, konnen wir ein n wéhlen, so dal K C K,

liegt. Es sei e’ := ;= - (3)™. Fiir ein Element g € B./(0) ist 6(g) < ', d.h.

Pn(9) 1 Pn(9) ) €
) _gn 2y T om0y < 90 = :
1+ pu(9) (2) L+pu(g) ~ g)<2"-e l+e

und damit kénnen wir wegen der Monotonie von x/(1 4+ x) den Ausdruck
pn(g) nach oben abschitzen: p,(g) < e, d.h. g € U (0) C M, also liegt eine
Kugel B.(0) in M.

Jetzt zeigen wir noch: die K.O.-Topologie ist feiner als die von d induzierte.
Sei € > 0 gegeben. Wir suchen K, ¢, so dafl Ug(0) C B.(0) ist. Sei n so
groB, daf (1/2)" < £/2 ist. Dann setzen wir ¢ := €/2 und K := K,,. Fiir eine
Funktion ¢g € Uk /(0) gilt dann:

) = d0) = Sy 2
< - ; + i (1)
< o) 20+ Z%
J*l , 1
< mlo)+ ()" <G <5

d.h. Uk (0) C B.(0), was zu zeigen war.

Also ist der Raum C°(G) ein metrischer Raum. Nach dem vorherigen Satz ist jeder
Teilraum von C° kompakt, wenn er folgenkompakt ist. Der Satz von Montel kann
dann auch folgendermaflen formuliert werden:

FEine Teilmenge F C O(G) ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrdnkt ist.

Definition. Ein vollstandiger, metrisierbarer, lokal-konvexer, topologischer Vek-
torraum heift Fréchet-Raum.

Bemerkungen.

1. ,,Lokal-konvex* heifit: jede Nullumgebung enthilt eine konvexe Nullumge-

bung.
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2. Ersetzen wir ,metrisierbar® und ,,lokal-konvex® durch ,,normiert®, so erhalten
wir einen Banachraum.

2.18 Satz. CY(G) und O(G) sind Fréchet-Riume.

BeEwEIS: Die Elementarumgebungen Uk .(0) sind konvex. Den Rest haben wir
schon gezeigt ! "

Definition. Ein Fréchet-Raum FE heifit Montel-Raum, wenn jede abgeschlossene
und beschréankte Teilmenge kompakt ist.

O(QG) ist demnach ein Montel-Raum. Bisher nicht beantwortet haben wir die Fra-
ge, ob O(G) vielleicht sogar eine Norm besitzt, also ein Banachraum ist. Das ist
nicht der Fall, denn sonst wire {f € O(G) : ||f|| < ¢} eine kompakte Nul-
lumgebung. Fin Satz aus der Funktionalanalysis wiirde dann liefern, dal O(G)
ein endlich-dimensionaler Vektorraum wére. Das kann aber nicht sein, da der
unendlich-dimensionale Unterraum der Polynome in O(G) enthalten ist.

Bemerkung. Wir zeigen noch konkret: Jede Nullumgebung in O(G) ist unbe-
schrankt.

BEWEIS:  Sei M eine Nullumgebung. Dann gibt es K kompakt und € > 0, so dafl
Uk C M ist. Nehmen wir eine nicht-konstante, holomorphe Funktion f auf G (die
Existenz einer solchen Funktion wird im néchsten Kapitel gezeigt), dann gibt es
nach dem Maximumsprinzip einen Punkt zp, in dem |f| grofer ist als auf K. Ist
6 := 2(|f(20)| — | f|x), dann definieren wir eine holomorphe Funktion

_ [
9(z) = |flx + 0

die auf K vom Betrage echt kleiner als Eins ist, in 2y aber gréfler. Deshalb wird fiir
grofles n die Funktion ¢"(z) auf K beliebig klein, in zy aber unbeschriankt, d.h. es
gibt ein ng, so daf ¢" in M liegt fiir n > ng. Auf dem Kompaktum K = K U {20}
sind sie aber beliebig grof, deshalb ist M unbeschrinkt. "



