114 KAPITEL 2 KONFORME ABBILDUNGEN

§6 Julia-Mengen

Sei G C C ein Gebiet. Eine holomorphe Abbildung f : G — G kann eine holomor-
phe oder eine meromorphe Funktion auf G sein.

Definition.  Zwei holomorphe Abbildungen f : G; — G; und g : Gy — Gs
heiflen konjugiert, falls es eine biholomorphe Abbildung ¢ : G; — G5 gibt, so daf3
das folgende Diagramm kommutiert:

g L oa
e | Lo
G2—>G2

g

Es ist dann insbesondere ¢ o f* = ¢g" o ¢, wenn mit f" = fo...o f die n-fach
iterierte Abbildung bezeichnet wird.

Beispiele.

1. Jedes Polynom p(z) = Agz¢ + -+ + Ajz + Ag vom Grad d > 2 ist auf C
konjugiert zu einem normierten Polynom. Setzen wir ndmlich ¢ = (z) =
cz, so gilt fiir ¢ := popopt:

9(Q) = ¢p(z)) = c-p(z)
— c-(Adzd+---) — Cl_d-AdCd—i—---.

Mit ¢!=9A,; = 1 folgt die Behauptung.

2. Das quadratische Polynom p(z) = 2% — 2 auf C\ [-2,2] ist konjugiert zu
q(¢) =¢*auf {€ C : [¢| > 1}.

1
Dazu sei z = ¢(¢) = ( + Z Dann folgt:

Pp(H(0) = (¢ + %)2 o=y Ci )

Definition. Sei f: C — C eine rationale Funktion.

1. Fat(f) == {z € C : 3IW = W(z), s.d. (f"|w) eine normale Familie ist }
heifit die Fatou-Menge von f.

2. Jul(f) := C\ Fat(f) heifit die Julia-Menge von f.

Aus der Definition folgt sofort, dal Fat(f) offen und Jul(f) abgeschlossen ist.
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Beispiel.

Sei p(z) = 2%

Dann konvergiert p"(z) = p(p(...p(z) ...)) = 2" auf D kompakt gegen 0 und
auf {z : |z| > 1} gegen co. Also ist Jul(p) = 0D und Fat(p) = C\ OD.

6.1 Satz. Ist f rational, so sind die Mengen Fat(f) und Jul(f) invariant unter
der Transformation f.

BEWEIS:  Sei F':= Fat(f) und J := Jul(f). Es geniigt zu zeigen, da8 f(F) C F
und f~1(F) C F ist, also:

zeF <= f(z) el

a) Sei f(z) € F. Dann gibt es eine Umgebung V von f(z), so daf§ (f™]y) eine
normale Familie ist. Also gibt es eine Teilfolge ( f), die auf V' kompakt konvergiert.
Dann konvergiert auch f"* auf f~'(V') kompakt, und (f"|;-1(y)) ist eine normale
Familie. Das bedeutet, daf} z in F liegt.

b) Sei umgekehrt z € F. Dann gibt es eine Umgebung W von z und eine Teilfolge
™, so dal f" |y kompakt konvergiert. Aber f(WV) ist eine Umgebung von f(z),
und offensichtlich konvergiert f™~! kompakt auf f(7¥). Damit gehort auch f(z)
zu F'. "

Dariiber hinaus ist Jul(f) = Jul(f").
6.2 Satz. Sei f ein Polynom vom Grad > 2. Dann ist Jul(f) kompakt.

BEWEIS:  Es gibt ein r > 0, so daf§ |f(z)| > 2|z] fiir |2| > r ist. Dann ist | f2(2)| >
2|f(2)] > 2%|z|, und allgemein

|f*(2)] > 2%r fiir |2| > 1.

Also konvergiert f*(z) auf V := {z : |z[ > r} normal gegen oo, und V ist in
C \ Jul(f) enthalten. Damit ist Jul(f) beschrénkt und als abgeschlossene Menge
kompakt. .

Ab jetzt sei f stets ein normiertes Polynom vom Grad d > 2.

6.3 Satz. Es sei zp € Jul(f) und U = U(zp) eine offene Umgebung.

N
1. Es gibt ein N > 1 mit Jul(f) C | ] f*(U).
k=1

2. C\ U f¥(U) enthilt hochstens einen Punkt.
k=1
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3. Ist zy € Jul(f) ein beliebiger Punkt, so liegt U ¥ (1) dicht in Jul(f).

k=1

BEWEIS:  Liegt 2 in J := Jul(f), so ist (f"|v) keine normale Familie, es kann also
(nach dem Satz von Montel-Caratheodory) hochstens ein Wert ausgelassen werden.

1. Fall: (f"|y) 148t gar keinen Wert aus. Dann ist J ¢ C = [J;2, f*(U). Da
J kompakt und jede der Mengen f*(U) offen ist, gibt es ein N, so daf schon

Jul(f) € U, f5(U) ist.

2. Fall: (f™|y) 148t genau einen Wert wy aus. Dann ist

U £#W) = C\ {wo}.

Angenommen, es gibt ein z # wy mit f(z) = wy. Dann liegt z in einem f™(U),
also wy € f™T(U). Das kann nicht sein! Andererseits mufl die Polynomgleichung
f(2) = wo wenigstens eine Losung haben, nach dem Fundamentalsatz der Algebra.
Also ist f(wg) = wo (d.h., wy ein Fixpunkt von f), und wy ist auch die einzige
Losung. Das bedeutet, dal f(2) = wo + (2 — wp)? ist, und allgemein

f(2) = wo + (2 —wo)®".

Ist K C {z : |z —w| < 1} kompakt, so strebt f"(z) auf K gleichméBig gegen wy.
Das bedeutet, da§ wy € Fat(f) ist, also J C C\ {wo} = Upe, /5(U). Wegen der

Kompaktheit von J kommt man schon mit endlich vielen Mengen aus.

Sei nun z; € J beliebig. Es ist f%(2) = (f*)"1(z1) = {2z : f*(2) = 21}. Wegen
der Invarianz der Fatou-Menge ist N := J—, f*(21) in J enthalten.

Sei nun U offene Umgebung eines weiteren beliebigen Punktes z € J. Dann ist
J C Upey fH(U), und es gibt ein k, so daB z; in f*(U) liegt. Das bedeutet, daB es
ein w € U mit f*(w) = 2z gibt. Alsoist f~%(z;)NU # @, und N liegt dicht in J.

Bemerkung. Der Satz liefert eine Methode zur Produktion der bekannten
Computer-Bilder von Julia-Mengen. Man wéahle einen Startpunkt z; in J, z.B.
unter den Fixpunkten von f. Dann berechne man f~*(z;) fiir k = 1,..., N durch
Losung der Gleichung f*(z) = z;. Bei kleinem Grad, etwa d = 2, ist diese Metho-
de effektiv genug. Die so erhaltenen Punkte liefern eine gute Approximation der
Julia-Menge.

Sei jetzt z; ein beliebiger Punkt von Jul(f), und es gebe einen Punkt 2z, € Jul(f)
mit der Eigenschaft, dafi die Menge {f*(z) : k € N} dem Punkt 2; beliebig nahe
kommt und auflerdem keinen Punkt enthélt, in dem f’ verschwindet. Das ist fast
immer erfiillt. Ist U eine kleine Umgebung von 2y, so bildet f* diese konform auf
eine offene Umgebung W von f*(z) ab, und dann auch U NJul(f) auf W N Jul(f).
Das hat zur Folge, daf8 Jul(f) in der Néhe von so #hnlich aussieht, wie in der Néhe
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von zg. Diese ,,Selbstahnlichkeit“ ist typisch fiir die ,,Fraktale“, als die Julia-Mengen
héufig in Erscheinung treten.

Ist f eine rationale Funktion, zy ein Fixpunkt von f und ¢ = ho f o A}, so ist
h(zo) ein Fixpunkt von g. Konjugierte Funktionen haben also die gleiche Anzahl
an Fixpunkten. Ist zy ein Fixpunkt von f*, so nennt man z, einen periodischen
Punkt der Ordnung k von f.

Definition. Ist zy ein Fixpunkt von f, so nennt man A := f’(z) den Multipli-
kator von f in z.

Ist g=ho foh™! soist

g (h(z0)) = 1 (20) - f'(20) - (W (20)) ™" = f'(=0)-

Die Multiplikatoren konjugierter Funktionen sind also in entsprechenden Fixpunk-
ten gleich.

Definition. Sei z; ein Fixpunkt von f, A der Multiplikator von f in z.

2o heiit abstoflender (bzw. anziehender oder attraktiver) Fizpunkt, falls |A| > 1
(bzw. |A| < 1) ist. Ist A = 0, so spricht man von einem superattraktiven Fizpunkt.

Ist f(2) = 244+ aq_1247 1+ - -+ a2+ ag, so kann der unendlich ferne Punkt als Fix-
punkt von f aufgefafit werden. In diesem Fall hat f eine Polstelle der Ordnung d im
Unendlichen, und die Funktion g(w) = 1/f(1/w) hat im Nullpunkt eine Nullstelle
der Ordnung d. Deshalb nennen wir hier co einen superattraktiven Fixpunkt.

Ist w € C ein attraktiver Fixpunkt von f, so heifit
Alw) :=={z€C : f*z) - w fir k — oo}

das Attraktions-Gebiet von w. Im Fall eines Polynoms vom Grad d > 2 interessiert
zudem das Attraktions-Gebiet von oco:

A(o0) :={z€C: f"(z) — o0}.
Es gibt ein R > 0, so dal |f(2)| > 2|z| fur |z| > R ist. Daraus folgt, da§ (™) auf
Up:={z€C: |z| > R}

gleichméBig gegen oo konvergiert. Insbesondere ist U C Fat(f).
6.4 Satz. Esist A(oo) = U f7*(Ug). Insbesondere ist A(c0) offen.
k=1

BEWEIS: Wir haben zu zeigen: z € A(oo) <= Jk > 1 mit f*(z2) € Up.

1) Sei z € A(oo). Dann konvergiert (f"(z)) gegen oo. Offensichtlich gibt es dann
ein k > 1 mit f*(2) € Ug.
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2) Es gebe umgekehrt ein k& > 1 mit f*(z) € Ug. Dann ist

@) = ) > 2[4 (2)] > 0,

und allgemein | f5+™(2)] > 2™ - |f*(z)| > 2™ - R. Das bedeutet, daf3 (f"(z)) gegen
oo konvergiert und z in A(oco) liegt. n

Im Falle eines attraktiven Fixpunktes wy € C kann man auf &hnliche Weise zeigen,
daB es eine Umgebung U = U(wy) gibt, so daB A(wg) = Upe, f*(U) ist. Ist
namlich |f/(wo)| < 0 < 1, so ist

(") (wo)| < ¢" und [(f*)(w) — wo| < ¢" - |w — wol

nahe wp, und auf einer geniigend kleinen Umgebung von wy in D;(wy) konvergiert
(f"(w)) gleichméBig gegen wy. Der Rest ergibt sich wie im obigen Beweis.

6.5 Satz. Sei f ein Polynom vom Grad d > 2. Dann ist A(co) eine zusam-
menhdngende offene Umgebung von oco. Der Rand von A(co) ist die Julia-Menge
Jul(f). Jede beschrinkte Zusammenhangskomponente von C \ Jul(f) ist einfach
zusammenhdangend.

BEWEIS: Es ist f(A(c0)) C A(oo) und f~'(A(o0)) C A(oo), also f(0A(o0)) C
0A(c0) und dann auch f"(0A(c0)) C 0A(o0) fiir alle n > 1. Weil A(oo) eine
Umgebung von oo enthélt, ist f™ auf dA(oco) gleichméBig beschrankt. Nach dem
Maximumprinzip ist dann (f™) auf jeder beschrankten Komponente von C\ 0A(c0)
gleichméfig beschrankt. Also kann A(co) nur aus einer einzigen (ndmlich der un-
beschriankten) Zusammenhangskomponente von C\ 0A(oco) bestehen.

Auf jeder beschrankten Komponente von C\ 0A(o0) ist (f") eine normale Familie.
Also gehoren diese Komponenten zu Fat(f). Und die Menge A(o0) gehort natiirlich
auch zu Fat(f). Also ist Jul(f) C 0A(0).

Ist umgekehrt zy € 0A(o0) und U = U(z) eine offene Umgebung, so konvergiert
f™(z) auf U N A(co) kompakt gegen Unendlich. Weil die Folge (f™(z9)) aber be-
schrankt bleibt, kann keine Teilfolge von (f™) auf U kompakt konvergieren. Das
bedeutet, daf zy € Jul(f) ist.

Da d > 2 ist, hat die Polynomgleichung f(z) — z = 0 mindestens eine Nullstelle, f
also mindestens einen Fixpunkt zy € C. Also ist A(oco) # C und Jul(f) # @.

Da A(o0o) zusammenhéngend ist, ist auch A = A(o0) U 9A(c0) U {oo} zusam-
menhéngend, also C \ A einfach zusammenhingend. Das bedeutet, dal jede be-
schrinkte Komponente von C\ A(co) einfach zusammenhéngend ist. n

Sei jetzt speziell f.(z2) := 2%+ c.
Ist h(z) = az + f3, so ist

h™to fooh(z) = az? + 262+, mit y= —(5%+c— 3).

1
o
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Also ist jedes quadratische Polynom konjugiert zu einem f.. Hier sind die Julia-
Mengen einiger Polynome f,:

e
f,.sf’"“*f'ﬂf R
L
\Mavf' At e E:
% E b,
"Pj LA A *

c = —0.5+0.55i c=—I

Definition. M := {c € C : Jul(f.) ist zusammenhéngend } heifit Mandelbrot-
Menge (auch bekannt als ,, Apfelmédnnchen*).

Das Bild dieser Menge ist auch wohlbekannt:

Die Mandelbrot-Menge M

Ohne Beweis seien noch folgende Resultate genannt:

Ist f(2) ein Polynom vom Grad d > 2, so ist Jul(f) genau dann zusammenhéngend,
wenn die Iterierten f"(z) jedes kritischen Punktes von f beschréankt bleiben.
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Streben dagegen die Iterierten aller kritischen Punkte von f gegen oo, so ist Jul(f)
total unzusammenhéngend, und Fat(f) stimmt mit A(co) {iberein.

Im Falle eines der Polynome f.(2) = 2%2+4c ist 0 der einzige kritische Punkt. Deshalb
ist in diesem Falle

M = {c e C : (f*0)) ist unbeschrinkt }.

Diese Beschreibung bildet die Grundlage fiir die Computer-Bilder der Mandelbrot-
Menge.



