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§3 Randverhalten

Zunéchst beschéftigen wir uns mit der Fortsetzbarkeit von holomorphen Funktion
in besonderen Féllen. H bezeichne wieder die obere Halbebene.

3.1 Schwarzsches Spiegelungsprinzip. FEs sei G, C H ein Gebiet, dessen
Rand 0G . ein offenes Intervall I C R enthalte. Fs sei

Go={2e€C:zeGy}
das Spiegelbild von G beziiglich der reellen Achse. Dann gilt :

1. Ist f stetig auf der Vereinigung G U I UG_ und holomorph im Inneren der
beiden Gebiete G und G_, so ist f holomorph auf Gy UITUG_.

2. Ist f stetig auf G UI, holomorph auf G und zusdtzlich noch reellwertig auf
dem Intervall I, so gibt es eine eindeutig bestimmte holomorphe Fortsetzung
Fvon f auf GL UTUG_, mit

F(z)=f(Z) fir alle z.

BEWEIS:  Sei zunéchst f stetig auf G := G, UGUG_. Es sei t eine reelle Zahl aus
I, U = U.(t) eine Umgebung, die ganz in G liegt. Wir wollen die Holomorphie von
f in U mit dem Satz von Morera zeigen. Sei dafiir A ein abgeschlossenes Dreieck
in U, v bezeichne den orientierten Rand 0A.

Fiir 6 > 0 seien 75 und v; die Ridnder der auf der Hohe von di bzw. —di abge-
schnittenen ,,Dreiecksstiimpfe”.

g
N

Geht ¢ gegen Null, so geht die Summe der beiden Wege gegen ~ (ein Stiick reelle
Achse hebt sich weg, da es entgegengesetzt durchlaufen wird):

f(2)dz = lim f(z)dz =0,
6—0
oA

vy s
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Im Detail sieht man das folgendermaflen:

Die Strecke zwischen den Schnittpunkten von 0A mit der reellen Achse liege zwi-
schen den reellen Zahlen a und b. Die untere Kante des oberen Dreiecksstumpfes
sei die Strecke zwischen den Punkten vs = as+id und ws = bs+id (mit geeigneten
Realteilen ag, bs). Ist € > 0 vorgegeben, so kann man 6 = §(¢) > 0 so klein wéhlen,
dass |a — vs| < e und |b — ws| < € ist. Ist auBlerdem C' := sup,|f], so ist

a wg
’/ f(z)dz| <|a—wvs|- C <e-C und analog | f(z)dz| <e-C.
Vg b
Dann gilt:
ws a b ws
/ f(z)dz = f(z)dz+ / f(z)dz+ f(z)d=
Vs ) a b

— /f(z)dz (fiir 6 — 0)

Mit dem Satz von Morera folgt nun die Holomorphie von f.

Fiir den zweiten Teil sei f stetig auf G,. Es wird definiert:

f(z) firze Gy

F(z):=
f(z) firzeG\Gy
Weil f reell auf I ist, ist F’ stetig auf G. Nach Vorraussetzung ist " holomorph auf
G, aber die Holomorphie iibertréigt sich auf G_, denn mit ¢(z) := Z ist F'(z) = foc
auf G_, und die Ableitung nach Z ist mittels Kettenregel
oF 0 oc 0f d
0z 0z 0z 0z 0z
weil (f). = 0 und (2)z = 0 ist. Deshalb ist der erste Teil anwendbar, d.h. F ist
holomorph auf G. "

Definition. Eine Kurve v : [a,b] — C heifit reell-analytisch, falls es fiir jedes
to € [a,b] eine konvergente Potenzreihe

oo

L) = a,lt — o)

v=0

mit (komplexen) Koeffizienten a, gibt, so dass I'(t) = (¢) fiir ¢ nahe t; ist.

C' = v([a,b]) heiBt glattes analytisches Kurvenstiick, falls v reell-analytisch und
injektiv und +/(t) # 0 fiir alle ¢ aus [a, b] ist.
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Ist C' = ~([a,b]) ein glattes analytisches Kurvenstiick, so gibt es eine Umgebung
U([a,b]) € C und eine Umgebung W = W(C'), so dass =y zu einer biholomorphen
Abbildung 7 : U — W fortgesetzt werden kann. Das sehen wir so ein: jede lo-
kale Potenzreihe konvergiert (als komplexe Potenzreihe gesehen) auf einem Kreis
gegen eine holomorphe Funktion. Da zwei solche Potenzreihen auf dem reellen
Schnitt {ibereinstimmen, garantiert der Identitdtssatz die Gleichheit auf dem offe-
nen Schnitt der Kreise in C. Da die Ableitung «' auf [a, b] ungleich Null ist, gilt das
auch auf einer (unter Umstédnden verkleinerten) Umgebung fiir die Fortsetzung.
Unter diesen Umstédnden fithren wir die folgende Redeweise ein:

Definition. Zwei Punkte z1, 20 € W heiflen symmetrisch beziiglich C, falls

T z) =77 ()
gilt, falls also die Urbilder beziiglich 7 symmetrisch zur reellen Achse liegen.

Bemerkung. Die Eigenschaft ,symmetrisch beziiglich C* ist unabhéngig von
der Parametrisierung von +. Ist ndmlich o : [¢,d] — C eine andere Parametrisierung
von C' und ¢ die holomorphe Fortsetzung von g auf eine Umgebung U’ = U’([c, d]),
so konnen wir annehmen, dass ¢ und 7 die gleiche Bildmenge W besitzen, sonst
verkleineren wir den Definitionsbereich entsprechend. Dann ist

A2:@¥1Ofy\:U—>U/

auf U N R reellwertig und die Einschrinkung A von A auf U N R kann um jedes
to € [a,b] in eine reelle Potenzreihe entwickelt werden,

AO = S bt o)

Da A reellwertig ist, sind alle b, reell. Die Reihenentwicklung bleibt aber im Kom-
lexen giiltig. Deshalb ist

AZ) =) b(Z—10)" =D bi(z—to)” = A(2).

Sind w; =57 (21), wy = 77 (22) symmetrisch zu R, so ist w; = wy. Dann gilt :
0 H(22) = 0 o707 (22) = Aws) = A(wy) = Awy) =01 oF o7 ~1(z) = 071(z1).

Deshalb ist die Symmetrie bzgl. C' wohldefiniert.

Beispiele.

1. Es sei y(t) = a + tv, v # 0 eine Gerade. Dann ist v die Einschrankung der
affin linearen, holomorphen Funktion 7(z) = a+ zv. Die Menge 7(H) ist eine
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der beiden durch v bestimmten Halbebenen. Die Spiegelung an der Geraden
wird beschrieben durch

rT=a-+z2v— x5 =a-+2v.

Setzt man z = =% in z* ein, so erhélt man die geschlossene Spiegelformel:

x*:a+g(f—a).

<

2. Esseiy(t) = a+re't, r > 0, ein parametrisierter Kreis. Dann erhalten wir die
Fortsetzung wieder durch Ersetzen der reellen Variablen ¢ durch die komplexe
Variable z. Die Spiegelung am Kreis hat dann die Gestalt

z

r=a+re’ —z*=a+re”.
: ) . 1. x—a .
Die Auflésung nach z ergibt z = — log( ) und damit die geschlossene
[ r
Formel
r2
r=a+—— fiir x # a.
T—a

Anzuwenden ist die Formel auf Punkte z mit 0 < |r —a| < r. Dann ist
|z* —a| > .

Bemerkung. Dabei wird das gesamte Innere auf das gesamte AuBere ge-
spiegelt. Der Mittelpunkt a wird ins Unendliche gespiegelt.

Definition. Sei G C C ein Gebiet. 0G enthélt ein glattes analytisches Kur-
venstiick C' als freien Randbogen, wenn es eine reell-analytische Parametrisierung
v : |a,b] — C und Umgebungen U von [a, b] und W von C gibt, so dass die Fortset-
zung 3y : U — W biholomorph ist und 7~'(W N G) ganz in der oberen Halbebene
H liegt.

3.2 Grofler Spiegelungssatz. Sei G C C ein Gebiet. OG enthalte ein glattes,
analytisches Kurvenstiick C' als freten Randbogen. f : G — C sei holomorph und
stetig nach G U C fortsetzbar. Das Bild C" := f(C) sei ein glattes, analytisches
Kurvenstiick, das im Rand von G' = f(G) als freier Randbogen enthalten ist. Dann
gibt es eine Umgebung W = W (C') C C und eine holomorphe Fortsetzung f von
f nach GUW, so dass f Punkte, die beziiglich C symmetrisch liegen, auf Punkte
abbildet, die beziiglich C" symmetrisch liegen.

BEWEIS:  Seien v : [a,b] — C und g : [¢,d] — C' die Parametrisierungen der
freien Randbogen, 7 : U — W und p: U' — W' die biholomorphen Fortsetzungen.
Dann ist F), := 9o 'o fo7y: UNH — U’'NH holomorph und besitzt eine reellwertige
Fortsetzung auf U N R.

Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip gibt es eine holomorphe Fortsetzung
F (auf das gespiegelte Gebiet) mit F'(z) = F'{(Z) fiir z in der unteren Halbebene.
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Nun sei R
f(2) =00 Foqy Yz) fiir € W.

Ist z € WNG, so liegt 771(z) in U NH, und es ist

F(z) =80 Fy 077Y(2) = f(2).

Also ist feine holomorphe Fortsetzung von f. Offensichtlich bildet fsymmetrisehe
Punkte auf symmetrische Punkte ab. "

Wir suchen jetzt nach allgemeineren Kriterien, wann eine Fortsetzung iiber den
Rand hinaus moglich ist.

Definition. Ein Punkt z5 im Rand eines Gebietes G heifit einfach oder erreich-
bar, falls zu jeder Folge (a,) € G, die gegen zy konvergiert, eine stetige Kurve
v :[0,1) — G existiert, so dass gilt:

1. 2o ist der Endpunkt (1) = 111111 v(t).

2. Es gibt eine monoton wachsende Folge (t,) € [0,1) mit y(t,) = a, und
lim ¢, = 1.

V—00

Der folgende Satz charakterisiert die Situation auf andere Weise:

3.3 Satz. FEs sei G C C ein Gebiet, zg € OG ein Randpunkt. Der Punkt zy ist
genau dann erreichbar, wenn es fir jede Folge (z,) € G, die gegen zy konvergiert,
und fiir jedes € > 0 ein vy und genau eine Zusammenhangskomponente Z wvon
G N D.(zy) gibt, so dass fiir v > vy alle z, in Z liegen.

BEWEIS:  Sei 2 erreichbar. Zu gegebener Folge (z,) C G, die gegen z, konvergiert
sei vy : [0, 1] — C die stetige Kurve, die zj iiber die z, erreicht. Wegen der Stetigkeit
von v in t = 1 gibt es zu jedem € > 0 ein ¢y < 1, so dass die Menge

Ay = 7([to, 1))

ganz in D.(z) enthalten ist. Weil es aber eine Folge (¢,) € [0,1] mit ¢, — 1
und y(t,) = z, gibt, existiert ein 1y, so dass alle z, in Ay, liegen, fir v > .
Aber A, ist zusammenhéngend, deshalb liegen alle z, fiir v > 14 in der gleichen
Zusammenhangskomponente von G' N D, (2).

Sei jetzt die Bedingung erfiillt, dass zu jeder Folge (z,) und jedem £ > 0 ein v
existiert, so dass alle z, in der gleichen Zusammenhangskomponente von D,(zo) NG
liegen. Wir konstruieren den Weg v :

Fiir n € N sei N(n) so gewéhlt, dass fiir v > N(n) alle 2, in der gleichen Zusam-
menhangskomponente Z,, von G'N Dy, (%) liegen. Ohne Beschrénkung der Allge-

meinheit konnen wir annehmen, dass N(1) = 1 und N(n + 1) > N(n) ist. Sei v, :
1 1

1-=1—
n n+1

in Z, C GG miteinander verbindet. Durch die Vorschrift

] — C ein stetiger Weg, der die Punkte ZN(n)s ZN(n)+1s - - - » ZN(n+1)



82 KAPITEL 2 KONFORME ABBILDUNGEN

() firtel—21— L]
") = { zo firt=1,

wird ein Weg 7 : [0, 1] — C definiert, der offensichtlich auf [0, 1) stetig ist. Wegen
|Yn| C Din(20) folgt: dist(y(t), z9) — 0 fiir ¢ — 1. Also ist v auch in ¢ = 1 stetig.
Dat, :=1- % monoton wachsend und gegen 1 konvergent ist und + die Punkte
zn = 7(t,) verbindet, ist z, erreichbar. .

3.4 Satz. Fs seien G,G’' C C beschrinkte Gebiete, f : G — G’ eine topologische
Abbildung. Dann gilt :

1. Ist (z,) C G eine Folge, deren Randabstand dist(z,,0G) gegen Null konver-
giert, dann gilt das auch fir die Folge der Randabstinde der Bilder f(z,) zum
Rand 0G'.

2. Ist  : [0,1] — G ein stetiger Weg mit Pn'lldist(a(t),aG) = 0, ist auch
Prrll dist(f(a(t)),0G") = 0.

BEWwWEIS: Die Beweise laufen analog, wir zeigen nur die erste Aussage.

Es sei (z,) eine Folge, deren Randabstand zu 0G gegen Null konvergiert. Das
ist genau dann erfiillt, wenn fiir jedes Kompaktum K C G ein ng existiert, so
dass fiir n > ng alle z, aulerhalb von K liegen. Ist K’ C G’ kompakt, dann ist
K := f7YK') C G kompakt, da f ein Homdomorphismus ist. Also existiert ein ng,
so dass z, nicht in K liegt fiir alle n > ny. Dann liegen aber auch die f(z,) nicht
in K’ fiir alle n > ng, d.h. die Randabsténde von f(z,) zu 0G’ gehen gegen Null. m

Bemerkung. Abbildungen, deren Urbilder von Kompakta wieder kompakt sind,
heiflen eigentliche Abbildungen. Jede topologische Abbildung zwischen beschrank-
ten Gebieten ist natiirlich eigentlich, fiir beliebige stetige Abbildungen gilt das
keineswegs.

3.5 Satz von Caratheodory. FEs set G C C beschrdnkt und einfach zusammen-
hingend. f : G — D sei eine biholomorphe Abbildung. Dann gilt

1. Ist zy € OG ein erreichbarer Randpunkt, so existiert

lim f(z) € 0D,

zeG
das heifst: f ldsst sich auf erreichbare Randpunkte stetig fortsetzen.

2. Sind z1, zo € OG erreichbare Randpunkte, z1 # zo und w; = lim_ f(2), so ist

auch wy # wy. Mit anderen Worten: Die Fortsetzung auf erreichbare Rand-
punkte von G bleibt injektiv.
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BEWEIS: 1) Angenommen, der Grenzwert existiert nicht. Da D kompakt ist, be-
deutet das die Existenz einer Folge (z,) C G, die gegen zy konvergiert, so dass die
Bilder f(z,) nicht konvergieren, also ohne Einschrinkung alternierend zwei Grenz-
werte ansteuern:

f(z20) — w; € OD,

f<22n+1) — W2 7é w1, Wq € oD.

Weil 2z, erreichbar ist, existiert ein stetiger Weg v, der z, iiber die z, erreicht,
wobei (t,) die zugehorige Folge von Parametern sei, so dass y(t,) = z, ist. Wir
definieren nun eine Folge von stetigen Wegstiicken 7, := 7|, t2,.,,] Mit zugehorigen
Kurvenstiicken C,, := |7,,| und den Bildern C,, := f(C,) C D. Ohne Einschréinkung
liegen die Bilder C,, auBerhalb von D; /n(0), schlieBlich ndhern sich die Punkte
zp, immer mehr dem Rand von G.

Ly

%)
Lo

Seien a,, = ty, und b, = t2,4 die oben schon betrachteten Teilfolgen der Parame-
terfolge, B, := fov, : [an, b, — D. Dann ist C,, = (3,([an, by]). Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit liegen die Punkte w; und wy symmetrisch zur reellen Achse, w,
in der oberen Halbebene (sonst miissen wir f noch mit einer Drehung verketten).

Sei jetzt M € N so groB, dass der zu R symmetrische Sektor mit Offnungswinkel
27 /M weder w; noch wy enthélt. Pann treffen die beiden den Sektor begrenzenden
Strahlen L; und Ly die Mengen C),, jedenfalls fiir grofies n.

Es sei h : D — C definiert durch
h(w) == f~Hw) — 2.

Dann ist h eine holomorphe, beschrankte Funktion (weil G beschrankt ist). Wir
definieren die Zahlen
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1 = sup{|h(w)] : w € C,} = sup{|z — 20| : z € C,,}.
Da dist(Cy, z9) gegen Null konvergiert, ist lim r, = 0.

Aus dem nachfolgenden Lemma folgt nun, dass h(z) = 0 und damit f~!(w) = 2
ist. Das ist ein Widerspruch, f ist nach z, fortsetzbar.

2) Es fehlt noch die Injektivitdt der Fortsetzung: Seien dazu z; # 2o erreichbare
Randpunkte von G, w; := f(z;) die Bilder, wobei wir die Fortsetzung wieder f
genannt haben. Angenommen, w; = we = —1 (ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit; sonst verkette f mit einer entsprechenden Drehung). g : D — G bezeichne
die Umkehrabbildung von f. v; : [0, 1] — C seien stetige Kurven mit +;([0,1)) C G
und 7;(1) = z. Da die Kurven stetig sind und auf verschiedene Punkte zulaufen,
existiert ein ¢y € (0,1), so dass

1 .
71(t1) = 72(t2)| > K = 5\21 — 2| fiir tg < ty,te < 1.

Es seien 3; := fo~; : [0,1] — D die induzierten stetigen Wege. Fiir die gilt natiirlich

Wiihlen wir 0 gentigend klein, so liegen die Kurvenstiicke 3;([0, to]) auBerhalb von
Ds(—1). Mit As bezeichnen wir den Abschluss des Schnittes von D und Ds(—1):

A(;:]D)ﬂDg(—l):{w:—l—f‘T@it 0 r <9 _90<T) Stggo(”/’)},

wobei ¢ : [0,6] — [0,F) jedem Radius den passenden Winkel zuordnet. Wir be-
stimmen das Lebesgue-Maf} der Bildmenge g(As), um einen Widerspruch zur Be-
schranktheit von G zu erhalten:

w(g(As)) = / dxdy = /\det Jg(u,v)| dudv
9(As) As

5
= /|g’(u,v)|2dudv :/
As 0

Ist 0 < r < 9, so gibt es Punkte w; € D,(—1)Nf;([to, 1]) mit zugehorigen Urbildern
t; bzw. ty von (31 bzw. (5. Dafiir gilt dann

|9(ur) = g(u2)| = [9(B1(t1)) = g(Ba(t2))| = |7a(ts) = 72(t2)] > K.

Andersherum aufgeschrieben schétzen wir damit einen Teil des Integrals von unten
ab:

o(r)
/ lg (=1 +re') > - rdtdr.
o(r)

u2 ‘P(’“)
K < |g(us) — g(uz)| = | / J(¢)dC| < / 6/ (=1+rel®)| - rdt

u1 —p(r)
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w(r)

K ,
2 < /]g’(—1+re't)\dt.

r

bzw.
—¢(r)
Jetzt findet die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung Anwendung und liefert :

2

e w(r) o(r) o(r)
— < /!9'(—1+7“6”)\dt < /|g’(—1+re”)12dt- / dt .
,
—e(r) —(r) —(r)
<m

Als entscheidende Abschitzung haben wir damit gewonnen :
) o(r)
< / _1 it th
< [
—¢(r)

Setzen wir das Ergebnis in die Berechnung von p(g(As)) ein, so folgt:

Dies ist ein Widerspruch, da G beschrénkt ist, aber g(Aj) darin enthalten ist. =

3.6 Lemma (Verallgemeinertes Maximumprinzip). Es seien Ly, Ly zwei
vom Nullpunkt ausgehende Strahlen, symmetrisch zur x-Achse, die einen Winkel
der Grifle 2w /M einschlieffen. Zu jedem n € N gebe es eine Kurve 3, : [ay, b,] —
D, so dass fiir die Spuren C, = |Bn] gilt:

1. C, c D\ Dy, (0).
2. Es gibt Punkte p, € 6’n N Ly und q, € 6’n N Lo.

Ist h : D — C eine beschrinkte holomorphe Funktion, so dass die Zahlen ry, :=
sup{|h(w)| : w € C,} eine Nullfolge bilden, so ist h(z) = 0.

BEwEIS:  Vorbemerkung: Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass h(0) # 0 ist. Ist
ndmlich ~(0) = 0, aber h nicht identisch Null, so hat h eine lokale Normalenform

h(z)=2"-h(z)  mitk>1und h(0) 0,

wobei h ansonsten die gleichen Eigenschaften wie h hat.

Zu n € N seien u,, < v, so aus |a,, b,| gewihlt, dass

e u, der grofite Parameter s ist, so dass [3,(s) in L; liegt,
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e v, der kleinste Parameter s > u,, ist, so dass (3,(s) € R ist.

Spiegeln wir 3, ([u,,v,]) an R, dann erhalten wir ein stetiges Kurvenstiick 57(10),

das B,(u,) mit B, (u,) verbindet. Ist T’ die Drehung um 2%, so setzen wir S =
T k(ST(LO)). Die Vereinigung der S ergibt eine geschlossen Kurve S, in D, die ganz

in .
{fweD:1-—-<w| <1}
n

enthalten ist. Wir definieren weiterhin

h*(w) == h(w) - h(@) € O(D)

und  H(w) = h*(w) - B*(Tw) - - - h*(TM'w) € O(D).

Wir bemerken, dass H zwar von dem Winkel % abhéngt, jedoch nicht von n oder
den Kurven C),.

|h(w)| ist nach Voraussetzung durch eine Konstante B > 0 beschréinkt. Deshalb ist
jeder Faktor von H beschriankt durch B2. Liegt ein Punkt w in S,,, so liegt T%w in
S fiir ein geeignetes k, und es ist dann

|n*(T*w)| < r, - B.
Deshalb gilt:
|H(w)| < (B ' -r,-B=r, B!

auf S,,, wobei fiir jedes h* ein B? in die Abschiitzung einging; in einem Fall liegt
aber T*w im Sektor SY), und deshalb ist |h(T*w)| nach oben abschiitzbar durch 7,,.
Sei jetzt U, die Zusammenhangskomponente von D\ S,,, in der die Null enthalten
ist. Wegen des Maximumprinzips muss

|H(0)] < sup{|H(2)| : z € OU,} < B2M~1 .y,

gelten, aber fiir n — oo geht die rechte Seite gegen Null. Also ist H(0) gleich Null.
Weil H(0) = |h(0)*M ist, muss h(z) = 0 sein. .

3.7 Folgerung 1. FEs sei G C C beschrdinkt und einfach zusammenhdngend,
so dass jeder Randpunkt erreichbar ist. Dann hat jede biholomorphe Abbildung f :
G — D eine topologische Fortsetzung f : G — D.

BEwEIls: Nach Caratheodory kann f auf den Rand von G fortgesetzt werden.
Zeigen wir zuerst die Stetigkeit in Randpunkten:

Sei (2,) C G eine Folge, die gegen einen Punkt z, im Rand OG konvergiert. Wir
gehen zu einer Folge (z],) C G iiber :

o Ist z, € G, dann setze 2], := z,.
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o Ist z, € OG, dann wihle 2/, aus G so, dass sowohl |2/, — z,| < % als auch

1F(2) = Fz)| < L erfiillt ist.

Die Folge (z]) liegt dann ganz in G und konvergiert auch gegen zo. AuBerdem kon-

vergiert die Folge f(z!) gegen f(zo), da die Folge (z/,) in G liegt. Die Folge f(z,)
konvergiert aber gegen den gleichen Wert (wie man leicht mittels Dreiecksunglei-

chung zeigen kann), also ist fin zo stetig.

Die Injektivitédt von J?erhalten wir durch eine Fallunterscheidung:

1. fA|G = f ist natiirlich injektiv auf G, schlieSlich ist f ja biholomorph.

2. fist auch injektiv auf 0G — das war der zweite Teil der Aussage des Satzes
von Caratheodory.

3. Weil f das Gebietsinnere ins Innere des Einheitskreises und den Rand auf
den Rand abbildet, ist f insgesamt injektiv.

Die Surjektivitéit folgt noch schneller: f(@) ist kompakt, insbesondere abgeschlos-
sen, und wegen D C f(G) C D kann kein Punkt aus dem Rand fehlen.

Als letztes bleibt die Stetigkeit der Umkehrabbildung zu zeigen. Das 16sen wir mit
dem folgenden allgemeinen Lemma. "

3.8 Lemma. FEs seien X,Y topologische Riume, f: X — Y eine stetige, bijek-
tive Abbildung. Weiterhin sei X ein kompakter Raum und Y habe die Hausdorff-
FEigenschaft. Dann ist f topologisch.

BEWEIS: Es bezeichne g := f~! : Y — X. Die Stetigkeit von g ist gleichbedeu-
tend mit der Ausage, dass fiir jede offene Menge U C X das Urbild ¢~ }(U) C Y
offen ist, oder dquivalenterweise damit, dass fiir jede abgeschlossene Menge A C X
das Urbild g7*(A4) C Y abgeschlossen ist. Aber wenn A C X abgeschlossen ist,
dann ist auch A kompakt, da der ganze Raum X kompakt ist. Deshalb ist auch
das stetige Bild f(A) kompakt, und das bedeutet f(A) = g~'(A) C Y ist abge-
schlossen. "

Das Ergebnis ist direkt auf den Beweis des vorigen Satzes anwendbar, da D kompakt
ist.

3.9 Folgerung 2. Sei G C C, G # C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet,
C ein analytisches Kurvenstick, das ein freier Randbogen von G ist. Ist f : G — D
eine biholomorphe Abbildung, so lisst sich f tiber C' hinaus holomorph fortsetzen.

BEWEIS: Aus dem Beweis zum Riemannschen Abbildungssatz entnehmen wir
die Existenz einer biholomorphen Abbildung 7" € Aut(C), so dass G' = T(G)
beschrankt ist. C' := T'(C') ist dann ein freier analytischer Randbogen von G’. Die

Abbildung ¢ := foT~!: G’ — D ist biholomorph, deshalb kann ¢ zu einer stetigen
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Abbildung § : G/ U C" — D fortgesetzt werden, wobei K := §(C") C 0D wieder
analytischer freier Randbogen ist. Deshalb ist der Spiegelungssatz anwendbar, d.h.
g kann iiber C” hinaus fortgesetzt werden. F':= g o T setzt dann f fort. "

Als néchstes wollen wir uns mit einer bestimmten Klasse von Gebieten beschéfti-
gen, und dort, anders als beim Riemannschen Abbildungssatz, eine biholomorphe
Abbildung in den Einheitskreis konkret berechnen. Dabei werden wir insbesondere
das Spiegelungsprinzip anwenden.

Definition. Ein Polygongebiet ist ein einfach zusammenhéngendes, beschrianktes
Gebiet G, zusammen mit einer Menge {wy,...,w,} C 0G (den Ecken), so dass
sich der Rand 0G aus den Strecken Sy, = Wi (den Seiten) zusammensetzt und
insbesondere w,;; = w; ist. Auflerhalb der Ecken seien die Sy freie Randbogen
von G, die Ecken seien alle erreichbar. Zusatzlich wollen wir fordern, dass die Si
so orientiert sind, dass G positiv berandet ist, dass sich also das Gebiet beim
Durchlaufen des Randes immer auf der linken Seite befindet.

Die Innenwinkel bei wy schreiben wir in der Form oy mit ay, € (0, 2).

Ist der Innenwinkel a7 gegeben, dann entspricht die Richtungsénderung beim
Durchlaufen der Ecke genau +(1 — o).

Innenwinkel o7

Dabei ist es egal, ob ein spitzer oder stumpfer Winkel vorliegt (Richtungswechsel
nach links) oder ein iiberstumpfer Winkel (Richtungswechsel nach rechts). Weil
das Gebiet genau einmal umlaufen wird, ist die Summe der Richtungsdnderungen
genau 2, d.h.

n n

QW:Z(l—Oék)W bzw. Zak =n—2.

k=1 k=1

Wir untersuchen jetzt die Eigenschaften einer biholomorphen Abbildung f : G —
H. Oben hatten wir angekiindigt, eine biholomorphe Abbildung in den Einheits-
kreis zu konstruieren, aber wir kénnen GG auch in die obere Halbebene biholomorph
abbilden, denn diese ist biholomorph dquivalent zum Einheitskreis, und eine pas-
sende Transformation dafiir hatten wir schon gefunden. Sei also f wie oben gegeben
— die Existenz folgt aus dem Riemannschen Abbildungssatz. Mit F':= f~':H — G
bezeichnen wir die Umkehrabbildung. Nach unserer letzten Folgerung lésst sich F
topologisch auf den Rand fortsetzen zu einer Abbildung F : H — G. Die Ableitung
F’ : H — G ist holomorph und ohne Nullstellen, denn sonst wére F' nicht um-
kehrbar. Also besitzt I’ einen Logarithmus, d.h. es gibt eine holomorphe Funktion
g :H — C, so dass exp(g) = F’ gilt. Die Ableitung von ¢,
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_ F//(Z)
Fi(z)

g (2) H— C,

ist holomorph. Mit g seien die Bilder der Ecken f(wy) bezeichnet. Die g sind
alle reell, deshalb ist I := ©r0or+1 ein Intervall, ndmlich genau das Urbild einer
Polygonseite: S, = F'(I).

Nach dem Spiegelungsprinzip kann F' iiber I hinaus holomorph fortgesetzt wer-

den. Dabei ist die Ableitung F'(z) # 0 fiir alle z € Iok, da auch die Fortsetzung

umkehrbar ist. Deshalb kann F g auch als glatte Kurve geschrieben werden: es
k

gibt ag, v9 € C und eine stetig-differenzierbare Funktion ¢y : I, — R, so dass gilt:
F(t) = ag + QOk(t) - fiir t € I.

Dann ist die Ableitung von F in ty € I gegeben durch

F(t)— F(t
F/(to) = lim <>—(0) — S0;€<t0) - Vp.
t—to t—to
Also ist das Argument der Ableitung konstant auf I,. Aber das Argument ei-
ner komplexen Zahl z ist gleich dem Imaginérteil des Logarithmus von z, also

ist Im(log(F")) konstant auf I;. Das bedeutet, dass ¢ = F"/F’ = (log ')’ reell-

wertig auf [ ist. Wenn wir nun das Schwarzsche Spiegelungs-Prinzip anwenden,
dann klappt das iiberall, nur nicht in den Bildpunkten der Polygonecken. Immerhin
kann ¢ = (log F’)’ zu einer holomorphen Funktion auf C\ {py,..., 0,} fortgesetzt
werden.

Behauptung: ¢’ hat in den Punkten g, € R Polstellen erster Ordnung. Auflerdem
verschwindet ¢’ im Unendlichen.

Zum BEWEIS betrachten wir Kreisscheiben D, (o) so, dass ¢’ dort holomorph bis
auf eine isolierte Singularitéit in g ist. Die Abbildung F(z) := F(z) — wy, ist ho-
lomorph in D.(gr) N H und stetig auf der reellen Achse, und in g, hat sie eine
Nullstelle. Weil F biholomorph ist, ist das Bild F(D.(o;) N H) einfach zusam-
menhéngend in C*.

Wir wissen noch mehr iiber diese Menge: Es handelt sich um ein Stiick vom Poly-
gongebiet, wobei die Ecke wy mit dem Winkel o, nach Null verschoben ist. Deshalb
existiert die holomorphe Funktion

h(z) = (F(2) — wi)

auf D.(or) N H und klappt den Winkel zu einem gestreckten Winkel auf. Wie F
kann auch h auf die Seiten stetig fortgesetzt werden, d.h. h ist auch auf D.(gx) "R
definiert und hat natiirlich die Nullstelle in g;. Das Spiegelungsprinzip setzt h fort
zu einer holomorphen Abbildung
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h:D.(or) — C.

Diese wird nun auf D, (g;) in eine Potenzreihe entwickelt:
h(z) = Za,,(z — or)".
v=1

Auf D, (o) ist h injektiv, da h vor dem Spiegeln auch injektiv war. Deshalb ver-
schwindet die erste Ableitung nicht in g, und der Koeffizient a; ist ungleich Null.
Also hat h die folgende lokale Normalform:

7(2) = a1(z — op) - §(z) mit G(z) = 1 + Z—i(z — o) +....

Diese Darstellung wollen wir so weit wie moglich auf ¢’ iibertragen. Es ist
F(2) — wy = h*(2) = af* (2 — o1)™ - §(2)™

und  F(2) = (2 — o)™ [t G(2)™ + ai* (2 — o) (§™)'(2)] -

Zur Abkiirzung bezeichnen wir die eckige Klammer mit g*. Das ist eine holomorphe
Funktion, die in g den Wert agaf* # 0 annimmt. Dann folgt:

F'(2) = (o = 1)z = 0™ |9 (2) + —— (") (2)

= (ar — 1)(z — or)™* % - k(2),

wenn k(z) wiederum fiir die eckige Klammer steht. In der ,Ecke“ g; nimmt auch
k(z) den Wert agai® # 0 an. Die Ableitung ¢’ hat dann das Aussehen

_F(z)  (aw = D)(z— o)™ k(2)

YOO T G 0
Oék—l
=t}

wobei r(z) = k(2)/g*(z) holomorph ist, und in z = g, den Wert Eins annimmt.
Damit hat ¢’ in g, die angekiindigte Polstelle erster Ordnung mit Residuum ay — 1.

Das Bild einer Ecke muss Unendlich sein, ohne Einschrankung sei o1 = oo, dann

ist die Differenz .
ap — 1
HOEDY

Z —
k=2 Ok

eine auf C holomorphe Funktion, wobei der Grenzwert des hinteren Summanden
fir 2 — oo gegen Null geht. In der Nihe von g ist F(z) — w; = h(z)*', wobei
h(oo) = 0 ist. Wir transportieren alles von Unendlich nach Null mit
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dann ist ho(0) = 0. Weil hy lokal injektiv ist, ist
ho(z) = z - go(z) mit go(0) # 0.
Einsetzen in F' ergibt
[0} 1 a1 1 -~
F(Z) :w1+h(z) ! :w1+h0(;) :w1+ﬁ-g(z),

wobei g(z) = go(1/2)* holomorph ist und in oo nicht verschwindet. Fiir die Ablei-
tung gilt:

Fl(2) = —onz™@7hg(2) + 27 - g(2)
= 2 —ag(z) + 2 (2)]
—a1—1 g*(2)7
mit

. 1oy ar-1 ,—1
g (z) = —041'90(;) +z 041'90(—) (?)

1.a 1 ai—

= —041'90(;) ' —% 90(;) o

Dann ist g*(c0) = —a10(0)** # 0. Weiter folgt:

F'(z) =277 (a1 = 1)g™(2) + 2~ (9)(2)] ,
e () L))
z —ap — g (z
g’('z) = i = : * .
F'(z) z 9*(z)
Die rechte Seite strebt fiir z gegen Unendlich gegen Null, denn (g*)’/g* ist nahe oo
holomorph. Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen.

Jetzt folgt aber, dass

HOEDY w1

Z R
2 Ok

eine holomorphe Funktion auf C ist, die in einer Umgebung von Unendlich be-
schrankt ist. Also ist sie auf ganz C beschrankt und nach dem Satz von Liouville
konstant. Wegen des Grenzwertes in Unendlich ist sie = 0.

Damit wollen wir nun riickwarts auf das Aussehen von F' schlieflen:

§(2) = (log F'Y(z) = S 21 _ (logH(z — gw—l) ,

Z R
k=2 Ok

und das ergibt
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Damit haben wir folgendes Ergebnis bewiesen :

3.10 Formel von Schwarz-Christoffel. Se: G C C ein Polygongebiet mit den
Ecken {wy,...,w,} und den Innenwinkeln apm fir k € {1,...,n}. Auflerdem sei

02, ..., 0n eine streng monotone Folge reeller Zahlen. Dann gibt es komplexe Zahlen
A, B, so dass die Funktion

A [TLc- o) dc+ 5
0 k=2

die obere Halbebene so biholomorph auf G abbildet, dass zusdtzlich Unendlich auf
die Ecke wi und jeweils oy, auf die Ecke wy, abgebildet wird.

Beispiele.

1. Es sei G ein Dreieck mit den Ecken a, b und ¢, wobei wir annehmen, dass die
Ecke a der Nullpunkt ist. Als reelle Zahlen wéhlen wir die Null fiir Ecke a
und die Eins fiir Ecke b. Das Urbild von der Ecke ¢ wird Unendlich sein. Der
Ansatz ist nun

/g—l —1)*'d¢ + B,

wobei a und ( die Innenwinkel an den Ecken a und b sind. Wir bestimmen
die Konstanten A und B: Setzen wir z = 0 ein, so verschwindet das Integral.

F(0) ist aber per Konstruktion die Ecke a = 0, also ist B = 0. Das Bild F'(1)
ist die Ecke b, also konnen wir nach A auflosen:

1 -1

A=b- /xi_l(x—l)f_ldx

0

Das reelle Integral lasst sich mit Hilfe der I'-Funktion 16sen, was wir aber
nicht durchfiihren wollen.

2. Sei G nun ein Rechteck. Wir legen es so, dass die eine Seite auf der reellen
Achse liegt und je zwei Ecken symmetrisch zur imaginaren Achse sind, d.h.
die Ecken sind

{———l—bl —|—b|}

a
2 22
Diesmal wollen wir fiir jede Ecke einen reellen Punkt wéhlen. Unendlich wird
dann auf einen Punkt auf der Seite zwischen erster und letzter Ecke ab-
gebildet. Sei k eine reelle Zahl grofler Eins. Dann sollen die reellen Werte

—k, —1, 1, k in gleicher Reihenfolge Urbilder der Ecken sein.

Die Winkel sind alle rechte Winkel, d.h. es ist oy, = 1/2 fiir alle Ecken. Damit
ergibt sich fiir F':
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[ 1
Fe =4 | T

Das Integral ist ein ,elliptisches Integral®, das nicht elementar berechenbar
ist. Nehmen wir allerdings die Umkehrabbildung f := F~!, so bildet diese
das Rechteck nach H ab. Dann kann f mit dem Spiegelungsprinzip zunéchst
auf ein benachbartes Rechteck, dann Schritt fiir Schritt auf ganz C ohne ein
Eckengitter fortgesetzt werden. Die fortgesetzte Funktion wird dabei doppelt-
periodisch. Man spricht dann auch von einer elliptischen Funktion.



