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§4 Der Rungesche Approximationssatz

Sei G C C ein Gebiet, K C G kompakt. C°(K) ist ein normierter C-Vektorraum,
der beziiglich der Supremumsnorm vollstéandig ist. Die Norm induziert eine Topo-
logie, beziiglich der alle Vektorraum-Operationen stetig sind. Man spricht daher
von einem ,,topologischen Vektorraum®.

Definition. Der Raum der holomorphen Funktionen auf K wird definiert als

O(K) = {f € C%K) : 3U = U(K) offen, [ € O(U) mit [lx = f} .

Dann ist O(K) C C°(K) ein Untervektorraum, versehen mit der Relativtopologie.
Im allgemeinen ist O(K') aber nicht abgeschlossen.

Wir betrachten die Einschrankungsabbildung
0:0(G) — O(K)

[ flk.

Ist (f.) C O(G) eine Folge von Funktionen, die auf G kompakt gegen eine Funktion
f konvergiert, dann konvergiert (f,|x) gleichméfig gegen f|x, d.h. g ist stetig
(und natiirlich eine lineare Abbildung zwischen topologischen Vektorrdumen). Wir
wollen zeigen, dass unter einer weiteren Zusatzbedingung das Bild o(O(G)) C
O(K) dicht ist. Die Aussage ist gleichbedeutend damit, dass jede auf K holomorphe
Funktion dort beliebig gut mit Funktion aus O(G) approximiert werden kann.

Beispiel.

Sei G := C, K := K; U K, die Vereinigung zweier disjunkter abgeschlossener
Kreisscheiben in GG. Der Identititssatz sagt, dass es keine holomorphe Funk-
tion f € O(G) gibt, so dass f|x, =0 und f|g, =1 ist.

Ist aber £ > 0 beliebig, so existiert ein f € O(G), das auf K bis auf ¢ diese
Forderung erfiillt :

|(flx)l < e und |(flx,) = 1] <e.

Dieses Ergebnis liefert der folgende

4.1 Satz von Runge. Sei G C C offen, K C G kompakt. Keine Zusammen-
hangskomponente von G \ K liege relativ-kompakt in G. Dann gibt es zu jeder
Funktion f € O(K) und jedem € > 0 eine rationale Funktion R, so dass gilt:

1. R hat nur Pole in C\ G,

2. 1f(z) — R(2)| < ¢ fir z € K.
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Bemerkungen.
1. Der Satz gilt fiir jedes offene GG, der Zusammenhang spielt keine Rolle.

2. Eine Zusammenhangskomponente C' von G\ K ist relativ-kompakt in G, falls
C kompakt ist und C' C G gilt. Dann darf C nicht an den Rand von G her-
anreichen. Im Beweis werden wir sehen, wofiir diese topologische Forderung
gebraucht wird.

BEWEIS:

1. Wir erinnern zunéchst an ein Ergebnis aus der Funktionentheorie 1: Ist U =
U(K) C G offene Umgebung von K, so existiert ein Zyklus I', der K in U
umlduft, d.h. |I'| C U\ K, so dass

(T, 2) = 1 firz e K,
MBI 0 firzeC\U.

2. Wir konstruieren eine rationale Funktion R mit Polen, die nicht in K liegen,
so dass gilt:
|f(2) — R(z)| <e firzeK.

Dazu seien U und I' wie in (1) gewéhlt. Dann konnen wir I" als Linearkom-
bination von stetig differenzierbaren Wegen ~; mit Definitionsbereich [0, 1]

schreiben:
L= n-%
J
Dabei konnen wir annehmen, dass es zu jedem j eine Kreisscheibe D; =
D, (c;) gibt, so dass gilt:

(a) dist(c;, K) > 2r;.
(b) [yl € D;.

Fir z € K ist

1 1
16 = om /Cf(—ozdcz o ;”j/gf%dg‘

r

Da die Summe endlich ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 eine
rationale Funktion R; mit Polen auflerhalb K existiert, so dass

1 f(©)
|Rj(z)_ﬁ/w<jdg| <e

fir alle z € K erfiillt ist.

Nach dem Entwicklungs-Lemma (Funktionentheorie I, Kapitel 11, §2) ist
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T omi C—z

auf C\ |y;| holomorph, und es ist f = Z n;f;. AuBerdem verschwindet f;(2)
J
fiir z — oo.

Auf C\ D; besitzt f; eine Laurententwicklung

o @]

(J
E al,(z—c¢j)™",
v=1

die kompakt (und deshalb auf K gleichméfig) konvergiert.
Die Folge der rationalen Funktionen

an Z (z—c)™"

v=1

konvergiert auf K gleichméfliig gegen f, und die Funktionen haben nur Pol-
stellen in den Punkten c¢;, also aulerhalb von K.

. Als néchstes fithren wir die sogenannte Polstellenverschiebung durch:

Es sei K C C kompakt, a,b € C\ K, a # co. AuBerdem seien a, b innerhalb
von U := C\ K durch einen Integrationsweg verbindbar.

Behauptung: Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine rationale Funktion R mit hochs-
tens einem Pol in b, so dass gilt:

1
Z—a

—R(z2)|<e firzeK.

Sei zunéchst auch b # co. Da a und b in U verbindbar sind, liegen sie in der
gleichen Zusammenhangskomponente C' von @\ K. Nach der Entfernung von
oo aus U entsteht wieder ein Gebiet, d.h. a und b sind auch in C\ K mittels
eines Weges ~ verbindbar.

Wir konstruieren nun eine Kreiskette (Dl, ..., D) langs v, gegeben durch ei-
ne Zerlegung des Intervalls 0 = tg < t; < --- < t;, = 1 und Kreise D; = D,(a;)
mit Mittelpunkt a; := v(¢;) und Radius r. Zusétzlich sei jeweils a; 1 € D,(a;)
und Do, (a;)NK = @. Dann ist a = ay = 7(ty), die rationale Funktion 1/(z—a)
ist holomorph in C\ D, (a;) und es existiert dort eine Laurententwicklung

(%)
j: blu

zZ—a Z—CL1
v=1
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wobel der erste Koeffizient direkt ermittelt werden kann:

zZ — aq
= 1.

b1 1 = lim
’ Z—00 2 — Qg

Die Laurententwicklung konvergiert auf K gleichméBig gegen 1/(z — a), des-
halb gibt es ein n; € N, so dass fiir

1 S
hi(z) := + Z W

z—a (z —ay)”

v=2

gilt:
1

z —

Die Funktion Ay ist rational und hat hochstens einen Pol in a;.

€
- —hi(2)] < % fir z € K.

Im zweiten Schritt wird A; in eine Laurentreihe um a, entwickelt:

Dann gibt es ein ns, so dass die endliche Summe

n2

1 ba.,
h — )
2(2) z — ag +Z(z—a2)”

v=2

die Funktion h; auf K bis auf z approximiert. ho hat héchstens einen Pol in
Z = ay.

So fahrt man fort. Nach k& Schritten erhilt man eine rationale Funktion
R(z) = hg(z) mit nur einem Pol in a; = b, so dass gilt:

1
zZ—a

1
| = RO <l = me)| 4 () — ()] <
Ist b = oo, so wihlen wir auf dem Verbindungsweg |v| ein by, so dass K C
{z : |z| < i|bo|} ist. Dann gibt es eine rationale Funktion Ry mit hochstens
einem Pol in by, so dass
1 €

z—a_RO(Z>’<2

fiir z € K ist. Die Funktion Ry wird auf K gleichméfig durch ihre Taylorreihe
5

2
1
auf K gilt. Aber dann ist | —— — R(z)| < € fiir z € K; R ist ein Polynom,
z—a

approximiert, also gibt es ein Taylorpolynom R, so dass |Ry(z) — R(2)| <

hat also einen Pol in b = oo.
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4. Kommen wir zum Schluss des Beweises :

Von der gegebenen Funktion f € O(K) kénnen wir nach Teil (2) annehmen,
dass sie rational mit Polen aulerhalb von K ist. Mit Partialbruchzerlegung
lasst sich f in eine Summe von Funktionen mit genau einem Pol zerlegen.
0O.B.d.A. besitze f nur eine einzige Polstelle a.

Ist a ¢ G, so sind wir fertig. Sonst betrachten wir die Zusammenhangskom-
ponente C' von G\ K, die a enthilt.

Ist C' unbeschriankt, so kann a nach Unendlich verschoben und f auf K
gleichméfig mit Polynomen approximiert werden.

Ist C beschrinkt, so ist C' kompakt. Da es keine relativ-kompakte Zusam-
menhangskomponente von G \ K gibt, existiert ein b € C'\ G. Sei

§ := dist(K,C\ G) > 0

der Abstand von K zum Rand 0G. Fiir D := D%(b) ist DN K = @, aber
D NC # @. Wahlen wir ein by € D N C', so kann a mit by in C' sowie by
mit b in D verbunden werden. Wir erhalten einen Weg, der auflerhalb K die
Punkte @ und b verbindet, und dann verschieben wir den Pol nach b ¢ G.
Damit ist alles gezeigt.

4.2 Folgerung (2. Fassung des Satzes von Runge). Sei G C C offen,
K C G kompakt. Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

1. Das Bild der Einschrinkungsabbildung o : O(G) — O(K) ist dicht in O(K).
2. Keine Zusammenhangskomponente von G \ K liegt relativ-kompakt in G.

3. Zu jedem a € G\ K existiert ein f € O(G), so dass |f(a)| > sup|f| ist.
K

BeEwels:  Wir fithren einen Ringschluss durch:
(2) = (1): Das ist genau der Satz von Runge.

(3) = (2): Angenommen, es gibt eine Zusammenhangskomponente C' von G\ K,
die relativ-kompakt in G liegt. Dann ist C' C G kompakt.

Behauptung: Es ist 0C C K.

Zum BEWEIS: Angenommen, es gibt ein z € 9C'\ K. Dann wihle eine Kreisscheibe
D = D,(z) C G\ K. Das geht, da G\ K offen ist. Also ist G N C nicht leer und
deshalb DU C C G\ K eine zusammenhingende Menge. Also muss D U C C C
sein, da C' eine Zusammenhangskomponente ist. Das ist aber ein Widerspruch, da
D Umgebung eines Randpunktes von C'ist. Also ist 0C C K.



4 Der Rungesche Approzimationssatz 43

Ist a € C, so gibt es nach Vorraussetzung eine holomorphe Funktion f € O(G) mit
|f(a)| > sup|f|. Allerdings liefert das Maximumsprinzip :
K

|f(a)| < sup|f| < sup|f].
ocC K

Das ist ein Widerspruch !

Der letzte Schritt: (1) = (3): Sei @ € G\ K beliebig. Die Menge L := K U {a}
ist kompakt und liegt in G.

Behauptung: Keine Zusammenhangskomponente von G \ L ist relativ-kompakt
in G.

Zum BEWEIS betrachten wir die Zerlegung
G\K =]
iel
in Zusammenhangskomponenten. Es gibt ein o € I, so dass a € C, ist. Damit ist
aber
G\ L=(C,\{a)ulJC:
i#o
auch eine Zerlegung in Zusammenhangskomponenten. Da die Abschliisse C, \ {a} =

C, gleich sind, kann G'\ L nur dann eine relativ-kompakte Zusammenhangskom-
ponente besitzen, wenn auch G \ K eine besitzt.

Angenommen, es gibt eine relativ-kompakte Zusammenhangskomponente C' von
G\ K. Dann wissen wir, dass dC' C K sein muss. Wéhlen wir ein 2, € C' und
setzen wir g(2) 1= 1/(z — 2), so ist g|x € O(K). Nach Annahme existiert dann
eine Folge (¢g,) C O(G), die auf K gleichméflig gegen g konvergiert. Es folgt:

‘gn - gm‘@ = ‘gn - gm’c'?C < |gn - gm‘K

Weil die g,, in der Supremumsnorm auf K eine Cauchyfolge bilden, tun sie das wegen
des Maximumsprinzips auch auf C'. Also konvergieren die g,, auch gleichméfig auf
C' gegen eine Funktion g € O(C).

Auf dem Rand 0C konvergiert (z — z0)g,(2) gleichméaflig gegen (2 — z0)g(z) = 1.
Mit dem Maximumsprinizip folgt aulerdem:

(2 = 20)gn(2) — Lo < [(2 = 20)gn(2) — 1lac,
also konvergiert (z — z9)g,(z) auf C gleichméflig gegen 1. Das bedeutet:
(z—20)g(z) =1 auf C.

Im Punkt z = 2y € C ergibt das einen Widerspruch, weil die linke Seite dort ver-
schwindet. Demnach gibt es keine relativ-kompakte Zusammenhangskomponente
von G\ K.
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Wir definieren jetzt
0 firzeK

Jo(2) ::{ 1 firz=ua

Dann ist fo € O(L), da der Punkt a eine Umgebung hat, die K nicht trifft. Der Satz
von Runge ist anwendbar, weil es keine relativ-kompakten Zusammenhangskompo-
nenten gibt. Er liefert die Existenz einer Funktion f € O(G), fiir die |f — fol, < &
gilt.

Die Funktion f erfiillt die Bedingung |f(a)| > | f|x, denn es gilt
1
|fle =1f = folx <1f = fole < 3

und in a haben wir die Abschétzung

5 > 1£(a) — fol@)] = £(a) =11 > 1~ | f(@)].
Damit ist |f(a)] > 1 > |f|x. .
Definition. Sei G C C offen, K C G kompakt. Dann heif3t
K:={z€G : |f(2)] <|flx fir alle f € O(G)}

die holomorph-konvexe Hiille von K in G.
Wir beweisen erst einmal einige Eigenschaften der holomorph-konvexen Hiille:

4.3 Satz. FEs sei G C C ein Gebiet, K C G kompakt. Dann gilt:
1. KcKcaG.

2. K ist kompakt.

- K.

=)

3.
4. Ist K1 C Ky, so gilt ]A(l C IA(z.
5. K = KU U C;, wobei die C; alle diejenigen Zusammenhangskomponenten
von G\ K ied@rchlaufen, die relativ-kompakt in G liegen.
BEWEIS:
1. ist klar.

2. Wir zeigen zunéchst: K ist abgeschlossen in G.

Sei zg € G\ K. Dann gibt es eine Funktion f, € O(G) mit |fo(z0)| > | folx-
Wegen der Stetigkeit von fy gibt es eine offene Umgebung U = U(z), so
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dass | fo(z)] > | folx fiir alle z € U ist. Das heift, G \ K ist offen bzw. K ist
abgeschlossen in G.

Angenommen, K ist nicht abgeschlossen in C. Dann gibt es einen Punkt 29 €
C\K und eine Folge (z,,) C K, die gegen z, konvergiert. Da K abgeschlossen
in G ist, muss 2o auflerhalb von G liegen. Die Folge (z,) liegt aber vollstandig
in K C G, d.h. zg € OG ist ein Randpunkt von G. Deshalb ist die Funktion
f(2) =1/(z — 2z9) holomorph auf G. Die Folge der Werte |f(z,)| strebt gegen
Unendlich, aber es ist

lf(z)] < |f|lk < oo fiir alle n € N.

Das ist ein Widerspruch! Also ist K abgeschlossen in C.

Nun fehlt noch die Beschriinktheit von K. Da K beschrinkt ist, existiert ein
R > 0, so dass K C Dg(0) liegt. Die Funktion g(z) := z ist holomorph auf
G, deshalb gilt fiir z € K

2| = l9(2)] < lglx < R.

Damit ist K kompakt.

o~

3. Wegen (1) ist zumindest K C K. Ist andererseits z € 12( , SO ist
[f() < |flg = |flx fiir jedes f € O(G),
dh. z € K.
4. Essei K1 C Ky und z € IA(l. Dann gilt:
1f()] < [flk < |flx, fir jedes f € O(G),
also auch z € IA(Q.

5. Sei K* .= KU U C; die Vereinigung von K mit allen relativ-kompakten
i€lp
Zusammenhangskomponenten von G \ K.

Behauptung: K™ ist kompakt.

(a) Da jedes C; kompakt ist, existieren die maximalen Abstéinde zum Null-
punkt d; := |z|g < oo fiir jedes i € Ip. AuBerdem gibt es jeweils ein
z € C;, wo der Abstand diesen Wert annimmt, d; = |z;|. Deshalb ist
z; € 0C; C K, d.h. alle d; sind nach oben beschrankt durch ein R, da
K beschrankt ist. Also sind alle C; C Dg(0), d.h. K* ist beschrankt.
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(b) Ist G\ K = U C; die Zerlegung in alle Zusammenhangskomponenten,
el
so kann man [ zerlegen in I = Iy U [, mit Iy N[y = &. Dann gilt :

G\K*=(G\K)n (G\UQ)

i€l

=JavyJa=Uea.

el i€lp i€y

was als Vereinigung offener Mengen offen ist. Also ist K* abgeschlossen
in G.

(c) Jetzt zeigen wir noch, dass K* abgeschlossen in C ist.

Sei z € K*. Ist z ¢ K, so existiert ein i € Iy, so dass z € C; ist, und
deshalb gilt |f(2)| < |floc, < |f|x fir alle f € O(G), d.h. in jedem Fall
K*C K.
Damit gilt : o

K-cK=Kca,
und da K in C abgeschlossen ist, ist es auch K*. Insgesamt ist damit
gezeigt, dass K* kompakt ist.

Es fehlt noch der Nachweis, dass K C K* ist. Dazu sei 2 ¢ K*. Wir wollen
den Satz von Runge in der 2. Fassung auf K* anwenden. Das geht, weil

G\ K* = |J C; keine relativ-kompakte Zusammenhangskomponente besitzt.
i€l

Es gibt ein f € O(G) mit |f(20)] > |f|lx+ > |f|x, wobei der letzte Schritt

gilt, weil K C K* ist. Damit ist zg ¢ K, und insgesamt gilt: K = K*.

Die Charakterisierung von K als Vereinigung von K und allen relativ-kompakten
Zusammenhangskomponenten benutzen wir fiir eine weitere

4.4 Folgerung (3. Fassung des Satzes von Runge). Sei G C C offen,
K C G kompakt. Dann sind dquivalent :

1. Bsist K = K.

2. Jede auf K holomorphe Funktion ist auf K gleichmdfSiger Limes von auf G
holomorphen Funktionen.

Auflerdem kann noch ein weiterer Spezialfall formuliert werden:

4.5 Folgerung. Ist G C C einfach-zusammenhdngend, so kann jede Funktion
f € O(G) auf jedem nicht-leeren Kompaktum K C G gleichmdfig durch Polynome
approximiert werden.
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BEWEIS: st G einfach-zusammenhingend, so ist C \ G zusammenhingend. Wir
zeigen das im Anschluss an diesen Beweis.

DaKCKCG ist, konnen wir f auf K durch rationale Funktionen approximieren,
deren Pole aulerhalb von G liegen. Die eventuell noch vorhandenen Pole lassen sich
nun nach Unendlich verschieben, dann wird f durch Polynome approximiert. =

4.6 Lemma. Ist G einfach-zusammenhingend, so ist C\ G zusammenhdngend.

BewErs: Ist C\ G nicht zusammenhiingend, so gibt es zwei nichtleere, in der
Relativtopologie offene Mengen U; und U,, die disjunkt sind und deren Vereinigung
aber ganz C \ G ist. Die U; sind abgeschlossen in C \ G und deshalb auch schon in
C. Ohne Einschrinkung sei oo € Uy, dann setzen wir A; := U, \ {oo}, Ay := Us.
Die A; sind abgeschlossen in C, aber da A; aus einer Umgebung von Unendlich
hervorgeht und A, nicht schneidet, ist die Menge A, zusétzlich noch beschrinkt,
insgesamt also kompakt. Das ist aber nicht moglich (vgl. Funktionentheorie 1, Kap.
II, Charakterisierung der einfach zusammenhéngenden Gebiete). u



