Kapitel 1

Holomorphe Funktionen

§1 Potenzreihen

Definition.

Sei fq(z) = Z ¢n(z — a)" eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a. Die Zahl

n=0
R:=sup{r >0| 3z € C, so daB f,(z) konvergent und r = |z — a| ist.}

heifit Konvergenzradius der Potenzreihe. Der Fall R = 0 ist auch zugelassen! Ist
fa(2) auf ganz C konvergent, so setzt man R := +oc.

1.1.1 Satz. R sei der Konvergenzradius der Potenzreihe f,(z). Dann gilt:

1. Fiir 0 <r < R konvergiert f,(z) auf D,(a) absolut und gleichmdifsig.
2. Auf dem Konvergenzkreis konvergiert f, kompakt gegen eine stetige Funktion.

3. Ist |z —a| > R, so divergiert f,(z).

I.1.2 Formel von Cauchy-Hadamard. Sei f(z) = chz” eine Potenzreihe und
n=0

¢:=lim { | Cn }
Dann gilt fiir den Konvergenzradius R der Potenzreihe:

1
1. Wenn c eine endliche Zahl > 0 ist, dann ist R = —.

c
2. Wenn ¢ = oo 1ist, dann ist R = 0.
3. Wenn ¢ = 0 ist, dann ist R = oo.
Wichtige Beispiele von Potenzreihen:
oo Zn
eXp(Z> = Z ﬁv
n=0 "
& 22n+1
sinz) = (D" G
n=0
& 2n

und  cos(z) = Z(—l)” -
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1.1.3 Eulersche Formel. Es ist

exp(iz) = cos(z) + isin(z)|, fir alle z € C.

I.1.4 Folgerung. FEs ist exp(z + 2mi) = exp(z), fir alle z € C.

Aus der Eulerschen Formel kann man weitere Relationen ableiten, wie z.B.:

1 . .
cos(z) = 5(612 +e %)
1 . .
d : N e T
un sin(z) o1 (e —e ")

82 Komplexe Differenzierbarkeit

I1.2.1 Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. f ist in zo reell differenzierbar und die (reelle) Ableitung D f(zp) : C — C ist C-
linear.

2. FEs gibt eine in zg stetige Funktion A : G — C, so daf$ fir alle z € G gilt:
f(z) = f(20) + A(2) - (z — 20).
f(z) = f(#0)

3. Es existiert der Grenzwert lim ——4+—>——2.

xR

4. [ =g+ ih ist in zy reell differenzierbar und es gelten die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:

gz = hya
gy = _h.t

Definition.

Die Funktion f : G — C heifit in zy komplex differenzierbar, wenn eine der dquiva-
lenten Bedingungen des vorigen Satzes erfiillt ist.

Die komplexe Zahl f'(z9) := D f(z0)(1) nennt man die (kompleze) Ableitung von f
in zp.

f heiit auf G komplex differenzierbar, wenn f in jedem Punkt z € G komplex
differenzierbar ist.
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Beispiel :

Sei f(z) := 2z. Dann ist f(z) — f(0) = Z- (2 — 0). Also ist f in zo := 0 kom-
plex differenzierbar und f’(0) = 0. Sie ist aber in keinem Punkt zy # 0 komplex
differenzierbar, denn sonst wére dort auch die Funktion

1
k(z):=Z=—-"-f(z)
z
komplex differenzierbar

1.2.2 Satz. Ser G C C ein Gebiet, zg € G und f : G — C reell differenzierbar. Dann
gibt es eindeutig bestimmte komplexe Zahlen f,(zy) und fz(z), so daff gilt:

Df(ZO)(h) = fz(ZO) . h + fz(Z()) . E

Definition.

Die Zahlen ?(zo) = f.(z) und of = fz(2) nennt man die Wirtinger-
z

%(20)

Ableitungen von f nach z und Z.

1.2.3 Satz (Wirtinger-Kalkiil).
Sei G C C ein Gebiet, zg € G und f : G — C in zy reell differenzierbar. Dann gilt:

1 fo=5(fe—1ify) wnd fr=3(fe+if,) (inz).

2. f ist genau dann in zy komplex differenzierbar, wenn fz(zy) = 0 ist.

3. f-(20) = (F)=(20) und f=(z0) = (f):(20)-
4. Die Ableitungen f— f.(z0) und f — fz(z0) sind C-linear und erfillen die Produkt-

regel.

5. Héhere Wirtinger-Ableitungen werden wie tblich induktiv definiert. Insbesondere gilt
fiir 2x stetig differenzierbares f:  f.z = i( Jaz + fyy)-

6. Ist a: I — G ein differenzierbarer Weg mit a(ty) = 2o, so ist

(foa)(to) = fa(20) - & (to) + fz(20) - &/ (to).

Definition.

Eine Funktion f heifit in zy € C holomorph, wenn sie in einer offenen Umgebung
U = U(zp) C C definiert und komplex differenzierbar ist.

Komplexe Polynome sind auf ganz C holomorph. Eine durch eine Potenzreihe definierte
Funktion ist auf dem Konvergenzkreis der Reihe holomorph. Die Funktion f(z) := 2% ist
zwar in z = 0 komplex differenzierbar, aber nirgends holomorph!

Auf Gebieten in C stimmen die Begriffe ,,holomorph auf G* und ,, komplex differenzierbar
auf G“ iiberein.
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[.2.4 Satz. Ser G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph.
1. Nimmt f nur reelle oder nur rein imagindre Werte an, so ist f konstant.

2. Ist ’f| konstant, so ist auch f konstant.

Definition.

Sei G C C ein Gebiet. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : G — R
heifit harmonisch, wenn f,, + f,, = 0 ist.

Der Differentialoperator A : f — f., + fy, heiBt Laplace-Operator.

Sei nun f = g+ ih : G — C eine komplexwertige und zweimal stetig reell differenzierbare
Funktion. Ist f auBlerdem einmal komplex differenzierbar, so gelten die CR-DGLn : g, =
hy, und g, = —h,. Daraus folgt:

gxx+gyy - h'yx _hxy =0
und  hgp +hyy = —Gyz + Gz = 0.

Re (f) und Im (f) sind jeweils harmonisch!

I[.2.5 Satz. Set g : G — R eine harmonische Funktion. Dann gibt es zu jedem Punkt
20 € G eine offene Umgebung U = U(zy) C G und eine holomorphe Funktion f:U — C,
so daf gly = Re (f) ist.

BEwEIS:  Wir suchen eine in der Ndhe von 2, definierte und zweimal stetig differen-
zierbare reellwertige Funktion h mit g, = h, und g, = —h,. Wegen der ersten Gleichung
wird man es mit einer Stammfunktion

h(z + iy) = /gx(x+iy)dy+C

versuchen. Dabei ist aber zu beachten, dal die Integrationskonstante C' noch von x
abhéngen kann. Wie sie zu wéahlen ist, sollte sich aus der zweiten zu erfiillenden Glei-
chung ergeben. []
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Integration im Komplexen

§1 Der Satz von Goursat

Definition.

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige komplexwertige Funktion und
a : [a,b] — G ein Integrationsweg (also stiickweise stetig differenzierbar). Dann
wird das komplexe Kurvenintegral von f iiber o definiert durch

/Qf(z) dz = /abf(oz(t)) /() dt.

11.1.1 Satz. Es qilt die ,Standardabschdtzung“:

| [ #G)dz| < L) max | £2) |

|l o
b
wobei L(a) = / | &/(t) | dt die Linge von

Beispiel :

Ist a(t) := 2o + 7 - €'t (fiir 0 <t < 27) die iibliche Parametrisierung einer Kreislinie
mit Radius r um zg, so ist

2
/ ! dz :/ 1e‘”-rieitdt
a? =20 o T
27
= i-/ dt = 2mi,
0

2
und fiir n # —1 /(z —2p)"dz = / (re’)™ - rie' dt
a 0
2w

_ Tn+1i / ei(n—i—l)t dt
0

_ Tn_Hi . 1 ei(n—i—l)t
i(ln+1)

2
= 0.
0
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Definition.

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Eine Stammfunktion von f ist eine
holomorphe Funktion F': G — C mit F’ = f.

I1.1.2 Satz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige Funktion. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. Ista: [a,b] — G ein Integrationsweg und p := «(a), q := a(b), so hingt das Integral
/f(z) dz nur von p und q und nicht von « ab.

3. /f(z) dz = 0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G.

I1.1.3 Satz. Sei G C C ein beziiglich a € G sternformiges Gebiet, f : G — C stetig.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. f(2)dz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, das a als Eckpunkt hat.
oA

I1.1.4 Satz von Goursat. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe
Funktion und /N C G ein abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt:

f(z)dz=0.
on

BEWEIS-IDEE: Man konstruiert eine Folge von Dreiecken

A=AD>AD S5 AQ 5

| [ f(z)dz]| <4™-| f(z)dz| und  L(OA™) =27". L(9A).
OA OA ()

Im Durchschnitt aller dieser Dreiecke liegt genau ein Punkt zj.
Man schreibt nun f(z) = f(20)+ (2 —20) - (f'(20) + A(z)), mit einer in z, stetigen und dort
verschwindenden Funktion A. Weil eine affin-lineare Funktion immer eine Stammfunktion

besitzt und dann das Integral dariiber und iiber einen geschlossenen Weg verschwindet,
ergibt sich:

[ T@ =] [ (o) Al)dz] < LOA) - max] () |

Fiir n — oo strebt die rechte Seite gegen 0.
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11.1.5 Cauchyscher Integralsatz. Ser G C C ein sternférmiges Gebiet, f : G —
C stetig und bis auf endlich viele Punkte holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossenen

Integrationsweg o in G :
/ f(z)dz = 0.

C* = C\ {0} ist ein Gebiet, aber nicht sternférmig. Tatsdchlich ist der Cauchysche
Integralsatz nicht anwendbar, es ist z.B.

1
/ —dz =2mi # 0.
D1 (0) #

Setzen wir aber R_ := {z € R | x < 0}, so ist die ,,geschlitzte Ebene* G’ := C*\ R_

1
sternformig (etwa bzgl. a = 1). Also gibt es auf G’ fiir f(z) := — eine Stammfunktion:
z

z dC
F = —,
(2) 7

Das Integral kann dabei iiber jeden Weg zwischen 1 und z erstreckt werden, der ganz in
G’ verlauft, also z.B. iiber die Verbindungsstrecke. Der Cauchysche Integralsatz sagt, daf3
das Ergebnis nicht vom Weg abhéngt.

Definition.

log(z) := / % (fir z € C*\R_) heifit Logarithmusfunktion.
1

I1.1.6 Satz.  Seia € R beliebig und S, :=={z € C|a<Im(z) <a+2r}.

Dann ist exp : S, — C* bijektiv. Dabei wird die Gerade {z € C | Im(z) = a} auf den
Strahl R, - ei* abgebildet.

Im (2)
a+ 2w exXp R, -el
Sa
a
Re (z)

Definition.

logq) == (exp g )i Cr\Rye' — S,

a

heilt der durch a bestimmte Logarithmuszweig.
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I1.1.7 Satz. Ist z=1r-¢'', mita <t<a-+2m, so ist log(,)(2) definiert, und es gilt
log (o) (2) = In(r) + it.
Insbesondere istlog(z) = log(_(2), falls z ¢ R_ ist. Man nenntlog(z) auch den Hauptzweig
des Logarithmus.
Behauptung:
— (=D "o - .
1. Durch L(z) := Z ——— (2 — 1)" wird auf D;(1) eine holomorphe Funktion defi-

n
n=1

niert.
2. Fiir |z — 1| < 1ist L(z) = log(z).
Mit Hilfe der Logarithmusfunktion kénnen wir auch beliebige Potenzen in C definieren:

Definition.

Fiir komplexe Zahlen z und w mit z # 0 setzt man 2" := exp(w - log(z)).

Dabei kann der Exponent w beliebig gewihlt werden. z mufl im Definitionsbe-
reich des verwendeten Logarithmuszweiges liegen. Normalerweise benutzt man den
Hauptzweig, dann darf z nicht in R_ liegen.

Beispiel :

Was ist i’ ? Benutzen wir die Beziehung i = €' und den Hauptzweig des Logarith-
mus, so folgt:

i = exp(i - log_ry(e'3)) = exp(i - i5) = e7* = 0.207879. .

Es kommen aber noch unendlich viele andere Werte in Frage, ndmlich

expl(i - (ig +2orki)) = e ™2 pe 7.

§2 Die Cauchyschen Integralformeln

I1.2.1 Die Cauchysche Integralformel. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holo-
morph, zo € G und r > 0, so dafy D := D,(29) CC G ist.

Dann gilt fir alle z € D : 0
_ L [
J2) = 2wi/g—zd€‘
oD
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11.2.2 Entwicklungssatz von Cauchy. Set G C C ein Gebiet, f : G — C holo-
morph und zyg € G. Ist R > 0 der Radius der grifiten (offenen) Kreisscheibe um zy, die
noch in G hineinpafit, so gibt es eine Potenzreihe

p(z) = Z an(z — 29)",

die fir jedes r mit 0 < r < R auf D,(zo) absolut und gleichmdflig gegen f(z) konvergiert.

Auferdem ist dann ©
L [
wesi | T .

27i — zg)"H1
0Dy (z0)

wobei v mit 0 < r < R beliebig gewdhlt werden kann.

I1.2.3 Folgerung (Héhere Cauchysche Integralformeln). Set G C C ein Ge-
biet und f : G — C holomorph. Dann ist f auf G beliebig oft komplex differenzierbar, und
fir z € G und D,(z) CC G ist

!
FO () = Qk_m / < {(g_))k—i-l d¢  fir k € Ny.
aD(2)

Definition.

f heiit auf G analytisch, wenn f in jedem Punkt von G in eine Potenzreihe entwi-
ckelbar ist.

11.2.4 Satz von Morera. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und
f(2)dz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck /\ C G. Dann ist f holomorph auf G.
N

11.2.5 Theorem. Sei G C C ein Gebiet. Folgende Aussagen tiber eine Funktion
f:G — C sind dquivalent:

1. f st reell differenzierbar und erfillt die Cauchyschen DGLn.
. [ ist komplex differenzierbar.
. [ ist holomorph.

2
3
4. f ist beliebig oft komplex differenzierbar.
5. f ist analytisch.

6

. f ist stetig und besitzt lokal immer eine Stammfunktion.

=

f st stetig, und es ist f(z)dz =0 fir jedes abgeschlossene Dreieck N\ in G.
N
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I1.2.6 Riemannscher Hebbarkeitssatz. Seit G C C ein Gebiet, zo € G und f auf
G\ {z0} holomorph. Bleibt f in der Nihe von zy beschrinkt, so gibt es eine holomorphe
Funktion f auf G, die auf G \ {20} mit f ibereinstimmdt.

I1.2.7 Identititssatz. Sei G C C ein Gebiet (hier ist wichtig, daff G zusammen-
héingend ist!). Fir zwei holomorphe Funktionen f,qg: G — C ist dquivalent:

1. f(z) = g(2) fir alle z € G.

2. f(2) = g(z) fir alle z aus einer Teilmenge M C G, die wenigstens einen Hiufungs-
punkt in G hat.

3. Es gibt einen Punkt 2y € G, so dafi f*(zy) = ¢*(2) fiir alle k € Ny ist.

I1.2.8 Maximumprinzip. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Besitzt
| f ‘ in G ein lokales Mazimum, so ist f konstant.

11.2.9 Folgerung. Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig und holo-
morph auf G, so nimmt }f ‘ sein Mazimum auf dem Rand von G an.

I1.2.10 Satz von Liouville. Ist f auf ganz C holomorph und beschrdnkt, so ist f
konstant.

I1.2.11 Fundamentalsatz der Algebra.

Jedes nicht konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

I1.2.12 Konvergenzsatz von Weierstraf. Ist (f,) eine Folge von holomorphen
Funktionen auf einem Gebiet G, die auf G kompakt gegen eine Grenzfunktion f kon-
vergiert, so ist auch f holomorph, und fir alle k € N konvergiert (f,(lk)) auf G kompakt

gegen f).
Definition.

1. Seien By, By zwei offene Mengen in C, f : B; — C holomorph mit f(B;) = Bs.
f heiBt biholomorph, falls f sogar bijektiv und f~* holomorph ist.

2. Eine holomorphe Funktion f : G — C heifit in 2y € G lokal biholomorph, falls
es eine offene Umgebung U = U(z) C G und eine offene Teilmenge V' C C
gibt, so daB f|y : U — V biholomorph ist.

I1.2.13 Satz.
f: G — Cist genau dann in zy € G lokal biholomorph, wenn f'(zy) # 0 ist.

I1.2.14 Satz. Sei G C C ein Gebiet, zg € G und f : G — C holomorph und nicht
konstant.

Ist f(z0) = 0, so gibt es ein k > 0, eine offene Umgebung U = U(zy) C G und eine
holomorphe Funktion g : U — C, so daf gilt:
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1. f(2) = (2 —20)* - g(2) fiir € U.
2. g(z0) # 0
Die Zahl k ist eindeutig bestimmt durch

flz0) = fl(z0)=...= f(k_l)(zo) =0 und f(k)(zo) # 0.

I1.2.15 Folgerung (Satz von der Gebietstreue).  Ist G C C ein Gebiet und
f: G — C eine nicht konstante holomorphe Abbildung, so ist auch f(G) ein Gebiet.

Erstaunlich ist auch:

11.2.16 Satz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und injektiv. Dann st
f'(z) #0 fir alle z € G, also insbesondere f: G — f(G) biholomorph.

83 Die Umlaufszahl

Bemerkung: Fiir einen Weg o bezeichnen wir den Anfangs- bzw. Endpunkt von «
mit z4(a) bzw. zg(a).

Eine 1-Kette in einem Gebiet G ist eine formale Linearkombination

N
I' = E n;o
=1

von Wegen «; in G mit ganzzahligen Koeffizienten n;.

I’ heiBt ein Zyklus, falls jeder Punkt von G gleich oft als Anfangs- und als Endpunkt
irgendwelcher a; auftritt. Dabei sind die Vielfachheiten zu beriicksichtigen.

11.3.1 Satz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph. f besitzt genau dann auf
G eine Stammfunktion, wenn gilt:

/f(z) dz=0  fir jeden Zyklus I" in G.
r

Definition.

N
Sei I' = Z n;a; eine Kette in C und z ¢ ‘ r | Dann definiert man:

i=1

1
n(I,2) = 27?1/F§—z 27r1Z alC—z

11.3.2 Satz. Ist T ein Zyklus und zy & ‘ r

, soist n(T, z) € Z.
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BeEWEIS-IDEE: Um n(T', zp) zu berechnen, benutzt man Logarithmusfunktionen als Stamm-

. Das geht aber nicht global, und bei jedem Wechsel der Logarith-

funktionen von

0
musfunktion kann ein Vielfaches von 27i als zusétzlicher Summand auftreten. Summiert
man nach Durchlaufen des Weges alle Korrekturterme auf und teilt durch 27i, so bleibt
eine ganze Zahl iibrig.

Definition.

1. Ist I’ ein Zyklus und zo & |T'|, so heift n(T, z) die Umlaufszahl von I' bzgl.
20-

2. Sei B C C offen, 2y € B. Dann heifit
Cpg(z9) := {2z € B | 3 stetiger Weg von 2y nach z in B.}

die Zusammenhangskomponente von zy in B.

I1.3.3 Satz. Sei ' ein Zyklus in C. Dann enthdlt C\ | r } genau eine unbeschrinkte
Zusammenhangskomponente. Die Umlaufszahl n(T', 2) ist auf jeder Zusammenhangskom-
ponente konstant und verschwindet auf der unbeschrinkten Komponente.

Diese Tatsache kann man ausnutzen, um die Umlaufszahlen geometrisch zu bestimmen.
Auflen ist sie Null. Uberschreitet man den Weg, so erhoht sich die Umlaufszahl um 1,
wenn der Weg von links kommt, und sie sinkt um 1, wenn der Weg von rechts kommt.

Definition.

Sei B C C offen. Ein Zyklus I' in B heifit nullhomolog in B, falls n(I', z) = 0 fur
jeden Punkt z € C\ B ist.

I1.3.4 Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz. Seit B C C offen, f : B — C
holomorph und I ein nullhomologer Zyklus in B. Dann gilt:

1 /Ff(z) dz = 0.

2. Ist z € B\ |T'| und k € Ny, so ist

n(T,2) - fO ) = / ) g

©2mi Jp (¢ — 2)kH!

Definition.

Ein Gebiet G C C heif3it einfach zusammenhdingend, falls jeder Zyklus in G nullho-
molog in G ist.

Anschaulich bedeutet das, dafi G keine ,,Locher® hat.
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11.3.5 Folgerung. Ist G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, so ist

/ f(z2)dz=0
r
fiir jede holomorphe Funktion [ auf G und jeden Zyklus I' in G.

11.3.6 Satz. Sei G C C ein Gebiet. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. G ist einfach zusammenhdngend.
2. /f(z) dz =0 fiir jeden Zyklus I' in G und jede holomorphe Funktion f auf G.
r

3. Jede holomorphe Funktion auf G besitzt eine Stammfunktion.

4. Ist f : G — C holomorph und ohne Nullstellen, so gibt es eine holomorphe Funktion
q auf G mit expoq = f.
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Isolierte Singularitéiten

§1 Die Laurent-Entwicklung

Definition.

Sei U C C offen, zop € U und f : U\ {20} — C holomorph. Dann nennt man z; eine
wsolierte Singularitit von f.

Definition.

Sei U C C offen und f holomorph auf U, bis auf eine isolierte Singularitdt in einem
Punkt z € U.

L. 2o heifit eine hebbare Singularitit von f, wenn es eine holomorphe Funktion ]?

auf U gibt, so da8 f(z) = f(z) fiir z € U \ {20} ist.

2. 2o heifit eine Polstelle von f, wenn es ein k > 1, eine Umgebung W = W (zy) C
U und eine auf W holomorphe Funktion ¢ mit g(zy) # 0 gibt, so daf gilt:

f(z) = ;)k Cg(z) fir s e W {z0}.

(z — 2o

Die Zahl k heifit dann die Polstellenordnung von f in z.

3. 2o heifit eine wesentliche Singularitit von f, wenn z, weder hebbar noch eine
Polstelle ist.

III.1.1 Satz. Sei zy eine isolierte Singularitit von f.

1. zy st genau dann eine hebbare Singularitit, wenn f in der Nihe von zy beschrinkt

bleibt.
2. Eine Polstelle liegt genau dann in zy vor, wenn lim ‘ f(2) | = 400 1st.
zZ—20
I11.1.2 Satz von Casorati-Weierstraf3. f hat in zy genau dann eine wesentliche

(isolierte) Singularitit, wenn f(z) in jeder Umgebung von zy jedem beliebigen Wert beliebig
nahe kommt.

Das Kriterium bedeutet: Ist wy € C ein beliebig vorgegebener Wert, so gibt es eine Folge
von Punkten (z,) mit lim z, = zy und lim f(z,) = wy.
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Beispiele :
1. Sei f(z) := — fir | z| <7 und z # 0. Es ist sin(0) = 0 und sin’(0) = cos(0) = 1,
sin z
also sin(z) = z - h(z), mit einer nahe z; = 0 holomorphen Funktion A mit h(0) = 1.
Aus Stetigkeitsgriinden gibt es dann ein kleines € > 0, so daf ‘ sin(z) ‘ = ‘ h(z) ‘ >
z

1 — ¢ fiir z nahe bei 0 und z # 0 ist.

1

Also ist | f(2) ‘ = ‘ - Z( ] ‘ < ] in der Nédhe von 0 beschréankt. (Die Abschitzung
sin(z —€

gilt natiirlich nur fiir z # 0). Damit liegt eine hebbare Singularitidt vor. Der Wert,
der in 0 erginzt werden muf, ist gegeben durch W =1

1
2. f(z) := — hat offensichtlich in z = 0 eine Polstelle.
2

1
3. Sei f(z) :=exp(—). In zp = 0 liegt eine isolierte Singularitit vor.
z

Setzen wir z, = % ein, so strebt f(z,) = €™ gegen co. Also kann die Singularitét
nicht hebbar sein.

Setzen wir dagegen z,, := —#i ein, so erhalten wir f(z,) = e>™1 = 1. Also strebt
f(2zn) in diesem Fall nicht gegen oco. Damit kann auch keine Polstelle vorliegen, die
Singularitéit ist wesentlich!

Definition.
Eine Laurent-Reihe ist eine Reihe der Form
L(z) = Z an(z — 20)".

Die Zahlen a, nennt man die Koeffizienten der Reihe, 2z, den Entwicklungspunkt.

-1

H(z) = Z an(z — z)"

n=—00
[e.9]
= Z a_n(z—29)""
n=1
a_ a-
_ LI 2 4.

z—2 (22— 20)?

heifit Hauptteil der Reihe,

N(z) = Z an(z — 29)"
n=0
= ap+a(z—2)+a(z—z)*+---

hei3t Nebenteil der Reihe.
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Die Laurentreihe L(z) = H(z) + N(z) heifit konvergent (absolut konvergent, normal
konvergent usw.), wenn Hauptteil und Nebenteil es jeweils fiir sich sind.

II1.1.3 Satz.  Sei L(z) = H(z) + N(z) eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt zo,
R > 0 der Konvergenzradius des Nebenteils N(z) und r* > 0 der ,Konvergenzradius® des
Hauptteils, d.h. der Konvergenzradius der Potenzreihe

1
H(w) == H(E‘i‘zo) =a_w+a_w + .
1. Ist r* - R <1, so konvergiert L(z) auf keiner offenen Teilmenge von C.

1
2. Istr*- R>1 undr:= —, so konvergiert L(z) auf dem Kreisring
r

Ky r(z) ={2€C|r<|z—2|<R}

absolut und im Inneren des Kreisringes gleichmdflig gegen eine holomorphe Funkti-
on.

II1.1.4 Satz von der ,,Laurent-Trennung®.

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K, g(z) :={2 € C|r < ! z— 2 ’ < R}. Dann gibt
es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen

fT:Dr(20) =C und f~:C\ D,(2)—C
mat
1L f*+ f~ = f auf K, r(20).

I11.1.5 Folgerung. Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K = K, r(z9). Dann lifst
sich f auf K in eindeutiger Weise in eine Laurentreihe

o0

L(z) = Z an(z — 29)"

entwickeln. Die Reihe konvergiert im Innern von K absolut und gleichmdjig gegen f.

Fiir jedes o mit r < o < R und jedes n € 7Z ist

_ 1 F(©)
an_2_7Ti / de

9D, (20)



§ 1 Die Laurent-Entwicklung 17

Beispiel :

1

Sei f(z) := m /4\
"/

Diese Funktion ist holomorph
fir z ¢ {0,1}.

Es gibt hier verschiedene Gebiete, in denen f in eine Laurentreihe entwickelt werden
kann.

Im Kreisring K, ;(0):

Wir wollen f nach Potenzen von é entwickeln. Der erste Faktor hat schon die

gewiinschte Gestalt, und fiir den zweiten gibt es ein Kochrezept:

in eine Laurentreihe um

Will man — allgemein — eine Funktion der Gestalt
Z— 20
a # zp entwickeln, so benutzt man den Trick mit der geometrischen Reihe. Fiir alle

zmit‘z—a}<|zo—a|ist

z—a
| | <1,
Z0 — a
also
1 B 1
z—2  z—a—(z—a)
B 1 1
20— a 1—;0;_‘;
B 1 i(z—a)n
Z0 — a s Z0 — a
Ist }z—a‘ > ‘zo—a , so geht man analog vor:
1 B 1 1
Z2—20  zZ—ua 1 — 2=

B 1 i(zo—a)n
 z—ua z—a )
n=0

(2 —120)m - ET_’lliml_)l' ' (2 —1 ZO)(m_l)'

Durch gliedweise Differentiation der Reihe fiir

Ist m > 2, so ist

erhdlt man die Reihe fiir die
zZ— 20
m-ten Potenzen.
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Im vorliegenden Fall ist 2y = i und a = 0, und daher

()
und
! > n— °° n
e () =) e ()
Also ist

Im Kreisring K o (0):

Hier ist
1 N
=2 (3) -2
und
1 1 / = sn—1 1 - sn—1 1
() R R
Also ist
[e'e) 1 0 1 -3
S P DL (B R DE R e
n=1 n=3 n=—oo

wegen i~ " (—n —2) =i (n +2).
Im Kreisring K (i) :

Hier soll nach Potenzen von (z — i) entwickelt werden. Es ist

=5 X () = Xerme-nn
also
1 1
1) = z (z— i)
= Yy
= Y iy
= % :ii)2 + - i - Z i (2 — 1)

Wir kénnten noch den Kreisring K (i) betrachten, aber darauf verzichten wir.
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I11.1.6 Satz. Sei U C C eine offene Umgebung von zy und zy eine isolierte Singu-
laritat der holomorphen Funktion f: U\ {20} — C. Auf einem Kreisring Ko .(2o) besitze
f die Laurententwicklung

fR) =) aulz =)
Dann gilt:
zg hebbar <= a, =0 firalle n <0,
2o Polstelle <= dn <0 mit a, #0 und ar, =0 fiir k <n,
zo wesentlich <= a, # 0 fiir unendlich viele n < 0.
Beispiele :
1.

: 1 3 2
e (i =14
z 3! 3!

besitzt keinen Hauptteil, hat also in z = 0 eine hebbare Singularitéit. Natiirlich ist

lim S22 .
z—0 ZzZ
2. ]
M=y
hat eine Polstelle 1. Ordnung in 0 und eine Polstelle 2. Ordnung in i. Die notigen
Laurentreihen haben wir schon ausgerechnet.
3.
1 1 1
1/z _ — -1 _ I e
e ; n!z + . + 5.2 +
hat in z = 0 eine wesentliche Singularitit.
4. ]
f(z):= sin 2

ist holomorph fiir z # nmw, n € Z.

"2 Dann ist ¢ holomorph und # 0 auf D, (0), mit g(0) = 1.

Sei g(z) ==

Aber dann ist auch — holomorph auf D, (0), und man kann schreiben:
g

1 o0
— = ap,z", mit ag = 1.
9(z) ;
Also ist
11 1 «— .
f(z)—;'@—;JrnZ:OanHZ .

Das bedeutet, dafl f in z = 0 eine Polstelle 1. Ordnung besitzt.
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Definition.

Sei B C C offen und D in B diskret. Eine holomorphe Funktion f : B\ D — C
heifit eine meromorphe Funktion auf B, falls f in den Punkten von D hochstens
Polstellen besitzt (also keine wesentlichen Singularitéten).

§2 Der Residuensatz

Definition.
Sei B C Coffen, zy € B, f : B\{z} — C holomorph und € > 0, sodafl D.(zy) CC B
ist. Dann heifit

rese ()= 5 [ £ dC
)

0D¢(z0

das Residuum von f in zj.

Bemerkungen :

1. Das Residuum héngt nicht von der Wahl des Radius € ab. Das sieht man sofort mit
Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes.

2. zy braucht keine Singularitéit zu sein! Ist f in zg holomorph, so ist res,,(f) = 0.
Auch das folgt aus dem Integralsatz.

3. In der Laurententwicklung von f um zj ist

Gy = e F(C)d¢ = ressy (1),

o 27Ti 8D5(Zo)

fiir ein geniigend kleines €. Das zeigt noch einmal, da} f nicht von dem gewéhlten
Radius abhéngt.

4. Es ist
res, (a- f+b-g) =a-res, (f)+b-res,(g).

5. Ist F" holomorph auf B\ {2y} und F’" = f, so ist res,,(f) = 0. Das ist klar, denn das
Integral iiber eine abgeleitete Funktion und einen geschlossenen Weg verschwindet
immer.

1 1
6. res,, (ﬁ) =1 und res,, (W) =0 fir k > 2.
— 20 — 20

7. Allgemeiner gilt: Hat f in zy eine einfache Polstelle, so ist

res,, (f) = lim (z — 29) f(2).

zZ—20
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8. Und noch allgemeiner kann man zeigen:

Hat f in zy eine m-fache Polstelle, so ist

1 N N
(m—1)! Jim [(z = zo) F(2))mD.,

res;, (f) =

9. Seien g und h holomorph nahe zg, g(z0) # 0, h(2o) = 0 und A'(2) # 0.

Dann ist res,, <%) = i/((z)))
Beispiele:
1. Sei f(z) := ‘ <

241 (z—1)(z+1)

f hat einfache Polstellen bei i und —i. Es ist

el 1
(F) = 1i . et 1
() =l (2~ )(2) =l = = - o
und analog
el e
() = 1 D) f(2) = li -
res () = lim (= + f(2) = im = 5
2
2. f(z):= T hat 4 einfache Nullstellen, insbesondere in
z

20:= € = cos T+ isin T = —-(1+1).

1
NG

Mit g(2) := 2% und h(z) := 1+ 2% ist

9(20)
res, (f) = W (z0)
_ w1
N 42’8_420
1 . 1
_ —(m/4)i _ .
= —e¢ = ——(1—-1).

I11.2.1 Der Residuensatz. Sei B C C offen, D C B diskret, I' ein nullhomologer
Zyklus in B mit | r ‘ ND =0 und f: B\ D — C holomorph. Dann gilt:

ori [ £©1d¢ =3 nll2)res. (1),

z€B
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Bemerkung:  Auflerhalb einer kompakten Menge K C B ist n(I',z) = 0. Da K N D
endlich ist, gibt es hochstens endlich viele Punkte z € B, in denen das Produkt n(T', z) -
res, (f) nicht verschwindet. Also ist die Summe auf der rechten Seite der Gleichung sinn-
voll.

I11.2.2 Das Argument-Prinzip. Ser B C C offen und I" ein nullhomologer Zyklus
m B.

Weiter sei f auf B meromorph und nicht konstant, N die Menge der Nullstellen und P
die Menge der Polstellen von f. Es sei |[T'| N (N U P) = 0. Dann gilt:

LT g ST Dol fa) — ST a(T Do
2mi ] 7(0) dg—;\[ (T, a)o(f, a) ; (T, b)o(f,b),

wenn man mit o( f, z) die Null- bzw. Polstellenordnung von f in z bezeichnet.

83 Integralberechnungen

Der Residuensatz erlaubt es, gewisse, analytisch schwer zu behandelnde reelle Integrale
auf algebraischem Wege zu berechnen.

1. Trigonometrische Integrale:

Sei R(x,y) eine komplexwertige rationale Funktion. Wir wollen den Residuensatz anwen-
den, um Integrale vom Typ

2
I::/ R(cost,sint)dt
0

zu berechnen. Zu diesem Zweck suchen wir eine holomorphe oder meromorphe Funktion
f, so da} wir das fragliche Integral als komplexes Kurvenintegral auffassen kénnen:

I= /f(z) dz, mity(t):=e" 0<t<2m
!

1
Ist z = (t), so ist z = cost + isint und Z = —. Damit ergibt sich:
z

t 1( +1)
cost = —(z+ -
2 z
1 1
d sint = —(z—-).
un sin 2i(z Z)

Da ~/(t) = iy(t) ist, folgt:

R(cost,sint) = - L R (%(V(t) + L), i(7(25) — L)) (1)

Setzen wir also
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so erhalten wir:

2m
/ R(cost,sint)dt
0

Beispiel :

2m
Sei 1= [ S
o a-+sint

also

f(2)

(a—1P<a*—1<(a+1)* alsoa—1<Va2—1<a+1,

und damit

—1l<—-a++Va®2-1<1,

Dann folgt:

2. Uneigentliche rationale Integrale:

Nun wollen wir Integrale der Form

. /_Oo f(z) da

a > 1 reell.

1 27
= < fOy(@)) -~'(t)dt
0
1
= - [ f(z)dz
L Jy
= 2m- Z res,(f).
2€D1(0)
Hier ist
1
R s = 5
(z,y) P
21

= 27 - lim

z a+5(z—1) T izt 22—1 (z—z21)(z—2)
mit 210 = i(—a £ Va? —1).

f hat zwei einfache Polstellen auf der imagindren Achse. Da a > 1 ist, ist

d.h. z; = i(—a+ Va? — 1) € D1(0).
Andererseits ist |—a—\/a2—1‘ = |a+\/a2—1| > ‘a| > 1, also 2o € Dq(0).

= 27 -res, (f)

2i

z—21 Z — Zo

471

21 — 22
47i 21

o0

2iva -1 JaZ-1
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p(x)

betrachten, wobei f(x) = ﬂ sei, und p(x) und ¢(z) Polynome ohne reelle Nullstellen.
q(x
Dabei miissen wir erst einmal kldren, wann solche Integrale existieren.
Sind p(z) und ¢(z) Polynome mit deg(q) = deg(p) + k, k > 0, so gibt es eine Konstante
C > 0 und ein R > 0, so daf
q(2) '

|2 ["
fﬁr’z‘zRist.

Ist k > 2 und ¢(z) ohne reelle Nullstellen, so existiert das uneigentliche Integral

/Z%m

Insbesondere ist dann lim f(z) = 0. Das bedeutet, dal es ein r > 0 gibt, so daf alle

Polstellen von f(z) in D,(0) liegen, und das kénnen nur hochstens endlich viele sein.

Wir betrachten nun den Weg ~, der aus der Strecke zwischen —r und r auf der reellen
Achse und dem Halbkreis 7,.(t) := relt, 0 <t <m, zusammengesetzt ist.

Tr

. ‘. Polstellen von f

Dann ist

/f(z)dz+ ' f(x)dm:/f(z)dz:Qﬂi- Z res, (f).

Im (2)>0

Man beachte, dafl das Residuum hochstens in den Singularitdten # 0 ist, die Summe auf
der rechten Seite ist also immer eine endliche Summe!

Da |f(z) ’ < ‘ 0‘2 fiir grofle z ist, folgt:
2

‘/ f(z)dz‘gwr%:EHOﬁjrr%oo.
Vr r r

Also ist

/_OO f(z)dx = 27i - Z res, (f)

Im (2)>0

(oder = —2ri - Z res.(f) ).

Im (2)<0

Man kann sich fragen, ob wir die Existenz des Integrals bei dem gerade durchgefiihrten
Grenziibergang nicht automatisch mitbewiesen haben. Leider ist das nicht der Fall.
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Erinnerung:
[e'¢) R
C.H./ g(t)dt :== lim g(t)dt
—o0 R—o0 —-R
heifit Cauchyscher Hauptwert des uneigentlichen Integrals. Er kann existieren, auch wenn
das uneigentliche Integral divergiert. Wenn letzteres allerdings konvergiert, dann stimmt
es mit dem Cauchyschen Hauptwert {iberein.

Aus der obigen Rechnung kann man nur entnehmen, dafl der Cauchysche Hauptwert exis-
tiert, denn wir haben die Grenzen —r und +r gleichzeitig gegen oo gehen lassen. Deshalb
waren die vorangegangenen Grad-Betrachtungen nétig, um die Existenz des uneigentli-
chen Integrals zu sichern.

Beispiel :
o0 332
Wir wollen [ := / dx berechnen.
Coo L2t
2
Die Funktion f(z) := T hat Polstellen in den Punkten
Z
i /4 n42mk m+2rk, . . w427k

2 = Cake =T = cos(—4 )+i sm(—4 ),

fir £ =0,1,2,3. Dabei ist Im (2;) > 0 fiir k=0 und k = 1.
Da alle 4 Nullstellen von 1 + z* verschieden sind, liegen in

. 1 : 1
== —(1+i) und z =ie"t=_—"(i-1)

V2

jeweils einfache Polstellen vor. Wie wir schon an friitherer Stelle gesehen haben, ist

22 1_
res;, (f) = 4—2032120
0
221
und  res,, (f) = 4—;321517
1

und demnach

NG

i ] T

—(=2i) = —.
2\/5( ) V2
3. Aus der Fourier-Theorie stammende Integrale

vom Typ / F(x)e du,

—00

[ = zw%( ! (1—i)+4—(—1—i))

wobei F' Einschrankung einer meromorphen Funktion auf C ist, mit endlich vielen Pol-
stellen, so daf§ z - F'(z) fiir z — oo beschrénkt bleibt. Dann gilt:

/00 F(x)eM dr = 2mi - Z res, (F(z) - e'*).

- Im (2)>0

Die Existenz des Integrals ist auf jeden Fall gesichert.



Aufgaben

Aufgabe 1:

Sei p(z) ein Polynom vom Grad n mit den (nicht notwendig verschiedenen) Null-
stellen (y, ..., (,. Zeigen Sie:

a) Fiir alle 2 € C\ {1, ..., (]} ist p/((j)) - ;ﬁ

b) Zu jeder Nullstelle ¢ von p’ gibt es nicht-negative reelle Zahlen Ay, ..., A, mit

> N=1md (=Y A\
i=1 v=1

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Konvergenzradien der Reihen

e n12n1 o0 . 2 —92\" o0 »2n
Z n—1 Zn'z > (1) (n+1)< 2) und Zc_n,c%o_

Aufgabe 3:

Sei G :={z=z+iy|(x#0und y > 0) oder y > 1} und H; := {2z | Im(z) > 0}
die obere Halbebene. Zeigen Sie, dafl durch w = v/22 + 1 eine bijektive holomorphe
Abbildung von G nach H, definiert wird. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion! Ist
die Umkehrfunktion wieder holomorph?

Aufgabe 4:

Bestimmen Sie — wenn mdoglich — holomorphe Funktionen f(z) mit Re (f(z+1iy)) =
2% — 3z — y? bzw. Re (f(z + iy)) = 5e3* cos(3y).

Geben Sie die Losungen moglichst in komplexer Form an.

Aufgabe 5
a) Beweisen Sie das Minimumprinzip:

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion ohne Nullstel-
len. Besitzt ‘ f | in G ein lokales Minimum, so ist f konstant.

b) Sei nun G sogar ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig und auf G holo-
morph. Zeigen Sie: Ist ‘ f(2) | = ¢ auf 0G, so ist f konstant oder besitzt in G
eine Nullstelle.
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Aufgabe 6:
a) Sei G:={z€C|Im(z)>0und |z|<1}.

Berechnen Sie / ‘ z ‘E dz.
aa

, 622
b) Berechnen Sie - dz.
8D3(0) z2+ 10

c) Sei « ein Integrationsweg von 1+ i nach 2i. Berechnen Sie /cos((l +1i)z) dz.

[0}

Aufgabe 7:

Der Weg « : [0,47] — C sei gegeben durch

alt) = 14 ¢e't=™  fiir 0 < ¢ < 2r,
Tl =14 fiir 2 < t < 4.

Berechnen Sie die Integrale

2
-3

/ vy dz und /.z dz.

023 —22—22+42 o Sin z

Aufgabe 8:
Sei « eine positiv orientierte Parametrisierung der durch ‘z + 2} + ‘z — 2| =6
gegebenen Kurve. Berechnen Sie das Integral Ne= 1; TP dz.

Aufgabe 9:

Berechnen Sie moéglichst einfach:
1 .
a) /—2dz fir at):=3+i+2e" 0<t<m,
o ?

b)/z-sin(22+l)dz fir B(t) :=t+it?, 0<t<1,
B

23

C)/ 20 fir r>0 und
2D, (0)

d) / 2 fir > 0.
2D, (0)

~4
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Aufgabe 10:

Bestimmen Sie alle isolierten Singularititen der folgenden Funktionen. Ermitteln
Sie bei hebbaren Singularitdten den zu erginzenden Wert und bei Polstellen die

Ordnung.
z—
a‘) fl(Z) = SiHZ’
22+
b) foe) = S

Aufgabe 11:

Berechnen Sie die Laurentreihe von
1 .
f(Z) = m fllI"Z‘>2

1
und von  f(z) = (z+1)cos
5

im groften Kreisring um ,

dessen innerer Radius = 0 ist.

Aufgabe 12:
1
Entwickeln Sie f(z) := m im Kreisring {z : 2 < |z -1 ‘ < 3} in eine
z z
Laurentreihe.
Aufgabe 13:

Berechnen Sie die folgenden Residuen:

z

resg e 1% , res,
( ) ((z—l)(z+1)2

) fiir z = +1

4 22— 2z
un res_q i D)

Aufgabe 14:

Berechnen Sie das Integral / mit Hilfe des Residuensatzes.
0

04+ 1

Aufgabe 15:

27
Berechnen Sie das Integral / d0 —,
o 3—2cosf+sinf



Losungen

Losung zu (1) :

Die Aufgabe wirkt durch den etwas ldngeren Text und ihre uniibersichtliche Aussage
schwerer als sie ist.

Aus den Voraussetzungen ergibt sich zunéchst:

a)

pz)=c (z=0) (2 =C) - (2= G).

Beim Differenzieren von p mufl man die Produktregel auf ein Produkt aus n Faktoren
anwenden. Das erfordert so etwas wie einen trivialen Induktionsbeweis. Um diesen
besonders iibersichtlich zu gestalten, kann man am besten p in der Form

p(z) =c- (2= G)-q(2)
schreiben, mit
q(z) = (2= C) -~ (2 = Ga).
q ist Polynom vom Grad n — 1 mit den Nullstellen (... (,. Dann gilt fiir die Ablei-
tung von p:
P(z)=c-qz)+c (2= G) - d(2),

also

Induktiv folgt nun:

n

piz) 1 3 1 _Z z2 =G

— + .. 4 = .
p(z)  z-G =6 FHeE-G)E-§) Fle-¢l

Eine Nullstelle ( von p’ kann auch Nullstelle von p sein, muf3 es aber nicht. Deshalb
unterscheidet man am besten 2 Félle:

1. ¢ ist Nullstelle von p, d.h. 35 : (= (.

Dann setze man ganz einfach A\; :=1, A, :=0, fir v # j.

2. p(¢) #0
Da p/(¢) = 0 sein soll, folgt aus a):

_PQ C@_"L_"L
0= p(C) (p(C>> ZK Cl/ Z|C_CV|2 ZK_CV'Z

v=1 v=1
1 1
= k-(— k,-C¢, mit k:= — >0,k =—5 >0
Z; Z;K—gf ¢ =G

Also gilt:
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QZZ % 'Cw

v=1
=:\,>0
und offensichtlich ist Z A =1
v=1

Losung zu (2) :

e n 1 2n 1 > (_1)n22n+1
1) Esist - A A .
) Esist filz ; 2n—1 nzzo Gnrnr  Sni)

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist offensichtlich R = oc.

2) Esist fo(z) = chz —Zn'z

Man kann das folgende (aus dem Quotlentenkmterlum herzuleitende) Kriterium benutzen:
Cn I

Cn+1

Wenn es ein ng € N gibt, so dafl ¢,, # 0 fiir alle n > ng ist, und wenn dann R := lim

n—o0

existiert, dann ist R der Konvergenzradius der Reihe.

Hier gilt:

_ n! _ 1 —

(n+1)! n+1

Cn

Cn+1

Der Konvergenzradius der Reihe ist also R = 0.

3) Esist f3(z chz —Z —1)"(n+1) (252)71:2(_1)7;(—:4_1)(2_2)”‘

n=0

Man kann das gleiche Kriterium anwenden:

Cn el o Mt Lo,
pummy p— . R — .
et | | ] )

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist R = 2.

- _2n

4)  Nun sei fy(z) = Z Zc—n, c#0.

n=0

Die Reihe hat die Gestalt

fir v=2n

o 1
= Z b,z", mit b,=<¢ " ,
v=0 0

fir v=2n+1
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Hier erscheint es ratsam, die Formel von Cauchy-Hadamard zu verwenden. Es gilt:

1 _ 1
b= Wl el
0

1
Der Konvergenzradius ist dann R = ———— = ‘ c ‘

i ¢/ |

v

fir v=2n

fir v=2n+1

lim ¢

Losung zu (3) :

Hier ist es ratsam, mit Skizzen zu arbeiten. Der Trick bei der Aufgabe besteht darin,
die Ausgangsfunktion in mehrere einfache Funktionen zu zerlegen, die dann problemlos
behandelt werden konnen.

Sei  f(2):=+v2 g(z):==2z+1 und h(z):= 2>
Dann ist F(z2) := (fogoh)(z) = V22 + L.
1. Die Funktion h(z) = 2% ist auf ganz C holomorph und bildet die Menge
G:={z=xz+1iy : (x#0und y > 0) oder y > 1}
bijektiv auf die Menge
G':=C\R mit R:={z: —-1<Re(z)und Im(z) =0}

ab. Das Verhalten von h ist besonders schon in Polarkoordinaten zu beobachten:

2 = reit i 22 = r2e? quadriert den Radius und verdoppelt den Winkel.

iz

Liegt z in der oberen Halbebene, so liegt z? offensichtlich in der lings R, aufge-

schlitzten Ebene. Ist z = re'*, so kann 22 nur dann auf der negativen reellen Achse

liegen, wenn 2t = 7, also ¢t = 7 ist. Dann muf} (wegen z € () aber 7 > 1 sein, und

damit auch r* > 1. Also ist h(G) C G'.

Jeder Punkt w € G’ ist aber auch Bild eines Punktes von G: Wir koénnen w in der
Form w = re' schreiben, mit 0 < tt < 2w, und der Zusatzbedingung, dal » > 1 im
Falle t = 7 ist. Dann ist z = y/re'2 ein Urbild von w, mit 0 < £ < &, und im Falle

L =T ist /r > 1. Also liegt z in G.

SchlieBlich ist h auf G' auch injektiv: Aus 2? = w? folgt, z = —w oder z = w. Die
beiden Punkte —w und w kénnen aber nicht gleichzeitig in G liegen.
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2. g(z) = z + 1 ist holomorph und bildet G’ bijektiv auf
G"=C\{zx:z2z€eR, x>0}
ab. Das ist offensichtlich!

3. Zur Funktion f(z) = y/z muf} erst einmal gesagt werden, wie sie zu verstehen ist.
Potenzfunktionen werden mit Hilfe des Logarithmus erklart. Da die Argumente von
fin G” liegen, kann man den Zweig log ) verwenden, mit

log () (re'") :=Inr + it, falls 0 < ¢ < 27 ist.

Dann ist f(z) = \/z := exp(5 log(g(2)) auf G” holomorph und bildet G” offensicht-
lich bijektiv auf die obere Halbebene Hy := {z : Im(z) > 0} ab, denn:
(a) log() : G" — {z =z +1iy : 0 <y < 27} ist bijektiv,

(b) z— iz bildet {z=z+4+iy : 0 <y <2r}auf{z=z+1iy : 0 <y < 7}
bijektiv ab, und

(c) exp bildet den Streifen {z = = + iy : 0 < y < w} bijektiv auf die obere
Halbebene ab.

Y,

Also ist F'(z) = v/22 + 1 holomorph und bildet G bijektiv auf H, ab. Die Umkehrabbil-
dung einer bijektiven holomorphen Abbildung ist aber automatisch wieder holomorph.

Losung zu (4) :

a) Damit g(z+iy) = 2? — 3z — y* Realteil einer holomorphen Funktion sein kann, muf}
g harmonisch sein.

Tatséchlich gilt:
Gez = 2 und Gyy = _27 also Ag = Yaz + yy = 0.

Man weifl dann schon, daf es eine holomorphe Funktion f mit Re (f) = g gibt. Sei
f = g+ ih. Die Cauchy-Riemannschen DGLn liefern:

9o =hy =— hy=2x-3
gy =—hy = hy=2y

Integration von h,, liefert:

h(z + iy) = 2zy — 3y + ¢(x), mit ¢(z) = 0, also ¢ konstant.

Wir haben die Freiheit, ¢ = 0 zu setzen, und definieren f(x + iy) = 2* — 3z —
2+ i(2zy — 3y) = (z + iy)® — 3(z + iy), d.h. f(z) = 22 — 3z. Diese Funktion ist
holomorph und hat den gewiinschten Realteil.
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b)

Sei g(x + iy) = 5e> cos(3y). Es gilt:
Guw = 453 c0s(3y) , gyy = —45€>” cos(3y), also gux + gy, = 0. Damit ist die Existenz
einer holomorphen Funktion f mit Re f = g gesichert.

Wir setzen wieder f in der Form f = g + ih an. Die Cauchy-Riemannschen DGLn
liefern:

g: =h, = h, =15¢"" cos(3y)
gy = —h, = hy=15¢""sin(3y)

Integration von h, ergibt h(z + iy) = 5e** sin(3y) + ¢(z),
und wir setzen f(z + iy) = 5e3* cos(3y) + 15 sin(3y) = 5e3@+Y),
f(z) = 5e ist tatsiichlich eine Losung.

Losung zu (5) :

Hier liegt einmal eine Aufgabe vor, bei der nichts zu rechnen ist. Erfahrungsgemaf werden
solche Aufgaben ungern gewéhlt, obwohl sie eigentlich besonders leicht und vor allem kurz

sind.

Wichtig ist: Den Text genau durchlesen und beim Bearbeiten immer wieder iiberpriifen,
ob schon alle Voraussetzungen ausgenutzt wurden.

a)

Nach Voraussetzung 3z, € G, so daB | f(2)| > |f(z0)] fiir alle z € G ist. Da f keine
1
Nullstellen hat, ist auch ? holomorph auf G, und es ist

1 _ 1
[F ()]~ [f(20)]

fir alle z € G.

1
Also nimmt — in 2z ein lokales Maximum an. Nach dem aus der Vorlesung bekann-

/]
1

ten Maximumprinzip ist dann ? =c, also f = —.
c

Ist G beschrankt und f auf G stetig, so gilt das erweiterte Maximumprinzip, f
nimmt sein Maximum auf 0G an, d.h. |f(z)| < ¢ fiir alle z € G.

Es soll gezeigt werden, dafl f konstant ist oder in G eine Nullstelle besitzt. Das
iibliche Vorgehen bei einer solchen Alternative sieht wie folgt aus: entweder gilt die
eine der beiden Aussagen, dann ist man fertig, oder sie gilt nicht, dann mufl die
andere daraus folgen.

Wir nehmen an, f habe keine Nullstellen. Dann muf % sein Maximum auf 0G
annehmen. Also ist |f(2)| > c fiir alle z € G. Insgesamt gilt also: |f(z)] = ¢V 2z € G.
Hieraus folgt, dafl f = konst auf ganz G ist.

Wer unsicher ist, kann auch die letzte Aussage beweisen: Ist ff = ¢? eine Konstante,
2

- c
also f = — holomorph. Das geht aber nur, wenn f konstant ist.

S
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Losung zu (6) :

a) Da der Integrand nicht holomorph ist, mufi man die Wege explizit parametrisieren:
Seien ¢ : [—1,1] — C und ¢ : [0, 7] — C definiert durch ¢(¢) := t und ¥(t) := eit.
Dann gilt: 0G = ¢ + 1. Das Integral berechnet sich also wie fogt:

/ tzdz = [ o) 9@ Q) dt + /ﬂwwrm-w'mdt
oG 0

-1

1 s
= / yt\tdt+/ e el dt
-1 0
0 1 ™
= /(—tQ)dt—l—/ t2dt+/ idt
-1 0 0

— —(—<_31)3)+%+i7r = ir.

2
b) Sei f(z) := z26—i o f ist holomorph auf C \ {iv/10, —iv/10}, also auch auf einer

sternférmigen Umgebung von D3(0).

Also ist / f(z)dz = 0.
dD3(0)

1
c) Sei f(z) := cos((1 + i)z). Offensichtlich ist F(z) = i sin((1 + 1)z) eine Stamm-
i
funktion von f. Also gilt fiir das Integral:

/cos((l +1i)2)dz = F(2i)—F(1+1i) = (sin(—2 + 2i) — sin(21i)).

141

Losung zu (7) :

Die Spur von « ist eine geschlossene Acht. Der rechte Kreis wird gegen den Uhrzeigersinn
(also im mathematisch positiven Sinne) durchlaufen, der linke Kreis umgekehrt.

a) Es ist

2+z-3 1 1 1 V2 1 1
2 —22-2242 z—1 22—-2 2z2-1 4 2—V2 24+V2)
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Die erste Zerlegung findet man durch Raten und Probieren, die zweite durch eine Parti-
albruchzerlegung mit dem Ansatz

1L __A_ B
22=2 22 24+V2

Jetzt sieht man, dafl man das erste Integral allein mit Hilfe von Umlaufszahlen berechnen
kann:

23— 22 - 2242 4

/ Ftz-3 dz = 2ri [n(a, 1)+ Q (n(oz, V2) — n(a, —\/5))]
= 27mi(1+ %\/5)

b) Die Funktion M2 Yat bei 2 = 0 eine hebbare Singularitédt, mit 1 als zu ergénzendem
z
Wert. Also ist

o sirzlz fiir z #£ 0,
h(z) := { 1 fiir z=0.

auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet holomorph, das den kompletten Weg «

enthélt, und es ist daher
/ - dz—/h(z)dz—().
o Sin z o

Losung zu (8) :

Die Gleichung ‘ z 42 | + ! z—2 ‘ = 6 bedeutet, dafl die Summe der Absténde, die z von
den Punkten —2 bzw. +2 hat, stets = 6 ist. Die Kurve, iiber die integriert werden soll, ist
also eine Ellipse mit den Brennpunkten —2 und +2. Sind @ und b die beiden Halbachsen,
so muf} gelten:

(24a)+(@—2)=6und 2-V4+b2 =6, alsoa=3undb=+5=~ 225

Es bieten sich hier zwei Losungsmethoden an:

1. Partialbruchzerlegung und Cauchysche Integralformel.
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Es ist
201 11 /2 172
(22— 1)(z+1i)2 (2412 22—-1 (z2+i)2 2z+i =z-1i
Also gilt:
2 s 1 1/2 1/2
(22 —1)(z+i)2 =20 \(z+i)? 2z4+i =z-i
IEEARE Vo RS Y S YU
(2402 241 z+1°
Sei nun fi(z) :=2z*-i/2 und fa(2) := 2* - i/4, so gilt fiir das Integral:

5

Le—erm

2. Residuensatz.

2,5

2i - (na, =1)f1(=1) + (e, 1) fo(=1) = nfe, 1) (1))

p
2wi@.-%(—n3+1.ip1—1-iﬁg::2ﬂu—2)=:—4wi

2,5

Dann sind z; :(= —1 und

Sei f(z) = CEEEE
25 := 1 einfache Polstellen und z; :

(z—=1D(z+1)(z+1)%
—1i eine doppelte Polstelle. Also gilt:

. —1 1
resZ1(f) = 22@1@4_1)]8(2) - (—2)(—1+i)2 = _57
_ 1 1
res,,(f) = llig(Z— f(z) = m T4
ud - resy, () = lim (= +1)*f(2))
L D
Z——i (22 —1)2
sy
(-2 |
Also ist

/f(z) dz = 2mi -res_;(f) = —4ri.

Losung zu (9) :

a) Sei f(z) := %. Offensichtlich ist F(z)
fiir das Integral:

1
/{l;dz

—% eine Stammfunktion von f. Dann gilt

F(a(m)) — F(a(0)) = F(1+1i) — F(5+1)

! |

= 111 54

_ B0 58 4 6,
2% 2% 313
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b) Sei f(z) = z-sin(z? + 1). Dann ist F(z) = —3 cos(z? + 1) eine Stammfunktion von
f- Das Integral berechnet sich also wie folgt:

/ﬁz csin(z2 4+ 1)dz = F(B1)) — F(B(0)) = F(1+1) — F(0)
= —%(cos(l +2i) — cos(l)).
c),d) Sei f(z) = sin(z). Dann ist
f'(z) =cos(z), ["(z)=—sin(z) und [f"(2)= —cos(z).

Damit erhalten wir:

21,

/ sin(z) dz = (0) = —7misin(0) =0 und
aD.(0)

23 21

sin(z) 27i , T, T,
dz = L) = —Ticos(0) = — S
/613,.(0) el T 1"(0) 31cos( ) 51

Losung zu (10) :

a) Sei fi(z) == " Die isolierten Singularitdten von f; sind die Nullstellen der

Sinusfunktion. Bekanntlich ist
sing =0 <= z=kr, kel

Es gilt: (sin 2)" = cos 2, und fiir z = k7 gilt: cos(km) = £1 # 0. Dies bedeutet, daf
der Sinus Nullstellen 1.0rdnung hat.
Fir k£ # 1 wird der Zahler nicht 0, wéhrend der Nenner dort einfache Nullstellen
besitzt. D.h es liegen dort Polstellen 1. Ordnung vor.
Fiir £ = 1 sieht es etwas anders aus:

, sin(z — )
Definiere  h(z) := ———=.

z—T

Die Funktion S
z
Also hat h in 7 eine hebbare Singularitdt mit Wert 1.

z

hat in 0 eine hebbare Singularitdt mit zu ergdnzendem Wert 1.

Nun gilt:
z—T z—T 1
filz) = sin z  sin(z—m)  h(z)
Dies bedeutet, dafl f in 7 eine hebbare Singularitdt mit zu ergdnzendem Wert —1
hat.

Bemerkung: Sehr oft wird mit ,I’Hospitel“ argumentiert. Aber die Regeln von
de 'Hospital werden in der Reellen Analysis mit Hilfe des Mittelwertsatzes bewie-
sen. Das lafit sich nicht unmittelbar ins Komplexe {ibertragen. Trotzdem gilt eine
entsprechende Aussage:
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BEHAUPTUNG: f und g seien in der Néhe von zp holomorph, mit f(z9) = g(z20) =0
und ¢'(zp) # 0. Dann hat die Funktion ! in zy eine hebbare Singularitét, und der
9

f'(20)
9 (20)

zu ergénzende Wert ist

BeEwEIS: Es gibt nach Satz 11.2.14 in der Ndhe von zy holomorphe Funktionen f
und g, so daf3 gilt:

f(z) =(2—20) fo(2), g(2) = (2= 20) go(20) und go(2) # 0.
Offensichtlich ist fo(z0) = f'(20) und go(20) = ¢'(20), und fiir z # 2y ist g(z) # 0,

also )
1G) _ ) f(z0)
9(z)  g(2)  9'(x)

Dieser Satz wird in den Vorlesungen zur Funktionentheorie oftmals nicht explizit

erwahnt. Man sollte ihn daher in der Klausur vor einer ersten Anwendung wenigstens
formulieren und nicht einfach von I’'Hospital sprechen.

, fiir z — 2.

2 .
Sei fo(z) = j 1 j:i Die isolierten Singularitdten von fy sind die Nullstellen des

Nenners:

A41=0 < zt=—1=¢"
= z=z=ei™ (yy, k=0,1,2,3,

wobei (4 = ™% die 4. Einheitswurzeln bezeichnet. Es sind dies die Zahlen 1, i,
—1 und —i.

Die beiden Quadratwurzeln aus —i = 2™ gind die Zahlen +et™. Also ist

24i = (z—e%m) (z+et™)
md 241 = (z—ei™) . (z—ei™i) - (24 ei™) - (2 + ei™)
= (z—eim) (z —ed™). (z—l—eim) : (z—i—ei“).

Daraus folgt, dafl

2?41 1
Z) = —=
f2( ) Z4+1 (Z—e%Wi).(Z—F@iﬂ—i)
. 2 . 2
bei 2 = ei™ = \/7_(—1+i) und 23 = —ei™ = 7(1— i) hebbare Singularitdten be-
sitzt. Der zu ergdnzende Wert ist in beiden Féllen ! , wie man sofort durch Einsetzen

herausbekommt.

. 2 .
Bei zg = €im = g(l + i) und 2o = —ei“ =
VOr.

e

(—1 —1) liegen einfache Polstellen
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1
c) Sei f3(z) := cos(—). Fiir z # 0 ist f3 holomorph. Fiir z € R, x — oo, nimmt cos(z)
immer wieder alle Werte zwischen —1 und +1 an, also liegt der Verdacht nahe, dafl
f3 im Nullpunkt eine wesentliche Singularitét hat.

1 1
Betrachten wir die Nullfolgen z, = — und w,, = = so gilt:
nm

§+n7r

fa(zn) = COS(g +nm)=0 und f3(w,)=cos(2nt)=1, firallenecN.

f3 ist also in z = 0 nicht stetig fortsetzbar, und es gilt auch nicht lin% f3(z) = oc.
zZ—
Also ist z = 0 eine wesentliche Singularitdt von f.

DaBl z = 0 eine wesentliche Singularitdt von f3 ist, sieht man auch an der Laurent-
entwicklung von f3 auf einem Kreisring Ky ,(0):

1 (-1 1 1 1
-) = — =l —....
COS(z) Z (2n)! 22n 222 * 2424

n=0

f3 hat auf K, (0) einen unendlichen Hauptteil.

Losung zu (11) :

1 —1 — —
Sl (2) = rgry wd FR) = g danm st F(z) = £(2). Fir | zl <1
2 < }z| gilt:
1 1 1S 1 > 1
_ _ nio:\n — E ntliojyn _—
F(Z) - A 1 - 7z2_i - 7 n:[)(_l) (21) zn N n:()(_l) (21) Zn+1‘

Daraus folgt fiir z € K5 (0):

1) = P2y = Sy i CR D S s iy

Sei nun f(2) = (z — i) cos(z i 7T). Dann gilt fiir z € Kg oo(7):
= z—m)+7m+1)- N (_1)k 1 N
Fe) = (—m+m+i) (Z 2 (=) )
(
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Dabei ist

. (2k)!
] CDE ) _
2)! fir n =2k.
Lésung zu (12) :
Es gilt:
1 1 1
f(z) = =

(z+1)(z24+2) 241 242

Der Mittelpunkt des Kreisringes ist 1, d.h. wir miilen die einzelnen Summanden nach
Potenzen von (z — 1) entwickeln:

1. ZJ%I nach Potenzen von ﬁ entwickeln. Nun soll |z — 1| > 2 <= 2~ < 1 sein,

lz—1]
d.h. es gilt:
1 I = -2\ & . 1
2+l z—f?%(z—l) _;0(_2) .(z—l)nﬂ
o) -1 n+1
1 1
— -9 n—1 _ - _ 1)

2. Nun soll Z—i2 nach Potenzen von (z — 1) enwickelt werden. Es soll |z — 1| < 3 «—
@ < 1 sein, d.h. es gilt:

Also gilt:

Loésung zu (13) :

1. Die Laurententwicklung von f(z) = e~= um 2 = 0 ist:

w =

Zi(_l)n}nzlﬂ—l)éi--‘

o=
n!
n=0

D.h. esist a_; =reso(f) = —1.
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z

2. Sei f(z) = CECrSEk dann ist z = 1 eine einfache und z = —1 eine doppelte
Polstelle von f. Also gilt:
. . z 1
vesi(f) = lmz = 1)f(z) = lm o= =
1 ) _ ) 2\
res(f) = oy Jim [z 17 (2)]*70 = lim, ( = 1>
I —1 1
= lim =——.
z—=1(z —1)2 4
. 22— 2z . . .
3. Sei f(z) = , dann ist z = —1 eine doppelte Polstelle von f. Es gilt

(z4+1)%(22+4)
also:

resa(f) = Jim, [z + DY) = Jim = e =

Losung zu (14) :

Die Funktion f(z) = hat die folgenden Polstellen erster Ordnung;:

2641
- cmg2m 2k 2k
2 = (k€6 =¢ +6“=<:OS(7T+67T )Jrisin(7T+ o, k=0,...,5
Im einzelnen sind das die Zahlen:
V3 .1 . V3 o1
Ty iy amh mEm
V3 o1 . V3 o1
23 = —— — 1—, Z4 = —1, 25 = — — 1—.
2 2 2 2

Fir £ =0,...,5 gilt 2¢ = —1, also gilt fiir z # 2;, (Polynomdivision):

D.h. es ist gx(2x) = 6- z7. Damit kénnen wir nun leicht die Residuen von f(z) bestimmen.

Da fiir k = 0,...,5 die Punkte z; einfache Polstellen von f sind, gilt:

. ) 1 1
ress,(f) = Jim (= = 2) f(2) = Jim -y = o5

Nur die ersten drei Polstellen von f liegen in der oberen Halbebene, d.h. wir erhalten:

[ e = it () +ress (v () = 31 (k4 %

6
0o 0+ 1 3 \z & %

_iszm _ism _i25m
e 6 e 2 +e 6

wly wlawl

. [
/N 7N

CB‘

ol
+ +

—~

|

o

S~—

+

m\

e

N——

—
2|5
|
T
|
_l’_

S
|
T
N——
I
w|
i
)
I
|y
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Losung zu (15) :

1

Sei R(x,y) = m

, dann ist

1
3 —2cos(t) +sin(t)

R(cos(t),sin(t)) =

Wir setzen

1 /1, 1. 1 1 2i
f(z) = ;R (5(75 + ;)7 £<z B _)> T (1—20)22+6iz—1—2i

Die Nullstellen des Nenners sind 2z, =2 — i und 2, = £(2 — i), d.h. es ist

2i
(1-2i)(z—(2-1)(z—52-1)

Da nur z3 € D;(0) liegt, konnen wir das Integral folgendermafien berechnen:

f(z) =

2w
1
dt = 27 - res.. ().
/o 3 — 2cos(t) + sin(t) T - 1€, (f)
Da z, einfache Polstelle von f ist, gilt:

21 21 1
oz, (f) = lim (2 = 22)f(2) = lim 7= 2i)(zl— 2-1) 4_1 )

Also ist:

/'27T 1 g
o 3—2cos(t) +sin(t) b



