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Kapitel 3 Isolierte Singularititen

§1 Die Laurent-Entwicklung
1.1 Satz. Sei G C C ein Gebiet, zo € G und f : G — C holomorph und nicht
konstant.

Ist f(z0) =0, so gibt es ein k > 0, eine offene Umgebung U = U(zy) C G und eine
holomorphe Funktion g : U — C, so daf gilt:

1. f(2) = (2 —20)fg(2) fir =€ U.

2. g(z0) # 0
Die Zahl k st eindeutig bestimmt durch
f(z0) = f(20)=...= f(k’l)(zo) =0 und f(k)(zo) + 0.

BEwEIls:  Wahlt man fiir U eine kleine Kreisscheibe um zg, so hat man auf U eine
Darstellung

o0

f(z)= Zan(z — z)".

n=0

Da f(z9) = 0 ist, mufl ag = 0 sein. Wére a,, = 0 fiir alle n, so wire f|y = 0 und
damit f auf G konstant (Identitétssatz). Da das ausgeschlossen wurde, gibt es ein
kleinstes k > 1, so daBl a; # 0 ist. Also ist

f(2)=(z—2)"g(z), mitg(z):= Z k(2 — 20)™.

Mit Hilfe des Lemmas von Abel siecht man sofort, da8 die Reihe fiir g(z) ebenfalls
auf U konvergiert. Das ergibt die gewiinschte Darstellung, und auerdem ist g(zp) =

ak%O

Weiter ist
=0 flirn=0,....k—1
(n) — ol ; )
1) n.an{ #0 firn=Fk.

Dadurch ist k auch eindeutig festgelegt. "
Die Zahl k£ nennt man die Ordnung der Nullstelle von f in z.
Ist g(z) # 0 auf U, so ist 1/g auf U holomorph, und
1 1 1
f) =z ¢(2)

auf U \ {20} holomorph und in zy nicht definiert.
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Definition. Sei U C C offen, zp € U und f : U\ {20} — C holomorph. Dann

nennt man 2z, eine isolierte Singularitit von f.

Zunéchst einmal ist 2y nur eine Definitionsliicke fiir f. Wie ,singulédr® f tatsichlich
in zq ist, das miissen wir erst von Fall zu Fall herausfinden. Entscheidend ist, daf§ z,
eine isolierte Definitionsliicke ist, dafl es also keine Folge von singuldren Punkten
von f gibt, die sich gegen z, hauft. Der komplexe Logarithmus ist im Nullpunkt
nicht definiert, aber er hat dort auch keine isolierte Singularitdt, denn man muf
immer einen von Null nach oo fiilhrenden Weg aus C herausnehmen, um log auf
dem Rest definieren zu konnen.

Wir wollen nun die isolierten Singularitdten klassifizieren.

Definition. Sei U C C offen und f holomorph auf U, bis auf eine isolierte
Singularitét in einem Punkt zy € U.

1. zp heiflt eine hebbare Singularitit von f, wenn es eine holomorphe Funktion

fauf U gibt, so daB f(z) = f(z) fir z € U \ {20} ist.

2. zp heifit eine Polstelle von f, wenn es ein £k > 1, eine Umgebung W =
W (z9) C U und eine auf W holomorphe Funktion g mit g(z9) # 0 gibt, so
daf} gilt:

f(2) (z—2)"=g(z) firze€ W\ {2}

Die eindeutig bestimmte Zahl & mit dieser Eigenschaft heifit dann die Pol-
stellenordnung von f in 2.

3. 2o heif}t eine wesentliche Singularitdt von f, wenn z, weder hebbar noch eine
Polstelle ist.

Offensichtlich schliefen sich die Hebbarkeit und die Polstelle gegenseitig aus, so
daB die isolierten Singularitdten durch die obige Definition tatséchlich klassifiziert
werden. Daf} die Polstellenordnung eindeutig bestimmt ist, ergibt sich unmittelbar:
Multipliziert man die Gleichung f(z)-(z — 20)* = g(2) mit z — 2y, so erhiilt man auf
der rechten Seite eine Nullstelle in zy. Dividiert man dagegen durch z — 2y, so erhélt
man eine Funktion, die in 2y nicht mehr definiert und erst recht nicht holomorph
ist.

Man kann die drei Typen isolierter Singularitdten auch auf Grund des Wertever-
haltens von f in der Nédhe von z, unterscheiden:

1.2 Satz. Sei zy eine isolierte Singularitit von f.

1. zy ist genau dann eine hebbare Singularitit, wenn f in der Nihe von zy be-
schrdankt bleibt.

2. Eine Polstelle liegt genau dann in zy vor, wenn lim |f(z)| = +o0 ist.

z—20
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BeEwers: 1) folgt sofort aus dem Riemannschen Hebbarkeitssatz.

2) Ist f(2) - (2 — 20)* = g(2), mit einer holomorphen Funktion g mit g(zy) # 0,
so gibt es eine Umgebung V' = V(z) und ein € > 0 mit |g(z)| > € fir z € V. Ist
z # 29, so gilt:

1 5 .
[F(2)] = 2 — 2fF lg(2)| > mﬁ—l-oo (fiir z — 2o).
Setzen wir umgekehrt voraus, daf lim |f(z)| = +oo ist, so lafit sich — zu einer
z2—20

holomorphen Funktion A mit h(zy) = 0 fortsetzen. Das bedeutet, da8 es ein k € N

und eine holomorphe Funktion h in der Néhe von zy gibt, so daf} gilt:

f(lz) = (2 — 2)* - h(z) und h(z) # 0 nahe z.
Daraus folgt:
1
f(Z) - (Z . Zo)k ’ 9(2)7
wobei g(z) = 1/h(z) holomorph und # 0 nahe z ist. .

1.3 Satz von Casorati-Weierstrafl. f hat in zy genau dann eine wesentliche
(isolierte) Singularitit, wenn f(z) in jeder Umgebung von zy jedem beliebigen Wert
beliebig nahe kommdt.

Das Kriterium bedeutet: Ist wy € C ein beliebig vorgegebener Wert, so gibt es eine
Folge von Punkten (z,) mit lim z, = zy und lim f(z,) = wo.

BeEWwEISs: 1) Ist das Kriterium erfiillt, so ist | f| nicht beschrankt und strebt auch
nicht gegen +o00. Also muf} die Singularitit wesentlich sein.

2) Sei umgekehrt zy eine wesentliche Singularitéit von f. Wir wollen zeigen, daf§ f
in jeder Umgebung von zy jedem Wert wy € C beliebig nahe kommt. Nehmen wir
also an, es gibt eine offene Umgebung V = V/(z), ein wy € C und ein € > 0, so
daB gilt:

FV\A{z0}) N De(wo) = 2.

Dann ist g(z) := holomorph auf V'\ {2} und beschrénkt bei Annéherung

1
f(z) —wo
an 2. Es gibt daher eine holomorphe Funktion g auf V' mit gli\(.0) = ¢

~ . . ~
Ist g(z9) = 0, so hat f(z) = wo + —) in zy eine Polstelle. Ist dagegen g(zg) # 0,
g(z

so ist f nahe zy beschrinkt, die Singularitéit also hebbar. Beides kann nicht sein! m
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Beispiele.

1. Sei f(z) := L fir |z2| < 7 und z # 0. Es ist sin(0) = 0 und sin’(0) =

cos(0) = 1, also sin(z) = z-h(z), mit einer nahe zy = 0 holomorphen Funktion
h mit h(0) = 1. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es dann ein kleines ¢ > 0, so dafl

|Sm( )\ = |h(2)| > 1 — ¢ fiir z nahe bei 0 und z # 0 ist.

Also ist |f(z)] = | | < in der Ndhe von 0 beschrénkt. (Die

1
sm( ) 1—¢
Abschétzung gilt natiirlich nur fiir z # 0). Damit liegt eine hebbare Sin-
gularitdt vor. Der Wert, der in 0 ergédnzt werden muf}, ist gegeben durch

1
mzl.

1
2. f(z) := — hat offensichtlich in z = 0 eine Polstelle.
z

1
3. Sei f(z) := exp(=). In zp = 0 liegt eine isolierte Singularitét vor. Aber was
z

fiir eine?

Setzen wir z, := % ein, dann strebt f(z,) = €" gegen oco. Also kann die
Singularitét nicht hebbar sein.

Setzen wir dagegen z, := —ﬁi ein, so erhalten wir f(z,) = > = 1. Also
strebt f(z,) in diesem Fall nicht gegen co. Damit kann auch keine Polstelle

vorliegen, die Singularitéit ist wesentlich!

Die Methode, den Typ einer Singularitédt iiber das Werteverhalten der Funktion
herauszubekommen, ist nicht immer so einfach anwendbar. Wir werden deshalb
nach einer besseren Methode suchen.

Ist f(z) = m

Zp in eine Taylorreihe entwickeln:

- h(z), mit einer holomorphen Funktion A, so kénnen wir h in

oo
Z%Z—Zo fir |z — 29| <.

n=0

Aber dann gilt fiir z # zp und |z — 2| < 7:

> Qo aq
Zanz—zo = =+ C et ag Fag (2 —20) o0
— (z—20)F (22— 20)F

Betrachten wir dagegen die wesentliche Singularitidt f(z) := exp(1/z), so erhalten
wir fiir z # 0:
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1 /1\" _ 1 1 _
f(Z):ZE(;> =1—|—zl—|—§22+6z3—|—-~-

n=0

Die Reihe erstreckt sich iiber unendlich viele negative Potenzen von z. Wir werden
sehen, daf} es immer moglich ist, eine holomorphe Funktion um eine isolierte Singu-
laritdt 2y herum in eine Reihe zu entwickeln, die sowohl positive als auch negative
Potenzen von z — zy enthalten kann.

Definition. Eine Laurent-Reihe ist eine Reihe der Form

L(z) = Z an(z — 20)".

n=—0oo

Die Zahlen a,, heilen die Koeffizienten der Reihe, 2y der Entwicklungspunkt.

H(z) = i an(z — 20)"

n=-—o0o
[e.e]
= Za_n(z —20) "
n=1
a_1 a_9

z—2zp (22— 20)?

heiflt Hauptteil der Reihe,

o0

N(z) := Zan(z—zo)"

n=0

= a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+~~
heifit Nebenteil der Reihe.

Die Laurentreihe L(z) = H(z)+ N(z) heiit konvergent (absolut konvergent, normal
konvergent usw. ), wenn Hauptteil und Nebenteil es jeweils fiir sich sind.

1.4 Satz. Sei L(z) = H(z) + N(z) eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt z,
R > 0 der Konvergenzradius des Nebenteils N(z) und r* > 0 der ,Konvergenzra-
dius“ des Hauptteils, d.h. der Konvergenzradius der Potenzreihe

~ 1
H(U)) = H(E_I—ZO) :a_lw—|—a_2w2+... .
1. Istr*- R <1, so konvergiert L(z) auf keiner offenen Teilmenge von C.

1
2. Istr*- R>1 undr:=—, so konvergiert L(z) auf dem Kreisring
r

K, r(z) ={2€C|r<|z— 2| <R}

absolut und im Inneren des Kreisringes gleichmdf$ig gegen eine holomorphe
Funktion.
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BewEIs: Die Reihe H(w) konvergiert nach Voraussetzung fiir [w| < 7*. Dann
~ 1
konvergiert H(z) = H(——) fiir |z — 29| > — =
Z— 2o r*
Ist r*- R < 1,s0ist R < r, und die Reihe kann nirgends konvergieren. Ist r*- R > 1,
so konvergieren Haupt- und Nebenteil beide fiir r < |z — zy| < R. n

Laurentreihen konvergieren also auf Ringgebieten. L&t man den inneren Radius
gegen 0 und den &ufleren gegen oo gehen, so erhédlt man C* als Beispiel eines
ausgearteten Ringgebietes.

Wir wollen nun sehen, dafl sich umgekehrt jede auf einem Ringgebiet definierte
holomorphe Funktion dort in eine konvergente Laurentreihe entwickeln 1a8t. Das
dafiir entscheidende Resultat benutzt noch gar keine Reihen:

1.5 Satz von der ,,Laurent-Trennung®.

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K, g(z) :={z € C|r < |z — 2| < R}. Dann
qibt es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen

ft:Dr(z0) = C  und [~ :C\ Dy(z) — C
mit
1. ff+f~=f auf K, r(2).
2. 1f7(2)] =0 fir |2 — oo.

BEwEIS:  Wir beginnen mit der einfacher zu beweisenden Eindeutigkeit:

Es gebe zwei Darstellungen der gewiinschten Art:
f=H+H=fH+f.
Dann definieren wir eine neue Funktion h : C — C durch

h(z) = { fif(2) = fy (2) fiir 2 € Dp(2),

fo (2) = fi (2) fir z € C\ D,(z).

Diese Funktion ist auf ganz C holomorph, und fiir z — oo strebt sie gegen 0. Also
handelt es sich um eine beschréinkte ganze Funktion, die natiirlich konstant sein
muf (Liouville). Es ist nur h(z) = 0 moglich.

Nun kommen wir zur Existenz von f* und f~.

Fiir o mit r < p < R und |z — 2| # 0 setzen wir

=1 1)
Fyfz) = 5~ /BDQ(ZO) s
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Nach dem Entwicklungs-Lemma ist F, in C \ 0D,(zp) holomorph. Ist aufilerdem
r< o1 <02 < R,s0ist ' := 0D,,(2) — 0D, (2) ein nullhomologer Zyklus in
K, r(2). Fiir z € K, g(20)\|I'| folgt aus dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz:

Fuld) = Fal) = 5 [T ac

= n(l,2)- f(2)
0 firr <|z— 2] <o,
= f(z) fiir o1 < |z — 20| < 02,
0 fiir oo < |2 — 20| < R.

Ist |z — zo| < R, so gibt es ein o mit |z — 29| < 0 < R, und wir setzen

fT(z) = Fy(2).

Die oben angestellten Uberlegungen zeigen, daB es dabei nicht darauf ankommt,
welches ¢ wir nehmen.

Entsprechend definiert man f~ : C\ D,(z) — C durch f~(2) := —F,(2), wobei
o die Bedingung r < ¢ < min(R, |z — z|) erfiillen mu. Holomorphie und Un-
abhingigkeit von o folgen wie bei f+.

Ist nun r < g1 < |z — 20| < 02 < R, so ergibt sich:

f(2) = Fpo(2) = Fp(2) = f7(2) + [ (2)-

Nun miissen wir nur noch |f~(z)| fir |z2|] — oo abschétzen: Wir halten ¢ mit
r < o < R fest und betrachten ein z mit |z — 29| > ¢. Dann ist

@ = 1) z
! 1O 4

— |
1 f(<) <— hier wird
< — . 2mp- .
< 5o 2me Sa%ljlg_zl inf|¢ — z|
1 angenommen
<

2m Jop, ¢ — %

0 —————-su
fon.]C — 7] aDE>|f(C)|
= p-——— -su :
P 8DI;If(C)\
und dieser Ausdruck strebt gegen Null, fiir |z| — oo. n

1.6 Folgerung. Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K = K, r(z). Dann lift
sich f auf K in eindeutiger Weise in eine Laurentreihe entwickeln:
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e}

f(z) = Z an(z — 20)" .

n=—0oo

Die Reihe konvergiert im Innern von K absolut und gleichmdj$ig gegen f.
Fiir jedes o mit r < o < R und jedes n € Z ist

_ 1 O
v | g

0D, (20)

BEwEIs:  Wir fithren die Laurentzerlegung durch:

f2)=f"(2) + f(2),

wobei f* holomorph auf Dg(z) ist, und f~ holomorph auf C\ D, (z). Dann kann
man [T in eine Taylorreihe entwickeln:

oo
5 an(z — 29)",

n=0
mit .
(n)
an, n!f (20) =55 / — n+1 d¢, r<o<R.
9Dq(20)

Der Hauptteil mufl etwas anders behandelt werden:

Die Abbildung ¢(w) := 2+ 1/w bildet D;,,(0)\ {0} holomorph auf C\ D, (z,) ab.
1

Also ist g(w) := f~ (20 + —) holomorph in D;,.(0) \ {0}, und
w

lim g(w) = lim f~(z) =0.

w—0 2—00

Deshalb kénnen wir auf g den Riemannschen Hebbarkeitssatz anwenden. Es gibt
eine holomorphe Funktion g auf Dy ,,(0), die auBlerhalb 0 mit ¢ tibereinstimmt. Nun
entwickeln wir g in eine Taylorreihe:

= 1
= anw”, fir |w| < —.
n=0 r

Da g(0) = 0 ist, ist by = 0. Also gilt fiir |z — 29| > 7:

o

9= Z (Z_zo>”: i“n(z—ZO)n>

n=—0oo

f7(2) =

mit a_, :=0b, firn=1,2,3,...
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Insgesamt ist
o0

f(z) = Z an(z — 20)"  fir z € K, g(2).

n=—oo

Die Reihe konvergiert im Innern des Ringgebietes absolut und gleichméafig. Sie
kann also fiir r < p < R iiber 0D, (zy) gliedweise integriert werden. Das gleiche gilt
dann fiir

f(2) _ < a (5 — z)—N-1
(2 — 2g)N+1 Z ( 0) :

n=—oo

Benutzt man noch, daf3

2mi fallsn = —1
/(z—zo)”dz:{ gl ass n

sonst.
0D, (Z())

ist, so erhélt man:

L /() - 1 -
o1 / (Z/Tj)]\fﬂdz:z%-% / (2 — 20)" NV "ldz = ay.

0D, (20) n=-—0oo Dy (20)

Beispiel.

1

Sei f(z) := PPt /0\
NI

Diese Funktion ist holomorph

fir z ¢ {0, i}.

Es gibt hier verschiedene Gebiete, in denen f in eine Laurentreihe entwickelt
werden kann.

Im Kreisring K(;(0):

Wir wollen f nach Potenzen von % entwickeln. Der erste Faktor hat schon die
gewiinschte Gestalt, und fiir den zweiten gibt es ein Kochrezept:

in eine Laurentreihe

Will man — allgemein — eine Funktion der Gestalt
Z— 20
um a # zp entwickeln, so benutzt man den Trick mit der geometrischen Reihe.

Fiir alle z mit |z — a| < |29 — a ist
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<1,
Z0 — a
also
I 1
z—2  z—a—(z—a)
o 1
20— a 1—;‘—fg

oo

Z(z—a)
20— a 20— @
0 e 0

0

Ist |z — a| > |20 — al, so geht man analog vor:

1 B 1 1
2—z  z—a 1 — 2=
- ()
z—a f=\z-a

Ist m > 2, so ist

(= —120>m - E;zml)l! ' < - ZO)(M) '

erhalt man die Reihe

Durch gliedweise Differentiation der Reihe fiir
zZ— 20
fiir die m-ten Potenzen.

Im vorliegenden Fall ist

und
e = EED VGRS VAN G}
Also ist
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Im Kreisring K (0):

Hier ist
1 1 i i\" i .
= — —_ = |
AR z = z p—t zZn
und
1 1 / - ‘n—1 1 - n—1 1
(Z_l)zz_(z_l):_;' ( n)szrl_;l L

Also ist

[e'e) 1 o) 1 -3

flz) = Z i"t.p S = Z i"3(n — 2); = Z i 4 2)2",
n=1 n=3 n=—oo

wegen i "3 (—n —2) =i (n+2).
Im Kreisring Ky (i) :

Hier soll nach Potenzen von (z — i) entwickelt werden. Es ist

%Z—%'i(ﬁi):g(—i”ﬂ(z—i>",
also
) = % (z—li)Q

Wir kénnten noch den Kreisring K (i) betrachten, aber darauf verzichten
Wir.

1.7 Satz. Set U C C eine offene Umgebung von zy und zy eine isolierte Singu-
laritdt der holomorphen Funktion f : U\ {z0} — C. Auf einem Kreisring Ko (zo)
besitze f die Laurententwicklung
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Dann gilt:

zg hebbar <= a, =0 fir allen <0,
zo Polstelle <= dn <0 mita, #0 und ar, =0 fiir k <n,
2o wesentlich <= a, # 0 fir unendlich viele n < 0.

BEWEIS: 1) 2y ist genau dann hebbar, wenn eine holomorphe Funktion f :

D.(zy) — C existiert, mit f = f. Aber fbesitzt eine Taylorentwicklung;:

Ko,<(20)
o0
E an(z — 2o)"

n=0

2) zj ist genau dann eine Polstelle, wenn es in der Nihe von z, eine Darstellung
1

(z — 29)*

1(z) = h(z)

gibt, wobei gilt:
= Z bn(z — 20)", mit by # 0.
n=0

Aber dann ist
Zb z—2z)" an+k2—zo
n=—k
3) zp ist wesentlich, wenn es weder hebbar noch Polstelle ist. Das lafit nur die
Moglichkeit, daf a,, # 0 fiir unendlich viele n mit n < 0 ist. n
Beispiele.
1. Die Funktion

; 1 3 2
sz:—-(z—z—j: )—1—Z—j:
z

z 3! 3!
besitzt keinen Hauptteil, hat also in z = 0 eine hebbare Singularitét.
Natiirlich ist ]
sin 2z
lim = 1.
z—0 Zz
2. Die Funktion !
(A

hat eine Polstelle 1. Ordnung in 0 und eine Polstelle 2. Ordnung in i. Die
notigen Laurentreihen haben wir schon ausgerechnet.
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3. Die Funktion

1/z il " 1+1+ ! +
(& = —Z = —_ _— L
nzon! z 222

hat in z = 0 eine wesentliche Singularitét.

4. Die Funktion )

sin z

f(z) =
ist holomorph fiir z # nw, n € Z.

Sei g(z) == "2 Dann ist ¢ holomorph und # 0 auf D,(0), mit g(0) = 1.
z

Aber dann ist auch — holomorph auf D, (0), und man kann schreiben:

1 oo
— = a,z", mit ag = 1.
9(z) nz:;

Also ist
11 JR— .
f(z)_;'@_;—i_;arﬂrlz .
Das bedeutet, dafl f in z = 0 eine Polstelle 1. Ordnung besitzt.

Definition. Sei B C C offen und D in B diskret. Eine holomorphe Funktion
f: B\ D — C heifit eine meromorphe Funktion auf B, falls f in den Punkten von
D hochstens Polstellen besitzt (also keine wesentlichen Singularitéten).

Die Menge P(f) := {z € D : f hat in z eine Polstelle der Ordnung > 1 } heif}t
Polstellenmege von f.

Die Polstellenmenge kann auch leer sein. Bezeichnen wir die Menge der holomor-
phen Funktionen auf B mit O(B) und die Menge der meromorphen Funktionen
auf B mit M(B), so ist O(B) C M(B).

Sei f eine meromorphe Funktion auf B. Man kann dann wie folgt eine stetige
Funktion f : B — C definieren:

Sei zp € B ein beliebiger Punkt.

~

1. Ist f in zy definiert (und deshalb dort holomorph), so setzt man f(z) :=
f(20).

-~

2. Hat f in 2o eine hebbare Singularitit, so setzt man f(zp) := lim f(2).

z—20

~

3. Hat f in z; eine Polstelle, so setzt man f(zy) := oc.
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Ist umgekehrt eine stetige Funktion f: B — C gegeben, D := J?_l(oo) diskret in
B und f := f|p\p holomorph, so ist f eine meromorphe Funktion auf 5.
1.8 Satz. Sei B C C offen, D C B diskret in B und f : B\ D — C stetig. f

st genau dann meromorph auf B, wenn es zu jedem zy € B eine offene Umgebung

U =U(zy) C B und Funktionen g,h € O(U) gibt, so daf$ gilt:

1. h verschwindet nirgends identisch.

2. f(z) = % fir z e U\ (DUN(h)).

BEwEIs: 1) Sei f meromorph auf B, 0.B.d.A. sei P(f) = D. In den Punkten von
B\ D ist nichts weiter zu zeigen. Ist aber zy € D, so gibt es in der Néhe von z

9(2)
(2 — z0)F
2) f sei stetig und erfiille das Kriterium. Sei zy € B beliebig, U = U(zy) C B so
gewidhlt, daf es holomorphe Funktionen g und h auf U mit f = % auf U\ (DUN (h))
gibt. Dabei soll A nicht identisch verschwinden. Also ist N (k) diskret in U und f auf

U holomorph bis auf eine héchstens diskrete Menge von Polstellen. Das funktioniert
iiberall, und die Gesamtheit der Polstellen von f in B ist dort diskret. n

eine Darstellung f(z) = mit einer holomorphen Funktion g.

1.9 Satz. Sei G C C ein Gebiet. Dann ist O(G) ein Integrititsbereich und M(QG)
ein Korper.

BEwEIs: 1) O(G) ist offensichtlich ein Ring, ja sogar eine C-Algebra. Es ist nur
die Nullteiler-Freiheit zu zeigen. Ist f - g = 0 fiir zwei Elemente f,g € O(G), so ist
entweder f = 0, oder es gibt eine offene Teilmenge U C G mit g|y = 0. Nach dem
Identitatssatz ist dann aber sogar g = 0.

2) Die Ringstruktur auf M(G) muB sinnvoll erklért werden. Fassen wir meromorphe
Funktionen f und g als stetige Funktionen mit Werten in C auf, so erhilt f+4 ¢ und
f - g in einem Punkt 2y den Wert oo, sobald dort nur eine der beiden Funktionen
unendlich wird. Die Polstellenmenge des Ergebnisses bleibt dabei diskret.

Ist nun m € M(G) und P = P(m) die Polstellenmenge von m, so ist auch G’ :
G\ P wieder ein Gebiet und m auf G’ holomorph. Die Nullstellenmenge N = N(m

1
ist diskret in G’ und damit auch in G, also ist D := PUN diskret in G und n := —

m
holomorph auf G\ D. In den Punkten von N hat n Polstellen, in den Punkten von
P hebbare Singularitédten (mit 0 als zu ergédnzendem Wert). Also ist n meromorph
und n-m = 1 auf G\ D. Das bedeutet, dal m in M(G) ein Inverses besitzt. =

~—

Typische Beispiele meromorpher Funktionen sind rationale Funktionen, aber auch
Funktionen der Gestalt 1/sin(z).
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§2 Der Residuensatz

Ausgangspunkt ist folgende Uberlegung:

Sei G C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet, zp € G, ' ein Zyklus in G’ :=
G\ {2} und f: G’ — C holomorph.

Wie berechnet man / f(z)dz 7
r

Setzen wir ko := n(I', z9), so ist auch =Tk - 0D.(zp) ein Zyklus in G, fiir
geniigend kleines €. Fiir z € C\ G ist n(I', z) = 0. Und es ist

n(T, z0) = (T, z0) — ko - n(D.(2), 20) = 0.

Also ist T nullhomolog in G’, und man kann den allgemeinen Cauchyschen Inte-
gralsatz anwenden:

/ff(z) dz =0, also /Ff(z) dz =n(T, z) - /E)DE(ZO) £(2) dz.

Man muf} also nur die Umlaufszahl von I' um zy kennen, und das Integral von f
iiber den Rand einer geniigend kleinen Kreisumgebung von 2. Dieses ,,Restintegral“
bezeichnet man (nach Multiplikation mit 3=) als Residuum.

Definition. Sei B C C offen, zy € B, f: B\ {2} — C holomorph und ¢ > 0,
so daf3 D.(z9) CC B ist. Dann heift

res,, (f) == — / f(¢)d¢

das Residuum von f in z.

Bemerkungen.

1. Das Residuum héngt nicht von der Wahl des Radius € ab. Das sieht man
sofort mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes.

2. zp braucht keine Singularitit zu sein! Ist f in zo holomorph, so ist res,, (f) = 0.
Auch das folgt aus dem Integralsatz.

3. In der Laurententwicklung von f um zq ist

Gy = o F(0)d¢ = ressy (1),

a 27T| aDg(zo)

fiir ein geniigend kleines €. Das zeigt noch einmal, dafl f nicht von dem
gewdhlten Radius abhéngt.
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4. Es ist
res, (a- f+b-g)=a-res,(f)+b-res,(g).

5. Ist F" holomorph auf B\ {2} und F' = f, so ist res,,(f) = 0. Das ist klar,
denn das Integral iiber eine abgeleitete Funktion und einen geschlossenen Weg
verschwindet immer.

1 1
6. res;, (ﬁ) =1 und res;, (m) =0 fur k Z 2.
— <0 — <0

7. Allgemeiner gilt: Hat f in zy eine einfache Polstelle, so ist

res,, (f) = lim (z — 29) f(2).

z—20

BEwEIS: Wir schreiben

flz) = a1 h(z), h holomorph in z.
zZ— 20

Dann folgt:

(z—20)f(2) =a_1 + (2 — 20)h(2) — a_; fiir z — 2.

8. Und noch allgemeiner kann man zeigen:

Hat f in zy eine m-fache Polstelle, so ist

=y Am (= = 20" ).

resz (f) =

BEwEIS: Es ist

f(z):@i—zrzw+"'+zci;0 +ao+ai(z—z2)+---,
also
(z—20)"f(2) =+ +a_1(z — 2)" ' +ag(z — 20)™ + -
Damit ist

[(z = 20)" f()]" ) = (m— Dla_y + (z — 2) - (-..),

und es folgt die Behauptung. "
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9. Seien g und h holomorph nahe 2y, g(z0) # 0, h(z9) = 0 und h'(2g) # 0.

9(20)
W(z)

Dann ist res,, <%> =

BEwEIS: Wir konnen schreiben:

g(z) = co+(2—2)-g(z), mit ¢g #0
und  h(z) = (z—2)- (b + h(2)), mit by # 0 und h(z) = 0.

Dann ist
9() o+ (z—2)-9(2)
h(z) (z—20) - (b +E(z))
_ 1 Co + g(’Z)

=20 bi+h(z) b+ h(z)
Also hat f := % in zg eine einfache Polstelle, und es ist

: _ o _ ¢ _ 9(20)
e T R A 6]

Beispiele.

6IZ elZ

LSl f2) = g = o

f hat einfache Polstellen bei i und —i. Es ist

el 1
() =1i . o 4
resi(f) = lim (=~ )/(2) = lim = i

und analog
: . e’ e
res_i(f) = lim (z+1i)f(z) = lim - =5
z——I z——1 2 — |
2
2. f(z):= T hat 4 einfache Nullstellen, insbesondere in
z
20 := ™ = cos = + i sin ~ = L(1 +i).
4 4 2

Mit g(2) := 2% und h(z) := 1+ 2% ist
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9(2’0)
reszo(f) = h’(Zo)
_oa b
N 42}8 N 420
1 . 1
= e = (1)

2.1 Der Residuensatz. Sei B C C offen, D C B diskret, I' ein nullhomologer
Zyklus in B mit TN D =& und f: B\ D — C holomorph. Dann gilt:
1
ori [ FOdC= Sl 2) e ()
N

z€B

Bemerkung. AuBerhalb einer kompakten Menge K C B ist n(I',z) = 0. Da
K N D endlich ist, gibt es hochstens endlich viele Punkte z € B, in denen das
Produkt n(I', z) - res,(f) nicht verschwindet. Also ist die Summe auf der rechten
Seite der Gleichung sinnvoll.

Ist D = &, so erhélt man den allgemeinen Cauchyschen Integralsatz.

Ist D = {20} und f holomorph auf B, so kann man den Residuensatz auf g(z) :=
% anwenden. Es ist

®) (2 )
0e) = ) + S =) 4+ T e,

1
also res, (g) = Ef(k)(zo). Damit folgt:

k! f(©)

2t Jo T syt %= ULy 20) - P z0),

Das ist die allgemeine Integralformel. Aus dem Residuensatz 148t sich die gesamte
Funktionentheorie ableiten.

BEWEIS: SeiD = {z,...,2n}UD’" n(l',z,) #0fir p=1,...,Nundn(l',2) =0
fir z € D'. Dann ist I" nullhomolog in B\ D'.

Sei h,(z) der Hauptteil der Laurententwicklung von f um z,. Wie aus dem Satz
von der Laurent-Trennung hervorgeht, ist i, holomorph auf C\ {z,}. Daher gilt:

N
f— Z h,, ist holomorph auf B\ D'.

p=1



114 KAPITEL 3 ISOLIERTE SINGULARITATEN

Also folgt:
N
/Ff(z) dz = ;/FhM(Z) dz.

Nun schreiben wir ausfiihrlich:

-1

hu(z) = Z aun(z — 24)".

n=—oo

Diese Reihe konvergiert gleichméBig auf |I'|, kann dort also gliedweise integriert
werden. Daher gilt:

/rhM(Z) dz = Z a#,n/(z—zu)”dz

denn fiir n > 2 besitzt — in der Néhe von |I'| eine Stammfunktion.

(z = 2)
Da a, 1 = res (f) ist, folgt der Satz. n

Angewandt wird der Residuensatz oft in einer spezielleren Form:

2.2 Residuenformel. Sei B C C offen und G CC B ein positiv berandetes
Gebiet. Auflerdem seien zy,...,zy Punkte in G und f: B\ {z1,...,2nv} — C eine
holomorphe Funktion. Dann ist

N
1
— d¢ = :
oel AL ;reszkm
BEwEIS: Man kann den Residuensatz auf f und I' := OG anwenden. Da
n(0G, z) = 1 fiir jedes z € G ist, folgt die Behauptung. .

Beispiele.

1. Essoll / 6—4 dz berechnet werden. Das geht in diesem Falle auch sehr einfach
z

|z|=1
z 271 dS z :
mit der Cauchyschen Integralformel: / 6—4 dz = 2! (e )(0) = %I
z

31 dz?

|z]=1
Mit dem Residuensatz macht man es so:

Die Laurentreihe des Integranden um z = 0 hat die Gestalt
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Also ist

eZ
resy ( ) = Koeffizient bei 27! =

4

Daraus folgt:

/ %dz = 2mi - resy (%) = %I
|z|=1
2. Die Funktion )
z°— 2z
0= ey
hat einen doppelten Pol bei z = —1 und einfache Pole bei z = +2i.
Es ist ) )
22 —2)(2*+4) — (2 —22) - 22
1 2, I (

G2+ 12 £(2) i ,

also

res_1(f) = Zlirill[(z +1)2- f(2)] = —4-5-3-(-2) _ _%‘

25 25
Andererseits ist
22— 922 —4 —4i
ress (f) Zl_r)gli (2—1-1)2(2-1-2') (1+2|)24|
—(1+i)  1+i

(=3 +4i)i  4+3i
(1+0)(4-3i)  7+i
(4+3i)(4—-3i) 25 °

und
_ 2 —2z —4 4 4i
res_oi(f) = ZEIElQi (z+1)2(z — 2i) - (1 —2i)2(—4i)
1—i 1—i

(—3—4i)i  4—3i
(1—)4+3)  7—i

(4—3i)(4+3i) 25 °

Von den Polstellen liegen —1 und —2i in der Kreisscheibe Dy(—1i) (es ist
|—1 — (=i)] = |-1+i] = V2 < 2). Der Punkt 2i liegt aulerhalb. Daher ist
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22— 2z _
/ (z+1)%(2* +4) dz = 2mi-[res_1(f) +res_ai(f)]

9D2(—1)
14 7
— omi. |2t
i { 25 " 25}
ori 2
= =T —0) = = -Ti).

25

Wir kommen nun zu weiteren Anwendungen des Residuensatzes:

2.3 Das Argument-Prinzip. Sei B C C offen und I' ein nullhomologer Zyklus
n B.

Weiter sei f auf B meromorph und nicht konstant, N die Menge der Nullstellen
und P die Menge der Polstellen von f. Es sei |I'|N (N U P) = &. Dann gilt:

1
i | 1(0)

a¢ =" n(T,a)o(f.a) — 3 n(T,b)o(f.b).

beP
wenn man mit o( f, z) die Null- bzw. Polstellenordnung von f in z bezeichnet.

BEwEIs: D := N U P ist eine diskrete Menge in B, und es ist n(I',z) # 0 fiir
/

héchstens endlich viele Elemente von D. Die Funktion f? ist holomorph auf B\ D.

Sei a € D. Dann gilt in der Ndhe von a :
f(z) = (2 —a)* - g(2),

mit einer nahe a holomorphen Funktion g ohne Nullstellen, |k| € N und k& =
+o(f,a), je nachdem, ob eine Null- oder Polstelle vorliegt. Daraus folgt:

) kol g@)+ - g(2)
72) (- a) - 9(2)

z—a  g(z)
/ /!

Da L nahe a holomorph ist, ist resa(f?) =k = %o(f,a). Mit dem Residuensatz

g
ergibt sich die gewiinschte Formel. "

2.4 Folgerung. Sei B C C offen, G CC B ein positiv berandetes Gebiet, f
meromorph auf B und ohne Null- und Polstellen auf OG. Ist n die Anzahl der
Nullstellen und p die Anzahl der Polstellen von f in G (jeweils mit Vielfachheit

gezdhlt), so gilt:
1 [f'(Q)
— dC = n —
2ml g
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Warum spricht man vom Argument-Prinzip? Dazu betrachten wir einen einfach
geschlossenen Weg
a:la,b — C

und eine meromorphe Funktion f, die auf der Spur von a weder Nullstellen noch
Polstellen hat. Dann ist f o o ein Weg, der den Nullpunkt nicht trifft, und es gilt:

1R, L[ flem)a®)
27ria/f(z)d dat

iy FlalD)
e,

2mi J,  foal(t)
1 d¢
2
foa

= n(foa,0) = %A(arg,fooz).

Liegen im Innern von o n Nullstellen und p Polstellen, so &ndert sich beim Durch-
laufen von a das Argument von f o« um 27 (n — p).

Im folgenden behandeln wir Anwendungen des Residuensatzes. Wir beginnen mit
zwei Anwendungen in der Theorie.

2.5 Satz von Rouché. Sei B C C offen, f,g: B — C holomorph und G CC B
ein positiv berandetes Gebiet.

Ist |f(2) —g(2)| < |f(2)| auf OG, so haben f und g gleich viele Nullstellen (mit
Vielfachheit) in G.

BeEwEers:  Fir 0 < XA < 1sei hy(z) := f(2) + A (9(2) — f(2)). Dann ist hy auf B
holomorph, und fiir z € 0G gilt:

1ha(2)| = [f(2)] = A-lg(z) = f(2)] > (1 = A) - |g(z) — f(2)] = 0.
Also hat hy auf OG keine Nullstellen.
Nun sei N, die Anzahl der Nullstellen von h) in GG. Der Wert des Integrals

1 R,
L= — A(2) d
2mi G hA(Z)
héngt stetig von A ab, liegt aber in Z. Also ist Ny = Nj. "
Beispiel.

Wieviele Nullstellen hat das Polynom f(z) := 2* — 42 + 2 im Innern des
Einheitskreises D = D;(0) ?
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Wir setzen g(z) := —4z + 2. Dann ist |f(z) — g(2)| = |2|* = 1 auf D, und
lg(2)| = |4z — 2] > 4|z| — 2 = 2 auf 9D. Nach dem Satz von Rouché miissen
nun f und g in D gleichviele Nullstellen besitzen. Aber g hat dort genau eine
Nullstelle (némlich z = 1/2).

2.6 Satz von Hurwitz. Sei G C C ein Gebiet, (f,) eine Folge von holomor-
phen Funktionen auf G, die kompakt gegen eine holomorphe Grenzfunktion f auf
G konvergiert.

Haben die Funktionen f, alle auf G keine Nullstellen, so ist entweder f(z) = 0,
oder f hat auf G auch keine Nullstellen.

BEWEIS: Essei f(z) #0. Dann ist D := {z € G | f(z) = 0} leer oder diskret in
G. Ist zy € G, so gibt es auf jeden Fall ein r > 0, so dafl D,.(zp) relativ kompakt in
G liegt und f auf D,(z9) \ {20} keine Nullstelle besitzt.

Dann sind die Funktionen 1/f und 1/f, auf 0D,(zy) definiert und stetig, und
(1/f,) konvergiert dort gleichméfig gegen 1/f. Aber auch (f)) konvergiert dort
gleichméflig gegen f’. Also ist

1 e .1 f'(©)
t 5.0 % = o / 0™

0D, (z0) 0D, (z0)

Da die linke Seite verschwindet, kann f in 2y keine Nullstelle haben. "

2.7 Folgerung. Sei G C C ein Gebiet, (f,) eine Folge von holomorphen Funktio-
nen auf G, die kompakt gegen eine holomorphe Grenzfunktion f auf G konvergiert.

Sind alle Funktionen f, injektiv, so ist f konstant oder auch injektiv.

BEWEIS:  f sei nicht konstant. Fiir jedes 2y € G ist f,, — f.(20) ohne Nullstellen
auf dem Gebiet G' := G \ {z}. Nach Hurwitz hat dann auch f — f(zo) keine
Nullstellen auf G'.

Also ist f(z9) # f(wy) fiir z9 # wp. Da 2y beliebig gewéhlt werden kann, folgt die
Behauptung. .

§3 Integralberechnungen

Der Residuensatz erlaubt es, gewisse analytisch schwer zu behandelnde reelle Inte-
grale auf algebraischem Wege zu berechnen.

1. Trigonometrische Integrale:
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Sei R(z,y) eine komplexwertige rationale Funktion. Wir wollen den Residuensatz
anwenden, um Integrale vom Typ

2w
I ::/ R(cost,sint) dt
0
zu berechnen. Zu diesem Zweck suchen wir eine holomorphe oder meromorphe

Funktion f, so dal wir das fragliche Integral als komplexes Kurvenintegral auffassen
konnen:

I= /f(z) dz, mity(t):=¢", 0<t<2m
y

Ist z = (t), so ist z =cost + isint und — = Z = cost — isint. Damit ergibt sich:

z

1 1

to= (24—

cos 2(7:—1—2)

1 1
d sint = —(2—2)
un sin 2i(z z)

Da +/(t) = iy(t) ist, folgt:

R(cost,sint) = % ‘R (l(v(t) + L), l(’Y(lf) — L)) (1)

Setzen wir also

1 1 1.1 1
1= r (5 D= D),
so erhalten wir:
2 1 21
/ R(cost,sint)dt = - f(y(t) -~ () dt
0 I'Jo
1
= - [ f(2)dz
b Jy
= 2m- Z res, (f).
z€D1(0)
Beispiel.
. T dt o
Sei [ := ———, a > 1 reell. Hier ist
o a-+sint
1
R Y - )
(z,y) =~ 7

also
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f(z)zl- 1 : 2i 2i

z a+2(z—1) T 2aiz+22—1 (z—21)(z— )

mit 2y = i(—a £ Va? —1).

f hat zwei einfache Polstellen auf der imagindren Achse. Da a > 1 ist, ist

(a—1)?=a>-2a+1<a*—1,alsoa—1<vVa2—1<a+1.
Also ist
—l<—-a+Va>—-1<1, dh z =i(—a+Va®—1)ec D(0).

Andererseits ist |—a — vVa? — 1| = |a + va? — 1| > |a] > 1, also 2o & D1(0).
Daraus folgt:

2 dt
/0 a+sint 2m - veszy ()
= 27 lim al
221 2 — 2y
4mi
B 21 — 22
4i 2

NV —1 JaZ-1

2. Uneigentliche rationale Integrale:

Nun wollen wir Integrale der Form

[ /Zf(x)dm

betrachten, wobei f(z) = p(z) sei, und p(z) und ¢(x) Polynome ohne reelle Null-

q()
stellen. Dabei miissen wir erst einmal kldren, wann solche Integrale existieren.
3.1 Satz. Seip(z) ein komplexes Polynom n-ten Grades. Dann gibt es Konstan-
ten c, C' > 0 und ein R > 0, so daf§ gilt:

c2|" < [p(z)] < Cl"  fir |z] = R.

BEWEIS: Sei
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Mit Hilfe der Dreiecks-Ungleichungen folgt fiir alle z € C:
|an| - [2]" = r(2) < |p(2)] < lan| - [2]" +7(2).

Fiir [2] > 1 und v < nist |z|” < |2|*71, also

n—

1 n—1
r(z) <> lan| - [2" =k 2" mit k= ay.
0 v=0

V=

Daraus folgt:
|an] - |2]" = K[2]"7" < |p(2)] < lan| - [2]" + kl2[" 7,

also

(lan| =

Fiir |z| > R ist dann sogar

DT < p(2)] < (Janl +

k koo

(Jaa] = )Iel" < Ip()] < (] + ) |2]"

k k k
Wihlt man aulerdem R > T 8O ist =< |a,| und daher |a,| — I 0.

|an]

k
Man kann also ¢ := |a,| — = und C := |a,| + I setzen. .

3.2 Folgerung. Sind p(z) und q(z) Polynome mit deg(q) = deg(p) + k, k > 0,
so gibt es eine Konstante C' > 0 und ein R > 0, so dafs

PYl<c.—

fir|z| > R ist.
Auferdem folgt:
p(z)

1. Ist k=1, so ist |z -
q(2)

——=| im Unendlichen beschrinkt.

2. Ist k > 2 und q(z) ohne reelle Nullstellen, so existiert das uneigentliche In-
tegral

BEweEls: Ist

Cl|2|m
Col2]"

clz|™

A IA
=
Ny
A IA

und  colz|"
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fir |z] > R, so ist

~—

p(z men
== <O |z™77,

q(2)

fir |z| > R, und mit C := g und m —n < —k.
Co

Ist k =1, so ist ]z-MlgC.

q(z)

Ist & > 2, so folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals aus der Konvergenz des

Integrals / W dz, dem Majoranten-Kriterium fiir uneigentliche Integrale und
o |7

der Tatsache, dafl ¢(x) keine reellen Nullstelle besitzt. n

Es seien nun die Voraussetzungen der Folgerung fiir f(z) = M erfiillt, mit k£ > 2.

q(z)

Insbesondere ist dann lim f(z) = 0. Das bedeutet, daf es ein r > 0 gibt, so da8

alle Polstellen von f(z) in D,(0) liegen, und das konnen auch hochstens endlich
viele sein.

Wir betrachten nun folgenden Weg;:

. . Polstellen von f

Der Weg ~ sei zusammengesetzt aus der Strecke zwischen —r und r auf der reellen
Achse und dem Halbkreis v, (t) := re't, 0 <t < 7. Dann ist

[ s [ gwar= [ g)ae=om PR

Man beachte, dal das Residuum hochstens in den Singularitaten # 0 ist, die Summe
auf der rechten Seite ist also immer eine endliche Summe!

C
Da |f(2)] < PE fiir grofle z ist, folgt:
z

|/ f(z)dz| SwrgzgﬁOﬁirrﬁoo.
. r r
Also ist

/_OO f(z)dx = 27i - Z res, (f)

Im(z)>0
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(oder = —27i- Z res,(f) ).

Im(z)<0

Man kann sich fragen, ob wir die Existenz des Integrals bei dem gerade durchgefiihr-
ten Grenziibergang nicht automatisch mitbewiesen haben. Leider ist das nicht der
Fall.

Erinnerung:
[e'¢) R
C.H./ g(t)dt := lim g(t)dt
S R—oo J_p
heifit Cauchyscher Hauptwert des uneigentlichen Integrals. Er kann existieren, auch
wenn das uneigentliche Integral divergiert. Wenn letzteres allerdings konvergiert,
dann stimmt es mit dem Cauchyschen Hauptwert iiberein.

Aus der obigen Rechnung kann man nur entnehmen, daf§ der Cauchysche Hauptwert
existiert, denn wir haben die Grenzen —r und +r gleichzeitig gegen oo gehen lassen.
Deshalb waren die vorangegangenen Grad-Betrachtungen nétig, um die Existenz
des uneigentlichen Integrals zu sichern.

Beispiel.

o] 2
dz berechnen.

Wir wollen [ := /_OO T 2

2

Die Funktion f(z) : hat Polstellen in den Punkten

:1—1—24

: nt2m 27k 27k

fir k =0,1,2,3. Dabei ist Im(z;) > 0 fiir kK =0 und k = 1.

2k = C4,k€

Da alle 4 Nullstellen von 1 4+ z* verschieden sind, liegen in

: 1 : 1
=e"t="—_(1+i) und 2z =ie™*=

7 E(I —1)

jeweils einfache Polstellen vor. Wie wir schon an fritherer Stelle gesehen ha-

ben, ist
2 1 1
I'GSZO(f) = 4_2[')8 = ZZO = 4—\/5(1 — I)
22 1 1
d P = Z = -7, = — (-1 —
un res 1<f) 42? 421 4\/5( ')7

und demnach
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3. Die Fourier-Riicktransformation:

Ist f: R — C eine stetige und absolut integrierbare Funktion, so existiert dazu die
Fourier-Transformaierte
oo
:!/1 f(t)e ! dt.
—00

Das , Fourier-Integral-Theorem® besagt, dal man f aus fzuriickgewinnen kann.
Und zwar ist

f(t) = —C H. / f e dw.
In der Praxis kann dieses Problem besonders schon gelost werden, wenn man J?als
Einschrénkung einer meromorphen Funktion £’ auf C auffassen kann.

Wir nehmen aufferdem an, dafi F' nur endlich viele Polstellen hat und daf§ z - F'(z)
fiir groes z beschrankt bleibt, und wir betrachten nur den Fall £ > 0.

Dann benutzen wir folgende Integrationswege:

V2 is
3 N
- Ry 0 Ry
Sei (1) = Ro+ir, 0<7<s,
Yo(r) = 7+is, —R; <7< Ry,
und  3(7) = —Ry+ir, 0<7<s.

Dann ist 71 (1) = ¥4(7) = i und 74(7) = 1.
Hat F' nur endlich viele Polstellen, so kann man R;, Ry und s so groff wéhlen, daf3

die Polstellen alle im Innern des Weges o+ 1 — 72 — 3 liegen (wobei v, die Strecke
von —R; nach Ry bezeichnet).

Setzen wir

Mo:/F@&wz

Yv
fiir v =1, 2, 3, so erhalten wir mit dem Residuensatz:

Rs
%/ F(a)e do+ L (t) — L(t) — () = 2mi - 3 resa(F(2)e).
R Im(2)>0

Wir schétzen nun die Integrale I,(t) einzeln ab. Dabei verwenden wir folgende
Tatsachen:
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a) Ist z =z + iy, so ist |e'*f| = e V.

b) Da s nicht unabhingig von R; und Rs gewéhlt werden muf, kann man s :=
R; + Ry setzen.

c) Es gibt ein C' > 0, so daB fiir grofies Ry und R und |z| > min(Ry, Ry) gilt:

F(2)| < %

Die Standardabschétzung ergibt nun:

[L(t)] < (Ri+Rp)-e ™ - sup|F(z)]

[v2]
< C-e*t —0
(fiir festes t und Ry, Ry — o0)

und

L < /|F(Rg+i7)|.eftd7
0
C S

< — et dr
>~ R2 ]
C
= —(1—e* 0.

I5(t) wird analog abgeschétzt.
Also ist

/_ h F(x)e'™ dx = 2ri Z res, (F(2)e'),

o0 Im(z)>0
und die Existenz des Integrals wurde (unter den obigen Voraussetzungen) gleich
mitbewiesen.
Beispiel.

00 iax

dx, mit a,b > 0.

o T —Ii

Zu berechnen ist das Integral /

eiaz
Esist  resj — | =¢e7%  also
z—1ib

I =2mi-e

4. Die Mellin-Transformation:
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Sei f(z) eine meromorphe Funktion mit endlich vielen Polstellen, von denen keine
auf der positiven reellen Achse liegt. Dann soll folgendes Integral berechnet werden:

- a@: - a—1
/Of(x)x . /Of(x)x dx.

Um den Integranden als Einschrankung oder Grenzwert einer holomorphen Funkti-
on f(z)-2¢" ! auffassen zu kénnen, mufl man zunichst einen geeigneten Logarithmus-
Zweig wahlen, und das ist nur auf einer aufgeschlitzten Ebene moglich. Der Trick
besteht darin, ausgerechnet

A(z) :=log,  auf C:=C*\R,

zu wihlen, so daf§ 2% = e**) igt.

Wir benutzen dann den wie folgt skizzierten Weg und lassen r — 0, R — oo und
e — 0 gehen.

4!

| b k V3

<
—> 0 <—

Fiir 0 < t < 27 ist A(re'!) = Inr + it. Daher gilt:

lim A(z +ie) = In(z)
e>0
und  lmA(z +ie) = In(z) 4 2mi.

e<0

Entsprechend ist

lim(z +ie)* = a°
=0

und  lim(z +ie)* = - e?mia,
P

e<0

Sind r und ¢ sehr klein, R sehr grof}, so liegen alle etwaigen Polstellen von f in
dem von 7y := v + ¥2 + v3 + 74 berandeten Gebiet G.

3.3 Satz. Ist liH(l) f(2)2z* =0 und lim f(z)z* =0, so existiert das Integral
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/0 f(z)z*tdr = 1_2—7;“1 : Z res, (f(2)z°71).

weC

BeEwEIs:  Sei [, ::/ f(2)2*dz.
g
a) Es ist

L] < 27R-sup|f(z)z"""|

12l
= 2m-sup|f(2)z'] — 0 (fir R — o0).
12|

b) Weiter ist

L] < 2mr-sup|f(z)2*!
|4l

= 2m-sup|f(2)z*| — 0 (fur r — 0).

|74l

c) Schliefllich gilt:

hm f aldz—/ f(x)z* tdx

und

hm f( P le— / f 79 1 27r|a l)dl’

also strebt I; + I3 bei festem r und R fiir e — 0 gegen

(1 — e*miay. /er(x)x“_l dx.

Ist dabei r geniigend klein und R geniigend grof3, so nimmt Iy + Iy + I3 + I, den
festen Wert 2i - Z res, (f(2)z*') an.

weC
Lafit man jetzt r — 0 und R — oo streben, so erhélt man die Existenz des Integrals
/ f(x)z* ' dr und die Giiltigkeit der gewiinschten Gleichung. n
0
p(2)

3.4 Zusatz. Ist f(z) = ) mit grad(q) > grad(p) und 0 < Re(a) < 1, so sind
q(z

die Voraussetzungen des obigen Satzes erfiillt.

BEWEIS: Sei z = ret € Cund a = a + i mit 0 < a < 1. Dann ist

20— ealnr—ﬂt . 6|(ﬂlnr+at)7
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also
|Za| — o, e—ﬂt — |Z|a i e—ﬁarg(z) < |Z|a . 6\[3|27r.

Da f nach Voraussetzung im Nullpunkt keine Singularitéit besitzt, folgt:

f(2)2%] S [f ()] - 2@ 2@l — 0 (fiir 2 — 0).

C
Andererseits gibt es ein C' > 0, so daf fiir grofie z gilt: | f(2)]| < B DaRe(a)—1 <0

ist, bedeutet das:

1£(2)2%] < C - |z|fe@-1. 2rm@l 0 (fiir 2 — 00).

Da e~ ™ — ™ = —9jsin(ra) ist, gilt:
2mi 2rie e me e
1— 627ria 6—7ria _ e7ria SiIl(T('CL) :

3.5 Folgerung. Sei f(z) = ]% eine rationale Funktion ohne Polstellen in R,
q(z

grad(q) > grad(p) und a € C mit 0 < Re(a) < 1. Dann ist

—Tia

/00 f(z)z* tdr = B Z res, (f(2)z"1).
0 sin(ma) o

Beispiel.

a—1

Berechnet werden soll das Integral I := / T dr,mita e R, 0<a< 1.
0

z+1

1
Hier ist f(z) = ——, mit z = —1 als einziger Polstelle. Es ist
z

+1
l“eS_l(f(Z)Za_l) — liml Za—l — (_1)11—1 — (ewi)a—l — _ewia7
also .
me e - T
[ — _ __pTiay
sin(ma) (=™) sin(ma)



