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Kapitel 2 Integration im Komplexen

§1 Der Satz von Goursat

Eine (komplexwertige) Funktion f auf einem Intervall [a, b] heifit stickweise stetig,
wenn es eine Zerlegung a = tog < t; < ... < t, = b gibt, so daf3 f auf jedem der
offenen Intervalle (¢;_1,t;) stetig ist und in den Punkten ¢; einseitige Grenzwerte
besitzt. f heiit stickweise stetig differenzierbar, wenn f auf [a, b] stetig und auf den
abgeschlossenen Teilintervallen einer geeigneten Zerlegung stetig differenzierbar ist.

Definition. Sei f : [a,b] — C eine stiickweise stetige komplexwertige Funktion.
Dann erklédrt man das Integral iiber f durch

/abf(t)dt = /abRef(t)dHi/abImf(t)dt

Die Zuordnung f +— fj f(t)dt ist C-linear, und das Integral einer reellwertigen
Funktion ist reell. Auflerdem gilt:

1.1 Satz.

1. Ist f stetig und F' eine (komplexwertige) Stammfunktion von f auf [a,b], so
15t

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).
2. Ist p : [a,b] — R stiickweise stetig differenzierbar, so ist
o(

b) b
dt = s (s) ds.
S / F(0(5)e'(5)

©(a

3. Ist (f,) eine Folge von stetigen Funktionen auf [a,b], die gleichmdfig gegen
eine Funktion f konvergiert, so ist

b b
/ ft)dt = lim [ f,(t)dt.

V—00

4. Es gilt die Abschdtzung

!/abf(t) dt| < /ablf(t)\dt.

BEWEIS: Wir beschréinken uns hier auf einen Beweis der letzten Aussage, die im
Komplexen nicht ganz selbstverstéindlich ist:
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b
Sei z := / f(t)dt =r-e* mit r > 0 und A\ = arg(z) (im Falle z = 0 ist nichts zu

zeigen). Dann ist e - 2z = r = \/ f(t)dt|, also

|/f dt|_Re(e—'A /f dt) /Re(e—“.f(t))dt

Da fiir eine komplexe Zahl w = u + iv stets Re(w) = u < vu? + v? ist und die
Integration iiber reellwertige Funktionen monoton ist, folgt:

[ swai= [ vt goyars [l gona= [isoa

Beispiele.
1
1. Sein € Z,n #0, f(t) := ™ und F(t) :== —e™. Dann ist F'(t) = f(t) und
in"
daher ,
. 1 . 1 . .
/ emt dt = -_emt — -_(emb o ema>.

a n a n

2. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C komplex differenzierbar und f’ stetig.

Ist av : [a,b] — C ein stetig differenzierbarer Weg, so ist auch foa : [a,b] — C
ein stetig differenzierbarer Weg, und weil f; = 0 und f, = f’ ist, folgt:

(foa)(t)=falt) )+ f(a(t)) - /(t) = f/(alt) o (t),
also

/ f(alt)a (1) dt = / (foa)(t)dt = f(a(b) — f(ala)).

Man beachte, dafl der Strich hier einmal die komplexe und einmal die reelle
Ableitung bezeichnet.

Wir haben den reellen Differentialquotienten einfach ins Komplexe iibertragen:

f'(20) = Z—J;(zo) g 1) = F(R0)

Z—20 Z — 2,’0

Jetzt wollen wir versuchen, nach dem Muster der reellen Analysis auch komplexe

Integrale
q
JRCLE
p

einzufiihren. Aber wie sollen wir das tun? Im Reellen muf§ der Integrand in allen
Punkten zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt definiert und in irgend einem
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Sinne integrierbar sein. Im Komplexen gibt es keine Intervalle, bestenfalls die Ver-
bindungsstrecke. Ist aber etwa f eine stetige Funktion auf einem Gebiet G und
sind p, ¢ Punkte aus G, so braucht die Verbindungsstrecke nicht komplett zu G zu
gehoren.

Dafl G ein Gebiet ist, sichert aber auf jeden Fall die Existenz eines stetigen Verbin-
dungsweges von p nach ¢ innerhalb von GG. Wir kénnen versuchen, die Funktion f
entlang eines solchen Weges zu integrieren. Leider erhalten wir dann eine zusétzli-
che Abhéngigkeit vom Integrationsweg. Welche Konsequenzen das hat, werden wir
untersuchen miissen.

Wir fithren noch folgende Sprachregelung ein: Ein Integrationsweg in einem Gebiet
G C C ist ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg « : [a,b] — G.

Definition. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige komplexwertige
Funktion und « : [a,b] — G ein Integrationsweg. Dann wird das kompleze Kurven-
integral von f iiber o definiert durch

/af(z) dz = /abf(a(t))-o/(t) &t

Zwei Integrationswege « : [a,b] — C und 3 : [¢,d] — C heilen dquivalent, wenn es
eine stiickweise stetig differenzierbare, surjektive und streng monoton wachsende
Funktion ¢ : [¢,d] — a,b] gibt, so dal a o p = [ ist. Man nennt ¢ dann eine

Parametertransformation. Aquivalente Wege haben gleiche Spuren, und es gilt:
b
/f(z) iz — / Foa(t)a(t) dt
(63 ad
= [ Fealel)a (w6 () ds
"
= [ felacolae (s ds

_ /a REL

Das komplexe Kurvenintegral von f iiber einen Integrationsweg « héngt also nur
von der Aquivalenzklasse von a ab. Wir fiihren hier aber kein neues Symbol ein.
Ublicherweise versteht man unter einem Integrationsweg o stillschweigend schon
seine Aquivalenzklasse. Mit |a| wird die Spur des Weges bezeichnet, d.h., die Bild-
menge «([a,b]) .

Man kann das komplexe Kurvenintegral einer stetigen Funktion f iiber o natiirlich
schon dann bilden, wenn f nur auf |a| definiert ist.

1.2 Satz. Das komplexe Kurvenintegral hat folgende Figenschaften:

1. Fiir stetige Funktionen fi, fo und Konstanten ci,cy € C ist
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A(01f1+02f2 dz =c; - /f1 Ydz + ¢y - /f2

2. Es qult die ,Standardabschdtzung*:

vf@MASL()mMU(H

€lal

wobei L(« / |/ (t)] dt die Liange von « ist.

3. Sind [ und f, stetige Funktionen auf |a| und konvergiert (f,) auf |
gleichmdf$ig gegen f, so ist

/Qf( )d = lim [ ()5

V—00

BEWEIS: Die Linearitét ist trivial, wir beginnen gleich mit der zweiten Aussage.

Es is
t [ 1@ =1 [ se@awa < [Isem

Setzt man M := max|f(z)|, so ist

z€|a

/|f |dt<M/\a \dt = M- L(a).

u (3): Da « stiickweise stetig differenzierbar ist, gibt es eine Konstante C' > 0, so
daB |o/(t)| < C auf [a, b] ist. Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein vy, so dafl
gilt:

1fu(2) — f(2)| < % fir v > 1y und z € |af.

Also ist

|[fo(a(®)a!(t) = fla(t)' ()] = [fu(alt) = fla®)] - [/ ()] <e

fir v > vy und t € [a,b]. Das bedeutet, daB ((f, o ) - /) gleichméBig auf [a, b]
gegen (f o a) - o konvergiert, und Satz 1.1 liefert die Behauptung. "

1.3 Satz. Ist f: G — C komplex differenzierbar, f' stetig und « : [a,b] — G ein
Integrationsweg, so ist

t/f@wmszw»—fmm»

BEWwWEIs: Wir haben diese Aussage schon in Beispiel 2 nach Satz 1.1 bewiesen. m
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Beispiele.

1. Sei zp # 0 und «(t) :=t- 2z (fir 0 <t < 1) die Verbindungsstrecke von 0 und

zp. Weiter sei f(z) := z". Dann ist

Af(z)dz - /Olf(t-zo)-zodt

1
= zg+1~/ " dt
0

1
— n+1
Dieses Ergebnis kann man auch auf anderem Wege erhalten. Setzt man
1
F(z):= - 1Z"+1, so ist F'(z) = f(z) und daher

/ f(2)dz = F(a(1)) — F(a(0)).

cat) == zg+r-et (fiir 0 < ¢ < 27) ist die {ibliche Parametrisierung der Kreis-

linie 0D, (2p). Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, benutzen
wir immer diese Parametrisierung.

Ein fundamentaler Baustein der Funktionentheorie ist folgende For-
mel:

2ri fuirn = —1
0 sonst.

aDT(ZO) «

. 1 T it it
Es ist dz = —e "t rie dt
02— 20 o T

27
= i~/ dt = 2mi,
0

2m
und fiir n # —1 ist /(z —29)"dz = / (re™)™ - rie't dt
0

_ ’f’n—Hi / ei(n-i—l)t dt
0

BEWEIS:
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Wir wollen nun den Begriff des Weges noch etwas verallgemeinern:

Sei G C C ein Gebiet. Unter einer 1-Kette in G versteht man eine Abbildung I'
von der Menge aller Integrationswege (oder genauer: aller Aquivalenzklassen von
Integrationswegen) in G nach Z, die nur endlich oft einen Wert # 0 annimmt. Mit
K, (G) sei die Menge aller 1-Ketten in G bezeichnet.

Ist I' € K1(G), so gibt es Wege vy, ..., an und Zahlen ny, ..., ny € Z, so daf gilt:

n; falls o = o
I'(a) _{ 0 sonst.

N
Man schreibt dann formal auch I' = Z n; Q.

i=1
Die Menge |I'| := U |a;| nennt man die Spur von I'.
Ketten kénnen komponentenweise addiert und mit ganzen Zahlen multipliziert wer-
den:

T+ (a) = T(a)+T(a),
n-I)(a) = n-T'(a).
Dadurch wird K;(G) zu einer abelschen Gruppe. Man nennt K;(G) die ,,von allen
Integrationswegen erzeugte freie abelsche Gruppe*.

Jeder einzelne Integrationsweg a kann vermoge

1 fallsa=p

0 sonst

a(3) = {

als Kette aufgefafit werden. Auch hier ist zu beachten, dafl dquivalente Wege als
gleich aufgefaf3t werden.

N

Definition. Sei G C C ein Gebiet, I' = Zniai eine Kettein G und f: G — C
i=1

stetig. Dann definiert man:

/Ff(z) 0 ::ilni /aif(z) iz,

Ist « : [a,b] — C ein Integrationsweg, so durchlauft
a (t):=ala+b—1t) (fir a <t <)

die selbe Kurve wie a, nur in umgekehrter Richtung. Da die Transformation ¢(t) :=
a + b — t nicht streng monoton wachsend ist, sind o und o~ nicht dquivalent. Es
gilt:
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[ e = [ faopo)ac v
— [ Foate)a(el)s ) d
— /bafoa(s)o/(s)ds

_ /a () de.

Sind « : [a,b] — C und 3 : [¢,d] — C zwei Integrationswege mit «(b) = [(c), so
durchlduft der auf [a, b+ d — ¢| definierte Weg

o a(t) fira<t<b
(axB)(t) '_{ Bt—b+c) firb<t<b+d-—c

die beiden Kurven |a| und || hintereinander. Es ist

b b+d—c
/ f(z)dz = / fla(®)d/(t) dt + / fBE—=b+e)p'(t—b+c)dt
axf3 a b
- / Fa@)a' @i+ | F(3()3(s) ds

_ /af(z)dw/ﬁf(z)dz.

Sei nun

Ni(B) :={T' € Ki(B) : /f(z) dz = 0 fiir alle stetigen Fktn. f : B — C}.
r

Dann ist N;(B) eine Untergruppe von K;(B). Offensichtlich liegen Ketten wie
a + o~ (fir beliebiges o) und o + 3 — a x § (falls der Endpunkt von a mit
dem Anfangspunkt von [ iibereinstimmt) in N;(B). Da solche Ketten fiir die
Integrationstheorie keine Rolle spielen, kann man statt K;(B) auch die Gruppe
K1(B) := K,(B)/N,(B) betrachten. In der Gruppe K;(B) der ,reduzierten Ket-
ten“ ist a” = —aund a*x 3 = a+ 3. So bekommen die Ketten wenigstens zum Teil
eine anschauliche Bedeutung. Ist etwa « ein geschlossener Weg (d.h. a(a) = (b)),
so kann man sich unter n-a den n-mal hintereinander durchlaufenen Weg vorstellen.
Das Vorzeichen von n gibt dabei den Durchlaufungssinn an.

Wir werden nicht so formal vorgehen, sondern mit gewohnlichen Ketten arbeiten
und dabei solche als gleich ansehen, deren Klassen in der Gruppe der reduzierten
Ketten gleich wiren.

Beispiel.
Wir betrachten die Wege o, 3,7 : [0,1] — C mit
alt):=—=1+2t, p{t):=1+it und ~(t):=(—1+2t)+ it.
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141

Dann ist
1 1
u/,mz: /04+%y2ﬁ+/(k404ﬁ
a+p 0 0
= 2-(—t+1?) 1+i (t—itQ) :
a 0 _ 2 0
- z@4+¢ym-a—%)
= i+1
— 7
und

/zw :‘AY&+QLJQQ+Uﬁ

- (2+|)-(—t+%t2);
- (2+.)-(—1+1—%)
= —|—|—§.

Das komplexe Kurvenintegral iiber f(z) := Z hingt vom Integrationsweg ab!
Wir werden bald sehen, dafl das daran liegt, dafl f nicht holomorph ist.

Definition. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Eine Stammfunktion
von f ist eine holomorphe Funktion F': G — C mit F’' = f.

Bemerkung. Ist f: G — C stetig, so unterscheiden sich je zwei Stammfunktio-

nen von f hochstens um eine Konstante.

Definition. Sei G C C ein Gebiet. G heilit sternformig beziglich a € G, falls
mit jedem z € G auch die Verbindungsstrecke von a und z ganz in G liegt.
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Jedes konvexe Gebiet ist sternformig, aber die Umkehrung ist i.a. falsch. Sind G
und G5 konvex und ist a € G; N Gy, so ist G; U G beziiglich a sternformig.

Das ,Innere eines Dreiecks“ (die exakte Formulierung sei dem Leser iiberlassen)
nennen wir ein Dreiecksgebiet. Offensichtlich ist jedes Dreiecksgebiet konvex, und
der Rand ist stiickweise stetig differenzierbar. Nimmt man den Rand hinzu, so
spricht man von einem abgeschlossenen Dreieck.

1.4 Satz. Sei G C C ein beziiglich a € G sternformiges Gebiet, f : G — C
stetig. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. Es ist / f(z)dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, das a als
Eckpunkt hat.

BEWEIS:
(1) = (2): Triviall
(2) = (1):Fiir z € G sei F(z / f(¢)d¢, wobei a, : [0,1] — G die Verbin-

dungsstrecke von a und z bezeichnet.

Zu zeigen bleibt: F' ist auf G komplex
differenzierbar, und es ist F' = f.

Dazu betrachten wir einen Punkt zo €
G und wiéhlen eine offene Kreisschei-
be D um zj, die noch ganz in G ent-
halten ist. Fir z € D sei w,(t) =
20+ t-(z— z) die (in D enthaltene)
Verbindungsstrecke zwischen 2y und z.
Weiter sei o 1= .

Dann ist v := a4+ w, — a, ein geschlos-
sener Weg, und es gilt:

0=/7f<<>d<=/f dC+/f )dc - /f

= F(20) - /fzo+tz—zo)) (z — zo) dt
— F(z0) = F(2) + A(2) - (= — 2),

mit A(z / f(zo+1t(z—zp)) dt. Offensichtlich ist A(zg) = f(z0), und fiir z € D

ist
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AZ) - Azo)| = | / oo+ t(z — 20)) — f(z0)] dif

< pax|f(zo + Uz = 20)) = f(20)].

Da f stetig ist, folgt hieraus auch die Stetigkeit von A in zy. Damit ist alles bewie-
sen. .

1.5 Satz von Goursat. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe
Funktion und A C G ein abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt:

f(z)dz=0.
on

BEWEIS:  Wir schreiben A = A, Indem wir die Seiten von A halbieren, unter-
teilen wir A in 4 kongruente Teildreiecke Aﬁl), cees Afll).

4 4
Sei v = OAY. Dann ist / z)dz = / z)dz :/ z)dz,
EDILLY 1) kZ:j 1OV = [T

k=1
denn die Integrale {iber die Strecken im Innern des Dreiecks heben sich gegenseitig
auf, da sie jeweils doppelt mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten.
Also ist
] f(2)dz| <4 -max] f(z)dz|.
dA©) ko JoaM

Nun wé&hlt man unter den Dreiecken Agl), e ,AS) dasjenige aus, bei dem der
Betrag des Integrals am groBten ist, und nennt es A, Dann ist

| f(z)dz] <4 f(z)dz|.
DA0) PING

Wiederholt man diese Prozedur, so erhélt man eine Folge von Dreiecken
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A=AOSAD S AR 5

|| f(z)dz| <4™-| f(2)dz| und L(OA™) =27 . L(DA).
oA PING)

Da alle A® kompakt und nicht leer sind, enthilt ﬂ A™ ecinen Punkt z, (man
n>0

kann eine gegen 2, konvergente Folge konstruieren), und da der Durchmesser der

Dreiecke beliebig klein wird, kann es auch nur einen solchen Punkt geben.

Jetzt kommt der entscheidende Trick dieses Beweises! Wir nutzen die komplexe
Differenzierbarkeit von f in zy aus:

Es gibt eine in z; stetige Funktion A, so daf} gilt:

L. f(z) = f(z0) + (2 — 20) - (f'(20) + A(2)).
2. A(ZO> =0.

Die affin-lineare Funktion A(z) := f(20) + (z — 20) - f'(20) hat auf G eine Stamm-
funktion, namlich
f'(=0) »

AGe) o= 2222 4 (f(a) — 20 (20)) - =

Also ist / A(z) dz = 0 fur alle n. Daraus folgt:
oA)

[ @ = c-aae

OA(™)

< L(0AM). max(|z = z| - [A(2)])

< L(OA™)? . max(|A(2)|.
oA

Setzt man alles zusammen, so erhélt man:

[ fede < 4”-|/ f(2) d
OA OA ()

< 4" LOA™)? . max|A(z)|
oA ()

2 .
LOA)? - max|A(2)].

Fiir n — oo strebt die rechte Seite gegen 0. "
Der Satz von Goursat 1a8t sich noch ein wenig verschérfen.

1.6 Satz von Goursat in verschirfter Form. Sei G C C ein Gebiet, [ :
G — C stetig und bis auf endlich viele Punkte holomorph. Dann gilt fiir jedes
abgeschlossene Dreieck /N C G :
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f(z)dz=0.
on

BEwEIs:  Wir kénnen annehmen, dafl f iiberall bis auf einen einzigen Ausnah-
mepunkt zy holomorph ist. Nun unterscheiden wir mehrere Félle:

1. Fall: z, ist Eckpunkt von A.

Dann zerlegen wir A folgendermaflen in drei Teildreiecke:

Aus dem gewohnlichen Satz von Goursat folgt, daf (2)dz = f(z)dz=0
GY on
ist, also ’

fR)dz= [ f(z)dz
an GV

unabhéngig davon, wie z; und z; gewéhlt werden. Dann ist
|| f(z)dz] < L(OAL) - sup|f(2)],
on A

und die rechte Seite strebt gegen Null, wenn z; und 2] gegen z, wandern.

2. Fall: zj liegt auf einer Seite von A, ist aber kein Eckpunkt. Dann zerlegt man
A in zwei Teildreiecke, auf die beide jeweils der erste Fall anwendbar ist:
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Liegt zy auflerhalb A, so ist iiberhaupt nichts zu zeigen. .

1.7 Satz. Sei G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf
endlich viele Punkte holomorph. Dann besitzt f auf G eine Stammfunktion.

BEWEIS: Sei G sternformig beziiglich a € G. Nach dem verschirften Satz von
Goursat ist / f(2)dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, insbesondere

O0A
also fiir jedes Dreieck, das a als Eckpunkt hat. Aber dann besitzt f eine Stamm-
funktion. .

Hinwels: Wir haben im Beweis nicht direkt die Holomorphie von f benutzt, son-
dern nur die Tatsache, dal das Integral iiber f und den Rand eines abgeschlossenen
Dreiecks in GG verschwindet!

Nun folgt:

1.8 Cauchyscher Integralsatz. Se: G C C ein sternformiges Gebiet, f : G —
C stetig und bis auf endlich viele Punkte holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlos-
senen Integrationsweq o in G :

/a f(2)dz = 0.

BEWEIS:  f besitzt eine Stammfunktion, und daraus folgt die Behauptung. "

Es folgt eine erste Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes:

Sei R > 0 und f : Dgr(z9) — C holomorph
auferhalb des Punktes z; € Dg(2), 21 # 0.
Wir wihlen ein » mit 0 < r < R und ein
e > 0, so daBB noch D.(z1) C D,(z) ist.

R

Behauptung:/ f(2) dz:/ f(z)dz.
0Dy (20) 0D (z1)

Zum BEWEIS zeigen wir, daf} die Differenz der Integrale verschwindet. Dazu fas-
sen wir die ,Differenz“ der Kreislinien als Kette von Wegen auf. Und diese Kette
schreiben wir wiederum als Summe zweier geschlossener Wege, auf die sich jeweils
der Cauchysche Integralsatz anwenden 1af3t:
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Bezeichnen wir die beiden Verbindungsstrecken vom kleinen inneren Kreis zum
grofien dufleren Kreis (von oben nach unten orientiert) mit o und 7 und die positiv
orientierten Teil-Kreislinien mit aq, as und 3y, B2, so gilt:

(Br+o—ar+7)+(Be—T—az—0)= (01 + F2) — (a1 + aa).

Die beiden geschlossenen Wege auf der linken Seite der Gleichung verlaufen je-
weils in einem sternformigen Gebiet, in dem f holomorph ist. Nach Cauchy ist das
Integral iiber diese Wege = 0, und daraus folgt auch schon die Behauptung. "

C* = C\ {0} ist ein Gebiet, aber nicht sternformig. Tatséchlich ist der Cauchysche
Integralsatz nicht anwendbar, es ist z.B.

1
/ —dz =2mi # 0.
D1 (0)

Setzen wir aber R_ := {# € R | z < 0}, so ist die ,geschlitzte Ebene“ G’ :=

1
C* \ R_ sternformig (etwa bzgl. a = 1). Also gibt es auf G’ fur f(z) = 2 eine
Stammfunktion: - 4
F(z):= —.
(2) 7

Das Integral kann dabei iiber jeden Weg zwischen 1 und z erstreckt werden, der ganz
in G’ verlauft, also z.B. iiber die Verbindungsstrecke. Der Cauchysche Integralsatz
sagt, dafl das Ergebnis nicht vom Weg abhéngt.

1
Die Funktion F(z) ist holomorph, es ist F(1) = 0 und F'(z) = —. Diese Eigen-
z

schaften kennen wir schon (im Reellen) vom natiirlichen Logarithmus. Also stellt
sich die Frage, ob wir hier auch im Komplexen die Umkehrfunktion zur Expo-
nentialfunktion gefunden haben. Leider ist das nur bedingt richtig. Zumindest gilt
aber:

Behauptung: exp(F(z)) = z.

BEwEIS: Mit einem kleinen Trick geht es ganz einfach:
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Sei g(z) := z - exp(—F(z)). Dann ist g holomorph und
g'(2) = exp(=F(2)) + 2+ (=F'(2)) - exp(—=F(2)) = exp(—F(z)) — exp(—F(z)) = 0.

Also ist g lokal-konstant, und da der Definitionsbereich G’ ein Gebiet ist, ist g sogar
konstant: g(z) = c¢. Es folgt:

c-exp(F(z)) = =

Setzen wir speziell z = 1 ein, so erhalten wir 1 = ¢ - exp(F(1)) = ¢-exp(0) = c.
Also ist exp(F(2)) = 2. n

Das rechtfertigt schon einmal die

Definition.

log(z) :== / % (fiir z€ C*\R_) heifit Logarithmusfunktion.
1

Damit log(z) die Umkehrabbildung zu exp(z) sein kann, mufl exp zunéchst einmal
bijektiv sein. Wir wissen aber, daf§ exp periodisch ist (mit Periode 27i) und daher
gar nicht bijektiv sein kann! Also untersuchen wir die Exponentialfunktion etwas
genauer:

1.9 Satz. Seia € R beliebig. Dann ist
exp:{z€C|la<Im(z) <a+2r} —C"
bijektiv.
BEWEIS: Sei S, der durch
Se:={2€Cla<Im(z) <a+2r}

gegebene Streifen.

Im(z)
a+ 2w exXp R, e’
Sa
a
Re(z2)

1) Injektivitét:
Esist exp(z) =1 <= 2z =2min,n € Z.
Also gilt:
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exp(z) = exp(w) = exp(z—w)=1
— zZz=w+2min
—> z und w nicht beide im gleichen Streifen .S,.

2) Surjektivitét:
Sei w =re't € C*, alsor > 0,0 <t < 2.
Wir setzen z := In(r) + it. Dann ist exp(z) = ™M+ = . et = .

Liegt z nicht im Streifen S,, so kann man ein k£ € Z finden, so da} z* := z + 27ik
in S, liegt. Dann ist exp(z*) = exp(z) = w. ]

Definition. ]
log,) := (exp 2 )7 Cr\Rye — S,

a

heifit der durch a bestimmte Logarithmuszweig.

1.10 Satz. Ist z =r-e", mit a <t < a+ 2w, so ist logy,(2) definiert, und es
gilt

log(,)(2) = In(r) + it.
Insbesondere ist log(z) = log(_(2), falls arg(z) # 7 ist.

BEWEIS: Durch re'® — In(r) + it wird eine Umkehrfunktion zu exp 5 gegeben,

wenn das Argument ¢ zwischen a und a + 27 lauft.
Esist arg(z) #7 < z=r-e® mitr > 0 und —7 < t; < 7. Aber dann ist

d
z € C*\R_ und log(z) = / ?C, wobei es egal ist, iiber welchen Weg in C*\ R_

1
man integriert. Ist etwa ¢y > 0, so kdnnen wir den Weg v := a + ( wéhlen, mit

a(s) := s fiir s zwischen 1 und 7 und  B(t) := re' fiir ¢ zwischen 0 und .

Dann ist
d d
log(z) = /—C—F/—
B
B / ds /
= ) +ito = log_(2).
Der Fall ¢y < 0 wird analog behandelt. "

Man nennt log(z) auch den Hauptzweig des Logarithmus.

Wir kénnen noch eine weitere Beschreibung des Logarithmus geben. Aus der reellen
Analysis ist bekannt, dafl folgendes gilt:
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— (=" S
n(l+ x) ;n+1 ; - z",

bzw.  In(z) =) ﬂ(x — 1)~

n

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist = 1, also wird durch
©_(_1)n-1
ey
eine auf D;(1) definierte und holomorphe Funktion gegeben.
Behauptung: Fiir [z — 1| < 1ist L(z) = log(z).
BEweEeis: Im Konvergenzkreis ist
n—1

v = Yon Ty

oo

= Z(l — )"t

n=1
o)

= Y-y

n=0
1 1

1-(1—-2) =2
Also ist L(z) = log(z) + ¢, mit einer Konstanten c. Setzen wir z = 1 ein, so erhalten
wir ¢ = 0. n

Der Nullpunkt scheint ein uniiberwindliches Hindernis fiir den Logarithmus zu sein.
Aber was passiert dort genau?

Betrachten wir die beiden Wege
oy (t) =€’ und a_(t) :=e " fiir 0 <t < 7.

Sie starten beide bei 1, aber o, erreicht die negative reelle Achse von oben, a_
erreicht sie an der gleichen Stelle von unten. Nun gilt:

/ / dz / dz _oni
oD1(0) #

Das bedeutet: Die Funktionswerte von log(z) bei Annéiherung an den Punkt z = —1
von oben bzw. von unten unterscheiden sich um 27i. Dieser ,,Sprung® tritt entlang
der gesamten negativen Achse auf.

Allerdings passen die Werte von log_,)(z) bei Annéherung an die negative reelle
Achse von oben hervorragend mit den Werten von log, () bei Annéherung von
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unten zusammen. Durch Umrunden des Nullpunktes entgegen dem Uhrzeigersinn
gelangt man also von einem Zweig des Logarithmus zu einem anderen, genauer
von log,y zu log 449, Umrundet man dann den Nullpunkt ein weiteres Mal, so
landet man beim Zweig log o 4r) usw. Man nennt den Nullpunkt daher auch einen
Verzweigungspunkt fiir den Logarithmus.

Die Zweige 10g(_ . okr), k € Z, sind alle auf G' := C\ R_ definiert. Verschafft man
sich fiir jedes k ein Exemplar von G, und verheftet man jeweils G}, mit G, | entlang
der negativen reellen Achse und so, dafl die Logarithmuswerte aneinander passen,
so erhélt man eine wendeltreppenartige Fliche aus unendlich vielen Bléttern, eine
sogenannte Riemannsche Fldche, auf der der Logarithmus global definiert werden
konnte.

Wie lautet nun das Kochrezept zum Bestimmen des Logarithmus?

Ist eine komplexe Zahl z = r - e'* gegeben, mit 0 < t < 27, so wihle man ein
a € R, sodaBl a <t < a+ 27 ist. Wenn z nicht gerade auf der negativen reellen
Achse liegt, kann a = —7 oder a = 7 gewéhlt werden. In jedem Fall ist dann aber
w :=In(r) 4 it ein Element des Streifens S,, und exp(w) = z, also

log(,)(2) = In(r) + it.

Beispiele.

1. Sei z = 2i. Dann ist r = 2 und ¢t = 7. Also kann @ = —7 gewihlt werden,

und es ist log(2) = log_(2) = In(2) +i7.

2. Sei z = —2i. Dann ist wieder r = 2, aber diesmal ¢t = 37” Wir kénnen a =
wihlen und erhalten: log(,)(z) = In(2) + i3

Nun ist zugleich z = 2- e~ /21 also auch log _)(z) = In(2) — i§. Die beiden
verschiedenen Darstellungen entsprechen der allgemeinen Gleichung

1084 42n)(2) = log(y) (2) + 2i.

Da auch 0 < 37” < 2w gilt, hitten wir auch a = 0 wihlen kénnen. Das ergibt
aber nichts neues. Es ist log(z) = In(2) + i

Allgemein gilt fira <b<t<a+2r <b+2rund z =71 - €' :
log,)(2) = log(2) = In(r) + it.

Bisher haben wir Logarithmen nur auf geschlitzten Ebenen betrachtet. Das 148t
sich aber noch etwas verallgemeinern.

Definition. Sei G C C* ein Gebiet. Eine Logarithmusfunktion auf G ist eine
stetige Funktion [ : G — C mit expol(z) = 2.

1.11 Satz. Sei G C C* ein Gebiet.
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1. Je zwei Logarithmusfunktionen auf G unterscheiden sich um ein ganzzahliges
Vielfaches von 2i.

1
2. Jede Logarithmusfunktion | auf G ist holomorph, mit l'(z) = —
z
3. Sei 1 € G. Fine holomorphe Funktion | : G — C st genau dann eine Loga-
1
rithmusfunktion auf G, wenn l'(z) = = und (1) = 2wik ist, mit einer Zahl
z

keZ.

Bewels: 1) Sind /4,y zwei Logarithmusfunktionen auf G, so setze man [(2) :=
lo(2) — l1(2). Dann ist [ stetig auf G und exp(l(z)) = 1. Also gibt es ein k € Z, so
daB [(z) = 27ik ist.

2) Sei zg € G und wy := I(29). Dann ist zy = expol(zg) = exp(wy). Es gibt
eine Umgebung U = U(wy) C C und eine Umgebung W = W(zy) C G, so dafl
exp |y : U — W bijektiv ist und A := (exp|y)™' : W — C Einschrinkung eines
holomorphen Logarithmuszweiges, mit A(zp) = wo.

Sei V. = V(z9) C W so klein gewihlt, dal {(V) C U ist. Fiir z € V ist dann
A(z) = Aexpol(z)) = (Aoexp) ol(z) = I(2), also [ holomorph auf V. Weiter ist
1 = (expol)'(z) =exp(l(2)) - I'(z) = z - I'(2).

3) Ist 1 € G und [ eine Logarithmusfunktion auf G, so mu exp({(1)) = 1 sein,
1

also (1) = 2mik. Ist umgekehrt [ : G — C holomorph, I'(z) = = und (1) =
z

z

1

2mik, so ist [ eine Stammfunktion von f(z) := —, also F(z) := / f(¢Q)d¢ =
z 1

[(z) — (1) wohldefiniert und holomorph auf G. Wir wissen aber schon, da8 F' eine

Logarithmusfunktion ist, und daher gilt das auch fiir [. u

Uber die Existenz von Logarithmusfunktionen kénnen wir im Augenblick noch
nichts aussagen, was iiber die Existenz der schon behandelten Logarithmus-Zweige
hinausginge.

Jetzt kénnen wir auch beliebige Potenzen in C definieren.

Definition. Fiir komplexe Zahlen z und w mit z # 0 setzt man

w

2 = exp(w - log(z)).

Dabei kann der Exponent w beliebig gewihlt werden. z mufl im Definitionsbe-
reich des verwendeten Logarithmuszweiges liegen. Normalerweise benutzt man den
Hauptzweig, dann darf z nicht in R_ liegen.

Das ist eine seltsame Definition! Die Potenz z* wird im allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt sein, im schlimmsten Fall gibt es unendlich viele Werte. Betrachten wir
einige Beispiele:
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1. Was ist i'? Benutzen wir die Beziehung i = e'2 und den Hauptzweig des
Logarithmus, so folgt:

i = exp(i - log(_(€'7)) = exp(i - ig) = ¢ /2 = 0.207879 . ..

Es kommen aber noch unendlich viele andere Werte in Frage, némlich
e ™22k L c 7.

2. Die Wurzel aus einer komplexen Zahl z = re'® ist die Potenz

1
A2 = exp(§ -[log(_(2) + 27ik])

= exp(% [In(r) + it + 2wik])

_ exp(% In(r)) - exp(i(% + k)
- :t\/F-ei%,

je nachdem, ob k gerade oder ungerade ist. Das ist ein ganz verniinftiges
Ergebnis. Von den urspriinglich unendlich vielen Méglichkeiten bleiben nur
zwei iibrig.

3. Ahnlich ist es bei der n-ten Wurzel:
Zl/n — {1/77 ei%Jri%ﬂ
Sreen (G k=0,...,n—1.
wobei (, eine n-te Einheitswurzel bezeichnet.

In den bekannten Fillen kommt also auch Bekanntes heraus.
§2 Die Cauchyschen Integralformeln
Definition. Sei G C C ein Gebiet und B C G eine offene Teilmenge. Wir sagen,

B liegt relativ-kompakt in G (in Zeichen: B CC G'), wenn B beschrinkt und B C G
ist.

2.1 Die Cauchysche Integralformel. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C
holomorph, zy € G und r > 0, so daff D := D,(zy) CC G ist.

Dann gilt fir alle z € D :

1) = %/Cf%dc

BeEwEIs:  Wir kénnen ein € > 0 finden, so da8 auch noch D" := D, (z) C G ist.
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D/

Sei z € D beliebig vorgegeben. Da f in GG holomorph ist, gibt es eine in z stetige
Funktion A, auf G, so daf8 fiir alle ¢ € G gilt:

F(Q) = f(2) +A.(¢) - (C—2).

Dann ist

f(Q) = f(2)
A= . falls ( # 2
f'(2) falls ¢ = z.

Nachdem A, iiberall stetig und auflerhalb z sogar holomorph ist, konnen wir auf
der sternformigen Menge D’ den Cauchyschen Integralsatz auf A, und den ge-
schlossenen Weg 0D C D’ anwenden:

0 = /aDAxc)dc

(€) — f(=)
oD (—=z &

- [ [
:/8 1O ge — #(2) - 2mi.

pC—2z

Beim Beweis der Cauchyschen Integralformel ist nun ganz deutlich die komplexe
Differenzierbarkeit eingegangen. Dementsprechend hat der Satz Konsequenzen, die
weit iiber das hinausgehen, was man von einer reell differenzierbaren Abbildung
erwarten wiirde. Der ganze Paragraph ist diesen Konsequenzen gewidmet.

Beispiele.

62

dz berechnet werden. Indem man den

1. Es soll das Integral /
dD3(0) 22 + 2z

Nenner in Linearfaktoren zerlegt und eine Partialbruchzerlegung durchfiihrt,
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bringt man das Integral in die Form, die auf der rechten Seite der Cauchy-
schen Integralformel steht:

z 1 1
/ SR € dz = / |:2 — 2 :| . 62 dZ
dD3(0) 2% 4+ 2z 2D3(0) z zZ+ 2

1 z 1 #
_ ! / gl / _ g
2 Jops) 2 2 Jops0) 2 — (—2)

2. Sei C = D (3i). Dann liegt i im Innern von C, und —i nicht. Daher gilt:

/ dz 1 dz 1 dz
c22+1 2 foz—i 2 Joz4i
1
|
= .

Wir kommen jetzt zur wichtigsten Folgerung aus der Cauchyschen Integralformel.
Der sogenannte ,,Entwicklungssatz* ist hochst iiberraschend und 148t die holomor-
phen Funktionen in ganz neuem Licht erscheinen. Entdeckt wurde er von Taylor
und Cauchy beim Versuch, die Taylor-Entwicklung von komplex differenzierba-
ren Funktionen zu berechnen. Die Motivation erwuchs also aus der Idee, bekannte
Sachverhalte aus dem Reellen ins Komplexe zu iibertragen. Cauchys Integralformel
lieferte schliellich das passende Hilfsmittel.

2.2 Hilfssatz (Trick mit der geometrischen Reihe). Istr >0, |z| <r und

IC| =1, so ist
1 1 «—(z)"
c—z‘E',;@ '

Dabei konvergiert die Reihe im Innern des Kreises D,.(0) gleichmdfig.

BEWEIS: Bekanntlich ist

= Z w™ fiir alle komplexen Zahlen w mit |w| <
—w

1. Daher liegt es nahe, folgende Umfg;mung zu machen:

Da |z| < |(] ist, kann der zweite Faktor als Grenzwert einer geometrischen Reihe
geschrieben werden. "
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2.3 Entwicklungs-Lemma. Sei o : [a,b] — C ein Integrationsweg, f : |a| — C
stetig, zo € C\ || und R := dist(z, |a]).

Dann gibt es eine Potenzreihe p(z) = Zan(z — 20)", die im Innern von Dg(z)

n=0
absolut und gleichmdfig gegen die auf C\ |«| definierte Funktion

27r|/§—zdC

konvergiert. Die Koeffizienten a,, gentigen der Formel

_ Q)
apn = 2_7_“ awd@

Insbesondere ist F' holomorph auf C\ |«|.

BeEwEIS: Ist ¢ € |a| und z € Dg(2), so ist |z — 29| < |¢ — 2zo|. Wir kénnen den
Trick mit der geometrischen Reihe anwenden:

1 1

¢—=z (€ = 20) = (2 — 20)
1 1

C—Z’o'l—ﬂ

_ZO

oo n
D

¢— 2o ¢ — 20
n=

0

Da f auf der kompakten Menge || beschrinkt ist, etwa durch eine Zahl C' > 0, ist

C o n
|$.(z—zo)”| < B (’Z—RZO’) , fiir ¢ € [al,

und diese Reihe konvergiert fiir jedes feste z € Dg(2p).

Nach dem WeierstraB-Kriterium konvergiert dann (fiir festes z) die Reihe

f@zgfffo Z(E:iﬁ)n:i nH (z = 2)"

n=0 n=0

absolut und gleichméBig in ¢ auf |a|. Da die Partialsummen stetig in ¢ sind, kann
man Grenzwertbildung und Integration vertauschen (Satz 1.2) und erhélt:

i L= Z(zm/%%)'(z—z@)”.

Die Reihe konvergiert fiir jedes z € Dg(20).
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Wir setzen . 0)
% a (C - Zo)n+1 dC

Ay =

Dann konvergiert die Reihe Zan(z — 29)" absolut und gleichméBig im Innern

n=0
von Dg(z) gegen F(z). Da man diese Konstruktion in jedem Punkt zy € C\ |¢f
durchfithren kann, ist F' iiberall holomorph. "

Jetzt sind wir auf den folgenden Satz vorbereitet:

2.4 Entwicklungssatz von Cauchy. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C
holomorph und zy € G. Ist R > 0 der Radius der grifsten (offenen) Kreisscheibe
um 2o, die noch in G hineinpafit, so gibt es eine Potenzreihe

o0
= Zan(z — 20)",
n=0

die fir jedes r mit 0 < r < R auf D,(z) absolut und gleichmdiflig gegen f(z)
konvergiert. Auflerdem ist dann

_ L O
w=5s | C &

27i — Zg)n+1
9Dy (20)

wobei v mit 0 < r < R beliebig gewdhlt werden kann.

BEWEIS: Sei 0 <r < Rund a(t) := zp+re, 0 < ¢t < 27. Dann ist f auf |a] Stetig
und man kann das Entwicklungs-Lemma anwenden. Es gibt eine Potenzrelhe p

die im Innern von D,(zy) absolut und gleichméBig gegen F'(z / c

konvergiert. Die Koeffizienten der Reihe sind durch die Formel

P / SO g

27i (C — Zo)n+1
aDr(zo)
gegeben.
Nach der Cauchyschen Integralformel ist aber F/(2) = f(z), und es ist klar, da§ die
Koeffizienten a,, nicht von r abhé&ngen. u

2.5 Folgerung (Hohere Cauchysche Integralformeln). Sei G C C ein Ge-
biet und f : G — C holomorph. Dann ist f auf G beliebig oft komplex differenzier-
bar, und fir z € G und D,(z) CC G st

|
FO(2) = k_ / G i(g))_k:ﬂ d¢  fir k € Ny.

27
Dy (2)
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BeEwEIS:  Sei D := D,(z9) CC Dg(29) C G. Dann kann f in D in der Form

f(z) = Z an(z — 29)"

geschrieben werden. Also ist f in 2y beliebig oft differenzierbar, und es gilt:

k! f(©)

F®) () = klag = - _MY
271 Jop,(z) (¢ — 20)F !

dc.

Definition. Sei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f: G — C heifit in 2y € G in
eine Potenzreihe entwickelbar, wenn es ein r > 0 gibt, so da} D := D,(zy) CC G
ist und f auf D mit einer konvergenten Potenzreihe iibereinstimmt.

f heiBt auf G analytisch, wenn f in jedem Punkt von G in eine Potenzreihe entwik-
kelbar ist.

Analytische Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar! Man beachte
aber, dafl man i.a. nicht mit einer einzigen Potenzreihe auskommt.

2.6 Satz von Morera. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und

f(z)dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck /A C G. Dann ist f holomorph
N
auf G.
BEWEIS: f besitzt zumindest lokal stets eine (holomorphe) Stammfunktion F.
Aber F' ist beliebig oft komplex differenzierbar, und dann ist auch f = F’ holo-
morph. "

Fassen wir nun zusammen:

2.7 Theorem. Sei G C C ein Gebiet. Folgende Aussagen tiber eine Funktion
f:G — C sind dquivalent:

~

. f st reell differenzierbar und erfillt die Cauchyschen DGLn.

o

f ist komplex differenzierbar.

Co

. [ ist holomorph.

B

. [ st beliebig oft komplex differenzierbar.

R

f st analytisch.

D

. [ ist stetig und besitzt lokal immer eine Stammfunktion.
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7. f ist stetig, und es ist f(2)dz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck /\ in
BTN
G.

Wir haben eine erstaunliche Entdeckung gemacht. Eine einmal komplex differen-
zierbare Funktion ist automatisch schon beliebig oft komplex differenzierbar. Das
ist ein grofler Unterschied zur reellen Theorie!

Und wir sind noch lange nicht am Ende. Die holomorphen Funktionen weisen noch
viele andere bemerkenswerte Eigenschaften auf.

2.8 Satz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und auferhalb von zy € G
sogar holomorph. Dann ist f auf ganz G holomorph.

BEWEIS: Aus den Voraussetzungen folgt, dafl f lokal immer eine Stammfunktion
besitzt. .

2.9 Riemannscher Hebbarkeitssatz. Sei G C C ein Gebiet, zyp € G und f
auf G\ {z0} holomorph. Bleibt f in der Nihe von zy beschrinkt, so gibt es eine
holomorphe Funktion f auf G, die auf G\ {z0} mit f tbereinstimmdt.

BEWEIS:  Wir benutzen einen netten kleinen Trick:

Sei  F(z):= { f(2) -2 = 20) ik 27 2,

0 fiir z = 2.

Wegen der Beschrianktheit von f ist F' stetig in G. Aulerdem ist F' natiirlich
holomorph auf G\ {zp}. Beides zusammen ergibt, dal F' auf ganz G holomorph
ist.

Also gibt es eine Darstellung
F(z) = F(z) + A(2) - (2 — %),

mit einer in zj stetigen Funktion A. Da A(z) = f(z) aufierhalb von z, holomorph
ist, mufl A sogar auf ganz G holomorph sein. Wir koénnen f := A setzen. "
Von besonderer Bedeutung ist der folgende Satz:

2.10 Identititssatz. Sei G C C ein Gebiet (hier ist wichtig, dafi G zusam-
menhdngend ist!). Fir zwei holomorphe Funktionen f,g: G — C ist dquivalent:

1. f(z) = g(2) fir alle z € G.

2. f(z) = g(2) fir alle z aus einer Teilmenge M C G, die wenigstens einen
Haufungspunkt in G hat.

3. Es gibt einen Punkt zy € G, so daf f*)(z) = g™ (20) fiir alle k € Ny ist.
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BEwEIS: (1) = (2) ist trivial.

(2) = (3): Ist zy € G Haufungspunkt der Menge M C G, so gibt es eine Folge
(z,) in M, die gegen 2, konvergiert. Wegen der Stetigkeit ist

f(z0) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(20)-

Weiter ist
f/(Zo) — lim f(zn) B f(ZO> — lim g(zn) - g(ZO) _ g/(20)7
n—oo Zn T 20 n—oo Zn T 20
Uusw.

(3) = (1): Seih:=f—gund N :={z € G| h¥(z) = 0 fiir alle k € Np}.
Dann liegt zg in N, also ist N # @. Auflerdem ist N offen: Ist ndmlich wy € N, so
sind in der Potenzreihenentwicklung von h in wy alle Koeffizienten = 0, und das
bedeutet, dal h auf einer ganzen Umgebung von wy identisch verschwindet.

Andererseits ist auch G\ N offen, denn es gilt:

G\N = {ze G| 3IkeN, mit h¥(2) # 0}
= Uz e 1n®(z) # 0},

k
und das ist eine Vereinigung offener Mengen.

Die charakteristische Funktion von N ist demnach auf G eine lokal-konstante Funk-
tion, und da G ein Gebiet ist, muf sie konstant sein. Also ist G = N. .

Die Menge M, die im Satz vorkommt, kann z.B. eine kleine Umgebung U eines
Punktes zp € G sein. Der Identitétssatz sagt: eine holomorphe Funktion auf G
ist schon durch ihre Werte auf U festgelegt. Das zeigt eine gewisse Starrheit der
holomorphen Funktionen. Wackelt man im Lokalen an ihnen, so wackelt stets die
ganze Funktion mit!

2.11 Folgerung. Ist G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und nicht die
Nullfunktion, so ist {z € G | f(z) =0} in G abgeschlossen und diskret'in G.

Die Cauchysche Integralformel zeigt, dafi der Wert einer holomorphen Funktion in
einem Punkt durch die Werte auf einer Kreislinie um den Punkt herum festgelegt
sind. Noch deutlicher kénnen wir das durch die folgende Formel ausdriicken:

2.12 Mittelwerteigenschaft. Ist f holomorph auf dem Gebiet G, zy € G und
D, (z9) CC G, dann ist

2T
f(z0) = %/0 f(zo + re') dt.

'Eine Teilmenge D eines topologischen Raumes X heifit diskret in X, falls es zu jedem Punkt
x € D eine Umgebung U gibt, so dal U N D = {z} ist.
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Zum BEWEIS braucht man nur die Parametrisierung der Kreislinie in die Cauchy-
sche Integralformel einzusetzen.

2.13 Maximumprinzip. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph.
Besitzt |f| in G ein lokales Maximum, so ist f konstant.

BEwEIs:  Wenn |f| in zp € G ein Maximum besitzt, dann gibt es ein r > 0, so
daB | f(2)] < |f(z0)| fiir |z — 2zo] < r ist.

Aus der Mittelwerteigenschaft folgt fiir 0 < o < r:

FCl < 5 [ 1FGo+ 2]t < IfGo)l

Dann muf natiirlich iiberall sogar das Gleichheitszeichen stehen, und es folgt:

2
| 5ot eI~ 5o de =0
0
Da der Integrand iiberall < 0 und p < r beliebig ist, folgt:

|f(2)] = |f(20)] fiir |2 — 20| < 7.

Also ist | f| auf D,(zp) konstant, und nach dem Hilfssatz auch f selbst. Schlieflich
wenden wir den Identitdtssatz an und erhalten, dafl f auf ganz GG konstant sein
muf. n

Man kann das Maximumprinzip auch so formulieren:

Eine nicht-konstante holomorphe Funktion nimmt nirgendwo in ihrem Definitions-
bereich ein lokales Mazimum an (worunter stets ein Maximum von |f| zu verstehen
widre,).

2.14 Folgerung. Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig und
holomorph auf G, so nimmt |f| sein Maximum auf dem Rand von G an.

BeEwEIs:  Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge muf |f| irgendwo auf
G sein Maximum annehmen. Wegen des Maximumprinzips kann das nicht in G
liegen. Da bleibt nur der Rand. n

2.15 Minimumprinzip. Set G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und
ohne Nullstellen. Besitzt |f| in G ein lokales Minimum, so ist f konstant.

Der triviale BEWEIS sei dem Leser iiberlassen.
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2.16 Cauchysche Ungleichungen. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C ho-
lomorph, zy € G und v > 0 mit D,(z9) CC G. Dann gelten fir 0 < § < r und
z € D,_5(20) die Abschitzungen

r

PO S R S max (O,

0Dy (20)

BEwEIs: Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt:

k! f(Q)
FO(2) = o /8 e o dc.

Fiir ¢ € 0D, (zp) ist | — z| > d. Also ergibt die Standardabschétzung:

IO < LD, () - max | )

o BDT(zo)| (¢ — z)kt1 |

1
|. .
< Kreoy aglrego)lf( Q).

Das ist die gewiinschte Ungleichung. "

2.17 Folgerung.  Unter den obigen Voraussetzungen gibt es fir f eine auf D,.(z)
konvergente Potenzrethenentwicklung

oo
g an(z — 29)"

n=0
mat
0, < M,
r
wobei M(r) := 613&(12 |f(Q)] ist.
BEWEIS: Man setze 6 = r und z = zy im obigen Satz. "

2.18 Satz von Liouville. Ist f auf ganz C holomorph und beschrdnkt, so ist f
konstant.

BEWEIS:  Sei |f(z)| < C fiir alle z € C. f kann in eine auf ganz C konvergente
Potenzreihe entwickelt werden:

Aus den Cauchy-Ungleichungen folgt fiir ein beliebiges » > 0 und alle n > 1 :
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M(r)

Tn

¢

n’

|an| < <

<

LaBt man r gegen oo gehen, so erhdlt man: a,, = 0 fiir alle n > 1, also f(z) = ao
konstant. "

Wer das Wundern noch nicht verlernt hat, sollte an dieser Stelle einmal innehalten
und sich bewuft machen, wieviele erstaunliche Eigenschaften holomorpher Funk-
tionen wir in kurzer Zeit hergeleitet haben!

Definition. Eine ganze Funktion ist eine auf ganz C definierte holomorphe Funk-
tion.

Beispiele sind die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus, vor allem aber
die Polynome.

2.19 Fundamentalsatz der Algebra.

Jedes nicht konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

BEWEIS:  Wir machen die Annahme, es gebe ein Polynom p(z) vom Grad n > 1
ohne Nullstellen. Es sei p(2) = a,2" + a,_12" ' + -+ + a1z + ap mit a, # 0. Dann
ist

1
f(z) = ——
) p(2)
eine ganze Funktion, und fiir z # 0 ist
1
f(2) == —,
B= q(3)

mit dem Polynom q(w) := a, + a,_ 1w + - -+ + a;w™ ! + agw™. Da ¢(0) = a,, # 0
ist, ist

2—00 z—o0 Zh q(O)

Also ist f eine beschrinkte ganze Funktion und nach Liouville konstant, im Ge-
gensatz zur Annahme. "

2.20 Folgerung. Seip(z) = a,z"+---+a1z+ag ein Polynom vom Gradn > 1.
Dann gibt es eine Konstante ¢ und komplexe Zahlen zq, ..., z,, so daf

p(z)=clz—z1)(z—22) - ...- (2 — 2p)
fiir alle z € C ust.
Dabei ist ¢ = a,,, und die z; sind — bis auf die Reihenfolge — eindeutig bestimmd.
BEwEIs:  Wir fiithren Induktion nach n.

Im Falle n =1 ist
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p(Z) :a12’+ao=a1(z—z1), mit z; 1= _@_
ai

Ist n > 2, so besitzt p nach dem Fundamentalsatz eine Nullstelle z;, und dann gibt
es ein Polynom ¢ vom Grad n — 1, so daf gilt:
p(z) = (z = 21) - q(2).

Aber ¢(z) zerféllt nach Induktionsvoraussetzung in Linearfaktoren. n

2.21 Konvergenzsatz von Weierstrafl. Ist (f,) eine Folge von holomorphen
Funktionen auf einem Gebiet G, die auf G kompakt gegen eine Grenzfunktion f
konvergiert, so ist auch f holomorph, und fiir alle k € N konvergiert (ff,(Lk)) auf G
kompakt gegen f*).

BEwEIs: Die Grenzfunktion f ist auf jeden Fall stetig. Sei A ein abgeschlossenes
Dreieck in G. Dann konvergiert (f,,) auf 0A gleichméfig, und man kann den Satz
iiber die Vertauschbarkeit von Integration und Limesbildung anwenden:

f(2)dz = lim fn(z)dz = 0.
on

Also ist f nach dem Satz von Morera holomorph.

Sei zyp € G beliebig. Es geniigt zu zeigen, dafl es eine offene Umgebung U = U(z) C
G gibt, so daf ( fék)) auf U gleichmiBig gegen f*) konvergiert. Dazu sei r > 0 so
gewidhlt, daB8 D, (2) CC G ist, und dann U := D, /5(2) gesetzt.

Sei € > 0 vorgegeben. Fiir z € U und beliebiges n € N gilt:
[0(2) = fOR) = [(fa— HP ()

k!
< 2k+1 L. - )
< e a%ﬁfo)w Q)]
Da k fest ist, kann man ng so grof wahlen, dafl gilt:
ik
8g%§)|(fn = NI < o E
Aber dann ist [f¥)(2) — f®)(2)| < ¢ fiir z € U und n > ny. n

Zum Schluf} dieses Paragraphen wollen wir noch einmal auf die harmonischen Funk-
tionen eingehen.

Definition. Sei G C C ein Gebiet. Eine stetige Funktion f : G — C hat die
Mittelwerteigenschaft (kurz MWE), falls gilt:

Zu jedem z € G gibt es ein R > 0 mit Dg(0) CC G, so daB fiir alle r mit 0 <7 < R
gilt:
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2m
f(z) = %/0 f(z+re't)dt.

2.22 Satz.
1. Holomorphe Funktionen haben die MWE.
2. Mit f und g haben auch alle Linearkombinationen ¢, f + cog die MWE.
3. Mit f haben auch Re(f), Im(f) und f die MWE.

4. Harmonische Funktionen haben die MWE.

BEwEIS: 1) haben wir schon gezeigt.

2) folgt trivial aus der C-Linearitit des Integrals.

b T
3) Wegen / Ft)dt = / f(t)dt erfiillt mit f auch f die MWE, und daher auch
Re(f) = 3(f + f) und Im(f) = 5:(f — f).

4) Jede harmonische Funktion ist Realteil einer holomorphen Funktion. n

2.23 Satz. Sei f : G — R stetig. Auferdem habe f auf G die MWE. Dann

nimmt f sein globales Mazimum und Minimum auf OG an.

BEwWEIS:  Wir nehmen an, dafl f sein globales Maximum in a € G annimmt. Dann
ist c:= f(a) > f(2) fur z € G.

Sei D,(a) CC G und 0 < ¢ < r. Dann ist

f(CL) = % Oﬂf(a—i—g@it)dt
< LM r@a - f),
™ Jo

Es muf also iiberall das Gleichheitszeichen stehen. Das bedeutet:

0= / "(F(a) — fla+ o)) dr.

Da der Integrand > 0 ist, ist f auf D,(a) konstant. So folgt, da} M :={z € G :
f(2) = ¢} offen (und nicht leer) ist. AuBlerdem ist M natiirlich abgeschlossen, also
M = G. Damit ist f konstant. Im Falle eines Minimums schlieft man analog. =
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Definition. Sei z € C, R > 0 und 6 € R, sowie z # Re'’. Dann nennt man
R? — |2?
Pr(z,0) = ——————
(2 0) |Rei? — z|?
den Poisson-Kern.

Setzt man

F(z,0) = % (fiir = # ¢),

SO ist

(C+2)(¢— 5))
ReF(z,{) = Re (—
(=) 2P
<17 — |21
¢ ==
also Pg(z,0) = Re F(z, Re'?).
2.24 Satz. Sei D = Dg(0) und f holomorph auf einer offenen Umgebung U von

D. Dann ist
2w
f(2) S f(Re)Pg(2,0)db, fir alle z € D.

:270

BEWEIS:  Sei g eine beliebige holomorphe Funktion auf U. Dann ist
1

(9 i

2mi oD g —Z

1 / 9(Q)¢¢C  d¢
1 [ 0\ P2

_ L / _g(ReT)R"
2 J, R?>—z-Re ¢

Sei nun z € D fest gew#hlt und speziell g(w) = # Offensichtlich ist ¢
— Wz

holomorph auf einer Umgebung von D. Dann folgt:

f(Z) B B 1 /v27r g(ReiH)R2
R2 — |z|? =9(2) = o o R?—2z-Re 4,

9(z) =

also

27 ANRZ(R? — |42
) = 1/0 ( FRED)VRE(R” —|27)

o R? — z- Re—%)(R? — % - Re?)
1 [T f(RE)(R — =) o
2 J, |Rel? — z|?

1 2

= — f(Re®)Pgr(z,0)db.
2m J,
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1 2m
2.25 Folgerung. Fiir alle R > 0 und z € C ist 2—/ Pr(z,0)dd = 1.
T Jo

BEWEIS: Setze f(z) =1 in die obige Formel ein. .

2.26 Satz. Sei R >0, D = Dg(0) und u : 9D — R stetig. Dann gibt es eine
stetige Funktion uw auf D, so daf gilt:

1. W ist harmonisch in D.

2. a|3D =Uu.

1 2m )
Bewels:  Fir z € D sei v(z) = —/ u(Re'?)Pr(z,6) df. Dann setzen wir
T Jo

2
(z) = v(z) fir z € D,
e = u(z) fur z € dD.

1) Fir z € D ist

1 21

=
&
I

u(Re'®) Pr(z,0) db

27 Jo

= Re (% /O%U(Reig)F(z,Reig)dH)

= (o [ wOFG0 %)

Als Realteil einer (in z) holomorphen Funktion ist & harmonisch in D.

2) Es bleibt zu zeigen, dafl u stetig ist. Sei also zg € D und € > 0. Zur Verein-
fachung setzen wir R = 1 und nehmen an, dal zyp = €% mit 6, # 0, 27 ist. Wir
schreiben dann auch P an Stelle von Pkg.

Wir kénnen nun ein §p > 0 finden, so daf§ gilt:
1. J:= [0y — 269,00 + 250) C [0, 27].
2. Ju(¢) —u(zo)| < g/2 fiir ( =e und 0 € J.
Nunsei S:={z€ D : z=re’ mit Oy — 6 <t <0y + &}

e 20
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Es gibt ein ¢ > 0, so daB3 |[¢ — z| > cfiir z € Sund ¢ = € mit § € M := [0,27]\ J.
Fiir solche Punkte z und ( gilt dann:

u(z) —u(z) = % i 7r(u(eie) —u(z0))P(2,0)do
_ 4 (u(e'?) — u(z))P(z,0)do + L /M(u(eie) —u(z9))P(z,0)do

%J 2m

= ]1(2) + [2(2).
Dabei ist

1 i0
G < g [ ) = ulo)|PGe.0) o

1 2w

P(z,0)do

.%0

O™ N ™

Ist k := maxgp|u|, so gilt:

BG) < 5 [ (e + o) s

IA
[\
=

o

—

|
~

o

QL
D

272
k 2

< @(1—|Z|) 2
2k

= 2o

Nun wéhle man 6 > 0 so klein, dafl fiir z € D mit |z — 29| < 0 gilt: z € S und
1— |z <e-c?/(4k). Dann ist |I(2)| < /2 und [u(z) — U(z0)| < €. .

Bemerkung. Das Dirichlet’sche Problem fiir ein Gebiet G C C lautet:

Gibt es zu einer stetigen Funktion u : 0G — R eine auf G stetige und auf G
harmonische Funktion @ mit u|ge = u ?

Wir haben gezeigt, dafl das Dirichlet’sche Problem fiir eine Kreisscheibe immer
l6sbar ist.

2.27 Folgerung. FEine stetige Funktion f : G — R ist genau dann harmonisch,
wenn sie die MWE hat.

BEwEIS: Es ist nur noch eine Richtung zu zeigen. Die Funktion f : G — R sei
stetig und habe die MWE. Es sei zg € G und D = Dp(z) CC G. Dann gibt es eine
stetige Funktion @ auf D, die harmonisch auf D ist, so daB u|gp = f|op ist. Dann
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ist g := U — f stetig auf D und erfiillt auf D die MWE. Aufierdem ist g|sp = 0. Da
¢ sein Maximum und Minimum auf 0D annehmen mu8, ist g(z) = 0 auf ganz D.
Also ist f = u harmonisch auf D. Da z beliebig war, ist f iiberall harmonisch. =

Wir fassen noch einmal einige Figenschaften harmonischer Funktionen zusammen:

2.28 Satz. Sei G C C ein Gebiet und f : G — R harmonisch. Dann gilt:
1. f ist beliebig oft differenzierbar (und sogar reell-analytisch,).
2. Gibt es eine nicht-leere offene Teilmenge U C G mit fly =0, so ist f = 0.
3. Hat f in 2y € G ein lokales Mazximum oder Minimum, so ist f konstant.

4. Ist G beschrinkt und f auf G noch stetig, so nimmt f Maximum und Mini-
mum auf OG an.

BEWEIS: 1) ist trivial, da eine harmonische Funktion lokal Realteil einer holo-
morphen Funktion ist.

2)Sei N :={ze€ G| 3V =V(z) C Gmit fly = 0}. Dann ist N sicherlich eine
offene Teilmenge von G, und nach Voraussetzung ist N # &. Aber N ist auch
abgeschlossen in G :

Ist ndmlich zy € G ein Haufungspunkt von N, so gibt es eine Kreisscheibe D CcC G
um zo und eine holomorphe Funktion F' auf D, so daf§ f|p = Re(F) ist. Auf der
(nicht leeren) offenen Menge N N D verschwindet Re(F') identisch. Aber dann ist
F' dort rein imaginér, also konstant, und daher ist zy € V.

(3) und (4) folgen aus der MWE. .

Warnung: Aus (2) folgt, dafi die Nullstellenmenge einer nicht konstanten harmo-
nischen Funktion f keine inneren Punkte besitzt. Sie braucht deshalb noch nicht
diskret in G zu sein. So ist z.B. f(z) := Re(z) eine auf ganz C harmonische nicht
konstante Funktion, und {z € C | f(z) = 0} ist gerade die y-Achse.

§3 Die Umlaufszahl

3.1 Hilfssatz. Ist G C C ein Gebiet und « : [a,b] — G ein stetiger Weg, so gibt
es eine Zerlequng a =ty < t; < ... < t, = b und Kreisscheiben D1,..., D, C G,
so daf$ a([t;—1,t;]) in D; enthalten ist, firi=1,...,n.



80 KAPITEL 2 INTEGRATION IM KOMPLEXEN

Man nennt (Dy, Do, ..., D,,) eine Kreiskette lings .
BEWEIS:  Sei

t* :=sup{t € [a,b] : I Kreiskette langs ajq }.

Offensichtlich existiert t* mit a < t* <b.

Ist t* = b, so ist alles bewiesen. Andernfalls setzen wir z* := «(t*) und wéhlen
ein r > 0, so da} D := D,(z*) C G ist. AuBlerdem sei ¢ > 0 so gewihlt, daB
a([t*—e,t*+¢]) C D ist. Dann gibt es eine Zerlegung a = tg < t; < ... <t, =t*—¢
und Kreisscheiben Dy, ..., D, C G mit «([t;_1,t;]) C D;. Dann ist (D, ..., D,, D)
eine Kreiskette lings a4, fiir s := t* + . Wegen s > t* ist das ein Widerspruch.

3.2 Satz. Seia:[a,b] — C* ein stetiger Weg. Dann gibt es eine stetige Funktion
¢ :la,b] = R, so daff gilt:

alt) = |a(t)] - €Y, fir alle t € [a,b].

BEWEIS:

Es gibt eine Zerlegung a = tp < t; < ... < t, = b und eine dazu passende
Kreiskette (D, ..., D,) langs a. Auf jeder der Kreisscheiben D; gibt es eine Loga-
rithmusfunktion

li(z) = In|z| + iYy(2),

so dal ¢; 1= 0a : [t;_1,t;] — R stetig ist. Weil a(t) = exp ol;(a(t)) = |a(t)]-e¥it)
fir t;_1 <t <t; ist, gibt es Zahlen k; € Z, so daf§ gilt:

Spi—&—l(ti) = sz(tz) + 27'(‘]{,', fiir ¢ = 1, oo, — 1.

Jetzt kann man definieren:

(t) L gOl(t) fir to<t<ty
¥ T (pz(t) — 271'(]{?1 + -+ ki—l) fiir ¢ Z 2 und ti—l S t < tz

Offensichtlich ist ¢ stetig. .
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Fiir einen Weg « bezeichnen wir den Anfangs- bzw. Endpunkt von a mit z(«)
bzw. zg(a).

d
Wir wollen jetzt mit Hilfe von ¢ das Integral / ?C berechnen. Dabei verwenden

wir die Bezeichnungen von oben und setzen a; := afy, , ;). Dann ist

d¢ " [ d¢
S s
_ i(zim(m) ~li{alt: 1))

i=1
n

= >~ (mla(t)] ~ Wlaft )| + igi(t) — igiti))

i=1
= In|zp(a)| —In|za(a)| + (gon(tn) —1(t) — 2m(ky 4+ -+ + kn_l))
= Infzg(a)| = Infza(a)] + i(p(b) — ¢(a)).
Dabei mifit die GroBe p(b) —¢(a), welchen Winkel ein Punkt — vom Nullpunkt aus
gesehen — insgesamt zuriicklegt, wenn der Weg o durchlaufen wird.

Wenn « geschlossen ist, so ist zg(a) = za(a). AuBerdem stimmen dann ¢(a) und
©(b) beide bis auf die Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27 mit arg(z4(«))
tiberein. Es gibt also eine Zahl n(«), so dai ¢(b) — ¢(a) = n(«) - 27 ist. Daraus
folgt:

1 d¢

Definition. Sei a : [a,b] — C ein Integrationsweg und z ¢ |a|. Dann heifit

_ L [ _dC

die Umlaufszahl von a beziiglich z.

Wie im Falle z = 0 folgt: Ist a geschlossen, so ist n(«q, z) eine ganze Zahl.

Erinnern wir uns nun an den Begriff der Kette von Wegen: Eine 1-Kette in einem
Gebiet G ist eine formale Linearkombination

N
I' = E n; o
=1

von Wegen «; in G mit ganzzahligen Koeffizienten n;.

Analog versteht man unter einer 0-Kette in GG eine formale Linearkombination
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N
=1

von Punkten z; € G.

Ist nun K;(G) die Gruppe der 1-Ketten und Ky(G) die Gruppe der 0-Ketten, so
definiert man einen Homomorphismus

0: Ki(G) — Ky(G)
durch N v
a(z nioy) = Z ni(zp(og) — za(aw)).

Man spricht auch vom Rand-Homomorphismus.

Definition. Eine Kette I' in G heifit ein Zyklus, falls OI' = 0 ist.

3.3 Satz. Fin Element I' € K,(G) ist genau dann ein Zyklus, wenn jeder Punkt
von G gleich oft als Anfangs- und als Endpunkt irgendwelcher Wege von I' auftritt.
Dabei sind die Vielfachheiten zu beriicksichtigen.

N
BEwEIs: Sei ' = Z”io‘i’
=1

{z1,.. .z} =Hzalew) |i=1,..., N} U{2p(ay) | i=1,...,N}.

Dann ist
M
o' = Z n; — Z n; | 2k
k=1 \zp(ai)=z Alay)=2k
Also gilt:
ol'=0 <— Vk: Z n; = Z n;.
zp(ai)=2 za(aj)=2k
Das ist die Behauptung. "
Beispiele.

1. Ist « ein geschlossener Weg, so ist n - « fiir jedes n € Z ein Zyklus.
2. Der konstante Weg ist ein Zyklus.

3. Sind ay,...,ay irgendwelche Wege mit zg(a;) = za(aiy1) und zg(ay) =
za(aq), so ist aj + -+ + ay ein Zyklus.

4. Sind I'y, ..., T, Zyklen und a4, ..., a, ganze Zahlen, so ist auch a;I'y +--- +
a, I, ein Zyklus.
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3.4 Satz. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph. f besitzt genau dann
auf G eine Stammfunktion, wenn gilt:

/ f(2)dz=0  fir jeden Zyklus " in G.
r

BEwEIs: 1) Sei f = F' auf Gund I" = Zniai ein Zyklus in GG. Dann gilt:

=1

/F f(z)dz = fjn / ()

= an (zp(v)) — F(za(ay))]

= > F@)-| Y - > | =0

z€G zp(ai)==z za(aj)=z2

2) Ist umgekehrt das Kriterium erfiillt, so ist / f(2) dz = 0 fiir jeden geschlossenen

Weg a, und f besitzt eine Stammfunktion. ¢ "

Definition. Sei I = Z n;a; eine Kette in C und z ¢ |I'|. Dann heift
i=1

1
n(l2) =55 27 FC—Z 27TIZ azg—z

die Umlaufszahl von I' beziiglich z.

3.5 Satz.
1. n(T, z) hdngt stetig von z ab.
2. n(I'1 4+ Tq, 2) =n(ly, 2) + n(Dy, 2).
3. n(=T,z) = —n(T,2).

Der BEWEIS ist trivial.

3.6 Satz. Ist I' ein Zyklus und zy & |T'|, so ist n(I', zg) € Z.

N
BEWEIS: Seil = Z n;a;. Dann gilt fiir alle z € G -

i=1
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S o= Y a

ze(ai)==2 za(aj)=z2

0.B.d.A. sei zy = 0. Dann folgt:

F ZO E ng - Oéz,

Ist «; auf dem Intervall [a;, b;] definiert, so gibt es eine stetige Funktion
Pi - [aia bl] - Rv

so daf} gilt:
ai(t) = |ai(t)] - e

und
1

(0, 0) = 5 —(nlzp(a0)] = Ilzala)]) + o (1 (8) = (a0

Zunachst ist

2mi an (In|zg(aw)| — In|za(a)|) =

i=1

- %me. S o Y w| =0

z€|l| zp(ai)=z za(ag)=z2

Es gibt ganze Zahlen k;, so dafl ;(b;) — ¢i(a;) = arg(zp(;)) — arg(za()) + 27k;
ist. Daraus folgt:

N
1
an 0i(bi) — @i(ai)) = Dy Zni(arg(zE(ozi)) —arg(za(ay)) + 2mk;)
i=1
al 1
= Zniki+%2arg(z)- Z n; — Z n;
i=1 z€|a| ze(ai)=z za(oj)=2
N
i=1

Also ist

n(l, z) = ank € 7.
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Beispiel.

Durch y;(t) := 2o + re'* t € [0,27], wird der Kreis um zy mit Radius r
parametrisiert, und zwar so, dafl er k-mal durchlaufen wird. Nun ist

1 d 1 [ 1 . k[
z r-ik-e"‘“dtzQ—/ dt = k.
0

2mi oz —2  2mi Jy relt 7r

Das Integral mifit tatséchlich, wie oft der Punkt zy von v umlaufen wird.

Wir wollen jetzt Umlaufszahlen berechnen. Dazu sind weitere geometrische Be-
trachtungen erforderlich.

Definition. Sei B C C offen, zy € B. Dann heifit
Cp(z0) := {7z € B | 3 stetiger Weg von zy nach z in B.}

die Zusammenhangskomponente von zy in B.

3.7 Satz.
1. Cp(20) ist das grifite Teilgebiet von B, das zy enthdlt.
2. Je zwei Zusammenhangskomponenten in B sind entweder gleich oder disjunkt.
3. B ist (hochstens abzdhlbare) Vereinigung von Zusammenhangskomponenten.

4. Ist Z C B ein Gebiet, so liegt Z in einer Zusammenhangskomponente.

BEWwEIS: 1) Sei C' := Cg(z). Offensichtlich lassen sich je zwei Punkte von C
innerhalb von C' durch einen stetigen Weg in ' miteinander verbinden. Wir miissen
noch zeigen, dafi C' offen ist. Dazu sei z; € C. Es gibt dann eine Kreisscheibe D
mit z; € D C B, und jeder Punkt z € D kann innerhalb von D durch eine Strecke
mit z; verbunden werden. Daher liegt ganz D in C. Also ist C' ein Gebiet.

Ist andererseits G C B ein Gebiet mit 2y € G, so kann jeder Punkt z € G inner-
halb G (und damit auch innerhalb B) durch einen stetigen Weg mit z, verbunden
werden. Also liegt G in C.

2) Sei C7 = Cg(z1) und Cy = Cp(27). Gibt es einen Punkt zg € C} N Cy, so konnen
Punkte 2’ € C; und 2” € Cy durch einen iiber z, fithrenden Weg in B miteinander
verbunden werden. Also ist C; C Cy und Cy C .

3) Ist z € B, so liegt z in Cp(z). Wegen (2) wird B in paarweise disjunkte Zu-
sammenhangskomponenten zerlegt. Man spricht dann auch von den Zusammen-
hangskomponenten von B. In jeder solchen Komponente kann man einen Punkt
mit rationalen Koordinaten auswéhlen. Aber dann kann es auch nur héchstens
abzahlbar viele Komponenten geben.



86 KAPITEL 2 INTEGRATION IM KOMPLEXEN

4) Sei nun Z C B ein Gebiet. Ist Z leer, so ist nichts zu zeigen. Also kénnen wir
einen Punkt zy € Z auswéhlen. Dann ist Zy := Z N Cp(2) eine offene und nicht
leere Teilmenge von Z. Sind Cf, (s, ... die Zusammenhangskomponenten von B
und ist Cg(z9) = C1, so ist

¢ =JG
i=2
eine offene Teilmenge von B und 7' := ZN ' offen in Z. Da Z = ZyU Z' ist, muf
7' = @, also Zy = Z sein. Das bedeutet, dal Z in Cg(zy) enthalten ist. .

3.8 Satz. Sei ' ein Zyklus in C. Dann enthdlt C\ |T'| genau eine unbeschrdink-
te Zusammenhangskomponente. Die Umlaufszahl n(I, z) ist auf jeder Zusammen-
hangskomponente konstant und verschwindet auf der unbeschrinkten Komponente.

BeweEls:  Die Spur |I'| ist kompakt und daher in einer abgeschlossenen Kreisschei-
be Dg(0) enthalten. Die zusammenhéngende Menge U := C\ Dg(0) liegt in einer
(unbeschrénkten) Komponente, jede andere Komponente muf} in Dg(0) enthalten,

also beschrankt sein.

Da n(T', z) stetig ist, aber nur ganzzahlige Werte annimmt, mufl die Umlaufszahl
auf jeder Zusammenhangskomponente konstant sein.

Die Umlaufszahl auf der unbeschrinkten Komponente berechnen wir wie folgt: Fiir
1
la| > R+ 1 1ist f(z) := —— holomorph auf der sternférmigen Menge Dg,1(0),
z—a

besitzt dort also auch eine gtammfunktion. Dabher ist
1
n(l,a) = —/f(z)dz =0
27“ r

und sogar n(I'; z) = 0 auf der gesamten unbeschrankten Komponente. "

Wir werden nun ein Verfahren entwickeln, wie man zu einem geschlossenen Inte-
grationsweg « samtliche Umlaufszahlen n(a, z) bestimmt. Ohne Beweis benutzen
wir dabei die folgende geometrische Aussage:

3.9 Lemma. Sei « : [a,b] — C stiickweise stetig differenzierbar und injektiv,
a(ty) =0 fir ein ty € (a,b) und « in ty sogar differenzierbar. Auflerdem sei o/ (o)
reell und positiv. Dann gibt es ein € > 0, so daf fir alle 6 mit 0 < 6 < e gilt:

1. Ds(0) \ |o| besteht aus genau zwei Zusammenhangskomponenten.

2. Jeder Punkt aus Ds(0) N |c| ist Randpunkt von beiden Komponenten.

3. Ist € klein genug, so ist

(Ria’(to)) N D-(0) N |af = {0}.
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Ist zo = a(tg) und /(o) beliebig, so kann man durch eine Drehung des Koordi-
natensystems erreichen, dafl die Bedingungen des Lemmas erfiillt sind. Man kann
dann sogar erreichen, dafl o/(0) = 1 ist.

Sei Oy (zp,¢e) diejenige Zusammenhangskomponente von D.(z) \ |a/, in der die
Punkte zy + sia/(tp) mit s > 0 liegen, und C_(zo, ¢) die andere Komponente. Wir
sagen, die Punkte von C liegen ,links“ von «, und die Punkte von C_ liegen
srechts® von a. Auf diese Weise kénnen wir zumindest in reguldren Punkten von
a zwischen der rechten und der linken Seite von a unterscheiden.

3.10 Satz. Sei«: [a,b] — C ein stickweise stetig differenzierbarer geschlosse-
ner Weg, to € (a,b), zo := a(ty) und « in ty sogar differenzierbar, mit o/ (ty) # 0.
Es gebe eine Umgebung U = U(zy), so dafi a~'(z) fir jedes z € |a| N U nur ein
einziges FElement enthdlt.

Dann gibt es ein € > 0, so dafs gilt:
1. Dc(20) \ || besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten Cy und C_.
2. Jeder Punkt aus D.(z9) N || ist Randpunkt von Cy und C_.
3. C liegt links von o und C_ liegt rechts von «.
4. Ist z1 € C_ und zy € Cy, so ist n(a, z2) = n(a, 21) + 1.
BEWEIS: Nach Voraussetzung ist a in der Néhe von ¢ injektiv. Wir kénnen daher

e > 0 so wihlen, daf die Eigenschaften (1), (2) und (3) erfiillt sind. Sei D := D.(z).
Weiter seien t_ und ¢, so gewéhlt, daf} gilt:

1.t <tog<ty.
2. w_ = a(t-) und wy = a(t;) liegen auf 9D.
3. a(t)e D firt_ <t <t,.

Da w_ # w, ist, wird der Kreis 0D durch diese Punkte in zwei Kreisbogen x; und
Ko (links und rechts von «) unterteilt, so dafl 0D = k; + k4 ist. Schlieflich sei noch

/. A "no.__
o =g, a=0o|p 4, und o=,y

Dann ist 0C'y = ag + k1 und 0C_ = Ky — ay.

R1
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Sei wy = afa) = a(b), I' :== o’ — k1 + . Es ist w_ = zg(k1) = za(k2) und
w,y = zg(ke) = za(K1), und daher gilt:

Ol' = (w_ —wp) — (w- —wy) + (wy —wy) =0,

d.h. T ist ein Zyklus. Da |o| N D = |ap| und |ap| N o/ + | = {w_,w,} ist, ist
II'| N D = @. Also liegt D ganz in einer Zusammenhangskomponente von C \ |T'|,
und es ist n(T, z1) = n(T, 23).

Weiter gilt:
1. n(k1 + Ko, 2) =n(0D, z) =1 fiir jedes z € D.
2. Esist
n(ag + k1,21) =n(0C4,2z1) =0 und  n(ke — ap, 29) = n(0C_, z5) = 0.

Alles zusammen ergibt:

n(a, z2) —n(a,z1) = n(a +ag+a”, 20) —n(a +apg+ ", 21)
= n(l',2) + n(k1 + ao, 22) — n(T', 21) — n(k1 + ao, 21)
= n(k1 + Ko, 29) + n(ag — K2, 22) = 1.
Damit ist alles gezeigt. "

Die Moral von der Geschichte ist nun:

1. ,,Weit drauflen® ist auf jeden Fall n(a, z) = 0.

2. Uberquert man o (in einem glatten Punkt) so, daB a dabei von ,links*
kommt, dann erhoht sich die Umlaufszahl um 1. Kommt « von rechts, so
erniedrigt sie sich um 1.

Beispiel.

9 |
‘ 0
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Eine Folgerung ist:

3.11 Jordanscher Kurvensatz. Sei a ein einfach geschlossener Integrations-
weg. Dann qilt:

1. C\ |«| besteht aus genau zwei Zusammenhangskomponenten.
2. Jeder Punkt von |«| ist Randpunkt beider Komponenten.

3. Es st In(a, z)| = 1 auf der beschrinkten Komponente.

BEwEIS: Sei C\ |a| = CoUCLUCyU... die Zerlegung in Zusammenhangskom-
ponenten und dabei Cj die unbeschrinkte Komponente.

Weiter sei o auf [a,b] definiert und ¢ € [a,b] ein beliebiger Parameterwert. Dann
gibt es eine Umgebung U = U(a(t)), so daB U \ |a| in genau zwei Zusammen-
hangskomponenten zerfillt. Die liegen wiederum in gewissen Komponenten von
C\ |af. Es sei {p(t),q(t)} die Menge der Nummern der beiden Komponenten, sowie
®_(t) := min(p(t), ¢(t)) und ¢, (¢) := max(p(t), ¢(t)). Das ergibt zwei Funktionen
O P, : [a,b] — Z, die auf Grund ihrer Konstruktion lokal-konstant sind. Sie
miissen dann natiirlich sogar konstant sein.

Jede der Komponenten C; hat Randpunkte, die dann auf || liegen miissen. Sei etwa
a(ty) € 9Cy. Dann ist p(ty) = 0 oder ¢q(ty) = 0, also ®_(¢) = 0. Sucht man sich nun
ein t1, in dem « sogar differenzierbar ist, so dndert sich dort die Umlaufszahl beim
Wechsel auf die andere Seite von o um 1. Also ist &, (¢;) # 0. Da &, konstant ist,
gibt es neben Cj noch genau eine weitere (beschrinkte) Komponente in C \ |af,
und auf der muf n(«, z) = £1 sein. n

In Wirklichkeit handelt der Jordansche Kurvensatz von stetigen Kurven, und dann
ist er erheblich schwieriger zu beweisen. Fiir unsere Zwecke reicht aber die vorlie-
gende Version. Wir nennen einen einfach geschlossenen Integrationsweg eine Jor-
dankurve. Und die Jordankurve heif3t positiv orientiert, wenn die Umlaufszahl auf
der beschriankten Komponente = 1 ist. In dem Fall berandet die Kurve ein be-
schrinktes Gebiet, das immer links von der Kurve liegt.

Unter einem positiv be-
randeten Gebiet verste-
hen wir ein beschranktes
Gebiet G, das von end-
lich vielen Jordankurven
berandet wird und das
immer links von diesen
Kurven liegt. Es ist dann
n(0G,z) = 1 fiir jedes
z € (G.
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Ist G ein sternformiges Gebiet, f : G — C holomorph und « eine geschlossene
Kurve in G, so ist [ f(z)dz = 0. Das stimmt nicht mehr, wenn das Gebiet G
,Locher” hat und o um ein solches Loch herumléduft, etwa im Falle G = C* und
f(2) = 1/z. Wir koénnen diese Probleme vielleicht vermeiden, wenn wir dafiir sor-
gen, da n(q, z) = 0 ist, falls z in einem solchen Loch, also nicht in G liegt. Das
fithrt zu folgendem Begriff:

Definition. Sei B C C offen. Ein Zyklus I' in B heifit nullhomolog in B, falls
n(T', z) = 0 fir jeden Punkt z € C\ B ist.

Zwei Zyklen I'1, 'y in B heiflen homolog in B, falls ihre Differenz nullhomolog in
B ist.

Nun kann man den Cauchyschen Integralsatz in folgender Weise verallgemeinern:

3.12 Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz. Sei B C C offen, f: B — C
holomorph und I ein nullhomologer Zyklus in B. Dann gilt:

1. /Ff(z) dz = 0.

2. Ist z € B\ |I'| und k € Ny, so ist

) 19 =3 [ Ao

T omi —2)

BEWEIS: Der hier vorgestellte Beweis wurde von J.D.Dixon 1971 veroffentlicht.
1) Auf B x B wird folgende Funktion definiert:

flw) = flz)
gwz)=9 e TWTE
f'(z) fir w = 2.

Wir zeigen, dafl g stetig und bei festem w holomorph in z ist.

Die Stetigkeit von g in Punkten (w,z) mit w # z ist klar. Also untersuchen wir
Differenzen der Gestalt g(w, z) — g(z0, 20).

a) Ist w = z, so erhdlt man

9(w, 2) = g(20, 20) = f'(2) = ['(20),
und das strebt fiir z — 2y gegen Null.

b) Ist w # z, so ist

JO) = I gy = 2 /ﬁmo—fwMM-

w—z w—z

g(w7 z) - 9(207 20) =

In der Néhe von zp kann man das Integral iiber die Verbindungsstrecke von z und
w erstrecken und erhéalt:
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l9(w, 2) = g(20, 20)| < ?Ollﬁlf’(z +t(w —2)) = f'(20)].

Wegen der Stetigkeit von f’ strebt auch dieser Ausdruck fiir (w, z) — (20, 20) gegen
Null.

Bei festem w ist g(w, z) stetig und fiir z # w holomorph, also iiberhaupt holomorph.
2) Wir wollen zunéchst die Formel (2) im Falle k& = 0 beweisen.

Sei z € B\ |I'|. Es ist

o [ a0 = o [atc.ac

2mi Jp (— 2 T omi

Um also die verallgemeinerte Integralformel fiir £ = 0 zu beweisen, geniigt es zu

zeigen, daf / 9(¢,z)d¢ = 0 ist. Wir definieren daher hg : B — C durch
r

mwwzﬁma@@‘

Offensichtlich ist hg stetig, und wir zeigen mit Hilfe des Satzes von Morera, dafl hg
sogar holomorph ist:

Sei A ein abgeschlossenes Dreieck in B. Dann ist

/aAho(Z)dz:/aA/Fg(C,Z)dcdz:/F{/Mg(g’z)dz} ac.

Die Vertauschbarkeit der Integrale ist gegeben, weil g stetig auf B x B ist. Aber
weil g((, z) bei festem ¢ holomorph in z ist, verschwindet das innere Integral auf
der rechten Seite und damit auch das Gesamtintegral auf der linken Seite. hg ist
tatsédchlich holomorph auf B.

3) Der entscheidende Trick des Beweises kommt jetzt:

Sei By := {z € C\ |I'| | n(I", z) = 0}. Als Vereinigung von Zusammenhangskom-
ponenten ist By offen. Da T nullhomolog in B ist, liegt C\ B in By, und daher ist
BU By =C. Auf BN By gilt jedoch:

ho(z) :/Fg(TOde =: hi(2),

und h; ist auf C\ |I'| und damit insbesondere auf By holomorph.

ho 148t sich also mit Hilfe von h; zu einer ganzen Funktion h fortsetzen. Die Stan-
dardabschétzung zeigt sofort, dafl hy(z) fiir z — oo gegen Null strebt. Damit ist h
beschrankt und nach Liouville konstant. Aber diese Konstante muf} sogar = 0 sein.

4) Wir haben die Integralformel fiir den Fall £k = 0 bewiesen:
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n(l,2)- f(z) = %/rgf(—oz dc.

Die Falle k > 1 ergeben sich hieraus durch fortgesetztes Differenzieren. Den verall-
gemeinerten Cauchyschen Integralsatz erhélt man, indem man die Formel auf die
Funktion F'(z) := f(z)(z — 29) anwendet:

0= n(T, 2) - Flz) = — /F&dz:i./rf(z)dz.

o2 Ji 2 — 20 2mi

Damit ist alles gezeigt. "
Nun liegt es nahe, die folgenden Gebiete besonders auszuzeichnen:

Definition. Ein Gebiet G C C heifit einfach zusammenhdingend, falls jeder Zy-
klus in G nullhomolog in G ist.

3.13 Folgerung. Ist G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, so ist

/f(z) dz=0
r
fiir jede holomorphe Funktion f auf G und jeden Zyklus I' in G.

Sternformige Gebiete sind einfach zusammenhéngend. Aber wir werden bald sehen,
daB es auch noch andere Beispiele gibt.

3.14 Satz. Sei G C C ein Gebiet. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. G ist einfach zusammenhdngend.
2. /f(z) dz =0 fiir jeden Zyklus T' und jede holomorphe Funktion f in G.
r

3. Jede holomorphe Funktion auf G besitzt eine Stammfunktion.

4. Ist f : G — C holomorph und ohne Nullstellen, so gibt es eine holomorphe
Funktion q auf G mit expoq = f.

BEWEIS:
(1) = (2) : Das haben wir oben gerade gezeigt.

(2) = (3) : Das ist ein Satz, den wir schon bewiesen haben.
!

(3) = (4) : Nach Voraussetzung ist g := f? holomorph auf G und besitzt daher

/
eine Stammfunktion F. Nun sei h:= f-e~F. Dannist ¥’ = f-e ' —f. = .e ' =0,
f

also h konstant = c. Daraus folgt:
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f=c-ef, mit c#0, also c=¢".

Nun kann man q := vy + F setzen.

(4) = (1) : Sei I ein Zyklus in G und a € C\ G. Dann hat f(z) := z — a keine
Nullstelle in G und es gibt eine holomorphe Funktion ¢ mit f = exp og. Nun folgt:

!/
1
P& =) 1), abso () = £EL L
Daher ist
(T,a) 1/1d L [ yz)ydz=0
n\l,a)=-—— Z=— z)dz = 0.
Y= on Lz —a omi [ 1
Letzteres gilt, weil ¢’ holomorph ist und eine Stammfunktion besitzt. "

3.15 Folgerung. Ist G C C* ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, so gibt es
auf G eine Logarithmusfunktion.

BEWEIS:  f(z) = z ist auf G holomorph und ohne Nullstellen. Also gibt es eine
holomorphe Funktion [ mit exp(l(2)) = 2. ]

Wir haben noch immer nichts iiber die Existenz von einfach zusammenhéngenden
Gebieten herausgefunden, die nicht sternférmig sind. Das soll sich nun &dndern.
Zunéchst zeigen wir:

3.16 Satz. Sei B C C offen, K C B kompakt. Dann gibt es einen Zyklus I' in
B\ K, so daf gilt:

|1 firzeK,
n(l’,2) = { 0 firze C\ B.

BeEweEIs: Da K kompakt ist, gibt es endlich viele achsenparallele offene Quadrate
Py,..., Py CC B, die K iiberdecken. Dann sei

N N
K = U P,
i=1

Auch K ist kompakt, und es gilt: K C K C B.Es geniigt, einen in B nullhomologen
Zyklus T in B\ K zu konstruieren, so dai n(T", z) = 1 fiir z € K ist. Aber K besteht
schlimmstenfalls aus endlich vielen Wegkomponenten. Wir kénnen daher 0.B.d.A.
gleich annehmen, dafl K selbst nur aus endlich vielen Wegkomponenten besteht.

Betrachten wir zundchst den Fall, dafl K sogar wegzusammenhéngend ist. Es gibt
ein § > 0, so daB 20 < dist(K, 0B) ist. Wir wihlen nun einen Punkt a € K beliebig,
aber fest, und einen Punkt ag, so daf} gilt:

Re(ap) < Re(a) < Re(ap) +d und  Im(ag) < Im(a) < Im(ag) + 0.
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Weiter sei ay, ,,, 1= ag+nd +imd, fiir n,m € Z. So entsteht ein quadratisches Gitter
der Maschenbreite 6. Qnm) sei das (abgeschlossene) Quadrat, das a,, als linke
untere Ecke hat. Q) m) sei stets positiv orientiert.

dJ CZ x Z endlich, s.d. gilt: Q. N K # I <= 1€ J.

Wir setzen I' := Z 0Q),. Das ist ein Zyklus, und da es genau ein ¢y € J mit a € Q,,

eJ
gibt, folgt:

n(la) = Zn(@QL,a) =n(0Q,,,a) = 1.
eJ
4
Schreiben wir 0Q), = Z 0,., wobei die o, , die 4 Kanten darstellen, so gilt:
v=1
Ist |o,,| N K # @, so wird K von zwei nebeneinander liegenden Quadraten ge-
troffen, die o,, als gemeinsame Kante haben. Aber weil die Kante dann mit zwei

entgegengesetzten Orientierungen versehen ist, trégt sie nichts zur Spur von I" bei.
Also ist [I'| N K = @.

Ist Q, N K # @, so ist
sup{|z —w| : z € 0Q,, w € K} < /24,

d.h. fiir z € |I'] ist dist(z, K) < 2§ < dist(0B, K). Damit liegt |I'| in B.

Jetzt nutzen wir aus, da K zusammenhéngend ist. Dann muf n(I', z) ndmlich auf
K konstant = 1 sein. Und fiir z € C\ B und ¢ € J ist z € Q,, also n(9Q,, z) = 0.

Jetzt miissen wir noch den Fall untersuchen, dafl K aus mehreren Komponenten
besteht: K = K;U...UKy. Dann wahlen wir in jeder Komponente K; einen Punkt
a; und die Zahl § so klein, dafl jeder der Punkte a; im Innern eines der Quadrate
liegt. Der Beweis 148t sich dann ganz analog durchfiihren. "
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Jetzt folgt:

3.17 Satz. Ein Gebiet G C C ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn
gilt: Ist C\ G = A" U A" eine Zerlegung in zwei disjunkte nicht-leere in C abge-
schlossene Teilmengen, so kann keine der beiden kompakt sein.

BEWEIS: 1) Sei G einfach zusammenhéngend, C \ G = A’ U A” eine Zerlegung
in zwei disjunkte nicht-leere abgeschlossene Teilmengen. Wir nehmen an, A’ sei
kompalkt.

Die Menge B := G U A’ ist offen, denn C\ B = A” ist abgeschlossen. Also gibt es
einen Zyklus I' in B\ A’ = G mit

(T, 2) = 1 firze A
T 0 fir € C\ B.

Aber da G einfach zusammenhéngend ist, mufl jeder Zyklus in G nullhomolog in
G sein, also insbesondere n(I', z) = 0 fiir z € A" C C\ G. Das ist ein Widerspruch.

2) Ist G hingegen nicht einfach zusammenhéngend, so gibt es einen Zyklus I in G,
der dort nicht nullhomolog ist. Sei nun

A" = {zeC\G|n(l,z) #0}
und A" = {ze€C\G|n(,z) =0}

Nach Voraussetzung ist A" # @, und da nur auf den beschrankten Zusammen-
hangskomponenten von C \ |T'| die Umlaufszahl # 0 sein kann, ist A" beschrénkt.

Sei nun A € {A’, A”}. Eine Folge von Punkten a, € A, die in C konvergiert, mufl
auch schon in der abgeschlossenen Menge C \ G gegen ein ay konvergieren. Dann
kann aber ag nicht auf der Spur von I' liegen, und es gibt eine offene Umgebung
U = U(ap), so daB n(T", z) auf U konstant ist. Liegen also die a, alle in A" (bzw.
alle in A”), so mufl auch ag in A" (bzw. in A”) liegen. Also sind A’ und A” beide
abgeschlossen in C. Und oben haben wir gesehen, daf§i A" dann sogar kompakt sein
muf.

Soll dieser Fall nicht eintreten, so mufl G einfach zusammenhéngend sein. "

Nun sind wir endlich in der Lage, neue Beispiele von einfach zusammenhéangenden
Gebieten anzugeben.

Beispiel.

Sei a : [0,00) — C definiert durch «a(t) := t - e'’. Dann ist |a| eine bei
Null startende und nach oo strebene Spirale, die offensichtlich abgeschlossen,
zusammenhéngend und nicht kompakt ist. Also ist G := C\ |af ein in C*
enthaltenes einfach zusammenhéngendes Gebiet. Insbesondere gibt es auf G
eine Logarithmusfunktion.



