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Hinweise:

1. Tragen Sie als erstes oben Ihre personlichen Daten ein!

2. AuBler Schreibwerkzeug sind keine weiteren Hilfsmittel zugelassen.

3. Kontrollieren Sie Thre Klausur auf Vollstandigkeit. Es gibt 5 Aufgaben.

4. Schreiben Sie leserlich und geben Sie einen nachvollziehbaren Losungsweg

an. Begriinden Sie immer Thre Antworten.

5. Schreiben Sie nicht mit Bleistift und nicht mit Rot.

6. Die Klausur ist mit 30 Punkten bestanden.




Name: Matr.-Nr.:

1) a)SeiU C C offen, zp € U und f : U — C reell differenzierbar. Geben
Sie ein Kriterium dafiir an, dass f in dieser Situation in 2, sogar komplex dif-
ferenzierbar ist. Was muss erfiillt sein, damit man f in 2y ,,holomorph® nennen

darf.

b) In welchen Punkten ist f(z+ iy) := 2? + iy komplex differenzierbar? Wo ist
f holomorph?

¢) Sei g(x + iy) := 2x(1 — y). Ist g auf C harmonisch? Falls ja, bestimmen Sie
eine Funktion h auf C, so dass f := ¢g + ih holomorph ist?

2) a) Formulieren Sie den allgemeinen Cauchy’schen Integralsatz.

b) Die Kette I' = a1 + ay + a3 + ay + as sei gegeben durch

ar(t) == —4+td+1i), 0<t<1, ax(t) = 4i+3e't, —7w/2<t<m/2,
az(t) = Ti(l—t), 0<t<1, au(t) = 242, —7<t<0
as(t) = 4e'', 0<t<m.

Skizzieren Sie I' und zeigen Sie:
[ ist ein Zyklus und nullhomolog in G := {z € C : —5 < Re(z) < +5}.
23 —6i22 4182 — 42

Berechnen Sie das Integral /r Go1=2i) dz.

1
3) Bestimmen Sie alle Laurententwicklungen von f(z) := ————— um den

2%(z — 3)?
Punkt zy := 3.

4) a) Formulieren Sie den Satz von Rouché fiir Funktionen auf D = Dy (0).

b) Zeigen Sie, dass das Polynom p(z) := 27 — 52% + 22 — 2 drei Nullstellen besitzt,
deren Betrag > 1 ist (wobei Nullstellen immer mit Vielfachheit zu zéhlen sind).

c) Zeigen Sie: Es gibt eine holomorphe Funktion g auf D mit g(1/n) =1/(n+ 1)
fiir alle n > 2, aber es gibt keine holomorphe Funktion f mit der gleichen
Eigenschaft, die auf einer offenen Umgebung von D definiert ist.

27
dt
5) a) Zeigen Sie mit Hilfe der Residuentheorie: / — = ™2.
0 1 + sin t
> x
b) Berechnen Si dx.
) Berechnen Sie /_oo T 20 D ) T

2



Losg. zu Afg. 1:  a) Gemeint ist folgendes Kriterium:
»Es gelten die CR-DGLn: g,(20) = hy(20) und g,(20) = —ha(20).“
Richtig ist aber auch: ,, D f(z) ist C-linear.“

f ist in zg holomorph, falls es eine offene Umgebung V' = V' (29) C U gibt, so dass
f in allen Punkten z € V komplex differenzierbar ist.

b) Esist f =g+ ihmit g(x+ iy) =22 und h(x + iy) = y3. Weil f offenbar reell
differenzierbar ist, kann man die CR-DGLn verwenden: Es ist g,(z + iy) = 2z
und h,(z 4+ iy) = 3y?, sowie g,(z + iy) = 0 = —h,(z + iy). Also ist f genau
dann in 29 = zy + iyo komplex differenzierbar, wenn 2xy = 3y3 ist. Also ist

{z=a2+iy € C : fin z komplex differenzierbar} = {z+iy € C : z = (3/2)y*}.

Das ist eine Parabel, die keine inneren Punkte enthélt. Also ist f nirgends holo-
morph.

c) Esist go(x + iy) =2(1 —y) und g,(z + iy) = —2x, also gz + gyy = 0. Damit
ist ¢ harmonisch.

Ist f = g + ih holomorph, so muss g, = h, und g, = —h, gelten. Das fithrt zu
der Bestimmungsgleichung h,(z + iy) = 2z, also h(z + iy) = 2% + ¢(y) mit einer
zweimal differenzierbaren Funktion c.

Dann ist 2(1—y) = h,(z+iy) = d(y), also ¢(y) = 2y—y*+k mit einer Konstanten
k. Das liefert
h(z+iy) =2 —y* +2y + k.

Die Probe zeigt, dass f = g + ih tatsdchlich komplex differenzierbar ist.



Losg. zu Afg. 2:  a) Der allgemeine Cauchy’sche Integralsatz lautet:

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und I' ein nullhomologer Zyklus in
G. Dann ist [, f(z)dz =0, und fiir z € G\ |T'| und k € Ny gilt:

(T, 2) - f®(2) = k! /F < f(C)k+1 ac.

i —2)

b) a und ag sind Strecken, as, ay und «a; sind Halbkreise. Hier ist eine Skizze:

G
(%]

(073 Qg

1+2i
[ ]

€51

Oy

Es ist a1(1) = i = as(—7/2), as(n/2) = 7i = a3(0), az(l) = 0 = au(—m),
a4(0) =4 = a5(0) und as(m) = —4 = a1(0). Also ist I" ein Zyklus.
Die beschriankten Zusammenhangskomponenten von C\ |I'| liegen alle in G. Des-

halb ist I" nullhomolog in G. Auflerdem ist n(I',1 + 2i) = 2 (die Umlaufszahlen
darf man aus der Skizze ableiten).

Sei f(z) == 23—6i22+182—42 und 2y := 1+2i. Dann ist f'(z) = 322 —12i2+18
und f”(z) = 6z —12i, also f"(z9) =6(14+2i)—12i = 6. Nach dem allgemeinen
Cauchy’schen Integralsatz ist dann

f(z) ori 2 | _
/Fmdzzn(ﬂ%)-y-f (20) =2- =~ -6 =127,



Lésg. zu Afg. 3:  Der Faktor 1/(z — 3)? hat schon die richtige Gestalt fiir
eine Entwicklung um 2o = 3. Den Faktor 1/z? fasst man am besten als Ableitung
(—1/z)" auf. Dann muss man nur 1/z entwickeln und danach die gewonnene Reihe

gliedweise differenzieren.

Die Singularitdaten zyp = 3 und 2; = 0 lassen zwei Ringgebiete zu, in denen f in

eine Laurentreihe entwickelt werden kann, nédmlich K 3(3) und K3 »(3).
A) Entwicklung in K 3(3):

|z = 3|

Ist 0 <|z—3|<3,s0ist 0 < <1 und

1
z

. . 1\’ o (_1)n+1 ‘n B
D bt sich: (——) = (2= 3"
araus ergibt sic . nz: (z—3)

Zusammengefasst ist dann

NG 1 (=) n s
16 = (=) o= - 21%(%3)”
1 1 2 1 = (=1)*(n +3) .
9 (z-3)?2 271 z-3 & 3 (z=3)
B) Entwicklung in K3 .(3):
Ist |z — 3| > 3, so ist 3 < 1 und
1 1 _ 1 1
z (z—3)—(=3) z2—3 1—(-3)/(z—3)
= () = ey
also .
(—é) =3 (=)"-3" (a4 1) - (2 — 3)
und "
fz) = > (=1)"3"(n+1)- (z—3)""
B 1 6 27 > L3" - (n—3) )
= (z—3)4_(z—3)5+(z—3)6+;(_1) st 3



Losg. zu Afg. 4:  a) Der Satz von Rouché (fiir Funktionen auf D) lautet:

Sind f und h auf einer Umgebung von D holomorph und ist |h(z)| < |f(2)| auf
OD, so haben f und f+ h gleich viele Nullstellen (mit Vielfachheit gezéhlt) in D.

b) Sei f(z) := —5z* und h(z) := 27 + 2% — 2. Beide Funktionen sind auf ganz
C definiert und holomorph. Ist z € 9D, so ist |f(z)| = 5|z|* = 5 und |h(2)| =
127+ 22 = 2| < |2|" + |22 + 2 =4, also |h(2)] < |f(2)].

Nach Rouché besitzt das Polynom p(z) = h(z)+ f(z) in D gleich viele Nullstellen
wie f, also genau 4 (eigentlich eine Nullstelle mit Vielfachheit 4).

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt p auf C genau 7 Nullstellen.
Davon miissen dann 3 in C\ D liegen, haben also einen Betrag > 1.

¢) Wird 1/z auf 1/(z + 1) abgebildet, so wird w auf 1/(1/w + 1) = w/(w + 1)
abgebildet.

Tatséchlich ist g(w) := w/(w + 1) holomorph auf D und hat die Eigenschaft
g(1/n)=1/(n+1) fir n € Nund n > 2.

Wire f eine holomorphe Funktion auf einer Umgebung U von D mit f(1/n) =
1/(n+1), so wére f auch auf D holomorph und wiirde auf der Menge M := {0} U
{1/n : n > 2} (die einen Haufungspunkt in D besitzt) mit ¢ {ibereinstimmen.
Also wire f = g auf D, nach dem Identitatssatz.

Aber g ist sogar eine meromorphe Funktion auf C und hat eine Polstelle in zy =
—1.

Daraus folgt, dass |f(z)] fiir z — z gegen +oo strebt. Das kann nicht sein, wenn
f in zy holomorph sein soll.
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Losg. zu Afg. 5:  a) Setzt man R(z,y) = T und
1 1 1, 1 1
fE) =2 R(56+2) 57 (-2),

2
so ist / R(cost,sint) dt = 2 - Z res,(f). Es gilt:
0

z€D1(0)
1 4z —4z

f(z):z(l—(z—l/z)2/4) 422 — (22 =12 24—622+1"
Weil 24 — 622+ 1= (2% — (3+2V2)) - (22 — (3 —2V2)) ist, folgt:

—4z
f(Z)_(22—(3+2\/§))-(z—\/3—2\/§)-(z—|— 3-2V2)
Die einzigen Singularititen von f in D;(0) sind z; = /3 —2v2 und 2z, :=
—v/3 —2v/2. Nun ist
s, (f) = —44/3 - 2V/2 I
K (3-2v2) - (3+2v2) - 2-V3-2v2 —-4/2 22
und
s, (f) = 43 - 22 -2 1
” (3=2v2) — (3+2V2)) - (-2) - V3-2v2 —4/2 22’
also

T at 1
=97.2. —_ — 2.
/_Wl—{—sith BN ™2

z
b) Der Integrand f(z) := (22 + 22 + 2)(2% + 4)

219 :=E2i und 23 = -1x 0.

besitzt 4 Polstellen, ndmlich

In der oberen Halbebene liegen z; = 2i und 23 = —1 + i. Als Residuen erhélt
man

: . 2i
B 1 B 1 C—1-2i
S22 +1)241)  2(-2+4i) 20
—1+i 1+
wd - resanlf) = ST CIrsn T nid—2n
o (-l4i)d-8i) 44120 143
(4+8i)(4—8i) 8 20
Also ist
o0 T ,—1—=2i 14 3i T
/_oo(x2+2x+2)(x2+4)dx:27ﬂ( 0 T ) =10



