3 Isolierte Singularitiaten

3.1 Laurent-Reihen

Definition (isolierte Singularitéiten):

Sei U C C offen, zg € U und f : U \ {2} — C holomorph. Dann nennt man 2,
eine isolierte Singularitdit von f.

Zunichst einmal ist zg nur eine Definitionsliicke fiir f. Wie ,;singulér® f tatséchlich
in zg ist, das muss man erst von Fall zu Fall herausfinden. Entscheidend ist, dass z,
eine isolierte Definitionsliicke ist, dass es also keine Folge von singuldren Punkten
von f gibt, die sich gegen zy héuft. Der komplexe Logarithmus ist im Nullpunkt
nicht definiert, aber er hat dort auch keine isolierte Singularitét.

Wir wollen nun die isolierten Singularitdten klassifizieren.

Definition (Typen isolierter Singularititen):

Sei U C C offen und f holomorph auf U, bis auf eine isolierte Singularitét in
einem Punkt zo € U.

1. zp heif}t eine hebbare Singularitdt von f, wenn es eine holomorphe Funk-
tion g auf U gibt, so dass f(z) = g(z) fir z € U \ {20} ist.

2. 2o heifit eine Polstelle von f, wenn es ein &k > 1, eine Umgebung W =
W (zp) C U und eine auf W holomorphe Funktion g mit g(zy) # 0 gibt, so
dass gilt:

f(2)-(z—2)=g(z) fir ze W\ {z}.
Die eindeutig bestimmte Zahl k mit dieser Eigenschaft heifit dann die Pol-
stellenordnung von f in 2.

3. zp heifit eine wesentliche Singularitdt von f, wenn zy weder hebbar
noch eine Polstelle ist.

Offensichtlich schlieflen sich die Hebbarkeit und die Polstelle gegenseitig aus, so
dass die isolierten Singularitédten durch die obige Definition tatséchlich klassifiziert
werden. Die Polstellenordnung ist dadurch eindeutig bestimmt, dass k die kleinste
natiirliche Zahl ist, fiir die f(z) - (2 — 2)* holomorph und # 0 in 2, ist, wihrend
f(2) - (2 — 2)* holomorph mit einer Nullstelle in zq ist.

Man kann die drei Typen isolierter Singularitdten auch aufgrund des Werteverhal-
tens von f in der Néhe von z; unterscheiden:
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3.1.1. Werteverhalten bei nicht-wesentlichen Singularititen

Sei zy eine isolierte Singularitat von f.
1. zy ist genau dann hebbar, wenn f in der Ndhe von zy beschrdinkt bleibt.

2. FEine Polstelle liegt genau dann in zo vor, wenn lim |f(z)| = +oo ist.
Z— 20

BeweEls: 1) folgt sofort aus dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz.

2) Ist f(2) - (2 — 20)" = g(2), mit einer holomorphen Funktion g mit g(z) # 0,
so gibt es eine Umgebung V = V(2y) und ein € > 0 mit |g(z)| > € fiir z € V. Ist
z €V und z # 2y, so gilt:

1

€ ..
= Tl lg(2)] > ———— — +o0 (fiir z — 2).

|z — zo|F

£ (2)]

Setzen wir umgekehrt voraus, dass lim,_,,,|f(z)| = +oo ist, so lasst sich 1/f zu
einer holomorphen Funktion & mit h(zy) = 0 fortsetzen. Das bedeutet, dass es ein

k € N und eine holomorphe Funktion A in der Ndhe von zy gibt, so dass gilt:
1 k -~ g

— =(z— -h dh 0 nahe zj.

B (z — 20)" - h(z) und h(z) # 0 nahe z,

Also ist f(z) = g(2)/(z — 2)¥, wobei g(z) := 1/h(z) holomorph und g(z) # 0 in
der Nahe von zg ist. "

In der N&he einer wesentlichen Singularitét sieht es anders aus.

3.1.2. Satz von Casorati-Weierstrafl

f hat in zy genau dann eine wesentliche (isolierte) Singularitit, wenn f(z) in

jeder Umgebung von zy jedem beliebigen Wert beliebig nahe kommt, wenn es also

zu jedem vorgegebenem wy € C eine Folge von Punkten (z,) mit lim z, = 2
n—o0

und lim f(z,) = wo gibt.
n—oo

BeweEls: 1) Ist das Kriterium erfiillt, so ist | f| nicht beschrankt und strebt auch
nicht gegen +o00. Also muss die Singularitit wesentlich sein.

2) Hat f umgekehrt in zg eine wesentliche Singularitit, so nehmen wir an, es gibe
eine offene Umgebung V' = V' (z), ein wy € C und ein € > 0, so dass gilt:

F(VAA{z0}) N De(wo) = 2.

Dann wire g(z) := 1/(f(z) — wp) holomorph auf V'\ {2y} und nahe z, beschrénkt,
und es gibe eine holomorphe Funktion g auf V' mit gl = g. Wére dann
9(z0) = 0, so hitte f(z) = wo+1/g(2) in 2o eine Polstelle. Wére dagegen g(zo) # 0,
so wire f nahe zy beschrankt, die Singularitét also hebbar. Beides ist unméglich! m
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3.1.3. Beispiele

1. Sei f(z) := z/sinz fiir |z|] < 7 und z # 0. Es ist sin(0) = 0 und sin’(0) =
cos(0) = 1, also sin(z) = z-h(z), mit einer nahe z; = 0 holomorphen Funktion
h mit h(0) = 1. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es dann ein kleines ¢ > 0, so
dass |sin(z)/z | = |h(z)| > 1 — ¢ fiir z nahe bei 0 und z # 0 ist.

Also ist |f(2)] = |z/sin(z)| < 1/(1 =€) in der Nihe von 0 beschrénkt.
(Die Abschétzung gilt natiirlich nur fir z # 0.) Damit liegt eine hebbare
Singularitdt vor. Man kann den Wert f(0) := 1/h(0) = 1 ergénzen.

2. f(z) :=1/z hat offensichtlich in z = 0 eine Polstelle.

3. Sei f(z) :=exp(1/z). In zy = 0 liegt eine isolierte Singularitdt vor. Aber was
fiir eine? Setzen wir z, := 1/n ein, dann strebt f(z,) = €™ gegen oco. Also
kann die Singularitdt nicht hebbar sein. Setzen wir dagegen w,, := —i/(27n)
ein, so erhalten wir

flw,) =™ =1.

Also strebt f(w,) in diesem Fall nicht gegen oco. Damit kann auch keine
Polstelle vorliegen, die Singularitét ist wesentlich!

Die Methode, den Typ einer Singularitét iiber das Werteverhalten der Funktion
herauszubekommen, ist nicht immer so einfach anwendbar. Wir werden deshalb
nach einer besseren Methode suchen. Zur Motivation betrachten wir eine Funktion

f, so dass .
f(z) = G h(z)

ist, mit einer nahe zy holomorphen Funktion h. Wir kénnen A in 2y in eine Taylor-
reihe entwickeln,

Zan , fiir |2 — 20| <,

und dann gilt fiir z # zo und |z — 2| < r:

> Qo ay
Zanz—zo = -+ + o tag + appr(z — z0) + -

— (z — 20) (z — 2z)F1

Im Falle einer wesentlichen Singularitéit, etwa f(z) := exp(1/z), erhalten wir dage-
gen fiir z # 0:

f(2) :Zi (1>n: T B AT
— n! \ z 2 6
Die Reihe erstreckt sich iiber unendlich viele negative Potenzen von z. Wir wer-
den sehen, dass es immer moglich ist, eine holomorphe Funktion um eine isolierte
Singularitit zy herum in eine Reihe zu entwickeln, die sowohl positive als auch
negative Potenzen von z — 2y enthalten kann.
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Definition (Laurent-Reihen):

Eine Laurent-Reihe ist eine Reihe der Form

= Z an(z — 20)".

Die Zahlen a,, heiflen die Koeffizienten der Reihe, 2z, der Entwicklungspunkt.

-1

H(z) = Z an(z — zo)" Za_ z—29)"

n=-—o00
. a_q a_o
B z—zo+(z—zo)2+

heiflit Hauptteil der Reihe,

Zanz—zo =ag+a1(z — 2) +ag(z — 20)* + - - -

n=0
heiit Nebenteil der Reihe.

Die Laurent-Reihe L(z) = H(z) + N(z) heifit konvergent (absolut konver-
gent, lokal gleichmdif$ig konvergent usw.), wenn Hauptteil und Nebenteil es
jeweils fiir sich sind.

Ist 0 < r < R, so nennt man K, g(z) = {z € C | r < |z—2| < R} den
Kreisring um z; mit innerem Radius r und duflerem Radius R. Dabei ist die
Moglichkeit R = +o00 zugelassen.

3.1.4. Das Konvergenzverhalten von Laurent-Reihen

Sei L(z) = H(z) + N(z) eine Laurent-Reihe mit Entwicklungspunkt zy, R > 0
der Konvergenzradius des Nebenteils N(z) und r* > 0 der ,Konvergenzradius*
des Hauptteils, d.h. der Konvergenzradius der Potenzreihe

1
H(w) ¢:H<E+Zo> = a_jw+ a_yw? + - .

1. Ist r* - R <1, so konvergiert L(z) auf keiner offenen Teilmenge von C.

2. Istr*- R > lund r := 1/r", so konvergiert L(z) in dem Kreisring K, r(zo)
absolut und lokal gleichmafig gegen eine holomorphe Funktion.

BEWEIS: Die Reihe H (w) konvergiert nach Voraussetzung fiir |w| < r*. Dann
~r 1 1
konvergiert H(z) = H(—) fir |z — 2| > — =7
22— 2y r*
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Ist r*- R < 1,s0ist R < r, und die Reihe kann nirgends konvergieren. Ist v*- R > 1,
so konvergieren Haupt- und Nebenteil beide fiir r < |z — 29| < R. n

Laurent-Reihen konvergieren also auf Ringgebieten. Lésst man den inneren Radius
gegen 0 und den dufleren gegen oo gehen, so erhélt man C* als Beispiel eines aus-
gearteten Ringgebietes. Umgekehrt lasst sich jede auf einem Ringgebiet definierte
holomorphe Funktion dort in eine konvergente Laurent-Reihe entwickeln. Dafiir
wird der folgende Satz gebraucht:

3.1.5. Satz von der ,,Laurent-Trennung*

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K, r(z) := {z € C | r < |z — 2| < R}.
Dann gibt es eindeutig bestimmte holomorphe Funktionen

fT:Dgr(2) =C und f~:C\D,(2)—C

mit
[T+ =f auf Kig(zo) und  |f7(2)| =0 fir |z] — cc.

BeEwels: 1) Eindeutigkeit:

Es gebe zwei Darstellungen der gewiinschten Art:
f=R+h=K+f
Dann definieren wir eine neue Funktion h : C — C durch

M@:{fﬁd—ﬁu)MMeDﬂ@,

fo (2) — fi (2) fir z € C\ D,(z).

Diese Funktion ist auf ganz C holomorph, und fiir z — oo strebt sie gegen 0. Also
handelt es sich um eine beschrinkte ganze Funktion, die natiirlich konstant sein
muss (Liouville). Es ist nur A(z) = 0 moglich.

2) Die Existenz von f* und f~.

Fiir p € R mit r < p < R und |z — 2| # 0 sei

Fe) e L 1(0)

N 2mi 9D, (20) C— z

dc.

Nach dem Entwicklungssatz ist F, in C\ 0D,(zy) holomorph.

Nun sei r < 9 < g2 < Rund I' :== 0D, (z) — 0D,, (2). Dann ist I' nullhomolog
im Kreisring K, g(z0), und fiir z € K, g(2o) \ |I'| ist

Fo®) = Fue) = e [ Zdc = nir,2)- 162) - { J(2) fiir 2 € Ky p(20)

omi C—=z 0 sonst.
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Jetzt definiert man f* : Dg(zy) — C durch f(z) := F,(2), fiir ein beliebiges o mit
max(r, |z — 29|) < 0 < R. Nach der obigen Formel ist diese Definition unabhéngig
vom gewdhlten p.

Analog definiert man f~ : C\ D,(2) — C durch f~(z) := —F,(z), wobei p
die Bedingung r < ¢ < min(R, |z — z|) erfiillen muss. Die Holomorphie und die
Unabhéngigkeit von o folgen wie bei f7.

Ist nun r < g1 < |z — 20| < 02 < R, so ist
f(2) = Fpo(2) = Fypy (2) = f7(2) + f(2).

3) Die Abschétzung von |f~(z)] fir 2| — oc:

Wir halten ein ¢ mit 7 < ¢ < R fest und betrachten ein z mit |z — z5| > . Dann
ist

el = 1Rl = el [ 2

< — - 27p- Sup‘ <— hier wird
2w 15De (—= ' inf|¢ — z|
< o - supl £(Q)] angenommen

. infop,|¢ — 2| ap,

1
= o ——— sup|f(Q)],
|z — 2] — 0 D,
und dieser Ausdruck strebt gegen Null, fiir |z| — oo. .

3.1.6. Folgerung (Existenz der Laurent-Entwicklung)

Sei f holomorph auf dem Ringgebiet K = K, r(29). Dann ldsst sich f auf K in
eindeutiger Weise in eine Laurent-Reihe entwickeln.:

o0

flz)= Z an(z — 29)" .

n=—oo

Die Reihe konvergiert im Innern von K absolut und gleichmdflig gegen f, und
fiir jedes o mit r < o < R und jedes n € Z 1ist

_ 1 f(¢)
= or / (¢ — z)"t! dc.

9Dq(20)

BeEwels:  Wir fiithren die Laurent-Trennung durch:

f2)=f(2) + f(2),
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wobei f* holomorph auf Dg(z) ist, und f~ holomorph auf C\ D,(z). Dann kann
man [T in eine Taylorreihe entwickeln:

mit

Der Hauptteil muss etwas anders behandelt werden: Die Abbildung p(w) := zo +
1/w bildet D1 ,(0) \ {0} biholomorph auf C\ D, (z) ab. Also ist g(w) := f~ (20 +
1/w) holomorph in Dy ,.(0) \ {0}, und

lim g(w) = lim f~(2) =0.

w—0

Z—00

Deshalb konnen wir auf g den Riemann’schen Hebbarkeitssatz anwenden. Es gibt
eine holomorphe Funktion g auf Dy ,,(0), die auBlerhalb 0 mit ¢ tibereinstimmt. Nun
entwickeln wir g in eine Taylorreihe:

- 1
g(w) = anw", fir |w| < o
n=0

Da g(0) = 0 ist, ist by = 0. Also gilt fiir |z — 29| > 7:

Fe=9() =gbn(2_120)n= S o= 20"

n=—oo

mit a_, :=0b, firn=1,2,3,...

Insgesamt ist
(o.9]

F(2)= Y anlz—z)" fir z € K, p(2).

n=—oo

Die Reihe konvergiert im Innern des Ringgebietes absolut und lokal gleichméfig.
Sie kann also fiir r < o < R iiber 0D,(2y) gliedweise integriert werden. Das gleiche
gilt dann fiir

f(Z) _ Z CLn(Z . Zo)n_N_l.

(Z _ ZO)NJrl

n=—oo

Benutzt man noch, dass

2mi fallsn=-1
/(z—zo)”dz:{ 7(1)'| ats n

sonst.
D, (20)
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ist, so erhélt man:

1 f - 1 N
o / #dz:z:an-%—i / (z — 20)" V' dz = ay.

D, (z0) n=- D, (z0)

3.1.7. Beispiel

Sei f(z) := _

[
2(z—1)%
Diese Funktion ist holomorph fiir z & {0, i }.
N

Es gibt nun eine ganze Reihe verschiedener
Gebiete, in denen f in eine Laurent-Reihe
entwickelt werden kann.

Im Kreisring K ;(0):

Wir wollen f nach Potenzen von 1/z entwickeln. Der erste Faktor hat schon
die gewiinschte Gestalt, und fiir den zweiten gibt es ein Kochrezept:

Will man eine Funktion der Gestalt 1/(z — zy) in eine Laurent-Reihe um
a # zy entwickeln, so benutzt man den Trick mit der geometrischen Reihe.
Fiir alle z mit |z — a| < |29 — a| ist |(z —a)/(z0 — a)| < 1, also

1 1 1 1

z— 2 z—a—(z0—a) w—a 1—(z—a)/(z0—a)

1 z—a\"
N _Zo—a.;<2’0—a)

=0

Ist |z — a| > |29 — al, so geht man analog vor:

) 1 (_1)m—1 1 (m—1)
Ist m > 2, so ist = . .
(z—2z9)™ (m—=1) \z-—2

Durch gliedweise Differentiation der Reihe fiir 1/(z— zp) erhélt man die Reihe
fiir die m-ten Potenzen.

Im vorliegenden Fall ist zo = i, a=0und |z — 0| = |z| <1 =i — 0], also
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f(Z) _ _% _ Z (ntl)zn_l _ _l B Z (nnt_f)zn

n=1 n=0
Im Kreisring K; »(0):
Hier ist wieder zp = i und a = 0, aber |z — 0| > |i — 0], also
1 I =(i\" ., 1
Sera(l) eXes

und

(z——li)2 - (zi i)’: _i in_l(_”)znlﬂ =2 in_l'”'%'

n=1 n=1

Also ist

i it z"+2 :Z i”_g(n—Z)zin = Z il 4 2)2"

n=1 n=3 n=-—00
wegen i " (—n —2) =i """ Hn+2).

Im Kreisring Ko;(i):

Hier soll 1/z nach Potenzen von (z — i) entwickelt werden. Es ist zy = 0,

a=iund |z—i|<1=10—i|]im Kreisring, also

Ly (Z" ) i(—ﬁ)(z— i>”=§:j<—i"+1><z— )

n=0 n=0 ) n=0
und damit
f6) = 2o = L= ) = P (i
— 1 S i1
B (Z—i)2+z—i+nX:;I

Auf die Entwicklung von f im Kreisring K (i) verzichten wir hier.
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3.1.8. Charakterisierung von isolierten Singularititen
durch die Laurent-Reihe

Sei U C C eine offene Umgebung von zy und zy eine isolierte Singularitit der
holomorphen Funktion f: U\ {20} — C. Auf einem Kreisring Ky .(zo) besitze f
die Laurent-Entwicklung

Dann gilt:

zg hebbar <= a, =0 fir allen <0,
zg Polstelle <= dn <0 mita, #0 und ar =0 fiir k <n,
2o wesentlich <= a, # 0 fir unendlich viele n < 0.

~

BEWEIS: 1) zp ist genau dann hebbar, wenn eine holomorphe Funktion f :

D.(z9) — C existiert, mit 7 — f. Aber f besitzt eine Taylorentwicklung;

Ko,:(20)

o
E an(z — 2o)"

n=0

2) zj ist genau dann eine Polstelle, wenn es in der Nihe von z, eine Darstellung

1

f(z):mh(Z) glbt mit ]’L Zb Z—Zon und b07é0
Aber dann ist
f(z):Zb(z—zo an+k z—z)"
n=0 n=—~k

3) zo ist wesentlich, wenn es weder hebbar noch Polstelle ist. Das ldsst nur die
Moéglichkeit, dass a, # 0 fiir unendlich viele n mit n < 0 ist. .

3.1.9. Beispiele

1. Die Funktion

: 1 3 2
sinz 1 Z—Z—:lz _1_z_j:
z z 3! 3!

besitzt keinen Hauptteil, hat also in z = 0 eine hebbare Singularitét.
Natiirlich ist lim,_,o((sinz)/z) = 1.
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2. Die Funktion ]

f(z):m

hat eine Polstelle 1. Ordnung in 0 und eine Polstelle 2. Ordnung in i. Die
noétigen Laurent-Reihen haben wir schon ausgerechnet.

3. Die Funktion

gy | 1 1
1z _ —n I T
© _;nlz 1+z+222+

hat in z = 0 eine wesentliche Singularitét.

4. Die Funktion )

sin z

f(z) =

ist holomorph fiir z # nmw, n € Z.

Sei ¢g(z) := sin z/z. Dann ist g holomorph und # 0 auf D, (0), mit g(0) = 1.
Aber dann ist auch 1/¢g holomorph auf D, (0), und man kann schreiben:

1 oo
— = a,z", mit ag = 1.
9(z) ;
Also ist
11 1 .
f(Z)—;‘@—;‘i‘;@nﬂz .

Das bedeutet, dass f in z = 0 eine Polstelle 1. Ordnung besitzt.
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3.2 Der Residuensatz

Definition (meromorphe Funktion):

Sei B C C offen und D in B diskret. Eine holomorphe Funktion f : B\ D —
C heiit eine meromorphe Funktion auf B, falls f in den Punkten von D
hochstens Polstellen besitzt (also keine wesentlichen Singularitéten).

Die Menge P(f) :={z € D : f hat in z eine Polstelle der Ordnung > 1 } heifit
Polstellenmege von f.

Typische Beispiele meromorpher Funktionen sind rationale Funktionen, aber auch
Funktionen der Gestalt 1/ sin(z).

Sei nun G C C ein Gebiet, v ein einfach geschlossener Integrationsweg in G, der
nullhomolog in G ist, und f eine meromorphe Funktion auf G mit einer einzigen
Polstelle zy € Int(y). Es geht darum, f7 f(2)dz zu berechnen. Dafiir bietet sich
folgende Idee an:

I' := v — dD.(2) ist nullhomolog in G \ {z}, und deshalb ist [. f(z)dz = 0
(nach dem allgemeinen Cauchy’schen Integralsatz). Man kann sich das so vorstellen,
dass man zy mit Hilfe eines kleinen Abstechers und des in negativer Richtung
durchlaufenen Kreises 0D, (zp) umgeht (siehe rechte Skizze). Man braucht dann
nur iiber v und —9D.(z) zu integrieren, denn die Integrale {iber die beiden in
umgekehrter Richtung durchlaufenen Strecken heben sich gegenseitig auf. Also ist

/7 f(z)dz = /6 L

Die Berechnung des (eventuell komplizierten) Ausgangsintegrals wird zuriick-
gefiihrt auf die Berechnung eines , Restintegrals“ iiber den Kreisrand 0D.(z). Die-
ses bezeichnet man (nach Division durch 27i) als Residuum.

Definition (Residuum):

Sei B C C offen, zyp € B, f : B\ {2} — C holomorph und ¢ > 0, so dass
D.(z9) CC B ist. Dann heifit

res,, (f) ::L. / f(¢)d¢

OD¢(z0)

das Restiduum von f in zj.
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Bemerkungen:

1.

Das Residuum héngt nicht von der Wahl des Radius € ab. Das zeigt man wie
iiblich mit Hilfe des Cauchy’schen Integralsatzes.

2o braucht keine Singularitdt zu sein! Ist f in zo holomorph, so ist res,, (f) = 0.
Auch das folgt aus dem Integralsatz.

In der Laurent-Entwicklung von f um zj ist

1
2T 0. (

f(() d¢ = IeSz, (f)7

20)

a_q

fiir ein geniigend kleines €.
Esist res,(a-f+0b-g)=a-res,(f)+b-res,(g).

Ist £ holomorph auf B\{z} und F’ = f,soist res,,(f) = 0. Das ist klar, denn
in dieser Situation verschwindet das Integral iiber f und jeden geschlossenen
Integrationsweg.

1 1
. TeSy, (—> = 1 und res,, (—) =0 fiir £ > 2.
zZ— 2 (z — 29)F

. Allgemeiner gilt: Hat f in z eine einfache Polstelle, so ist

res,, (f) = lim (z — 29) f(2).
Z—20
BEWEIS: Es ist f(2) = a_1/(# — 20) + h(z), mit einer in z; holomorphen
Funktion h, also (z — 2¢) f(2) = a1 + (2 — 20)h(2) = a_ fir z — 2. n

Und noch allgemeiner kann man zeigen: Hat f in z; eine m-fache Polstelle,

So ist
1

res, (f) = tm = 1)1 Zh_{EO[(Z — 20)" f(2)]" Y.
BEwEIS: Es ist
a_m a_
f(z)zm—i-""i‘z_lzo +CL0+CL1(Z—Z())+"' y

also (2 — 20)"f(2) = acm + -+ a_1(z — 20)™ " +ap(z — 20)" + -+~
Damit ist [(z — zo)mf(z)](mfl) =(m—Dla_14(z—2)-(...). .

Seien g und h holomorph nahe zy, g(zp) # 0, h(zp) = 0 und 2'(29) # 0. Dann
ist resz, (9/h) = g(20) /1 (20)-

BEWwWEIS: Wir konnen schreiben:
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g(z) = co+ (2 —2)-9g(z), mit ¢g # 0
und  h(z) = (2—2)- (b +h(z)), mit by # 0 und h(z) = 0.

Dann ist

9(z) _ cot(z—2)-9(x) _ 1 @ . 9()

hz) (2= z) - (bi+h(z) Z—2 b+h(z) b +h(z)
Also hat f := g/h in z, eine einfache Polstelle, und es ist

: _ o _ % _ 9(20)
L T B A EN

3.2.1. Beispiele
1. Die Funktion f(z) := 226+1 = = ie)(z .y hat einfache Polstellen bei i

und —i. Es ist

iz -1
o () = lim (2 = DF() = I 5 = 57 - o)
und analog
el” el e
—i(f)=1i [ = li - = —— = .
res (f) zirili (Z + I)f(Z) zi@i Z— 1 —21 2 !
2
2. f(z) = T hat 4 einfache Polstellen, insbesondere im Punkt
z
- 1
20 := MV = cos% + i sin% = —2(1 + ).
Mit g(z) := 2% und h(z) :== 1+ 2* ist
9(%0) % 1 | ——~ 1 .
res O(f) h,(ZO) 42’8 4Z0 46 4\/5( |)

3.2.2. Der Residuensatz
Sei G C C ein Gebiet, D C G diskret, I' ein nullhomologer Zyklus in G mit
IUlND =@ und f: G\ D — C holomorph. Dann gilt:

7 [ 10 = S n(r 2 ves. (1),

zeG




3.2  Der Residuensatz 111

Bemerkung: Ist C* die Vereinigung aller Komponenten von C \ |I'|, auf denen
n(l,z) # 0 ist, so ist K := C* U |T'| abgeschlossen und beschriinkt, also eine
kompakte Teilmenge von G, aulerhalb der n(I',z) = 0 ist. Da K N D endlich ist,
gibt es hochstens endlich viele Punkte z € GG, in denen das Produkt n(L, 2) -res,(f)
nicht verschwindet. Also ist die Summe auf der rechten Seite der Gleichung sinnvoll.

BEwEIs:  Sei D' = {z,...,2x} die Menge derjenigen Punkte z € D, in denen
n(l', z) # 0 ist, sowie D" := D\ D’. Dann ist I im Gebiet B := G'\ D" nullhomolog.

Fir p=1,...,N sei h,(z) der Hauptteil der Laurent-Entwicklung von f um z,.
Aus dem Satz von der Laurent-Trennung folgt: h,, ist holomorph auf C\ {z,},

N N
f— Z h, ist holomorph auf B und /f(z) dz = Z / h,(2)dz.
p=1 r p=1"T

-1
Nun schreiben wir ausfiihrlich: h,(2) = Z aun(z—2,)". Diese Reihe konvergiert

n=—oo

gleichméBig auf |['|, kann dort also gliedweise integriert werden. Daher gilt:

/Fhu(z) dz = Z a%n/(z—zu)" dz

= ay-1-2mi -n(l,z,) = 2mi -res;, (f) - n(L, z,),

denn fiir n > 2 besitzt 1/(z—2,)" in der Ndhe von |I'| eine Stammfunktion. Daraus
folgt die Behauptung. .

3.2.3. Folgerung (Residuenformel)

Sei B C C offen und G CC B ein positiv berandetes, einfach zusammenhdngen-
des Gebiet mit glattem Rand. Auferdem seien zy,...,znx Punkte in G und
f:B\{z,...,2nv} = C eine holomorphe Funktion. Dann ist

L[ p0yde = res, ().

27T | oG

BEwEls: Man kann den Residuensatz auf f und I' := 0G anwenden. Da
n(0G, z) = 1 fiir jedes z € G ist, folgt die Behauptung. n

3.2.4. Beispiele

1. Es soll / 6—4 dz berechnet werden.
z

|z|=1
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Das geht in diesem Falle auch sehr einfach mit einer der hoheren Cauchy’schen

Integralformeln:
e* 2 d® i
Zody =2 a1
/ 24 : 3! dz? lo (¢”) 3
|z|=1

Mit dem Residuensatz macht man es so:
Die Laurent-Reihe des Integranden um z = 0 hat die Gestalt

e 1 f:z"_1+1+1+1+1+
24 A :On!_z4 23 222 6z 24

Also ist

24

/ %dZZQTFi - resy (%) :%.

|z]=1

z 1
resg (e > = Koeffizient bei 27! = 5

Daraus folgt:

2. Sei G C C ein Gebiet, f holomorph auf G und I' ein Zyklus in G, der dort
nullhomolog ist, sowie zp € G\ |I'|. Dann kann man den Residuensatz auf
g(2) = f(2)/(z — %)*! anwenden. Es ist

(M) (2
9<Z>=%-<f<zo>+f'<zO><z—zo>+--.+f )

T (2= 20)" 4+,

oo xes. (9) = 37/ 0) wnd 51 [ de i) 190

27 — 2p)
Das ist die verallgemeinerte héhere Cauchy’sche Integralformel.

Der allgemeine Cauchy’sche Integralsatz folgt auch aus dem Residuensatz, da
unter den Voraussetzungen des Integralsatzes alle Residuen verschwinden.

Wir kommen nun zu weiteren Anwendungen des Residuensatzes:

3.2.5. Das Argument-Prinzip

Sei G C C ein Gebiet und I' ein nullhomologer Zyklus in G. Weiter sei f auf G
meromorph und nicht konstant, N die Menge der Nullstellen und P die Menge
der Polstellen von f, sowie |I'| N (N U P) = &. Dann gilt:

I

C) = n a)o a) — n 0]
w7 | O dgagv (T, a)o(f,a) ; (T, b)o(f,b),

wenn man mit o( f, z) die Null- bzw. Polstellenordnung von f in z bezeichnet.
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BEWwWEIS: D := N U P ist eine diskrete Menge in B, und es ist n(vy, z) # 0 fiir
hochstens endlich viele Elemente von D. Die Funktion f’/f ist holomorph auf G\ D.

Ist a € D, so gilt in der Nihe von a: f(z) = (2 — a)* - g(z), mit einer in a
holomorphen Funktion g ohne Nullstellen und k£ = +o(f,a), je nachdem, ob eine
Null- oder Polstelle vorliegt. Daraus folgt:

FE) kGt ot g _ kL g()

f(z) (z —a)k-g(z) z—a  g(z)
Da ¢'/g nahe a holomorph ist, ist res,(f'/f) = k = +o(f, a). Mit dem Residuensatz
ergibt sich die gewiinschte Formel. "

Die Bezeichnung ,, Argument-Prinzip* rithrt daher, dass Folgendes gilt:

LR, L PO, L e
el e 2m/a () d’f‘zm/a Fon@ ™

5

1 d¢ B

27 a
foy

n(fo~,0).

Das Integral misst die Anderung des Arguments beim Durchlaufen des Weges fo+.

3.2.6. Folgerung

Sei B C C offen, G CC B ein positiv berandetes, einfach zusammenhdngendes
Gebiet, f meromorph auf B und ohne Null- und Polstellen auf OG. Besitzt f in
G jeweils n Nullstellen und p Polstellen (mit Vielfachheit gezihlt), so gilt:

L[ 1)

2mi ) f(Q)
8G

dC=n—p

Der Beweis ist trivial, die Umlaufszahlen sind alle = 1.

3.2.7. Satz von Rouché

Sei B C C offen, f : B — C holomorph und G CC B ein positiv berandetes,
einfach zusammenhdingendes Gebiet.

Ist h eine weitere holomorphe Funktion auf B und |h(z)| < |f(2)] auf OG, so
haben f und f + h gleich viele Nullstellen (mit Vielfachheit) in G.

Bewels: Fir0 < A < 1sei fy(2) := f(2)+A-h(z). Dann ist f, auf B holomorph,
und fiir z € 0G gilt:

G = (2] = A-[r(2)] > (1= A) - [a(2)] = 0.
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Also hat f, auf OG keine Nullstellen. Nun sei N, die Anzahl der Nullstellen von f)
in G. Der Wert des Integrals

1 !
= — f/\(z) dZ
2mi Joa Ia(2)
héngt stetig von A ab, liegt aber in Z. Also ist Ny = ;. "

3.2.8. Beispiel
Wieviele Nullstellen hat p(z) := 2* — 4z + 2 im Innern von D;(0) ?
Setzen wir f(z) := —4z + 2 und h(z) := 2*, so ist

lf(z)] = |42 —2|>4]z| =2 = 2 auf 9D,(0)
und |h(z)| = |zI* = 1 < |f(2)] auf 9D;(0).

Nach dem Satz von Rouché miissen nun f und p = f+h in D;(0) gleich viele
Nullstellen besitzen. Aber f hat dort genau eine Nullstelle (ndmlich z = 1/2).
Also kann auch p nur eine Nullstelle in D;(0) besitzen.

3.2.9. Satz von Hurwitz

Sei G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge von holomorphen Funktionen auf G,
die lokal gleichmdf$ig gegen eine holomorphe Grenzfunktion f auf G konvergiert.

Haben die Funktionen f, alle in G keine Nullstellen, so ist entweder f(z) =0,
oder auch f hat in G keine Nullstellen.

BEWEIS: Essei f(z) # 0. Dann ist N := {z € G | f(2) = 0} leer oder diskret
in G. Ist zy € G ein beliebiger Punkt, so gibt es Eilf jeden Fall ein r > 0, so dass
D = D,(z) relativ kompakt in G liegt und f auf D\ {2} keine Nullstelle besitzt.

Dann sind die Funktionen 1/f und 1/f, auf 0D definiert und stetig, und (1/f,)
konvergiert dort gleichméflig gegen 1/f. Wegen des Satzes von Weierstrafl konver-
giert auch (f!) auf 0D gleichméfig gegen f’. Also ist

RO 1 [
I 0 dc‘%iag iGRa

n—o0 27 | Il
oD

Die Folgerung aus dem Argumentprinzip besagte, dass die Integrale auf der linken
Seite die Nullstellen der Funktionen f,, in D zdhlen und das Integral auf der rechten
Seite die Nullstellen von f in D. Da die linke Seite verschwindet, kann f in z; keine
Nullstelle haben. "
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3.2.10. Folgerung

Sei G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge von holomorphen Funktionen auf G,
die lokal gleichmdfiig gegen eine holomorphe Grenzfunktion [ auf G konvergiert.

Sind alle Funktionen f, injektiv, so ist f konstant oder auch injektiv.

BEWEIS:  f sei nicht konstant. Fiir jedes 2y € G ist f,, — f.(20) ohne Nullstellen
auf dem Gebiet G' := G \ {z}. Nach Hurwitz hat dann auch f — f(zo) keine
Nullstellen auf G'.

Also ist f(z9) # f(wp) fir zo # wo. Da z beliebig gew#hlt werden kann, folgt die
Behauptung. "
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3.3 Anwendungen
Der Residuensatz erlaubt es, gewisse reelle Integrale algebraisch zu berechnen.

Typ 1: Trigonometrische Integrale

Ist R(x,y) eine komplexwertige rationale Funktion, so kann man das Integral
2
I ::/ R(cost,sint)dt
0

berechnen. Der Trick besteht darin, eine holomorphe oder meromorphe Funktion
f zu finden, so dass man I als komplexes Kurvenintegral auffassen kann:

]:/f(z)dz, mit y(t) :==e'', 0<t<2m
g
Ist z = 7(t), so ist z = cost + isint und 1/z = Z = cost — i sint. Damit ergibt

sich: ] ] )
cost = Q(Z + ;) und sint = 2—(z - -).

Da ~/(t) = i7(t) ist, folgt:

R(cost,sint) = L ‘R (% (7(75) + —), 2i<’y(t) — L)) - (t).

i
1 1 1 1

- R —(z + —), — <z — —) , so erhalten wir:
2 z/7 21 z

/OWR(COSt,Sint)dt = T/wa(v(t))-v’(t)dt = %/f(z)dz
= 2m- Z res,(f).

z€D1(0)

3.3.1. Beispiel

2
dt 1
Sei [ := / ———, a > lreell. Hierist R(z,y) = , also

o a-+sint a+y

1 1 2 2i
z a+(z—1/2)/(2i) 2aiz+22—1 (2—2)(2z—2)

mit 215 = i(—a £ Va?—1).

f hat zwei einfache Polstellen auf der imagindren Achse. Da a > 1 ist, ist

f(z) =

(a—1)P=d*-2a+1<a*—1<a*+2a+1=(a+1)3
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also a — 1 < vVa? —1 < a+ 1 und daher
—l1<—-a+vVa>—-1<1, dh 2z =i(—a+Va®—-1) e D;(0).

Andererseits ist | —a — va? = 1| = |a+ va? = 1| > [a] > 1, also 2o & D1(0).
Daraus folgt:

2m 2
/ _dt = 2m-res, (f) = 27 lim I
0

a4+ sint z=z1 2 — 29
4mri 4mi 21

21— 2 2iva? —1 - Vaz =1

Typ 2: Uneigentliche rationale Integrale

Nun sollen Integrale der Form [ := ffooo f(x) dx betrachtet werden, mit einer ra-
tionalen Funktion f(x) = p(x)/q(z), wobei g(x) keine reelle Nullstelle besitzt.
Natiirlich muss erst einmal die Existenz des Integrals geklart werden.

3.3.2. Satz

Sei p(z) ein komplezes Polynom n-ten Grades. Dann gibt es Konstanten ¢, C' > 0
und ein R >0, so dass gilt:

clz[* < |p(2)| < Clz|"  fiir |z] = R.

BEWEIS: Es reicht, ein normiertes Polynom p(z) = 2" + a,_12""' + -+ + ag zu
betrachten. Man schreibe dann p(z) = 2"(14¢(z)) mit g(z) 1= ay_1/2+---+ao/z".
Ist € > 0 vorgegeben, R > 0 hinreichend gro und |z| > R, so ist

Ap—1 Qo

=R R S
also |p(z)| = |z]" - |1+ g(2)| < C - |z|", fiir C':= 1+ e. AuBerdem gilt: W&hlt man
e<l,soistc:=1—¢e>0und |p(z)| > |z|"- (1 = |g(2)]) > c-|2z|™ .

3.3.3. Folgerung

Sind p(z) und q(z) Polynome'mit deg(q) = deg(p) + k, k > 0, so gibt es eine
Konstante C > 0 und ein R > 0, so dass fir |z| > R gilt:

IMit deg(p) wird der Grad des Polynoms p bezeichnet.
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BewEIs: Ist deg(p) = m und deg(q) = n, so gibt es positive Konstanten ¢, ¢,
Cl, Cg und R mit

calz™ < [p(2)] < Cilz™ und - ez]" < q(2)] < Colz[" fir [2] = R.

Damnist |22 | < €[5 ¥, fiir |2 > Rund 01= & .
q(z) Ca
Bemerkung: Ist k =1, so ist ‘ z - M ‘ < C. Das bedeutet, dass | Z- M ‘ auch
q(2) q(z)

im Unendlichen beschrankt ist.

3.3.4. Satz

Sei f(z) = p(2)/q(z) rational und ohne reelle Polstellen, deg(q) > deg(p) + 2.
Dann existiert das uneigentliche Integral

+o0o
flx)de =2mi - Z res, (f).

Im(z)>0

BEwEeIs:  Weil k := deg(q) — deg(p) > 2 ist, folgt die Existenz des uneigentlichen
Integrals aus der Konvergenz des Integrals [(1/|z|*)dz und dem Majoranten-
Kriterium fiir uneigentliche Integrale.

Auferdem zeigen die vorangegangenen Abschétzungen, dass lim,|_, f(2) = 0 ist.
Weil f nur endlich viele Polstellen besitzt, gibt es ein r > 0, so dass alle Polstellen
von f in D,(0) liegen.

Wir betrachten den Weg ~, der sich aus der Strecke zwischen —r und r auf der
reellen Achse und dem Halbkreis 7,(t) := re't fiir 0 < t < 7 zusammensetzt.

Vr

. . Polstellen von f

Dann ist

[ s [ = [ioa=2mi 3 o)

Im(z)>0

Man beachte, dass das Residuum hochstens in den Singularitdten # 0 ist, die
Summe auf der rechten Seite ist also immer eine endliche Summe!
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Da |f(z)] < C/|z]? fiir groBe z ist, folgt:
’/ f(z)dz| Swr%:ﬂﬁo fir r — oc.
Vr r r

Also ist

/OO f(x)de =2mi - Z res,(f), bzw. = —2mi - Z res, (f).

m(z)>0 Im(z)<0

Man wird sich hier fragen, ob die Existenz des Integrals nicht bei dem durchgefiihr-
ten Grenziibergang automatisch mitbewiesen wurde. Leider ist das nicht der Fall.
Der Grenzwert . R
C.H./ g(t)dt := lim g(t) dt

oo R—oo |_p
heiBt Cauchy’scher Hauptwert des uneigentlichen Integrals.? Er kann exis-
tieren, auch wenn das uneigentliche Integral divergiert. Wenn letzteres aller-
dings konvergiert, dann stimmt es mit dem Cauchy’schen Hauptwert iiberein. Die
Abschéitzungen im Beweis zeigten nur, dass der Cauchy’sche Hauptwert existiert.
Deshalb waren die vorangegangenen Grad-Betrachtungen notig, um vorweg die
Existenz des uneigentlichen Integrals zu sichern.

3.3.5. Beispiel

e’} $2

1+ a4

Es soll das Integral [ := / dzx berechnet werden.

—00

2

Die Funktion f(z) : hat Polstellen in den Punkten

:1—1—24

im/4 _ i(re2mk) /4 _ cos(ﬂ +427rk) L sin(ﬂ +427T]€)’

fir £ =0,1,2,3. Dabei ist Im(z;) > 0 fiir k=0 und k = 1.

2k = C4,k€

Da die 4 Polstellen paarweise verschieden sind, liegen in

, 1 - 1
n=e™=—(1+i) und z=ie™*=—"C(i-1)

V2

jeweils einfache Polstellen vor. Wie friither schon gezeigt wurde, ist

2
2y 1 1 .
2 fr—y _— = — [ — 1 —
res,, (f) e 4,20 4\/5( i)
o1 1
und analog  res, (f) = T “Eh=——(-1—-1),

423 4 44/2

2In der Literatur wird hiiufig auch die Bezeichnung PV (fiir ,,principal value“) benutzt.
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und demnach

i . T

) 1 _ 1 .
I =2mi (4—\/5(1— |)+m(—1— |)) :m(—Ql):E.

Der Satz iiber uneigentliche rationale Integrale lésst sich folgendermaflen verallge-
meinern:

3.3.6. Satz

Sei f meromorph auf einer offenen Umgebung der abgeschlossenen oberen Halb-
ebene H = {z € C : Im(z) > 0}, mit endlich vielen Polstellen, von denen keine
auf der reellen Achse liegt. Wenn fj;o f(x)dx existiert und lim|, o0 2 f(2) =0
(fir z € H) ist, dann ist

+oo
flx)de =2mi - Z res, (f).

Im(2)>0

Der BEWEIS funktioniert wie oben, benutzt aber folgende Abschétzung:

|/ f(z)dz| < 7r-sup|f| =7 - -sup|z - f(z)| — 0 fiir r — oc.

[y Ivr|

3.3.7. Beispiel

oo Ccos T oo sinx
Die uneigentlichen Integrale ———dz und —dx
! 1eem & /_OO 22+ 2x +4 /_Oo 22+ 2x+4

konvergieren, wie man leicht mit dem Majorantenkriterium zeigt. Also exis-

tiert auch
“+o0o e|:r
I = —dx.
/OO 2244

Der Integrand ist die Einschrinkung der Funktion f(z) :=e'#/(2% + 2z + 4),
die offensichtlich meromorph mit den Polstellen z; = —1 + iv3 und 2z 1=
—1 — iv/3 ist. In einer Umgebung der oberen Halbebene liegt nur 2.

Fir z=x+ iy und y > 0 ist

_ el -lete] e e || _ 1
2242244 2242244 T |22 —22| -4 |2|—2-4/]2|’

|2f(2)|

und das strebt fiir |z| — oo gegen null. Damit sind die Voraussetzungen des
obigen Satzes erfiillt.

Weiter ist
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iz i(—14+iv3) —i,—V3
res,, (f) = lim c ¢ =

2921 2 — Z9 2I\/§ 2|\/§ '

Damit folgt:

+o0 P . e~ ie—V3
/_OO mdeZQWITGSZl(f):TF'T,
also

+o0 CcoS T T 3
P r= e 1).
/_OO o T 7 e cos(1)

Typ 3: Fourier-Riicktransformation

Ist f integrierbar, so heifit

Flw) = /_Oo Flt)e i« dt

die Fourier-Transformierte von f.

Ist die Fourier-Transformierte fgegeben, so kann man unter gewissen Umstdnden
daraus wieder die Originalfunktion f gewinnen. Ist f stiickweise stetig differenzier-
bar, so gilt die Formel

f(z) = % C.H. /_OO f(w)ei“’x dw .

Deshalb ist der folgende Satz interessant:

3.3.8. Satz

Sei ' eine meromorphe Funktion auf C mit endlich vielen Polstellen, von denen
keine auf der reellen Achse liegt. Auflerdem sei |z - F(z)| < C fir |z| — co. Dann
existiert fiirt > 0 das Integral

1 [t . .
F(x)e'dr =i - Z res, (F(z)e'*) .

2r )
Im(z)>0

Ist t <0, so muss man die Residuen in der unteren Halbebene heranziehen.

BEWEIS: Man benutzt die folgenden Integrationswege:

V2 i s

V3 Al
Yo
— Ry 0 Rs
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Dabei sei  7o(7) = 7 fiir — Ry <7 < Ry,
Y(1T) = Ro+ir, fir0<r<s,
Yo(r) = 74 is, fir — Ry <7 < Ry,
und  3(7) = —Ry+ir, fir0<7<s.

Man kann R;, Ry und s so grof§ wahlen, dass die Polstellen alle im Innern des
Zyklus I' := vy + 71 — 72 — 73 liegen. Fiir v = 1,2, 3 sei

L) = /F(szt dz.

Dann folgt aus dem Residuensatz:

/ 2 F(z)e'™ do + Ii(t) = L(t) — Is(t) =271 - > res.(F(z)e'™).

—R Im(z)>0
Man schéatzt nun die Integrale einzeln ab. Dabei kann man Folgendes verwenden:
a) Ist z =z + iy, soist [e'*] = e V.
b) Man kann s := R; + Ry setzen.

c) Fiir grofies R und |z| > R ist |F(z)] < %
z

Fiir festes t > 0 und geniigend grofles R; und R, ergibt die Standardabschétzung:

C
L) < (Ri+Rp)-e ™ -sup|F(z)] < (Ri+Ry)-e™ -
sl inf},||z|
= (Rl—I—RQ)-eSt-ﬁ = C-e® — 0 fiir s — oo.

Auf |y| ist |z| = |Ry + i7| > Ry, und daher gilt:

Ol < [ (PR in]-edr
0
C S

< — | eTdr
~ Ry Jo
C —st .
= R_Qt(l_e ) — 0 fiir s, Ry — 0.
I3(t) wird analog abgeschétzt.

Also ist oo
/ F(z)e'™ dv = 2mi Z res, (F(z)e'™).
> Im(z)>0

Die Existenz des Integrals wurde gleich mitbewiesen. "
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3.3.9. Beispiel

2
Die Funktion F(x) := % (mit a > 0) ist Einschrankung der meromor-
2 +a
phen Funktion
2a
F(z):=
@)= ot 0
die zwei einfache Polstellen aufweist. Sie erfiillt alle Bedingungen des Satzes,
und es ist
- 2
resio(F(2)e'”) = ﬁ e =—ie ™
- 2
und  tes_ i (F(2)e'?) = _;ae“t =ie™.
Daraus folgt:
Fiirt > 0ist  f(t) = i-1es;o(F(2)e'™) = e,
und fiir t < 0ist  f(t) = —i - -res_jo(F(2)e'™) = ™.

Zusammen ergibt das: f(t) = e /.

Typ 4: Integranden mit Verzweigungssingularitit

Ist f(z) eine meromorphe Funktion mit endlich vielen Polstellen, von denen keine
auf der positiven reellen Achse liegt, so kann man unter bestimmten Vorausset-
zungen folgendes Integral berechnen:

o0 d o0
/ f(z)x® ?x = / f(z)x* ! dz (Mellin-Transformation).
0 0

Um den Integranden als Einschrankung oder Grenzwert einer holomorphen Funk-
tion f(z) - 2%7! auffassen zu konnen, muss man einen geeigneten Logarithmus-
Zweig wihlen. Uberraschenderweise nimmt man nicht den Hauptzweig, sondern
den Zweig log g, der auf der lings der positiven reellen Achse aufgeschlitzten Ebe-
ne C := C*\ R, definiert ist. Setzt man A(z) := logp)(2), so ist 2% = e ein
dazu passender Zweig der Potenzfunktion.

3.3.10. Satz
Ist Re(a) > 0, lirr(l) f(2)z* =0 und lim f(2)z* =0, so existiert das Integral
z—

|z] =00

/ f(z)z*tdr = 27;#'@ : Zresw(f(z)z“_l).

wG@
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BEWwWEIS: Man benutzt den folgenden Integrationsweg:

Y2

Y1

|
—>l o e—
|

Fiir reelles z > 0 gilt:

limA(z + i) =In(z) und lmA(z+ ie)=In(z)+27i,

e—0 e—0

e>0 e<0
und daher
lim(z + ie)* ' =2%! und lim(z 4 ig)® ' = g0t 2milel) — go-l. p2ria
e—0 e—0
e>0 e<0

Sind r und e sehr klein,sowie R sehr grof}, so liegen alle etwaigen Polstellen von f
in dem von vy := 7 + 72 + 73 + 74 berandeten Gebiet G.

Firv=1,...,4seinun [, := / f(2)2* 1 dz. Dann gilt:
Yv
|| < 27R -sup|f(2)2* | = 27 - sup|f(2)2z*| — 0 (fiir R — o0)
% 72l
und

|Iy| < 277 - sup|f(2)2°7 1 = 27 - sup|f(2)2%] — 0 (fiir  — 0).
|4l |4l

SchliefSlich gilt:
R
hm/ f(z)z*! dz:/ f(x)z®dx
e—0 1 r
und

e—0

R
lim/ f(2)2 tdz = —/ f(x)z*te?m e dy,

Also strebt I; + I3 bei festem r und R fiir ¢ — 0 gegen

(1— e iey. /TRf(x)x“_l dx.
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Ist dabei r geniigend klein und R geniigend grof}, so nimmt Iy + Iy + I3 + I; den
festen Wert 27i - 3 _&res,(f(2)z*"!) an. Lisst man r — 0 und R — oo streben,
so erhilt man die Existenz des Integrals [~ f(x)z*"' dz und die Giiltigkeit der
gewiinschten Gleichung. "

3.3.11. Zusatz

Seien p und q Polynome mit deg(q) > deg(p) und (im Falle q) ohne Nullstellen
auf der positiven reellen Achse. Ist 0 < Re(a) < 1, so erfillen a und f(z) =
p(2)/q(z) die Voraussetzungen des obigen Satzes.

BEWEIS: Ist z = re't 6@, 0<t<2m sowiea=a+ if (mit 0 < a < 1), so ist

2% = exp(a-log(o) z) = exp((a+ i) (Inr+ it))
— exp((alnr—,@t+ i(ﬁlnr+at)) O

mit p(2) := Blnr + at € R. Also ist |2?| = |2|* - e7PL. Weil 8 eine Konstante ist
und ¢ in (0, 27) liegt, bleibt e~ beschriinkt, die (positiven) Werte liegen zwischen
€_|B|27r und €+|ﬁ‘2ﬂ—.

a) Weil f im Nullpunkt keine Polstelle besitzt, strebt |f(2)2¢] = |f(2)] - r* - e P
fiir z — 0 gegen 0.

b) Nach Voraussetzung ist |f(z)] < C/|z] und o — 1 < 0, und deshalb strebt

1f(2)2°] < Clz|*t = Pt fiir 2] — oo gegen 0. n

rl—oce

3.3.12. Folgerung

Sei f(z) = p(2)/q(2) eine rationale Funktion ohne Polstellen in R, , grad(q) >
grad(p) und a € C mit 0 < Re(a) < 1. Dann ist

| @t S s (7)),

sin(w <
( ) weC
BEWEIS: Wegen e ™' — ™% = —2 sin(7a) ist
27 2mie e e Tie
- = - - = —— . |
1— 627r|a e—Tia _ eTia Sln(’/T(I,)

3.3.13. Beispiel

a—1

Berechnet werden soll das Integral [ := / T dr, mita e R, 0<a<1.
0

T+

1
Hier ist f(2) = 1 mit z = —1 als einziger Polstelle. Es ist
z
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resil(f(z)zafl) — hml Zafl — (_1)a71 — (eﬂ|)a71 — _eﬂ'Ia’
z——
also )
Te~Tia ) T
J = — _pTmiay
sin(ma) (=e™) sin(ma)

Typ 4: Pole auf dem Integrationsweg

Bisher haben wir immer vermieden, dass Pole auf dem Integrationsweg liegen.
Manchmal lohnt es sich aber, auch diesen Fall einzubeziehen.

3.3.14. Satz

Sei f meromorph mit endlich vielen Polstellen und genau einem einfachen Pol
a € R. Auflerdem sei |z - f(2)| fir |z| — oo beschrankt. Dann existiert der
Cauchy’sche Hauptwert

e [ rwerar = il [ g@erars [ wesal
H. r)e'"dr = lim x)e'" dx x)e” dx
—00 e—0 —00 a+e
= 2mi Z res, (f(2)e'?) + mi res,(f(2)e'?).
Im(z)>0

BEwWEIS:  Wir benutzen die folgenden Integrationswege:

V2

73 /‘\ Al

— Rl 0 a R2

Dabei sei a. : [0, 7] — C definiert durch a.(t) := a + ee't. Ist F meromorph mit
endlich vielen Polstellen und genau einem einfachen Pol a € R, so kann man F' in
der Nihe von a folgendermaflen darstellen:

F(z) = L g(z), mit einer holomorphen Funktion g und ¢ = res,(F).
zZ—a

Dann ist

/%F(z)dz _ c/asz%za—i—/%g(z)dz

I it
= c/ i dt+/ g(z)dz = res,(F) - mi +/ g(z) dz.
0 Qe Qe

geit
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Weil | fas g(2) ’ < e - supy,, |9/ fiir ¢ — 0 gegen null konvergiert, ist

ll_% %F(Z)dz:resa(F)~7r|.

Das bleibt richtig, wenn man F(z) durch f(z)e'* ersetzt. Der Rest folgt mit den
schon bekannten Abschéitzungen (aus dem Beweis fiir die Fourier-Riicktransforma-
tion). .

3.3.15. Beispiel

Das uneigentliche Integral [*°_((sin)/z) dx existiert, wie man schon in Ana-
lysis 1 zeigt. Um es mit Hilfe des Residuenkalkiils zu berechnen, muss man
allerdings die Funktion f(z) := e'#/z betrachten, und die hat einen Pol im
Nullpunkt. Die Funktion sin z nimmt fiir wachsenden Imaginérteil von 2z im-
mer grofere Werte an, so dass man nicht mit (sinz)/z arbeiten kann. Nun

1st
+o0 3 —€ o3 400 2
/ sm:cdx _ lim</ Smxdw—l—/ sm:z:dx>
PR e=0\J_ =« - T
—€ _ix +oo iz
= limlm(/ e—d:v—i—/ e—dx)
e—0 oo I c x
6iz eiz
= Im|2mi i
m[m Z resz<z)+7rlreso(z>}
Im(z)>0
(i sy () )
= Im|(mires =7
0 e )
denn es ist
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3.4 Der Riemannsche Abbildungssatz
D := D;(0) bezeichne den Einheitskreis.

3.4.1. Schwarz’sches Lemma

Sei f: D — D holomorph und f(0) = 0. Dann ist |f(2)| < |z| fir alle z € D,
und daher |f'(0)| < 1.

Ist sogar |f'(0)| = 1 oder |f(20)| = |20| fiir ein 2o # 0, so ist f(z) = e'* - z mit
einem festen A € R.

BEwWEIS: Die Funktion

| f(»))z fur z#£0
9(2) '—{ f(0) firz=0

ist offensichtlich holomorph auf D. Sei nun 0 < r < 1. Weil |f(z)| < 1 auf D ist,
gilt nach dem Maximumprinzip fiir alle z mit |z| < r:

| <

i

Lasst man r gegen 1 gehen, so erhilt man |g(z)| < 1 auf 0D und damit auch auf
D. Daraus ergeben sich die ersten beiden Behauptungen.

Ist |f/(0)] = 1 oder |f(z0)| = |20| fiir ein 2o # 0, so ist |g(z)| = 1 fiir ein z € D.
Dann hat ¢ in z ein lokales Maximum, und nach dem Maximumprinzip muss g auf
D konstant (vom Betrag 1) sein. Daraus folgt die letzte Behauptung. n

Definition (Automorphismen):

Die Gruppe aller biholomorphen Abbildungen eines Gebietes G auf sich nennt
man die Automorphismengruppe von G. Wir bezeichnen sie kurz mit Aut(G).

3.4.2. Satz (iiber die Automorphismen des Einheitskreises)
Sei f € Aut(D), f(a) =0. Dann gibt es ein 0 € R mit

_ i0 Z—
Jz) =€ 1—-az
BEwEIS: Fir o € D sei
To(2) = © _oz :
1 —az

Dann ist T,, eine Mobius-Transformation, die in z = 1/& nicht definiert ist.

Ist |z| =1, so ist auch
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l z—«

‘z Z—«

Ta(2)] =

Z—
z _) ‘:1.
ZZ — Q2

Nach dem Maximumprinzip ist dann |T,(z)| < 1 fiir z € D, also T, (D) C D. Nach
dem Satz von der Gebietstreue folgt sogar, dass T, (D) C D ist.

Weiter ist

To(-Tu(=2)) =

z+ay  (zta)/(l+az)-a
T‘“<1+az) l-alz+a)/(1+az)
(z4+a)—a(l+az) z—aaz

(14+az) —alz+ ) 1 —aa

Das bedeutet, dass T, ein Automorphismus von I ist, mit (T,,) ' (w) = =T, (—w).

Ist f € Aut(D) beliebig, so gibt es ein @« € D mit f(a) = 0. Dann ist g := foT, ! €
Aut(D) und ¢g(0) = 0. Aus dem Schwarz’schen Lemma folgt, dass |g(2)| < |z] ist,
und weil man das Lemma auch auf ¢g~! anwenden kann, gilt sogar die Gleichheit.
Aber daraus folgt wiederum, dass g(z) = e’z ist, fiir ein geeignetes f. Damit ist

f(z) =€l Ty(2). .

Definition (lokal beschrinkte Folge):

Sei G C C ein Gebiet. Eine Folge (f,,) von stetigen Funktionen auf G heifit (auf
G) lokal beschrdnkt, falls es zu jedem zy € G eine Umgebung U(zp) und eine
(von U abhéngige) Konstante C' > 0 gibt, so dass gilt:

|f.(2)] < C  fiir jedesn € N, 2z € U.

3.4.3. Satz (iiber die Konvergenz auf dichten Teilmengen)

FEs sei (f,) eine lokal beschrinkte Folge von holomorphen Funktionen auf G und
A C G eine dichte Teilmenge. Ist (f,(2)) fir jedes z € A konvergent, so ist (f,)
auf G lokal gleichmdf$ig konvergent.

BEWEIS:  Es reicht zu zeigen, dass (f,,) lokal das Cauchy-Kriterium fiir die gleich-
méafigen Konvergenz erfiillt, d.h. zu beliebigem 2z, € G ist ein r > 0 gesucht, so
dass zu jedem € > 0 ein ng existiert, mit

|fn(2) — fm(2)| < e fiir |z — 2| <7 und m,n > ny.

Sei zg € G gegeben. Wegen der lokalen Beschranktheit existieren ' > 0, C' > 0, so
dass | f.(2)| < C fiir alle z € D,/(2,) C G und alle n gilt.

Wir setzen r = r//2. Dann ist |z — (| > /2 fir z € D,(z)) C Dy (20) und ¢ €
0D, (2p). Mit Hilfe der Cauchy’schen Integralformel folgt daraus fiir z, 2 € D,.(z) :




130 3 Isolierte Singularitéiten

£.02) — £l = \% / (f"“)—f"(o)dc\

(—z (—2
1 n
- = / f <+Z d(‘
T —Z
0D, (20)
1 4
< — .z =2 2ar" - " C—
< oo |z — 2| - 27r 85:/180)|f (9] >
4 _/
_ A=A
T
Sei jetzt £ > 0 beliebi ben und o= = 5. <0,
ei jetzt € eliebig vorgegeben und ¢ := o - 5 - 7=

Die Kreisscheiben D,(a), a € AN D,(z), iiberdecken D, (zy), denn A liegt dicht
in G. Da D,(zp) kompakt ist, gentigen auch endlich viele Scheiben. Deren Mit-
telpunkte seien aq,...,ay. Nun wahlen wir natiirliche Zahlen n; so grof}, dass
|fula;) — fim(a;)| < €/3 fiir alle m,n > n; gilt. Wegen der punktweisen Konver-
genz auf A geht das fiir jedes i € {1,..., N}. Sei ng := max{ny,...,ny}.

Ist z € D,(2), so gibt es ein i € {1,..., N} mit |z — a;] < p, da die Scheiben ganz
D,(z) tiberdecken. Seien jetzt n,m > ny. Dann folgt:

[fn(2) = Fn (D) < 1fal2) = fal@)] + [fa(@) = (@) + | fm(ai) = fm(2)]
< 4|z—/ai|'0+%+4|ai/—z|.c
< ACoic 00 e e e

P 3 g T 37303

Also ist die Folge lokal gleichméfig konvergent, was ja auch behauptet wurde. =

Mit O(G) bezeichnet man die Menge der holomorphen Funktionen auf G.

3.4.4. Folgerung (Satz von Montel)

Ist G C C ein Gebiet und (f,) C O(G) eine lokal beschrinkte Folge, so besitzt
(fn) eine lokal gleichmdfig konvergente Teilfolge.

BEWEIS: A := {ay,a9,as, ...} sei eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von G, z.B.
die Menge aller Punkte mit rationalen Koordinaten.

Wir betrachten die Punktfolge (f,(a1))nen. Da sie beschrénkt ist, existiert eine
Teilfolge (f1.,) von (fy,), die in a; punktweise konvergiert. Nun betrachten wir die
Werte der Teilfolge in as, (fin(a2))nen. Auch die sind beschrénkt, d.h. es existiert
eine Teilfolge (f2,,) von (f1,), die in a; und as punktweise konvergiert.

Im k-ten Schritt wird eine Teilfolge (fi,.) von (fr—1,) gebildet, so dass (fi,) in
allen a; konvergent ist, fiir i € {1,...,k}, und so fahrt man fort.



3.4 Der Riemannsche Abbildungssatz 131

Die Diagonalfolge (f,.) konvergiert punktweise auf A. Damit sind wir in der Si-
tuation des obigen Satzes und koénnen folgern, dass die Diagonalfolge auf G lokal
gleichméfig konvergiert. "

Eine Menge von Funktionen wird gerne auch als ,,Familie® bezeichnet.

Definition (normale Familie):
Eine Familie .# C 0(G) heiBt normal, wenn jede Folge in .% eine auf G lokal
gleichméfig konvergente Teilfolge enthélt.

Die Familie .# heifit beschrdnkt, falls es zu jeder kompakten Teilmenge K C G
ein r > 0 existiert, so dass |f(z)| < r fir alle z € K und alle f € % gilt.

3.4.5. Satz
Ist F eine beschrankte Familie, so ist jede Folge f,, € % lokal beschrdnkt.

BEWEIS:  Sei (f,) eine Folge in .. Ist zp € G, so gibt es eine offene Umgebung
U =U(z) CC G. Die Menge K := U ist kompakt. Also gibt es ein r > 0, so dass
|fn(2)| < rfiir alle z € K und alle n gilt. Das bedeutet, dass (f,,) lokal beschriankt
ist. n

Deshalb kann man den Satz von Montel auch so formulieren: Jede beschrinkte
Familie ist normal.

3.4.6. Hilfssatz

Seit G C D = D;(0) ein Gebiet mit 0 € G, und .# die Familie aller holomorphen
und injektiven Funktionen f : G — I mit f(0) = 0 und f'(0) reell und > 0.

Dann existiert eine Funktion fy € F, bei der f{(0) mazimal wird.

BEWEIS: % ist offensichtlich beschrinkt (weil f(G) C D fiir alle f € % gilt) und
nicht leer (weil idp in F liegt).

Sei av ;= sup{f'(0) | f € #} € RU{o0}. Da (idp)’(0) = 1 gilt, ist « > 1, und es
gibt eine Folge von Funktionen f, in .%#, deren Ableitungen im Nullpunkt gegen
« konvergieren. Aus dem Satz von Montel folgt, dass die Folge (f,) eine Teilfolge
enthélt, die lokal gleichméfig gegen eine Funktion f; € €(G) konvergiert. Ohne
Einschriankung sei (f,,) schon selbst diese Teilfolge.

Nach dem Konvergenzsatz von Weierstraf§ konvergieren auch die Ableitungen (f))
gegen fi, deshalb gilt f/(0) = «. Insbesondere ist fy nicht konstant. Da alle f,
injektiv sind, liefert der Satz von Hurwitz, dass fy auch injektiv ist. Da |f,(2)] < 1
fur alle n und alle z € G gilt, ist |fo(z)| < 1 fir alle z € G. Nach dem Maxi-
mumprinzip muss dann aber |fy(z)| < 1 auf G sein, also fy(G) C D. AuBlerdem ist
fo(0) = nhjEO fn(0) = 0 und damit f, € Z. .
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3.4.7. Riemann’scher Abbildungssatz

Set G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, G # C. Dann ist G biholo-
morph dquivalent zum Einheitskreis D.

BEWEIS: Wir zeigen genauer: Ist G C C einfach zusammenhdngend, so gibt es
zu jedem Punkt zo € G eine biholomorphe Abbildung T : G — D mit T'(z) = 0,
deren Ableitung T"(zy) reell und > 0 ist.

Der Punkt zj sei fest gewéhlt. Dann wird der Beweis in drei Schritten gefiihrt :

1. Zunéchst konstruiert man eine injektive, holomorphe Abbildung 77 : G — D
mit 77 (29) = 0, so dass T7(2p) reell und > 0 ist. Dann setzt man Gy := T1(G).

2. Als nachstes betrachtet man die Familie
F ={f:G1— D| f holomorph und injektiv, f(0) =0, f'(0) > 0}.

Laut Hilfssatz gibt es ein fy € % mit maximaler Ableitung im Nullpunkt
(dies ist der nicht-konstruktive Teil des Beweises).

3. Schlieflich zeigt man, dass fy das Gebiet GG surjektiv auf D abbildet. Dann
erweist sich T := fy o017 : G — D als die gesuchte, biholomorphe Abbildung.

Nun zur Ausfithrung: G C C sei das gegebene Gebiet, G # C.

1) O.B.d.A. sei G C C*, sonst verschiebe man G so, dass 0 nicht mehr in G liegt.
Dann ist die Funktion id¢ : 2z — 2z holomorph und nullstellenfrei auf G, und weil
G einfach zusammenhéngend ist, existiert eine holomorphe Quadratwurzel ¢(z) =
vz auf G. Die Funktion ¢ ist injektiv, deshalb ist das Gebiet G’ := ¢(G) C C*
biholomorph dquivalent zu G.

Mit einem Punkt wy € G ist —wy € G', sonst wire die Wurzel auf G’ nicht
umkehrbar. Wegen der Offenheit von G’ gibt es ein € > 0, so dass die Menge
D.(wp) in G’ liegt. Dann muss der Kreis mit gleichem Radius um —wy ganz im
Komplement von G’ liegen.

Wir betrachten nun die Mébiustransformation g(z) := /(2 4 wy), die in —wq nicht
definiert ist. Der Nullpunkt kommt nicht als Wert vor, und es ist |g(z)| < 1 fiir
|z +wp| > e. Das bedeutet, dass g die Menge C\ D.(—wp) nach D \ {0} hinein
abbildet. Also gibt es ein Gebiet G” im Innern von D, so dass G vermoge g o ¢
biholomorph dquivalent zu G” ist.

Sei a := g(q(zo)) das Bild des ausgewahlten Punktes zy. Die Transformation

Z—a

Ta(2) = 1—az

schickt a auf den Nullpunkt, und hintereinandergeschaltet schickt die Abbildung
T,0goq den Punkt zy dorthin. Ist jetzt (T,0g0q) (20) = r-e'* mit r > 0, ¢t € [0, 27),
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so wenden wir noch die Drehung R;(z) := e~ '+ 2z an. Dann bildet T} := R;0T,0goq
immer noch G nach D hinein und z, auf 0 ab, zusétzlich ist aber 77(0) = r > 0.

e 2 q el
Wo
G
N

< W

fo
G

C Rt : Ta
a e
G/l

y <
2) Gy := T1(G) ist einfach zusammenhéngend. Sei f, : G; — D holomorph und
injektiv, mit fy(0) = 0, so dass f;(0) maximal ist. fy existiert laut Hilfssatz.

3) Ist fo surjektiv, so sind wir fertig, weil die Verkettung fy o 77 : G — D biholo-
morph ist.

Angenommen, Gs := f(G1) # D. Dann wihle man einen Punkt ¢ aus D\ Gs. Die

Mobiustransformation
z—cC
T.(2) :

1—ecz

ist ein Automorphismus von D, der den Nullpunkt nach —c¢ und ¢ auf den Null-
punkt abbildet. Das Gebiet G5 := T.(G3) C D ist natiirlich wieder einfach zusam-
menhéngend. AuBerdem liegt der Nullpunkt nicht in G5. Deshalb existiert eine ho-
lomorphe Quadratwurzel auf Gs, p(z) = /z. Die Abbildung p ist injektiv, und das
Bild p(G3) ist wieder vollstandig im Einheitskreis enthalten. Die Zahl d := p(—c)
liegt im Einheitskreis. Wir machen nun einen Ansatz fiir einen Automorphismus
von D:

z—d

—, wobei der Parameter A spéater gewiahlt werden soll.

Thyg(z) :=e*.
nil2) 1—dz

Die Verkettung
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S:=ThgopoTl.:Gy —D

ist auf jeden Fall injektiv, und es ist S(0) = 0. Jetzt wihlen wir A so, dass die
Ableitung S’(0) reell und grofer null ist. Das geht, da die Ableitung wegen der
Injektivitat ungleich null ist und nur noch auf die positive reelle Achse gedreht
werden muss. Definieren wir

pi(z):=2" und S*:=T 'op*oTly,;:D—D,

so ist S*(0) = 0 und S* o S|g, = idg,. Man kann das Schwarz’sche Lemma auf
S* anwenden, und es folgt [(S*)(0)] < 1. Wire der Betrag der Ableitung in Null
gleich Eins, also S* eine Drehung, dann wére

p*(2> = Tc O S* o T)\7d

ein Automorphismus des Einheitskreises und (p*)’(0) = 0, was aber nicht der Fall
ist. Also ist [(S*)"(0)|] < 1. Wegen 1 = (S*)'(0) - .S’(0) ist dann [S(0)| > 1, und weil
S’(0) reell ist, ist sogar S’(0) > 1.

Die Abbildung h := S o fy : G; — D ist eine holomorphe, injektive Abbildung,
die den Nullpunkt fix ldsst, und auBlerdem ist h'(0) = S’(0) - f{(0) reell, positiv
und sogar > f[(0). Das ist ein Widerspruch, weil damit einerseits i in F liegt,
andererseits aber fy so gewihlt wurde, dass f{(0) maximal unter den Ableitungen
f/(0) mit f € F ist! Also muss fy surjektiv sein, und wir sind fertig. f, o 77 bildet
G biholomorph auf D ab. "

Aus dem Riemann’schen Abbildungssatz folgt ganz leicht:

3.4.8. Satz

FEin Gebiet G C C ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn es entweder
= C oder biholomorph dquivalent zum Einheitskreis D ist.

Eine weitere Anwendung ist die topologische Charakterisierung des Begriffes , ein-
fach zusammenhédngend“. Das erfordert allerdings einige Vorbereitungen.

Definition (Homotopie):

Es seien a, 8 : [0,1] — C stetige Wege mit gleichem Anfangspunkt zop = «(0) =
£(0) und gleichem Endpunkt z; = a(1) = 5(1). Eine Homotopie (mit festem
Anfangs- und Endpunkt) zwischen o und f ist eine stetige Abbildung ® :
[0,1] x [0,1] — C, fiir die gilt:

1. Fur alle t € [0,1] ist ®(¢,0) = a(t) und ®(¢,1) = 5(¢).
2. Fiir alle s € [0, 1] ist ®(0,s) = zo und ®(1,s) = 2.

Zur Abkiirzung wird ®4(t) fiir ®(¢, s) geschrieben. ®4(t) ist dann ein gewohnlicher
stetiger Weg von zy nach 21, speziell ist &y = o und ¢, = 5.
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Zwei Wegeheiflen homotop in G (in Zeichen: a ~ (), falls es eine Homotopie
zwischen v und f3 gibt. Ein geschlossener Weg o in G mit zy = «(0) = «(1) heifit
nullhomotop in G, falls a in G homotop zum konstanten Weg ¢(t) = z ist.

Der Weg « ist also in G homotop zum Weg 3, wenn « stetig in § deformiert werden

kann, ohne G zu verlassen.

S 21

S0

3.4.9. Satz

Ist G C C konvex oder homdéomorphes Bild einer konvexen Menge, so ist jeder
geschlossene Weg in G nullhomotop in G.

BeweEls:  Essei G konvex, a : [0, 1] — G ein geschlossener Weg mit Anfangs- und
Endpunkt zy. Definieren wir

O(t,s):=s-20+ (1 —s)-at) aufl0,1] x[0,1],

so ist @ stetig, und wegen der Konvexitét liegt das Bild von ® in G. Alle Wege @,
haben 2z als Anfangs- und Endpunkt. Auerdem ist &y = a und ®4(t) = 2y, also
a nullhomotop in G.

Ist G homdomorphes Bild eines konvexen Gebietes, so kann der Weg a mit Hilfe der
Umkehrabbildung dorthin transportiert werden. Die Konstruktion der Homotopie
lasst sich dann ganz einfach iibertragen. "

3.4.10. Satz (Homotopie-Invarianz des Kurvenintegrals)

Sind die Wege o, 3 in G homotop zueinander, so ist [ f(z)dz = [ f(z)dz fir
o B

jede holomorphe Funktion f auf G.

BEWEIS: Der Beweis wurde aus Zeitgriinden in der Vorlesung nur angedeutet.

Es sei zp := «(0) = £(0) der Anfangspunkt, z; := a(1) = B(1) der Endpunkt
und ® eine Homotopie zwischen o und . Ist sq € [0, 1], so gibt es eine Kreiskette
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{Dx,...,D,} langs vy := @4, (zu einer Zerlegung 0 =t; < t; < ... <t, =1)in G.
Dann ist ®(t, sg) € D; fir t;_1 <t < t;. Die Beweisidee ist nun ganz einfach:

Ist s nahe bei sg, so verlauft auch noch v := ®, im Innern der Kreiskette. Weil
das Integral J, := |, o, | (2) dz nur von den Stammfunktionen von f in D; abhéngt,
andert es sich in der Nédhe von sy nicht. Nach und nach zeigt man so, dass alle
Integrale J; fiir 0 < s < 1 gleich sind.

Dieses Programm soll nun im Detail ausgefiihrt werden:

Ist jeweils F; eine Stammfunktion von f in D;, so ist ¢; := Fi,1 — F; auf D; N D,
konstant. Ist s nahe bei s, so verlauft auch noch v := ®, im Innern der Kreiskette,
und man kann eine Zerlegung 0 = uy < u; < ... < u, = 1 finden, so dass

O(t,s) € D ist, fir u;_y <t <w;. Firi=1,...,n—1 gilt dann

Fipn(v(w)) = Fia(o(t) = Fi(y(w)) = E(y(t:),

RSN FOr
= Z[Fi(V(Uz‘)) — Fi(v(ui))] — Z[E-(%(ti)) — Fi((ti1))]

1

also

=1 =
-1

= Z[FZ(V(UZ)) - Fi(%(ti))} - Z[EH(V(UZ)) - Fi+1(70(ti)ﬂ

— (Bulza) = Falz)) — (Filz0) - Fa(z) = 0.

Das bedeutet: Es gibt zu jedem so € [0, 1] eine Umgebung U = U(sy) C R, so dass
Js = Jg, fur alle s € UN[1,0] ist.

Daraus folgt, dass die Menge M := {s € [0,1] : J; = Jo} offen in [0, 1] ist.
Auflerdem ist sie nicht leer (denn 0 liegt natiirlich darin), und sie ist auch abge-
schlossen in [0, 1]: Konvergiert ndmlich eine Folge (s,) von Elementen aus M gegen
ein s* € [0, 1], so folgt wie oben, dass J,, = J, fiir geniigend grofies v ist. Deshalb
liegt dann auch s* in M. Also ist M = [0, 1] und damit alles bewiesen. n

3.4.11. Folgerung
Sei f holomorph auf G und o ein geschlossener Weg, der nullhomotop in G ist.

Dann ist /f(z)dz = 0.

BEWEIS: « ist homotop zu einem konstanten Weg ¢(t) = zp, und das Integral
langs ¢ verschwindet offensichtlich. "
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3.4.12. Homotopiekriterium fiir einfachen Zusammenhang

Fin Gebiet G C C ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn jeder ge-
schlossene Weg in G nullhomotop ist.

BEWEIS: Es sei G einfach zusammenhéngend. Dann ist G = C oder G biholo-
morph dquivalent zum Einheitskreis. Da C und D konvex sind, ist dort jeder ge-
schlossene Weg nullhomotop. Ist f : G — D biholomorph, so kann die Homotopie
mit Hilfe von f~! nach G iibertragen werden.

Ist umgekehrt jeder geschlossene Weg in G nullhomotop, so verschwindet das In-
tegral iiber jede Funktion f € &(G) und jeden geschlossenen Weg « in GG. Daraus
folgt, dass GG einfach zusammenhéngend ist. "



