2 Integration im Komplexen

2.1 Komplexe Kurvenintegrale

q
Wie kann man ein komplexes Integral / f(2) dz definieren?
»

Ist f auf einem Gebiet G definiert, so braucht die Verbindungsstrecke zwischen p
und ¢ nicht zu G zu gehoren. Allerdings kann man die Punkte innerhalb von G
durch einen stetigen Weg o (und sogar durch einen Streckenzug) verbinden. Ob
man [ entlang « integrieren kann und inwiefern das Ergebnis vom Weg abhéngt,
wird zu untersuchen sein.

Wir fiithren noch folgende Sprachregelung ein: Ein Integrationsweg in einem Ge-
biet G C C ist ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg « : [a, b] — G.

Definition (komplexes Kurvenintegral):

Sei G C C ein Gebiet, f: G — C stetig und « : [a,b] — G ein Integrationsweg.
Dann wird das komplexe Kurvenintegral von f iiber o definiert durch

b
a

[ 1= [ rfaw) a0

Man kann das Integral natiirlich schon bilden, wenn f nur auf |«| definiert ist.

2.1.1. Satz (Eigenschaften komplexer Kurvenintegrale)

1. Ist ¢ : [c,d] — |a,b] eine stetig differenzierbare, streng monoton wach-
sende Parametertransformation, so ist

/oéwf(z)dz:/cyf(z)dz.

2. Fiir stetige Funktionen f1, fo und Konstanten ci,co € C ist
/(clfl +eafa)(z)dz = ¢ - / fi(z)dz + co - / fa(2) dz.
3. Es gilt die Standardabschdtzung

| / f(2)dz| < L(a) - max|f(2)],

z€|a

b
wobei L(a) = / |/ (t)| dt die Linge von « ist.
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4. Sind [ und f, stetige Funktionen auf |a|und konvergiert (f,) auf |«|
gleichmdf$ig gegen f, so ist

/af( )dz = lim fl,( )dz

V—00

BeEweEls: 1) Ist ¢ eine stetig differenzierbare Parametertransformation und au-
Berdem streng monoton wachsend, so ist ¢(¢) = a und ¢(d) = b, und die Substitu-
tionsregel ergibt:

[Ww~:/wmmmw=/fmmmﬂmmmm

=£/f (a0 9)(s) (o ) / 1z

2) Die Linearitét ist trivial.

3) Esist|/f(z)dz\:|/bf(a( (t)dt| < /|f (t)| dt.

Setzt man M := mf‘:xx|f( z)|, so ist
S

/|f |dt<M/|a )| dt = M - L(a).

Zu (4): Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein ng, so dass |f,(z) — f(2)] < e/L(«)
fiir n > ny und z € |a] ist. Dann folgt fiir alle n > ny die Ungleichug

I/fn(Z) dz—/f(z)dzl < (ful2) = f(2)) d= |
< L) -max|f,(2) — f(2)] < e

A

Also konvergiert die Folge der Integrale f fn(2) dz gegen f f(z u

2.1.2. Satz (Integrationsregel)
Ist f: G — C holomorph, f" stetig und « : [a,b] — G ein stetig differenzierbarer

Weg, so ist
/f’(z) dz = f(a(b)) — f(a(a)).

BEwEIS:  Auch foa : [a,b] — C ist stetig differenzierbar, mit (f o a)'(t) =
f'(a(t)) - o/ (t) (weil f holomorph ist). Daher ist

b b
/ﬂ@wzff@@ydwﬁzquwwﬂzﬂMW—ﬂmw.
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Man beachte, dass der Strich hier einmal die komplexe und einmal die reelle Ab-
leitung bezeichnet! u

Definition (Stammfunktion):

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C stetig. Eine Stammfunktion von f ist
eine holomorphe Funktion F': G — C mit F' = f.

Bemerkung: Je zwei Stammfunktionen unterscheiden sich hochstens um eine
Konstante (denn auf einem Gebiet ist eine holomorphe Funktion mit verschwin-
dender Ableitung konstant).

2.1.3. Beispiele

1. Sei zp # 0 und «(t) :==t- 2y (fir 0 <t < 1) die Verbindungsstrecke von 0 und
zp. Weiter sei f(z) := z". Dann ist

n+1

1 1
1
/f(z)dz:/ f(t~zo)-zodt:zg+1~/ t" dt = PRy
o 0 0

Dieses Ergebnis kann man auch auf anderem Wege erhalten. Setzt man
F(2) := 2"t /(n+1), so ist F'(z) = f(2) und daher

1 n+1

[ £6)dz = Fla(1) = F(a(0) = F(z0) = F(0) = 4

2. Die Kreislinie 9D, (29) wird durch a(t) := zy + 7 -e't (mit 0 < ¢t < 2m)
parametrisiert. Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, benutzen
wir immer diese Parametrisierung.

Ein fundamentaler Baustein der Funktionentheorie ist die Formel

n o n _ 2mi ﬁirn:_l
/ (2 — 20) dz.—/(z—ZO) dz—{ 0  sonst.

8Dy (20) a

BEWEIS: Es ist

1 27‘(‘1 . . 27
/ dz:/ —e_'t-rie'tdt:i-/ dt = 2mi,
a” TR0 0 r 0

und fiir n # —1ist F,(2) == =7(2z — 20)""" Stammfunktion von (z — 2)",

also /(z —29)"dz = F,(a(27)) — F,(a(0)) = 0.
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Unter einer Kette (von Wegen) in einem Gebiet G versteht man eine Abbildung
I' von der Menge aller (Aquivalenzklassen von) Integrationswege(n) in G nach Z,
die nur endlich oft einen Wert # 0 annimmt. Vereinfacht ausgedriickt sind Ketten
formale ganzzahlige Linearkombinationen von Wegen:

I'= an&j (mit n; € Z\ {0} ).

j=1
Die Menge |I'| := o | U... U |ay| heiit die Spur von T').

Ketten kénnen komponentenweise addiert und mit ganzen Zahlen multipliziert wer-
den:

T+ (a) = T(a)+T(a),
n-T(a) = n-T'(a).

Dadurch wird die Menge aller Ketten in G zu einer abelschen Gruppe (oder einem
Z-Modul).

Jeder einzelne Integrationsweg a kann vermoge

_J 1 fallsa=p
o(8) '_{ 0 sonst

als Kette aufgefafit werden. Auch hier ist zu beachten, dafl dquivalente Wege als
gleich aufgefaf3t werden.

Detfinition:
N

Sei G C C ein Gebiet, I' = Z n;a; eine Kette in G und f : G — C stetig. Dann

definiert man:

/Ff(z) dz ;:ém /aif(z) dz.

Ist «: [a,b] — C ein Integrationsweg, so kann man den entgegengesetzt durchlau-
fenen Weg o mit der Kette —a = (—1) - « identifizieren: Da man «_ aus « durch
die Parametertransformation ¢ mit ¢(t) = a +b — ¢ (also ¢(b) = a, ¢(a) = b und
/(t) = —1) gewinnt, gilt namlich:

/a f@)de = / Fao o @) dt - / " Fo alult)a! () (0) di
= /bafooz(s)a’(s)ds = —/abeOé(S)O/(s)ds — _/af(z)dz'

Sind « : [a,b] - C und B : [¢,d] — C zwei Integrationswege mit «(b) = (c), so
kann man den zusammengesetzten Weg a + (3 auf [0, 1] definieren durch
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[ oale(t) fuir0<t<1/2,
@+ A0 =1 5000) mijperer

wobei ¢ : [0,1/2] — [a,b] und ¢ : [1/2,1] — [e,d] durch ¢(t) := a + 2t(b — a) bzw.
P(t) :=c+ (2t — 1)(d — ¢) definiert werden. Dann ist

1/2
/ z)dz = / flaop(t))(ao @) (t)dt +
a+f3

0 1

RCEEOCRONT
:/meMMH/fwwaﬁ

_ /af(z)dzjt/ﬁf(z)dz.

Also entspricht der zusammengesetzte Weg « + 5 tatsédchlich der Kette o + 3. Ist
nicht a(b) = B(c), so ist zumindest die Kette a + § definiert.

2.1.4. Beispiel
Wir betrachten die Wege a, 8,7 : [0,1] — C mit

alt)=—1+2t, pBt):=1+it und ~(t):=—-1+t2+1).

1+

17

Dann ist

1 1
/ zdz = /(—1+2t).2dt+/(1—it)-idt
a+p 0 0

— 2. (4 1?) ‘1+i (t— L2y ‘1

0 2 0
= 2~(—1+1)+i-(1—%) = i+%,
und Azdz _ /O(—1+2t—it)(2.+i)dt
- (2+i)-(—t+2%l-t2);
- (2+i)~(—1+1—%):—i+%.

Das komplexe Kurvenintegral iiber f(z) := Z hiangt vom Integrationsweg ab!
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2.1.5. Hauptsatz iiber Kurvenintegrale

Set G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. Es st / f(2)dz =0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg c in G.

BEWEIS:

(1) = (2): Ist F eine Stammfunktion von f und « : [a,b] — G ein Integrati-
onsweg, so ist

[ £z = Flao) - Fla(a))
Ist a geschlossen, so verschwindet die rechte Seite und damit das Integral.

(2) = (1): Sei [ f(¢)d¢ = 0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg, und
a € G ein einmalig fest gewdhlter Punkt. Zu z € G sei jeweils ein Integrationsweg
a, : [0,1] = G gewihlt, der @ mit z verbindet. Dann setze man

:/aszc

Wegen der Voraussetzung ist die Definition von
F unabhéngig von der Wahl des Weges «,. Zu
zeigen bleibt: F'ist auf G komplex differenzier-
bar, und es ist F' = f.

Dazu betrachten wir einen beliebigen Punkt
zo € G und wéihlen eine offene Kreisscheibe D
um 2y, die noch ganz in G enthalten ist. Fiir
z € D sel w,(t) :=20+1t-(z2—2) die (in D ent-
haltene) Verbindungsstrecke zwischen zy und z.
Weiter sei a 1= a,.

_az

Dann ist v := a+w, —a, ein geschlossener Weg,
und es gilt:

Oz/vf(()dCZ/f d<+/f ¢ — /f

= F(z) - F(2) + /fzo—l—tz—zo)) (2 — 29) dt
= F(z20) = F(2) + A(z) - (z — ),

mit A(z /fzo+tz—zo))d
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Offensichtlich ist A(z9) = f(z0), und fiir z € D ist

18 = Al = | [ 11Go +1(z = 20) = el ] < oo+ 6z = 0) = SGoll

Da f stetig ist, strebt die rechte Seite fiir z — 2y gegen 0. Hieraus folgt die Stetigkeit
von A in zp. Damit ist F' in zy komplex differenzierbar und F’(zy) = f(z0). "

Definition (sternfoérmige und konvexe Gebiete):
Ein Gebiet G C C heifit sternféormig beztiglich a € G, falls mit jedem z € G
auch die Verbindungsstrecke von a und 2z ganz in G liegt.

Das Gebiet heifit konvex, falls mit zwei Punkten z,w € G stets auch deren
Verbindungsstrecke ganz in G liegt.

sternformig

konvex

Jedes konvexe Gebiet ist sternformig, aber die Umkehrung ist i.A. falsch. Sind G
und G5 konvex und ist a € G1 N Ga, so ist G U G beziiglich a sternférmig.

Das ,Innere eines Dreiecks® (die exakte Formulierung sei dem Leser iiberlassen)
nennen wir ein Dretecksgebiet. Jedes Dreiecksgebiet ist konvex, Nimmt man den
Rand hinzu, so spricht man von einem abgeschlossenen Dreieck. Der Rand
kann durch einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg parametrisiert werden.

2.1.6. Der Hauptsatz fiir Sterngebiete

Ser G C C ein beziiglich a € G sternformiges Gebiet, f : G — C stetig. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f besitzt auf G eine Stammfunktion.

2. FEs ist faA z)dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, das a als
Eckpunkt hat

BEWEIS:
(1) = (2): Klar!

(2) = (1): Das ist eine Verschérfung des Hauptsatzes iiber Kurvenintegrale im
Falle von sternférmigen Gebieten. Der Beweis wird vollig analog gefiihrt, allerdings
definiert man diesmal F'(z) als Integral iiber die Verbindungsstrecke von a und
z, was wegen der Sternférmigkeit moglich ist. .
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2.2 Der Cauchy’sche Integralsatz

2.2.1. Satz von Goursat

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion und /A C G ein
abgeschlossenes Dreiecksgebiet. Dann gilt:

f(z)dz=0.
on

BEWEIS: Wir schreiben A = A©, Indem wir die Seiten von A halbieren, unter-
teilen wir A in 4 kongruente Teildreiecke Agl), e AS).

Sei v = A + 9AL + oA + 9AD. Dann ist

[yf(z) dz = g/aa,g” f(2)dz = /amm £(2)dz,

denn die Integrale iiber die Strecken im Innern des Dreiecks heben sich gegenseitig
auf. Also ist

f(z)dz|.

| o f(z)dz| <4- mgx} oAl

Nun wé&hlt man unter den Dreiecken Agl), e ,AS) dasjenige aus, bei dem der
Betrag des Integrals am groBten ist, und nennt es AM. Dann ist

| f(z)dz| <4-| f(z)dz].
AA) oA

Wiederholt man diese Prozedur, so erhélt man eine Folge von Dreiecken

A=A AL S AG 5

mit | / f(z)dz { <4m. | f(z)dz { und L(OA™) = 27" . L(OAD).
OA®) AA (™)
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Da alle A® kompakt und # @ sind, enthilt mnzo A™ einen Punkt zp, und da der
Durchmesser der Dreiecke beliebig klein wird, ist 2z, eindeutig bestimmt.

Jetzt kommt der entscheidende Trick! Wir nutzen die komplexe Differenzierbarkeit
von f in zp aus. Es gibt eine in zq stetige Funktion A, so dass gilt:

L f(2) = f(20) + (2 = 20) - (f"(20) + A(2)).
2. A(z) = 0.

Die affin-lineare Funktion A(z) := f(20) + (z — 20) - f'(20) hat auf G eine Stamm-
funktion, namlich

/ ! V4
A = (Flan) = 20 £1o)) -+ L0 2,
Also ist / A(z) dz = 0 fur alle n. Daraus folgt:
A
‘ f(Z) dz ‘ = | (Z - Zo)A(Z) dz |
oA OA™)
< L(OA™) - max(|z — z]| - |A(2)])

AA ()
< (n)y2 . _
L(OA™)" - max(|A(2)]

Setzt man alles zusammen, so erhélt man:

{ f(z)dz| < 4”-’ f(z)dz’
oA OAm)
< 4" LOA™)? . max|A(z)|
oA (M)

— 2,
= L(0A) Er)ria(%]A(z)L

Fiir n — oo strebt die rechte Seite gegen 0. "

Der Satz von Goursat lésst sich noch ein wenig verschérfen.

2.2.2. Satz von Goursat in verscharfter Form

Set G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele Punkte
holomorph. Dann gilt fiir jedes abgeschlossene Dreiecksgebiet A\ C G :

f(z)dz=0.
on

BEwEIs: Wir kénnen annehmen, dass f iiberall bis auf einen einzigen Ausnah-
mepunkt zp holomorph ist. Nun unterscheiden wir mehrere Félle:
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1. Fall: z, ist Eckpunkt von A.

Dann zerlegen wir A folgender-
maflen in drei Teildreiecke:

Aus dem gewohnlichen Satz von Goursat folgt:

(2)dz = f(2)dz=0, also f(z)dz = f(2)dz,
2N 0A3 [OJAN 0N

unabhéngig davon, wie z; und z; gewéhlt werden. Dann ist
[ G d < Lon) sl
on A

und die rechte Seite strebt gegen Null, wenn z; und 2| gegen zy wandern.

2. Fall: z liegt auf einer Seite von A,
ist aber kein Eckpunkt. Dann zerlegt
man A in zwei Teildreiecke, auf die bei-
de jeweils der erste Fall anwendbar ist:

3. Fall: z; liegt im Innern von A. Die-
sen Fall kann man auf den 2. Fall redu-
zieren:

Liegt zy auerhalb A, so ist iiberhaupt nichts zu zeigen. "

2.2.3. Satz (iiber die Existenz von Stammfunktionen)

Sei G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele
Punkte holomorph. Dann besitzt [ auf G eine Stammfunktion.

BEWEIS:  Sei G sternférmig beziiglich a € G. Nach dem verschérften Satz von
Goursat ist |, oa f(2) dz = 0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G, insbesondere
fiir jedes Dreieck, das a als Eckpunkt hat. Daher besitzt f eine Stammfunktion. =

2.2.4. Cauchy’scher Integralsatz (fiir Sterngebiete)

Set G C C ein sternformiges Gebiet, f : G — C stetig und bis auf endlich viele
Punkte holomorph. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G :

/af(Z) dz =0.
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BEWEIS:  f besitzt eine Stammfunktion, und daraus folgt die Behauptung. n

2.2.5. Lemma

Sei R > 0 und f : Dg(z9) — C holomorph
auferhalb des Punktes zy € Dg(z), 21 # 2o-

Wir wdhlen ein r mit 0 < r < R und ein
e >0, so dass noch D.(z1) C D,(zo) ist.

Dann ist

/8Dr(zo) f(Z) = /<9Da(21) f<z> *

&

BEwEIS: Wir zeigen, dass die Differenz der Integrale verschwindet. Dazu fassen
wir diese als Summe zweier Integrale iiber geschlossene Wege auf, auf die sich jeweils

der Cauchy’sche Integralsatz anwenden lésst:

Bezeichnen wir die beiden Verbindungsstrecken vom kleinen inneren Kreis zum
groflen dufleren Kreis (von oben nach unten orientiert) mit o und 7 und die positiv

orientierten Teil-Kreislinien mit aq, as und [y, Bs, so gilt:

Br+o—ar+7)+(Be—T—az—0)=(B1+ Pa2) — (a1 + o).

Die beiden geschlossenen Wege auf der linken Seite der Gleichung verlaufen je-
weils in einem sternformigen Gebiet, in dem f holomorph ist. Nach Cauchy ist das
Integral iiber diese Wege = 0, und daraus folgt auch schon die Behauptung. "

Definition (relativ kompakte Teilmenge):

Sei G C C ein Gebiet und B C G eine offene Teilmenge. Wir sagen, B liegt
relativ kompakt in G (in Zeichen: B CC G ), wenn B kompakt und in G

enthalten ist.
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2.2.6. Folgerung
Ist D C C eine Kreisscheibe und z € C\ 9D, so ist

d¢ [ 2mi falls z € D,
op C—2 0 sonst.

BEWEIS: 1) Sei € > 0 so gewéhlt, dass D.(z) CC D ist. Fir ¢ # z ist f(¢) :=
1/(¢ — z) holomorph. Also ist

/ap Cd—CZ :/(’)De(z)gd—gz =

2) Ist z € C\ D, so gibt es eine Kreisscheibe D’ mit D cC D' und z € C\
D’. Dann ist f(¢) auf D’ holomorph, und das Integral verschwindet aufgrund des
Cauchy’schen Integralsatzes fiir Sterngebiete. .

Definition (einfach zusammenhingendes Gebiet):

Ein Gebiet G C C heifit einfach zusammenhdngend, falls jede holomorphe
Funktion f: G — C eine Stammfunktion besitzt.

Diese Definition ist nicht die Ubliche. Man kann einfach zusammenhingende Ge-
biete auch rein topologisch charakterisieren. Das wird den brisanten Sétzen der
folgenden Abschnitte erst ihren eigentlichen Sinn geben.

2.2.7. Satz (Hinreichende Bedingungen
fiir einfach zusammenhingende Gebiete)

1. Jedes sternformige Gebiet ist einfach zusammenhdngend.

2. Sind Gy und Gy einfach zusammenhdngende Gebiete und ist G1 N Gy # &
und zusammenhdangend, so ist auch G1 U Gy einfach zusammenhdngend.

BEwEIs: 1) ist klar, aufgrund des Cauchy’schen Integralsatzes fiir Sterngebiete.
2) G := G1 U Gy ist wieder ein Gebiet. Sei f : G — C holomorph. Dann gibt es

Stammfunktionen Fj von f|g,, fiir A = 1,2. Auf G; NGy ist dann (F; — F»)'(2) = 0,
also Fi(z) — Fy(z) = ¢ konstant. Sei

F(z);:{ Fi(z) auf Gy,

Fy(z) + ¢ auf Gs.

Offensichtlich ist F' holomorph auf G und F’" = f. u
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2.2.8. Cauchy’scher Integralsatz

Set G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und f : G — C holomorph.
Dann gilt fiir jeden geschlossenen Integrationsweg o in G :

/fo(z) dz =0.

Der BEWEIS ist trivial. Seine Bedeutung erhilt der Satz erst dann, wenn man
yeinfach zusammenhédngend“ mit topologischen Mitteln charakterisiert hat.

2.2.9. Beispiel

C* = C\{0} ist ein Gebiet, aber nicht einfach zusammenhéngend: Die Funkti-
on f(z) :=1/z kann auf C* keine Stammfunktion besitzen, denn bekanntlich

1st
1
/ —dz =2mi #0.
D1 (0) #

Die geschlitzte Ebene C' = C\R_ ist dagegen sternformig (etwa bzgl. a = 1)
und deshalb einfach zusammenhéngend. Also muss f auf C’ eine Stammfunk-
tion besitzen. Sei

_ [T

F(z):= T

Das Integral kann dabei iiber jeden Weg zwischen 1 und z erstreckt werden,
der ganz in C’ verlauft, also z.B. iiber die Verbindungsstrecke. Der Cauchysche
Integralsatz sagt, dass das Ergebnis nicht vom Weg abhingt. Wie im Beweis
des Hauptsatzes folgt, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Auflerdem ist
F(1) =0 ist.

Die gleichen Eigenschaften hat auch der Logarithmus. Weil nun (F—log)’(z) =
0 auf C' ist, gibt es eine Konstante ¢, so dass F'(z) = log(z) + ¢ ist. Setzt man
z = 1 ein, so erhédlt man ¢ = 0.

1
Damit ist log(z) = / ZdC.
1
Bemerkung: Es gibt eine Verallgemeinerung des vorangegangenen Beispiels:

Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, f : G — C holomorph, f(z) # 0
auf G und f’ holomorph. Dann gibt es eine holomorphe Funktion h auf G mit
folgenden Eigenschaften:

1. exp(h(z)) = f(2) fiir alle z € G.

2. W(z) = ['(2)/f(2).
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Je zwei Funktionen hy und hy auf G mit den Eigenschaften (1) und (2) unterschei-
den sich um ein ganzzahliges Vielfaches von 27i.

Der BEWEIS der Existenz der Funktion h wurde den Studierenden als Ubungs-
aufgabe iiberlassen. Er findet sich (zusammen mit dem Beweis der Eindeutigkeit)
im Anhang zu diesem Kapitel. Die Bedingung ., f/ holomorph* wird sich spéter als
iiberfliissig erweisen.

Liegt das Gebiet G in C*, so nennt man jede stetige Funktion L auf G mit
exp(L(z)) = z eine Logarithmusfunktion auf G. Sie ist dann natiirlich auch
holomorph. Auf jedem einfach-zusammenhingenden Gebiet G C C* existiert eine
Logarithmusfunktion.

2.2.10. Beispiel

Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, f : G — C holomorph,
f(2) # 0 auf G und f" holomorph. Dann existiert eine ,Quadratwurzel“ aus
f, d.h. eine holomorphe Funktion g auf G, so dass ¢g? = f ist. Dafiir braucht
man nur eine holomorphe Funktion ~ mit exp oh(z) = f(z) zu wihlen. Dann
ist g(z) := exp(h(z)/2) die gesuchte Quadratwurzel von f.
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2.3 Der Entwicklungssatz

Der folgende Satz ist Schliissel zu einer Reihe von ganz erstaunlichen Ergebnissen.

2.3.1. Die Cauchy’sche Integralformel

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zo € G und r > 0, so dass
D := D,(z) CC G ist.

Dann gilt fir alle z € D:  f(z) = 27% / g(TOz dc.
oD

BeEwEIs: Wir kénnen ein € > 0 finden, so dass auch noch D' := D, .(z) C G ist.

Sei z € D beliebig vorgegeben. Da f in G holomorph ist, gibt es eine in z stetige
Funktion A, auf G, so dass fiir alle ¢ € G gilt:

F(Q) = f(2) +A.(¢) - (€= 2).

Dann ist

_ Q)= 1(2)/(C = 2) falls ¢ # 2
A(0) = { ( f’(z)) falls ¢ = z.

Nachdem A, iiberall stetig und auflerhalb z sogar holomorph ist, konnen wir auf
der sternformigen Menge D’ den Cauchy’schen Integralsatz auf A, und den ge-
schlossenen Weg 0D C D’ anwenden:

_ _ [ [O-T()
V= /aDAZ(OdC Jon (—z %

— /a Lodc_f(z)./a d< :/8 f(odg—f(z)-%ri. n

pG—2 pG—2 pGC—2

Beim Beweis ist ganz deutlich die komplexe Differenzierbarkeit eingegangen. Des-
halb hat der Satz Konsequenzen, die weit {iber das hinausgehen, was man von einer
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reell differenzierbaren Funktion erwarten wiirde. Man beachte auch noch:

/ O d¢ =0 fiir € G\ D.
4]

pC—2z

2.3.2. Beispiele

z
dz berechnet werden.

1. Es soll das Integral /
dD3(0) 22 + 2z

Indem man den Nenner in Linearfaktoren zerlegt und eine Partialbruchzer-
legung durchfiihrt, bringt man das Integral in die Form, die auf der rechten
/2 12 1

z  2+2 2242
und die Punkte 0 und —2 im Innern von D5(0) liegen, gilt:

o 1/2 1/2
ot~ L 22
aDs(0) 2~ + 2z aDs(0) L # z+2

1/ e? 1/ e
S S P SN ¥
2 Jopy) # 2 Jopyo) 2 — (—2)

= 2mi-—-[e—e? = mi(l—e?).

ist

Seite der Cauchy’schen Integralformel steht. Weil

2. Sei C'=0D;(i/2). Dann liegt i im Innern von C, —i aber nicht. Daher gilt:

dz 1 dz 1 dz 1 _
5 = — = o - =— 211 — 0] = .
cz+1 21 Joz—1 21 Joz+1 21

2.3.3. Entwicklungs-Lemma

Sei a : [a,b] = C ein Integrationsweg, zop € C\ |o| und R := dist(2o, |a|). Ist f
eine stetige Funktion auf der Spur von «, so gibt es eine Potenzreihe

p(z) = Zan(z — 29)",

die im Innern von Dg(2o) absolut und gleichmdfig gegen die auf C\ || definierte
Funktion ) 0

konvergiert. Die Koeffizienten der Potenzreihe gentigen der Formel

1 f(€)
2 /a (¢ — zo)t! dc.

Insbesondere ist F' holomorph auf C\ |«].

Qn
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BeEwEIs: Ist ( € |a| und z € Dg(z), so ist |z — zg| < R < | — 2o|. Wir kénnen
den folgenden ,, Trick mit der geometrischen Reihe“ anwenden:

1 1 1 1

(—z  ((—z)—(2—2) (-2 1—(2—20)/(C—2)
1 > z—z20\" L 2= 20 .
— C—zo'z(m) ,We11’C_ZO}<11st.

n=0

Da f auf der kompakten Menge |a| beschrénkt ist, etwa durch eine Zahl C' > 0,
gilt fiir ¢ € |a| und z € Dg(z):

9 <G (B

Die Zahlenreihe iiber die Terme auf der rechten Seite konvergiert fiir jedes feste
z € Dg(2p). Nach dem Weierstrafi-Kriterium konvergiert dann die Funktionenreihe

n=0 n=0

(fiir jedes feste z) absolut und gleichméfig auf |a| gegen die Funktion

EiO)
(—z

Die Partialsummen der obigen Funktionenreihe sind (als Funktionen von () stetig
auf |a|. Deshalb kann man Grenzwertbildung und Integration vertauschen und

erhalt:
005 [ )

a

FZ(C) =

Da die Potenzreihe

p(z) = Zan(z —20)"  (mit a, := ! / (C f<on+1 d¢ )

2mi — Zo>
fiir jedes z € Dg(zy) konvergiert, muss ihr Konvergenzradius mindestens = R sein,
und sie konvergiert im Innern von Dg(zy) absolut und gleichméfig gegen F(z).

Weil man diese Konstruktion in jedem Punkt zp € C\ || mit einem geeigneten
R > 0 durchfiihren kann, ist " auf ganz C \ |a| holomorph. ]

Jetzt sind wir auf den folgenden Satz vorbereitet:
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2.3.4. Entwicklungssatz von Cauchy
Sei G C C ein Gebiet, f: G — C holomorph und zy € G. Ist R > 0 der Radius

der griofiten (offenen) Kreisscheibe um zy, die noch in G hineinpasst, so gibt es
eine Potenzreihe

Mg

an(z — 29)",

n=0

die fir jedes v mit 0 < r < R auf D,(zo)absolut und gleichmdfig gegen f(z)
konvergiert. Fiir jedes solche r ist
/ n+1 dC

3D7 (20)

BEWEIS: Sei 0 < r < Rund a(t) := 29 + re'’, 0 < t < 27. Dann ist f auf |
stetig und man kann das Entwicklungs-Lemma anwenden. Es gibt eine Potenzreihe
p(2), die im Innern von D,(zy) absolut und gleichméBig gegen

T omi C - z
konvergiert. Die Koeffizienten der Reihe sind durch die Formel
1
e [ IO

27 (C - Zo)n+1
0D (20)

gegeben. Nach der Cauchy’schen Integralformel ist aber F'(z) = f(z), und es ist
klar, dass die Koeffizienten a,, nicht von r abhéngen. "

2.3.5. Folgerung (H6here Cauchy’sche Integralformeln)

Set G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist f auf G beliebig oft
komplex differenzierbar, und fir jede Kreisscheibe D CC G und jedes z € D st

n!
f(n)(z) =5 / G i(;)nﬂ d¢  fiir n € Ny.

oD

BEWEIS: Sei zp € G und D := D,(2) CC G. Ist z € D, so gibt es ein ¢ > 0, so
dass D' := D.(z) CC D ist. Fiir k € Ny ist die Funktion g, x(¢) := f(¢)/(¢ — 2)**!
auf D\ {z} holomorph. Gemé&fi Lemma 2.2.5 ist dann

/ gor(Qdc= [ gor(Q)dC.
oD’ oD
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Nach dem Entwicklungslemma gibt es eine Potenzreihe p(w) = Y77 ap(w — 2)*,
die auf D’ gegen f konvergiert. Dabei ist

1
ap = —— 9-.x(C) dC fur alle k € No.
2mi oD’
Nun ist aber f((z2) = p™(z) = a, - n! fiir alle n. Fasst man alles zusammen, so
folgt die Aussage des Satzes. .

Definition (analytische Funktion):

Sei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f : G — C heifit in 2y € G in eine
Potenzreihe entwickelbar, wenn es ein r > 0 gibt, so dass D := D,(z)) CC G
ist und f auf D mit einer konvergenten Potenzreihe um z, iibereinstimmt.

f heiBt auf G analytisch, wenn f in jedem Punkt von G in eine Potenzreihe
entwickelbar ist.

Analytische Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar! Man beachte
aber, dass man i.A. nicht mit einer einzigen Potenzreihe auskommt.

2.3.6. Satz von Morera

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und [, f(z)dz = 0 fiir jedes abge-
schlossene Dreieck A C G. Dann ist f holomorph auf G.

BEWEIS:  f besitzt zumindest lokal (auf sternférmigen Teilmengen) eine holomor-
phe Stammfunktion F. Aber F ist beliebig oft komplex differenzierbar, und dann
ist auch f = F’ holomorph. n

Fassen wir nun zusammen:

2.3.7. Theorem

Sei G C C ein Gebiet. Folgende Aussagen iiber eine Funktion f : G — C sind
dquivalent:

1. f ist reell differenzierbar und erfillt die Cauchy-Riemann’schen DGLn.
2. f ist komplex differenzierbar.

3. f ist holomorph.

4. f ist beliebig oft komplex differenzierbar.

5. f ist analytisch.

6. f ist stetig und besitzt lokal immer eine Stammfunktion.

7. f ist stetig, und fir jedes abgeschlossene Dreieck A C G ist/ f(z)dz=0.
oA
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Insbesondere kann man bei all den Séitzen, bei denen ,, f holomorph, f’ stetig®
vorausgesetzt wurde, auf die Forderung nach einer stetigen Ableitung verzichten.

Aber wir sind noch lange nicht am Ende. Die holomorphen Funktionen weisen noch
viele andere bemerkenswerte Eigenschaften auf.

2.3.8. Satz

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und auflerhalb von zy € G sogar
holomorph. Dann ist f auf ganz G holomorph.

BEwEIS: Nach Voraussetzung besitzt f lokal immer eine Stammfunktion. "

2.3.9. Riemann’scher Hebbarkeitssatz

Sei G C C ein Gebiet, zp € G und f auf G\ {20} holomorph. Bleibt f in der
Ndihe von zy beschrinkt, so gibt es eine holomorphe Funktion f auf G, die auf
G\ {z0} mit f tbereinstimmdt.

BEWEIS:  Wir benutzen einen netten, kleinen Trick:

0 fir z = 2.

Sei  F(z):= { f(2) (2 —2) fiir 2 # 2,

Wegen der Beschréinktheit von f ist F' stetig in G. Auflerdem ist F' holomorph auf
G \ {20} und damit auf ganz G. Also gibt es eine Darstellung

F(z) = F(z) + A(2) - (z — 20),

mit einer in zj stetigen Funktion A. Da A(z) = f(z) auBlerhalb von z; holomorph
ist, muss A sogar auf ganz G holomorph sein. Wir kénnen f := A setzen. u

Jetzt untersuchen wir die Nullstellen einer holomorphen Funktion.

2.3.10. Lokaler Darstellungssatz

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zo € G und f(z) = 0. Dann
ist entweder f*)(z) = 0 fiir alle k € Ny, oder es gibt ein k > 0, eine offene
Umgebung U = U(zg) C G und eine holomorphe Funktion g : U — C, so dass
qilt:

1. f(2) = (2= 20)*-g(2) fir € U.
2. g(z0) #0

Die Zahl k st eindeutig bestimmt durch

fz0) = f'(z0) = ... = f(k_l)(zo) =0 und f(k)(zo) # 0.
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BEwEIls:  Wahlt man fiir U eine kleine Kreisscheibe um zg, so hat man auf U eine
Darstellung

flz) = Z an(z — 20)".

Da f(z9) = 0 ist, muss ap = 0 sein. Ist nicht a; = 0 fiir alle &, so gibt es ein kleinstes
k > 1, so dass aj # 0 ist. Dann ist

f(2)=(z=20)"g(2), mit g(z) == ) amer(z — 20)™

Das Lemma von Abel zeigt, dass die Reihe fiir g(z) ebenfalls auf U konvergiert.
Das ergibt die gewiinschte Darstellung, und auflerdem ist g(zg) = ax # 0. Weiter

1st .
=0 firn=0,....k—1
(n) — ; )
f (=) ”'a"{¢o fiir n = k.

Dadurch ist £ eindeutig festgelegt. "
Die Zahl k nennt man die Ordnung der Nullstelle von [ in z,.

Bei der Darstellung f(z) = (2 — 2)* - g(2) kann man annehmen, dass U sternférmig
und g(z) # 0 auf U ist. Dann ist log og und damit auch

v(2) = exp(%log 0g(2))

holomorph auf U, sowie v(2)* = g(z), also v die k-te holomorphe Wurzel aus g.

Setzt man q(2) := (2 — 20) - Y(2), so ist ¢* = f, also ¢ die k-te holomorphe Wurzel
aus f. Auerdem ist ¢'(z9) = v(29) # 0. Das bedeutet, dass ¢ in zy biholomorph
ist.

Sei q etwa auf V' = V(z) C U injektiv. Fiir jedes ¢ € f(V') \ {0} gibt es genau k

verschiedene k-te Wurzeln aus ¢, etwa wy, . .., wg. Dann hat die Gleichung f(z) =
q(2)* = ¢ genau k Loésungen, niamlich die & verschiedenen Zahlen z, = ¢ '(w,).
Dann ist f(z1) = ... = f(zx) = c und f(z) # c fiir alle anderen z € V.

In der Néahe einer Nullstelle der Ordnung & (aber auflerhalb der Nullstelle selbst)
nimmt eine holomorphe Funktion also jeden Wert genau k-mal an.

Nach der Cauchy’schen Integralformel ist der Wert einer holomorphen Funktion in
einem Punkt durch die Werte auf einer Kreislinie um den Punkt herum festgelegt.
Da es noch andere Funktionen mit dieser Eigenschaft gibt, formuliert man folgenden
Begrift:
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Definition (Mittelwerteigenschaft):

Sei G C C ein Gebiet. Eine stetige Funktion f : G — C hat die Mittelwertei-
genschaft (kurz MWE), falls gilt:

Zu jedem z € G gibt es ein R > 0 mit Dg(z) CC G, so dass fiir alle r mit
0 <r <R gilt:
1 2w

=5 i f(z+re't)dt.

f(2)

2.3.11. Satz (von der Mittelwerteigenschaft)
Ist f holomorph auf einem Gebiet G, so besitzt f dort die Mittelwerteigenschaft.

Zum BEWEIS braucht man nur die Parametrisierung der Kreislinie in die Cauchy’-
sche Integralformel einzusetzen. Ist D,(z) CC G, so ist

1 f(©)

fle) = o 8Dr(z)C_ng
1 Tfzrrel) _ 1 o it
= o ), o Tie dt = g/o f(z+re')dt.
2.3.12. Satz

1. Mit f und g haben auch alle Linearkombinationen ¢y f + cog die MWE.

2. Mit f haben auch Re(f), Im(f) und f die MWE.

BEwEIs: 1) folgt trivial aus der C-Linearitit des Integrals.

2) Wegen ff@dt = fab f(t)dt erfiillt mit f auch f die MWE, und daher auch
Re(f) = 5(f + f) und Im(f) = 3 (f — f). .

Definition (harmonische Funktion):

Sei G C C ein Gebiet. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : G — R
heifit harmonisch, wenn f,, + f,, = 0 ist.

Der Differentialoperator A : f — f.. + f,, heit Laplace-Operator.

Seinun f = g+ ih : G — C eine holomorphe Funktion. Es gelten die Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen: g, = h, und g, = —h,. Daraus folgt:

Gz + gyy - hyx — hxy = O
und gy +hyy = —Gyz + Gz = 0.
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Realteil und Imaginérteil einer holomorphen Funktion sind jeweils harmonisch!
Aber es kommt noch besser!

2.3.13. Lokale Charakterisierung harmonischer Funktionen

Sei g : G — R eine harmonische Funktion. Dann gibt es zu jedem Punkt zy € G
eine offene Umgebung U = U(zy) C G und eine holomorphe Funktion f : U — C,
so dass gly = Re(f) ist.

BEWEIS: Gesucht ist eine nahe zy definierte, zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion h mit g, = h, und g, = —h,. Wegen der ersten Gleichung versuchen wir es

mit einer Stammfunktion h(z + iy) = /gx(x + iy)dy + C, mit C = C(z). Mit
Hilfe der zweiten Gleichung bestimmen wir C'(x). Hier kommen die Details:

Sei zg = xg + iyo € G fest gewahlt, und U eine in G enthaltene rechteckige offene
Umgebung von zy. Fiir z =z + iy € U setzen wir

o+ i)i= [ guot it)di+ olo),

mit einer noch néher zu bestimmenden (zweimal differenzierbaren) Funktion .
Dann ist offensichtlich h, = g, und

holz + iy) = /ygm(:wr it)dt +¢'(x) = _/ygyy(fH it)dt + ¢'(2)

Yo Yo

= (oo + iy) = gyw+ im)) + ¢ (2).
Damit h, = —g, ist, sollte ¢'(x) = —g,(x + iyo) sein. Also setzen wir
o)1=~ [ gy(s+ imn)ds.
Zo

Die so bestimmte Funktion h ist zweimal stetig differenzierbar und hat die gewiinsch-
ten Eigenschaften. "

Bemerkung: Harmonische Funktionen, die Real- und Imaginérteil einer holomor-
phen Funktion f sind, nennt man konjugierte harmonische Funktionen.

2.3.14. Folgerung
Harmonische Funktionen haben die MWE.

BEweEels: Trivial. n
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2.4 Das Maximumprinzip

2.4.1. Identitiatssatz

Sei G C C ein Gebiet (diese Eigenschaft von G ist hier besonders wichtig!). Fiir
zwet holomorphe Funktionen f, g : G — C ist dquivalent:

1. f(2) =g(z) fir alle z € G.

2. f(z) = g(z) fir alle z aus einer Teilmenge M C G, die wenigstens einen
Héaufungspunkt in G hat.

3. Es gibt einen Punkt zy € G, so dass f%)(2) = g (20) fiir alle k € Ny ist.

BEWwWEIS: (1) = (2) ist trivial.

(2) = (3): Ist 2 € G Haufungspunkt der Menge M C G, so gibt es eine Folge
von Punkten z, # zo in M, die gegen zy konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f
und g ist

f(z0) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(z).

Dann bleibt zu zeigen: Ist h holomorph auf G und h(z) = 0 fiir alle z € M U {2},
so ist h®)(zy) = 0 fiir alle k € Ny. Wire das nicht der Fall, so gibe es ein k& und
eine holomorphe Funktion ¢, so dass h(z) = (z — 20)* - ¢(2) und q(20) # 0 ist. Weil
dann ¢(z,) = 0 fiir alle v wire, kann das nicht sein!

(3) = (1): Seih:=f—gund N :={z € G| h¥(z) =0 fiir alle k € Ng}. Dann
liegt 2o in IV, also ist N # &. Auflerdem ist IV offen: Ist ndmlich wy € NV, so sind in
der Potenzreihenentwicklung von h in wy alle Koeffizienten = 0, und das bedeutet,
dass h auf einer ganzen Umgebung von wy identisch verschwindet. Andererseits ist
N als Durchschnitt von Nullstellenmengen stetiger Funktionen auch abgeschlossen
in G. Weil G ein Gebiet ist, muss G = N sein. "

Die Menge M im obigen Satz kann z.B. eine kleine Umgebung U eines Punktes
29 € G sein. Der Identitétssatz sagt dann, dass jede holomorphe Funktion f auf
G schon durch ihre Werte auf U festgelegt ist. Das zeigt eine gewisse Starrheit.
Wackelt man lokal an f, so wackelt stets die ganze Funktion mit!

2.4.2. Folgerung

Ist G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und nicht die Nullfunktion, so
ist die (in G abgeschlossene) Menge {z € G | f(z) = 0} diskret in G.

2.4.3. Satz (Maximumprinzip)

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Besitzt |f| in G ein lokales
Mazimum, so ist f konstant.
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BEWEIS:  Wenn |f| in zyp € G ein Maximum besitzt, dann gibt es ein r > 0, so
dass | f(2)] < |f(z0)] fiir |z — 20| < r ist.

Aus der Mittelwerteigenschaft (von f) folgt fiir 0 < o < r:

2 2
1ol < 5= [ 1#Go+ el ar < o [ 17l =11l

- 27

Dann muss natiirlich sogar iiberall das Gleichheitszeichen stehen, und es folgt:

2w
| 17t + o) = 1) de =0,
0
Da der Integrand iiberall < 0 und g < r beliebig ist, bedeutet das:

|f(2)] = |f(z0)] fiir |z — 20| < 7.

Also ist |f| und damit auch f auf D,(z) konstant. Mit dem Identitétssatz folgt
daraus, dass f auf ganz G konstant ist. .

Man kann das Maximumprinzip auch so formulieren:

Fine nicht-konstante holomorphe Funktion besitzt in ihrem Definitionsbereich kein
lokales Mazimum (worunter stets ein Mazimum von |f| zu verstehen ist).

2.4.4. Folgerung

Ist G C C ein beschrinktes Gebiet, f : G — C stetig, holomorph und nicht
konstant auf G, so nimmt |f| sein Maximum auf dem Rand von G an.

BEwEIs:  Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge muss |f| irgendwo
auf G sein Maximum annehmen. Ist f nicht konstant, so kann dieses wegen des
Maximumprinzips nicht in G liegen. Da bleibt nur der Rand. "

2.4.5. Satz (Minimumprinzip)

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph und ohne Nullstellen. Besitzt
|f| in G ein lokales Minimum, so ist f konstant.

BeEwEeIs:  1/f ist holomorph auf G. Nimmt |f| ein Minimum an, so nimmt |1/ f|
ein Maximum an, und das kann nur sein, wenn f konstant ist. .

2.4.6. Satz (Cauchy’sche Ungleichungen)

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, zo € G, r > 0 und D,(z) CC G.
Dann gelten die folgenden Abschdtzungen:

1. 20)l < max .
£z < s |

2 1f(x)] < 2 max |f] fir 2 € D).

T 9Dy (20
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Bewels: 1) folgt sofort aus dem Maximumprinzip.

2) Fiir z € D, /2(29) gilt die Cauchy’sche Integralformel

() L/@ f(©) ac.

B 27 D, (z0) (C - Z)2

Fiir ¢ € 0D, (zp) ist | — z| > r/2. Also ergibt die Standardabschétzung:

1 4
/()] < =— - 27r - max | f(O2|§— max |f|
2 aD,(z0)' (( — 2) T 9Dr(20)
Das ist die gewiinschte Ungleichung. "

2.4.7. Satz von Liouville

Ist f auf ganz C holomorph und beschrinkt, so ist f konstant.

BeEwEIs:  Sei |f(z)| < C fiir alle z € C. Aus der zweiten Cauchy’schen Unglei-
chung folgt:
4 4C'
! < - < —, fii <r/2.
7)) < 5 max| /] < == fir | < v/

Das gilt fiir beliebig grofles r € R. Auf einer festen Kreisscheibe um den Nullpunkt
folgt dann aber, dass dort f’(z) = 0 ist. Wegen des Identitétssatzes verschwindet
f" dann sogar auf ganz C, und f selbst ist dort konstant. "

Wer das Wundern noch nicht verlernt hat, sollte an dieser Stelle einmal innehalten
und sich bewusst machen, wieviele erstaunliche Eigenschaften holomorpher Funk-
tionen wir in kurzer Zeit hergeleitet haben!

Definition (ganze Funktion):

Eine ganze Funktion ist eine auf ganz C definierte holomorphe Funktion.

Beispiele sind die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus, vor allem aber
die Polynome.

2.4.8. Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nicht konstante Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

BeweEls:  Wir machen die Annahme, es gebe ein Polynom p(z) vom Grad n > 1
ohne Nullstellen. Es sei p(2) = a,2" + 12" ' + -+ - + a1z + ag mit a,, # 0. Dann
ist

eine ganze Funktion, und fiir z # 0 ist
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1 1
f(Z):g‘mv

mit dem Polynom q(w) := a, + a,_ 1w+ - -+ a;w" ' + agw™. Wegen ¢(0) = a,, # 0
ist ) )

li = lim — - — =0.

i f(z) = Hm 2 20
Also ist f eine beschrinkte ganze Funktion und nach Liouville konstant, im Ge-
gensatz zur Annahme. .

Hieraus folgt per Induktion, dass jedes Polynom vom Grad n > 1 genau n Null-
stellen (mit Vielfachheit gezéhlt) besitzt und daher in n Linearfaktoren zerfillt.

2.4.9. Konvergenzsatz von Weierstraf3

Ist (f,) eine Folge von holomorphen Funktionen auf einem Gebiet G, die lokal
gleichmdf$ig gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, so ist auch f holomorph
und (f) konvergiert auf G lokal gleichmdfig gegen f'.

BEwEIs: Die Grenzfunktion f ist auf jeden Fall stetig. Sei A ein abgeschlossenes
Dreieck in G. Dann konvergiert (f,) auf 0A gleichméfig, und man kann den Satz
iiber die Vertauschbarkeit von Integration und Limesbildung anwenden:

f(z)dz = lim fn(2)dz = 0.
oA

Also ist f nach dem Satz von Morera holomorph.

Sei zg € G beliebig. Es geniigt zu zeigen, dass es eine offene Umgebung U =
U(zg) C G gibt, so dass (f)) auf U gleichméflig gegen f’ konvergiert. Dazu sei
r > 0 so gewdhlt, dass D,(2) CC G ist, und dann U := D, 5(20) gesetzt.

Sei € > 0 vorgegeben. Fiir z € U und beliebiges n € N gilt:

4- max |f, — f|.

T 9Dr(z0)

fa(2) = f'(2)] <

Man kann ng so gro8 wihlen, dass m%x)] fo—flI< % <& fiir n > ng ist. Aber dann
r(20

ist |f1(z) — f'(2)| < e fir z € U und n > ny.
Das heifit, dass (f}) lokal gleichméBig gegen f’ konvergiert. .

Der Satz wird im Reellen falsch, da muss man die gleichméflige Konvergenz der
Folge (f!) fordern.

Das folgende Resultat haben wir (unter der sich als iiberfliissig herausgestellten
Zusatzannahme, dass f’ stetig ist) schon gezeigt:
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2.4.10. Satz

FEine holomorphe Funktion f : G — C st genau dann in zg € G lokal biholo-
morph, wenn f'(z9) # 0 ist.

2.4.11. Satz von der Gebietstreue

Ist G C C ein Gebiet und f : G — C eine nicht konstante holomorphe Abbildung,
so ist auch f(G) ein Gebiet.

BEwWEIS: Da f zusammenhédngende Mengen auf zusammenhéngende Mengen ab-
bildet, muss man nur noch zeigen, dass f(G) offen ist.

Sei zy € G beliebig. Zu zeigen bleibt, dass wg := f(2o) innerer Punkt von f(G) ist.
Da man f durch g(z) := f(z) — f(z0) ersetzen konnte, darf man annehmen, dass
wo = 0 ist.

Weil f holomorph und nicht konstant ist, gibt es ein r > 0, so dass f(z) # 0 auf
dem Rand der Scheibe D := D,(z) ist (sonst gébe es eine Folge mit Haufungspunkt
29, auf der f verschwindet, und dann wére f(z) = 0). Insbesondere ist

r .
5.25%151]]0] > 0.

Nun soll gezeigt werden, dass U.(0) in f(D) C F(G) enthalten ist. Dazu sei ein
w € U.(0) beliebig gewéhlt und h(z) := f(z)—w gesetzt. Dann ist |h(zg)| = |w| < €.
Fir z € 9D ist dagegen |h(z)| > |f(2)] — |w| > 26 — e = . Also nimmt |h| ein
Minimum in D an. Aus dem Minimumprinzip folgt, dass h eine Nullstelle in einem
z € D besitzen muss, und dann ist w = f(z). Damit ist U.(0) C f(D) gezeigt. =

Bemerkenswert ist, dass f nicht injektiv zu sein braucht. Im Reellen bildet etwa die
Funktion x + sin x das offene Intervall (7 /4, 7 /4) auf das abgeschlossene Intervall
[—1,1] ab, da gilt der Satz von der Gebietstreue nicht.

Und jetzt kommt noch ein weiterer erstaunlicher Satz:

2.4.12. Satz (hinreichende Bedingung fiir Biholomorphie)
Sei G C C ein Gebiet, f: G — C holomorph und injektiv.
Dann ist [ : G — f(G) biholomorph und f'(z) # 0 fir alle z € G.

BEWEIS: Da f’ holomorph und nicht = 0 ist, ist A := {z € G | f'(z) = 0}
diskret in G. Weiter ist f(G) ein Gebiet und f : G — f(G) stetig, offen’ und
bijektiv, also ein Homdomorphismus. Daher ist auch M := f(A) diskret in f(G).

'Eine Abbildung zwischen topologischen Riumen heifit offen, falls sie offene Mengen auf
offene Mengen abbildet.
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Da f: G\ A — f(G)\ M bijektiv und lokal biholomorph, also sogar global
biholomorph ist, gilt: f=' : f(G) — G ist stetig und auBerhalb M holomorph.
Folglich ist f~! sogar auf ganz f(G) holomorph und f’(z) # 0 fiir alle 2 € G. =

Auch dies ist im Reellen falsch, wie schon das Beispiel der Funktion x — 2% zeigt.

2.4.13. Satz (Bilder einfach zusammenhingender Gebiete)

Sei G einfach zusammenhdngend, F' : G — C holomorph und injektiv. Dann ist
auch F(G) einfach zusammenhdingend.

BeEwEeIs:  Wir wissen schon, dass G* := F(G) ein Gebiet ist. Sei f holomorph auf
G*. Dann ist (f o F') - F” holomorph auf G und besitzt dort eine Stammfunktion g.
Die Funktion F'~! : G* — @ ist ebenfalls holomorph, und damit auch h := go F'~1.
Es ist

1
FI(F1(w))

Dieser Satz liefert uns viele neue Beispiele einfach zusammenhédngender Gebiete.

R (w) = ¢ (F~H(w)) = f(w) fiir we G*. .

2.4.14. Beispiel

237/12

2+ exp(2)
e
\

/12

In2

Das Rechteck G := {z 4+ iy : 0 < 2z < In2und 7/12 < y < 237/12} wird
durch w = exp(z) biholomorph auf einen aufgeschlitzten Kreisring
G*={re'' : 1 <r<2und n/12 < t < 237/12}

abgebildet. Weil GG sternformig ist, ist G* einfach zusammenhéngend.

Der komplette Kreisring K := {re'* : 1 <r < 2und 0 < ¢ < 27} ist nicht
einfach zusammenhéngend, denn die auf K holomorphe Funktion f(z) :=1/z
besitzt keine Stammfunktion auf K.
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2.5 Die Umlaufszahl

Definition (stetige Argumentfunktion):

Sei X ein metrischer Raum und F : X — C* eine stetige Abbildung. Eine
stetige Argumentfunktion lings F ist eine stetige Funktion ¢ : X — R mit
F(z) =|F(z)|e' #@ fiir v € X.

2.5.1. Beispiele

1. Ist X = C*\ R, die ldngs der positiven reellen Achse aufgeschlitzte Ebene,
so ist arg eine stetige Argumentfunktion ldngs idx.

2. Ist allgemeiner G C C* ein einfach zusammenhéingendes Gebiet, so gibt es
eine Logarithmusfunktion L auf G. Dann ist ¢(z) := Im(L(z)) stetig auf G,
und

2 = exp OL(Z) — eReL(z) i eiImL(z) _ eln\z| . 6igz)(z) _ |Z| . eiap(z)'
Also ist ¢ eine stetige Argumentfunktion lings idg.

Es soll nun gezeigt werden, dass es entlang von stetigen Wegen in C* immer eine
stetige Argumentfunktion gibt. Dafiir braucht man den folgenden Hilfssatz:

2.5.2. Lemma (Existenz von Kreisketten)

Ist G C C ein Gebiet und « : [a,b] — G ein stetiger Weg, so gibt es eine
Zerlequng a =ty < t1 < ... < t, =b und Kreisscheiben Dy, ..., D, C G, so dass
a([ti—1,t;]) in D; enthalten ist, firi=1,... ,n.

e

-\ "’

Man nennt (Dy, Ds, ..., D,) eine Kreiskette lings «.

BEWEIS:  Seit* := sup{t € [a,b] : 3 Kreiskette lings « von a bis ¢ }. Offensicht-
lich existiert t* mit a < t* < b. Ist t* = b, so ist alles bewiesen. Andernfalls setzen
wir z* := a(t*) und wihlen ein r > 0, so dass D := D,(z*) C G ist. AuBerdem sei
e > 0 so gewihlt, dass a([t* —e,t* +¢]) C D ist.

Dann gibt es eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t,, = t* — ¢ und Kreisscheiben
Dy,...,D, C G mit a([t;—1,t;]) C D;. Dann ist (Dy,...,D,, D) eine Kreiskette
lings afq,q, fiir s :=t* + . Wegen s > t* ist das ein Widerspruch. "
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Das Konzept des komplexen Kurvenintegrals kann fiir holomorphe Funktionen
leicht auf stetige Wege iibertragen werden. Ist G C C ein Gebiet und « : [a,b] — G
ein stetiger Weg, so gibt es eine Kreiskette { Dy, ..., D,} lings a mit a =ty < t; <
o<ty =bund o([t;1,t]) € D; C G firi=1,...,n. Ist f auf G holomorph, so
wahlt man auf D; jeweils eine Stammfunktion F; von f und definiert

n

[ 1612 =3 (Fatw)) - Flatt).

=1

Bemerkungen:

1. Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Kreiskette und der Wahl der
Stammfunktionen. Geht man némlich von F; zu einer anderen Stammfunktion
F; iiber, so ist F; = F; + C;, mit einer Konstanten C;. Die Konstanten fallen
in der Summe wieder weg. Man kann sie also so wihlen, dass F; = F;,; auf
D; N D;y ist. Laut Identitétssatz sind die Werte der F; lings a durch Fj
eindeutig bestimmt. Deshalb ist das Integral von der Kreiskette unabhéngig.

2. Falls « stiickweise stetig-differenzierbar ist, stimmt der neue Integralbegriff
mit dem schon vorhandenen {iberein.

2.5.3. Satz

Sei « : a,b] — C* ein stetiger Weg. Dann gibt es eine stetige Argumentfunktion
@ : [a,b] = R lings a. Je zwei solche Funktionen unterscheiden sich um ein
ganzzahliges Vielfaches von 2m.

BEWEIS: Es gibt eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t, = b und eine dazu
passende Kreiskette (Dy,...,D,) lings a in C*. Auf jeder der Kreisscheiben D,
gibt es eine Logarithmusfunktion L,. Sei v, : [t,_1,t,] — R definiert durch ¢, (t) :=
Im(L, o a(t)).

Zu jedem v € {1,...,n} gibt es ein k, € Z, so dass L,y1 = L, + 2wi k, auf
D, N D, ist. Dann ist ¥, = ¢, + 27k,, und man kann definieren:

A= U, (t) = 2m(ky+ -+ k,q) firv>2undt, 1 <t<t,.

Offensichtlich ist ¢ stetig. Auf [t,_1,t,) ist
la(t)|e#) = exp(Inja(t)] + i ¥, (1)) = exp(Ly, o a(t)) = a(?).
Also ist ¢ eine stetige Argumentfunktion lings .

Sind ¢, : [a, b] — R zwei stetige Argumentfunktionen lings «, so ist e #®*) = ¢1¥(®),
also e! @)=¥(®) = 1. Dann ist ¢ — ¢ eine stetige Funktion auf [a, b], die nur Werte
in 277 annimmt. Weil [a, b] zusammenhéngend ist, muss ¢ — 1 konstant (und ein
Element von 277Z) sein. n
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Definition (Umlaufszahl fiir Integrationswege):
Sei « : [a,b] — C ein Integrationsweg und z ¢ |a|. Dann heifit

1 d¢
n(a, 2) ‘_%/QC—Z

die Umlaufszahl von « beziiglich z.

Bemerkung: Setzt man a,(t) := a(t) — z, so ist 0 € |a.| und

1 a1 [Pl 1 " d)
men0) =55 | = dt_27ri/a at) —z

Tomi Jo. ¢ 2w ), an(t)
Man kann also viele Aussagen iiber Umlaufszahlen auf den Fall zuriickfiihren, dass
der betrachtete Punkt der Nullpunkt ist.

dt = n(a, z).

2.5.4. Satz

Sei a: [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg, z € |a| und ¢ eine stetige
Argumentfunktion lings a,. Dann istn(a, z) = (¢(b)—p(a)) /2w eine ganze Zahl.

BEwEIS: Es reicht, Umlaufszahlen um den Nullpunkt zu untersuchen. Sei « :
la,b] — C* ein geschlossener Integrationsweg und ¢ eine stetige Argumentfunktion
langs o. Wir wahlen eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t, = b und eine dazu
passende Kreiskette (D1, ..., D,) lings « in C*. Auf jeder der Kreisscheiben D,
gibt es eine Logarithmusfunktion L,, so dass gilt:

L,(a(t)) =In|a(t)|+ ip(t) firte[t, q,t,]

Setzt man o, := aly,_, 4, s0 ist (L, o a)'(t) = o, (t)/a,(t) und

/ n

[ £ e Eler

v=1
= > (Wla) = Ilatt-)| + ip(t) = ivt1) = i(0) = pa),
v=1
weil sich alle anderen Terme wegheben. Also ist n(a, z) = (¢(b) — v(a)) /2.
Weil €7 = a(t)/|a(t)] ist, ist e'?®) = %@ und damit ¢(b) — ¢(a) = 27k fiir ein
k € Z. Also ist n(a,0) = k ganzzahlig (und héngt natiirlich nicht von ¢ ab). n

Die Umlaufszahl eines geschlossenen Weges o um einen Punkt z ¢ |« zdhlt, wie
oft z von a umlaufen wird.

Jeder Weg ist auch eine Kette. Ein Weg « ist genau dann geschlossen, wenn z4(a) =
zg(a) ist. Nun sollen ,, geschlossene Ketten* eingefiihrt werden, sogenannte Zyklen.
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Definition (Zyklus):

Eine Kette I' = Z;\le n;a; in einem Gebiet G heifit ein Zyklus in G, falls fiir

jeden Punkt z € G gilt:

Y o= Y o

J mit z=z4 () j mit z=zg(a;)

2.5.5. Beispiele

1. Ist « ein geschlossener Weg mit Anfangs- und Endpunkt zy, so ist n - « fiir
jedes n € Z ein Zyklus, denn die zu betrachtenden Summen ergeben entweder
beide n (im Punkt z;) oder 0 (sonst). Das gilt auch fiir konstante Wege.

2. Sind ay, ..., ay irgendwelche Wege mit zg(o;) = za(jy1) und zg(ay) =
za(ay), soist g + - -+ + ay ein Zyklus.

3. Sind I'y,...,I',, Zyklen und a,...,a, ganze Zahlen, so ist auch die Linear-
kombination a.I'y + - - - + a,I',, ein Zyklus.

2.5.6. Verallgemeinerter Fundamentalsatz

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. [ besitzt genau dann auf G
eine Stammfunktion, wenn gilt:

/f(z) dz=0 fiir jeden Zyklus T in G.
r

N
BEWwWEIS: 1) Sei f=F auf Gund I' = anaj ein Zyklus in G. Dann gilt:

j=1

/Ff(Z) dz = ZN:nj/avF'(Z) dz = inj [F(ZE(%')) —F(ZA(%))}

= ZF(Z) Z nj — Z n;j | = 0.

z€G J mit z=zp(ay) J mit z=z4 (o)

2) Ist umgekehrt das Kriterium erfiillt, so ist insbesondere [ f(z)dz = 0 fiir jeden
geschlossenen Weg «, und f besitzt eine Stammfunktion. "

Auch der Begriff der Umlaufszahl kann verallgemeinert werden:
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Definition (Umlaufszahl fiir Ketten):

N
Sei I' = Z njo; eine Kette in C und z ¢ |I'|. Dann heifit

j=1
n(l, z) = L / o _ 1 in/ d
U omi JpC— 2 2mi 7] (=2

die Umlaufszahl von I' beziiglich z.

2.5.7. Eigenschaften der Umlaufszahl

1. n(T', z) hdngt stetig von z ab.

2. n(I'y +Tq, 2) =n(ly,2) + n(ly, 2) und n(—T', z) = —n(T, 2).

Der BEWEIS ist trivial.

2.5.8. Satz (Umlaufszahlen von Zyklen sind ganzzahlig)
Ist T ein Zyklus und zo & |U'|, so ist n(T', z) € Z.

BEWEIS: Auch hier kann man wieder annehmen, dass zo = 0 ist.

Sei I' = 3V

j—1ja;. Es gibt dann zu jedem Weg a; @ [a;,b;] — C* eine stetige

1
Argumentfunktion ¢, : [a;,b;] — R, so dass gilt: n(a;,0) = 2—(g0j(bj) — pila;)),
m

N
1
also n(I',0) = Py Z n;j- (g;(b;) —p;j(a;)). Es gibt ganze Zahlen k; und [}, so dass
j=1
w;(aj) = arg(za(a;)) + 2mk; und @;(b;) = arg(zg(a;)) + 2nl; ist. Also ist

N

n(I,0) = an(k:j — ;) + % an (arg(zE(aj)) - arg(zA(aj))>

=1

= Zlnj(k;j — ;) + % Z arg(z) - Z n; — Z n;

z€G J mit z=zg(ay) J mit z=z4 ()

N
= an(k]—lj) EZ. | |
j=1
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2.5.9. Die Zusammenhangskomponenten von C\ |T'|

Sei ' ein Zyklus in C. Dann enthdilt C \ |I'| hochstens abzdahlbar viele Zusam-
menhangskomponenten, und genau eine davon ist unbeschrinkt. Die Umlaufszahl
n(L, 2) ist auf jeder Zusammenhangskomponente konstant und verschwindet auf
der unbeschrdnkten Komponente.

Bewers: 1) |I'| ist kompakt und daher in einer abgeschlossenen Kreisscheibe
Dgr(0) enthalten. Die zusammenhéngende Menge U := C \ Dg(0) liegt in einer
(unbeschrénkten) Komponente von C\ |I'|, jede andere Komponente muss in Dg(0)
enthalten, also beschrinkt sein.

2) Die offene Menge C \ |I'| besitzt hochstens abzéhlbar viele Komponenten. Die
Funktion z — n(L, z) ist auf C\ |['| stetig und nimmt dort nur ganzzahlige Werte
an. Also muss sie auf jeder Komponente konstant sein.

3) Ist |a] > R+ 1, so liegt a in der unbeschrinkten Komponente, und f(z) :=
1/(z—a) ist holomorph auf Dg1(0), besitzt dort also eine Stammfunktion. Deshalb
1st

n(T,a) = %/Ff(z) dz = 0.

Daraus folgt, dass die Umlaufszahl auf der ganzen unbeschrinkten Komponente
verschwindet. -

Es gibt ein praktisches Verfahren, zu einem geschlossenen Integrationsweg o ganz
einfach ,per Hand“ sdmtliche Umlaufszahlen n(cq, z) zu bestimmen. Dafiir braucht
man den folgenden Satz, der im Anhang bewiesen wird:

2.5.10. Satz

Sei « : [a,b] — C stiickweise glatt, zy := a(to) fir ein ty € (a,b) und o/(ty) # 0.
Dann gibt es ein € > 0, so dass fiir alle d mit 0 < 6 < e gilt:

Ds(20)\ || besteht aus genau zwei Zusammenhangskomponenten, und jeder Punkt
aus Ds(zo) M| ist Randpunkt von beiden Komponenten. Wahit man € > 0 klein
genug, so trifft die Gerade L = zg + Rid/(ty) die Spur von « im Innern der

Kreisscheibe D.(zy) nur in z.
(N
o)

Ist Cy(z0,¢) diejenige Zusammenhangskomponente von D.(zg) \ |a|, in der die
Punkte zp + sia/(tp) mit s > 0 liegen, und C_(zp,¢) die andere Komponente, so
sagt man, dass die Punkte von C ,links* von a und die Punkte von C_ | rechts®
von « liegen. Auf diese Weise kann man zumindest in glatten Punkten von «
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zwischen der rechten und der linken Seite von a unterscheiden. Nun kann man den
gewiinschten Satz formulieren:

2.5.11. Satz iiber die Bestimmung von Umlaufszahlen

Sei « : [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg, to € (a,b), zy = a(ty)
und « in der Ndhe von tog glatt. Ist € > 0 so gewdhlt, dass die Aussagen des
vorangegangenen Satzes erfillt sind, so gilt fir z1 € C_ und 2z € C :

n(a, z2) = n(a, z1) + 1.

BEWEIS: Die Parameter ¢_ und ¢, seien so gewihlt, dass gilt:
R1

1.t <tog<ty.

2. w_:=a(t_) und
wy = a(ty) liegen auf dD.

3. alt)e D firt. <t<t,.

Da w_ # w, ist, wird der Kreis 0D durch diese Punkte in zwei Kreisbogen x; und
ko (links und rechts von «) unterteilt, so dass 0D = k; + k5 ist. Schliefflich sei noch

o =], =0l und = al, ).
Dann ist a = o/ + ag + ", 0C, = ag + k1 und IC_ = Ky — .

Sei v := o' — k1 +a”. Dann ist v ein geschlossener Weg. Da |y|N D = & ist, liegt D
ganz in einer Zusammenhangskomponente von C\ |y|, und es ist n(7v, z1) = n(y, 22).
Weiter gilt:

1. n(k1 + ke, 2) = n(0D, z) = 1 fiir jedes z € D.

2. n(ag + k1,21) = n(0C4, z1) = 0 und n(ky — ag, 22) = n(0C_, z9) = 0, weil die
Punkte jeweils in der unbeschréankten Komponente von C\9C. bzw. C\0C_ liegen.
AuBerdem ist n(ag + K1, 22) = n(ag — ke, 22) + n(ka + K1, 22) = 0+ n(0D, z3) = 1.

Alles zusammen ergibt:
n(a, z9) —nla,z1) = n(d +ap+a”, 2) —n(d +ap+a”, 21)
= n(7, 22) + nlao + k1, 22) — n(y, 21) — n(k1 + o, 21)
= n(y,22) +1—-n(y,2) -0 = 1.

Damit ist alles gezeigt. n
Die Moral von der Geschichte ist also:

1. Liegt z ,,weit draulen®, so ist auf jeden Fall n(«, z) = 0.
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2. Uberquert man o (von aufen kommend) in einem glatten Punkt so, dass «
dabei von links kommt, so erhoht sich die Umlaufszahl um 1. Kommt « von
rechts, so erniedrigt sie sich um 1.

2.5.12. Beispiel ’
0

Definition (Inneres und AuBeres eines Weges):

Sei « : [a,b] — C ein geschlossener Integrationsweg. Dann nennt man
Int(a) := {2z € C\ |af : n(a, z) # 0} das Innere

und  Ext(a) :={z € C\ |a| : n(a, z) = 0} das AufBere des Weges o.

2.5.13. Satz

Ist G C C einfach zusammenhdngend und « : [a,b] — G ein geschlossener
Integrationsweg, so ist Int(a) C G.

BeEwEIS: st 2o € G, so ist 1/(z — zp) holomorph auf G und daher n(«, zp) = 0. =

Man kann zeigen:

2.5.14. Spezieller Jordan’scher Kurvensatz

Ist « ein einfach geschlossener, glatter Integrationsweg, so besteht C\ |a| aus ge-
nau zwei Zusammenhangskomponenten, jeder Punkt von |a| ist Randpunkt beider
Komponenten und auf der beschrinkten Komponente ist |n(a,z)| =1 .

Auch dieser Satz wird im Anhang bewiesen. Die Spur eines glatten, einfach geschlos-
senen Integrationsweges (zusammen mit dem Durchlaufungssinn) nennen wir eine
(glatte) Jordankurve. Ein beschrinktes Gebiet G C C, das von endlich vielen
(glatten) Jordankurven berandet wird, so dass G stets links von diesen Kurven
liegt, nennt man ein positiv berandetes Gebiet. Dann ist n(0G, z) = 1 fur alle
zeG.
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2.6 Der allgemeine Cauchy’sche Integralsatz

Definition (nullhomologe Zyklen):

Sei G C C ein Gebiet. Ein Zyklus I' in G heifit nullhomolog in G, falls n(T', z) =
0 fiir jeden Punkt z € C\ G ist. Zwei Zyklen I'1, 'y in G heilen homolog in G,
falls ihre Differenz nullhomolog in G ist.

Anschaulich gesprochen ist ein Zyklus I' genau dann nullhomolog in G, wenn er
keinen Punkt des Komplementes von G umlauft. Der Rand des Einheitskreises
ist also in C* nicht nullhomolog. Nun kann man den Cauchy’schen Integralsatz in
folgender Weise verallgemeinern:

2.6.1. Allgemeiner Cauchy’scher Integralsatz

Sei G C C ein Gebiet, f: G — C holomorph und I' ein nullhomologer Zyklus in
G. Dann gilt:

1. /rf(Z) dz =0.

2. Ist z € G\ |I'| und k € Ny, so ist

(T, z) - f®(z) = k! /F(g f(C)k+1 dc.

2ri —2)

BEWEIS: Der hier vorgestellte Beweis wurde 1971 von J.D.Dixon veroffentlicht.
1. Schritt: Auf G x G wird folgende Funktion definiert:
fw) = f(z)

gw,2) =] w—s
f'(z) fir w = 2.

fiir w # 2

Wir zeigen, dass g stetig und bei festem w holomorph in z ist. Die Stetigkeit von g
in Punkten (w, z) mit w # z ist klar. Also untersuchen wir Differenzen der Gestalt

9(w, 2) = g(20, 20)-
a) Ist w = z, so erhélt man g(w, z) — g(z0, 20) = f'(2) — f'(20), und diese Differenz
strebt fiir z — 2y gegen Null.

b) Ist w # z, so ist

g(w, z) — g(20, 20) = M — f(20) = L /w (f'(C) - f'(zo)) d¢.

w—z w—z

In der Néhe von 2y kann man das Integral iiber die Verbindungsstrecke von z und
w erstrecken und erhélt:
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l9(w, 2) = g(z0, 20)| < ?Slglf’(z +t(w = 2)) = f'(20)].

Wegen der Stetigkeit von f’ strebt der Ausdruck auf der rechten Seite fir (w, z) —
(20, 20) gegen Null.

Bei festem w ist g(w, z) stetig und fiir z # w holomorph, also iiberhaupt holomorph.
2. Schritt: Wir wollen zunéchst die Formel (2) im Falle & = 0 beweisen.

Sei z € G\ |I']. Es ist

o [Pdc-nrs) 10 = o [ oo

2mi (—z 27

Um die verallgemeinerte Integralformel fiir £ = 0 zu beweisen, geniigt es zu zeigen,
dass / 9(¢, z)d¢ = 0 ist. Wir definieren daher hy : G — C durch
r

muwzémaa@.

Offensichtlich ist hg stetig, und wir zeigen mit Hilfe des Satzes von Morera, dass
ho sogar holomorph ist: Sei A ein abgeschlossenes Dreieck in G. Dann ist

/Mho dz—/aA/ d(dz_/rl/fmg(gz)dz} ic.

Die Vertauschbarkeit der Integrale ist gegeben, weil g stetig auf G x G ist. Aber
weil g((, z) bei festem ¢ holomorph in z ist, verschwindet das innere Integral auf
der rechten Seite und damit auch das Gesamtintegral auf der linken Seite. A ist
tatsiachlich holomorph auf G.

3. Schritt: Der entscheidende Trick des Beweises kommt jetzt:

Sei Go :={z € C\ |I'| : n(I',2) = 0}. Als Vereinigung von Zusammenhangskom-
ponenten ist Gg offen. Da I" nullhomolog in G ist, liegt C \ G in Gg, und daher ist
G UGy =C. Auf GN Gy gilt jedoch:

ho(Z):/Fg(_OZ d¢ =: hy(2),

und Ay ist auf C\ |I'| und damit insbesondere auf Gy holomorph. hq lisst sich also
mit Hilfe von h; zu einer ganzen Funktion h fortsetzen. Die Standardabschéitzung
zeigt sofort, dass hy(z) fiir z — oo gegen Null strebt. Damit ist h beschréankt und
nach Liouville konstant. Und diese Konstante muss offensichtlich = 0 sein.

4. Schritt: Wir haben die Integralformel fiir den Fall £ = 0 bewiesen:

n(F,z)f(z):%/FCf(TCldC
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Die Fille k > 1 ergeben sich hieraus durch fortgesetztes Differenzieren (wobei zu
beriicksichtigen ist, dass z — n(I', z) lokal-konstant ist). Die Formel (1) erhélt
man, indem man die Formel (2) im Falle £ = 0 fiir ein festes z; auf die Funktion
F(z):= f(2)(z — 2p) anwendet. Wegen F(zp) = 0 ist

O:n(r,zo)'F(ZO):L/F

2mi

Fz) . 1
z—zodz_%_i Ff(z)dz.

Damit ist alles gezeigt. "

2.6.2. Satz (Homologie und einfacher Zusammenhang)

Sei G C C ein Gebiet. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Jeder Zyklus in G ist nullhomolog in G.
2. /f(z) dz = 0 fiir jeden Zyklus T' und jede holomorphe Funktion f in G.
r

3. G st einfach zusammenhdngend, d.h., jede holomorphe Funktion auf G
besitzt eine Stammfunktion.

4. Ist f : G — C holomorph und ohne Nullstellen, so gibt es eine holomorphe
Funktion q auf G mit expoq = f.

BEwEIs: (1) = (2) : Das haben wir oben gerade gezeigt.
(2) = (3) : Das ist der Hauptsatz iiber Kurvenintegrale.
(3) = (4) : Auch diese Aussage haben wir schon frither bewiesen.

(4) = (1) : Sei I ein Zyklus in G und a € C\ G. Dann hat f(z) := z — a keine
Nullstelle in G und es gibt eine holomorphe Funktion ¢ mit f = exp og. Nun folgt:

/
1
P& =) Fe) abo () = T = L
, 1 1 1 [, ,
Daher ist n(I',;a) = — dz = — [ ¢'(z2)dz = 0, wie aus dem verallge-
2mi Jrz—a 2mi Jr
meinerten Fundamentalsatz folgt. "

2.6.3. Satz (vom Zyklus um ein Kompaktum)

Sei B C C offen, K C B kompakt. Dann gibt es einen Zyklus T in B\ K, so
dass gilt:

|1 firzeK,
n(l’,2) = { 0 firzeC\ B.
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BeEweEls: Ist B = C, so ist die Aussage trivial. Ist B # C, so gibt es ein § > 0
mit 26 < dist(K,C\ B).

1) Zunéchst sei angenommen, dass K zusammenhéngend ist. Dann sei a € K
fest gewihlt, sowie ein Netz von achsenparallelen Quadraten @,, ¢ € J, mit der
Seitenlénge 0, so dass a im Innern des Quadrates @),, liegt und B davon iiberdeckt
wird. Weil K kompakt ist, gibt es eine endliche Menge Jy C J, so dass gilt: Q,NK #
T <= L€ Jy.

Dann ist I := >, 5 0Q, ein Zyklus und offensichtlich

ey

n(T,a) = Zn(@QL,a) =n(0Q,,a) = 1.

LeJp
Léasst man alle Kanten weg, die doppelt auftreten, so erhédlt man einen Zyklus I'
mit n(I',a) =1 und [I'|N K = @.
Fiir z € |T| ist dist(z, K) < v/20 < 20 < dist(K, C \ B). Damit liegt |T| in B\ K.

Weil K als zusammenhéngend angenommen wurde, muss K in einer Zusammen-
hangskomponente von C \ |I'| liegen. Also ist n(I', z) auf K konstant = 1. Und fiir
z€C\Bund € Jist z ¢ Q,, also n(9Q,, z) = 0 und damit n(T",z) =0 .

2) Besteht K aus mehreren Komponenten K, so wiahlt man in jeder Komponente
einen Punkt a; und die Zahl § so klein, dass jeder der Punkte a; im Innern eines
der Quadrate liegt. Der Beweis ldsst sich dann ganz analog durchfiihren. "

Jetzt folgt:

2.6.4. Satz (Kriterium fiir einfachen Zusammenhang)

FEin Gebiet G C C st genau dann einfach zusammenhdngend, wenn gqilt: Es
gibt keine disjunkte Zerlegung von C\ G in zwei abgeschlossene Teilmengen, von
denen eine kompakt und nicht leer ist.
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BEWEIS: 1) Sei G einfach zusammenhéingend. Annahme, es gibt eine Zerlegung
C\ G = A"UA” in zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen, so dass A" kompakt
und nicht leer ist.

Die Menge B := G U A’ ist offen, denn C\ B = A” ist abgeschlossen. Also gibt es
einen Zyklus I' in B\ A’ = G mit

n(l, 2) = 1 firze A
270 fir z € C\ B.

Aber da G einfach zusammenhédngend ist, muss jeder Zyklus in G nullhomolog in
G sein, also insbesondere n(T', z) = 0 fiir 2 € A’ C C\ G. Das ist ein Widerspruch.

2) Ist G hingegen nicht einfach zusammenhéngend, so gibt es einen Zyklus I' in G,
der dort nicht nullhomolog ist. Sei nun

A" = {2eC\G|n(,z2) #0}
und A" = {ze€C\G|n(,z2) =0}

Nach Voraussetzung ist A" # @, und da nur auf den beschriankten Zusammen-
hangskomponenten von C \ |T'| die Umlaufszahl # 0 sein kann, ist A" beschrénkt.

Sei nun A € {A’, A”}. Eine Folge von Punkten a, € A C C\ G, die in C gegen
ein ag konvergiert, muss auch schon in der abgeschlossenen Menge C \ G konver-
gieren. Dann kann aber ag nicht auf der Spur von I' liegen, und es gibt eine offene
Umgebung U = U(ag) und ein ng € Z, so dass n(I', z) auf U konstant = ny ist. Da
ap und fast alle a, in U liegen, muss a¢ genau wie die a, zu A gehoren. Das zeigt,
dass A’ und A” beide abgeschlossen in C sind, und die beschrinkte Menge A’ ist
dann natiirlich sogar kompakt. "

2.6.5. Beispiel

Sei a : [0,00) — C definiert durch «(t) := ¢ - e'*. Dann ist |a| eine bei Null
startende und nach oo strebene Spirale, die offensichtlich abgeschlossen, zu-
sammenhéangend und nicht kompakt ist. Sie kann nicht in zwei abgeschlossene,
nicht leere Mengen zerlegt werden, und daher auch nicht in zwei abgeschlos-
sene Mengen, von denen eine kompakt und nicht leer ist. Also ist G := C\ |«
ein in C* enthaltenes einfach zusammenhéngendes Gebiet. Insbesondere gibt
es auf GG eine Logarithmusfunktion.
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2.7 Anhang zu Kapitel 2

Im Anhang finden sich einige Beweise, die nicht in der Vorlesung vorgefiihrt wurden.

Zur Bemerkung nach dem Beispiel 2.2.9 (Seite 63)

Sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, f : G — C holomorph,
f(2) # 0 auf G und f' holomorph. Dann gibt es eine holomorphe Funktion h auf
G mit folgenden Eigenschaften:

1. exp(h(z)) = f(z) fir alle z € G.
2. W(z) = f'(2)/ f(2).

Je zwei Funktionen hy und hy auf G mit den Eigenschaften (1) und (2) unter-
scheiden sich um ein ganzzahliges Vielfaches von 2mi .

BeweEIls: 1) Weil f'/f holomorph auf G ist, gibt es eine Stammfunktion F' von
f'/f.Sei H := (expoF')/f. Dann ist H holomorph und

H'(z) = exp(F(2)) - F'(2) - ;82— exp(F(2)) - f'(2)

(weil F" = f'/f ist), also H(z) = ¢ konstant. Deshalb ist exp(F'(z)) = c¢- f(z) und
¢ # 0. Man setze h(z) := F(z) — log(c), mit einem geeigneten Logarithmus von c.
Dann ist A holomorph und exp oh(z) = expoF(z)/c = f(z).

2) Aus der Gleichung exp oh(z) = f(z) erhilt man durch Differentiation die Glei-
chung (expoh)(z)) - b'(z) = f'(2), also h'(2) = f'(2)/f(2)-

3) Ist exp ohy = exp ohy, so ist exp(hy(z)—ha(2)) = 1. Das bedeutet, dass h; —hg nur
Werte in 27 i Z annimmt. Weil b (z) = f'(2)/f(z) = hy(2) ist, also (hy — he)'(2) =
0, ist hy — hs lokal konstant und damit auf dem Gebiet G konstant. Daraus folgt,
dass sich h; und hs nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 i unterscheiden. =

=0 fiir alle z € G

Hilfssatz fiir Satz 2.5.10. (Seite 85)

a) Sei a : [0,1] — C stetig differenzierbar, a(0) = 0 und o’(0) reell und > 0.
Dann existiert ein e > 0, so dass r(t) := |a(t)| stetig differenzierbar und r'(t) > 0
auf [0,¢] ist. Man kann € so klein wdhlen kann, dass man |o| N D.(0) durch
a : [0,e] = C mit a(s) := s - e') parametrisieren kann, wobei ¢ : [0,¢] — R
eine stetige Funktion mit p(0) = arg /(0) ist.

b) Ist allgemein a(0) = zo und o/(0) # 0, so kann man mit Hilfe einer biholo-
morphen Abbildung die Voraussetzungen von (a) herstellen.

BEWwEIS: a) Weil a stetig differenzierbar und o/(0) # 0 ist, kann man annehmen,
dass o/(t) # 0 fir t € [0,1] ist. Wir schreiben a(t) = z(t) + iy(t). Dann ist



94 2 Integration im Komplexen

=y(0) =0, 2/(0) > 0 und ¥'(0) = 0, und man kann annehmen, dass z/(t) > 0
€ [0, 1] ist. Sei

z(0)
fir ¢

r(t) = la(t)] = Va(t)* + y(1)*

Fiir ¢t #£ 0 ist r stetig differenzierbar, und auflerdem gilt:

0 _ \/ (@) " (@) =8 O + (0 = 2(0)

t t t

Das bedeutet, dass r auch in ¢ = 0 differenzierbar und 7/(0) = 2/(0) ist. Andererseits
gilt fiir t # 0 :

P31 O R 14 0 e b Ol w40
T<t> r(t) )

t

und dieser Ausdruck strebt fiir t — 0 gegen

7'(0)* +y'(0)*

7(0) = 2/(0).

Also ist r auf [0, 1] sogar stetig differenzierbar, und wenn ¢ > 0 klein genug ist, ist
' (t) > 0 auf [0, §]. Damit ist  dort streng monoton wachsend. Setzen wir € := r(9),
so ist 7 : [0,0] — [0, ] bijektiv, und zu jedem p mit 0 < p < € gibt es genau ein ¢
mit 0 <t < § und r(t) = o.

a(1)

OJ(O) =0 r(t)

Die Umkehrabbildung ¢(s) := r~!(s) ist stetig und auch streng monoton wachsend,
und es ist 7(t(s)) = s. Schreibt man z(¢) in der Form

2(t) = 2(0) + - A(t), mit lim A(t) = A(0) = 2/(0) > 0,

t—0
so sieht man, dass auch x(t) > 0 fiir kleines ¢ > 0 ist. Daher ist
y(t(S)))
z(t(s))

definiert und stetig fiir 0 < s < ¢ (fiir geniigend kleines €). Mit 'Hospital folgt die
Existenz des Grenzwertes

lim () = arctan @28;) 0,

o5 i= anctan (
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d.h. ¢ : [0,¢] — R ist stetig, mit p(0) = 0 = arg(a/(0)). Schreibt man a(t) =
r(t)e! ¥ mit einer stetigen Argumentfunktion ¢ mit (0) = 0, so ist
t i t
y(t) _ siny(t) fan o (2),
x(t)  cosi(t)

also ¢(s) = ¥(t(s)). Deshalb ist a(s) := a(t(s)) = s-e'?) die gesuchte Parame-
trisierung der Spur von a.

b) Wendet man eine biholomorphe Abbildung ® an, so ersetzt man a durch ® o «.
Lost man dann das Problem aus (a) fiir den Weg ® o« mit Hilfe einer Parametrisie-
rung a* von |® o | = ®(|a|), so parametrisiert & := &' o e den urspriinglichen
Weg a.

Ist a(0) = 2o und &/ (0) = re'? mit r > 0 und @ € [0, 27), so setze man T'(z) := z—z
und D(w) := e~ 1%.w, sowie ® := DoT. Dann ist ® biholomorph, ®oa(0) = ®(z) =
D(0) =0 und (® o) (0) = D'(0) - T"(20) - &/ (0) = e~ "¢ - 1-7el = 1. .

Satz 2.5.10. (Seite 85)

Sei a : [a,b] — C ein stickweise glatter Integrationsweg, to € (a,b) und « glatt
in zg .= a(ty). Dann gibt es ein € > 0, so dass fir alle § mit 0 < § < e gilt:

Ds(20)\ || besteht aus genau zwei Zusammenhangskomponenten, und jeder Punkt
von Ds(z9) N |a| ist Randpunkt beider Komponenten. Wihit man ¢ > 0 klein
genug, so trifft die Gerade L := zy + Rid/(ty) die Spur von « im Innern von
Ds(zo) nur im Punkt z.

BEweEels: 0O.B.d.A. sei typ = 0 und zg = 0. Es gibt ein € > 0, so dass gilt:
l.a<-—-e<0<e<hb
2. o = | und o, := a4 sind stetig differenzierbar und glatt.

Nach dem Hilfssatz kann man ¢ so klein wéhlen, dass es stetige Funktionen ¢; und
@, auf [0, €] gibt, so dass gilt: a;(t) := te' () parametrisiert |oy| und a, (t) := te! ¢
parametrisiert |a,.|. Dabei muss ¢;(0) = ¢,(0) + 7 gelten, weil die Wege a; und ¢,
beide bei 0 starten und dort entgegengesetzte Richtung haben.

Ist a;(t) = a,(t) fiir ein t € (0,¢], so ist e =) =1 also ¢(t) = p,(t) + 2k7
fiir ein k£ € Z. Fiir kleines ¢ kann das nicht sein. Also kann man annehmen, dass «
auf [—¢, ¢] injektiv und ¢, () < ¢i(t) < o,(t) + 27 fiir alle ¢ € [0, £] ist.

Fiir 0 < § < ¢ definiere man dann:

CL(0) = {te™|0<t<d o (t)<s <t}
C_(8) == {te"™|0<t<d, ot) <s<p(t)+2r}.

Offensichtlich ist Ds(0) = C_(6)UC,(8)U(Ds(0)N|al) eine Zerlegung von Ds(0) in
drei disjunkte Teilmengen. C'_(9) und C, (§) sind homéomorphe Bilder von offenen
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Rechtecken und damit Gebiete in C. Damit ist aber auch klar, dass diese Gebiete die
beiden einzigen Zusammenhangskomponenten von Dj(0) \ |a| sind. Offensichtlich
liegt Ds(20) N || im Rand beider Komponenten.

Ist v € C, v # 0, so bewirkt die Multiplikation von v mit i eine Linksdrehung um
90°. L = zp + Rid/(tp) trifft |a| in 2y also unter einem rechten Winkel.

Es sei (0.B.d.A.) vorausgesetzt, dass to = 0, 2o = 0 und o/(0) = 1 ist. Annahme,
s, € (—0,0) mit s, # 0, lim,, 0 S, = Ound s,,i € |a|ND;s(0). Dann 3¢, € (=4, 6)
mit «(t,) = s,i Die beschrankte Folge ¢, besitzt einen Haufungspunkt, o0.B.d.A.
konvergiere ¢,, gegen eine Zahl ¢t*. Dann konvergiert s, i = a(t,) gegen «(t*). Also
ist a(t*) = 0, und weil « injektiv ist, ist t* = 0 und ¢,, # 0 fiir alle n. Dann folgt:

ot Sp i . .. S
1=a/(0) = lim M: lim —— =i - lim =,
und die rechte Seite ist = 0 oder rein imaginér. Das ist ein Widerspruch. "

Satz 2.5.14. (Seite 87)

Ist o : [a,b] — C ein einfach geschlossener, glatter Integrationsweg, so be-
steht C\ |a| aus genau zwei Zusammenhangskomponenten. Jeder Punkt von |o|
ist Randpunkt beider Komponenten, und auf der beschrdnkten Komponente ist
[n(a, z)| = 1.

BEwWEIS: Man kann den obigen Satz als speziellen Jordan’schen Kurvensatz
bezeichnen (der echte Jordan’sche Kurvensatz setzt nur die Stetigkeit des Weges
voraus, und sein Beweis ist dann deutlich schwieriger).

Ist a : [a,b] — C der fragliche Weg, so zerfillt C\ |a] = CoUC, UCy U ... in
(hochstens) abzihlbar viele Zusammenhangskomponenten. Dabei sei Cy die unbe-
schriankte Komponente.

Ist t € [a,b] ein beliebiger Parameterwert, so gibt es eine Umgebung U =
U(a(t)), so dass U \ || in genau zwei Zusammenhangskomponenten C_ und C
zerfallt. Die liegen ihrerseits wiederum in gewissen Komponenten von C \ |«|.
Es sei {p(t),q(t)} die Menge der Nummern dieser beiden Komponenten, sowie
®_(t) := min(p(t), q(t)) und &, (¢) := max(p(t),q(t)). Das ergibt zwei Funktionen
¢_ P, : [a,b] — Z, die auf Grund ihrer Konstruktion lokal-konstant, also stetig
sind. Sie miissen dann auf [a, b] natiirlich sogar konstant sein.

Die Rénder der Komponenten C; liegen auf |a|. Insbesondere gibt es ein ty € [a, b],
so dass a(ty) € 0Cy ist. Dann ist ®_(tp) = 0 und damit ®_(t) = 0 auf [a,b].
Wechselt man bei a(ty) von Cj auf die andere Seite des Weges, so dndert sich die
Umlaufszal um £1. Deshalb ist ig := &, (¢y) # 0. Aber @, (¢) ist auf dem ganzen
Intervall konstant. Also ist C;, = C die einzige beschrinkte Komponente, und
jeder Punkt von |a| ist Randpunkt von Cy und von C;. Die Umlaufszahl kann in
C nur den Wert —1 oder den Wert +1 annehmen. "



