1 Holomorphe Funktionen

1.1 Die komplexen Zahlen

Die reellen Zahlen werden iiblicherweise axiomatisch eingefiihrt:
e Korper-Axiome (Addition, Multiplikation und Distributivgesetz).
e Anordnungs-Axiome (Folgerung: Jedes Quadrat ist positiv).
e Vollsténdigkeitsaxiom. Beispiele fiir (dquivalente) Formulierungen:

— Jede nach oben beschrinkte Menge # @ besitzt ein Supremum.
— Archimedes- und Intervallschachtelungsaxiom.

— Es gilt das Archimedes-Axiom, und jede Cauchyfolge konvergiert.

Die Existenz der reellen Zahlen ist miithsam zu zeigen, das wird meist iibersprungen.
Die Gleichung x? + 1 = 0 besitzt keine Losung in R (sonst wire z2 negativ).

Man kann sich also fragen: Gibt es einen noch nicht bekannten Zahlenbereich, der
R erweitert und in dem eine Zahl x mit 2> = —1 existiert?

In der Renaissance entdeckte man, dass es niitzlich sein kann, mit einer ,,imaginéren
Einheit“ zu rechnen, einer ,Zahl“, deren Quadrat —1 ergibt. Euler fiihrte fiir diese
imagindre Einheit den Buchstaben i ein. Die neuen Zahlen blieben fiir ihn aber
reine Rechengrofien. Erst Gaufl priagte den Begriff der komplexen Zahl und lieferte
zugleich eine anschauliche Deutung. Er rechnete intensiv mit komplexen Zahlen.

Es liegt nun nahe, folgene Eigenschaften von den komplexen Zahlen zu fordern.
Das ergibt zugleich ein Axiomensystem:

e C ist eine Menge von ,,Zahlen“, mit denen man in gewohnter Weise rechnen
kann. Alle Korper-Axiome sind erfiillt.

e RC C, und 3 Element i mit i?= —1.

e Jedes z € C besitzt eine eindeutige Zerlegung z = a + bi mit reellen Zahlen
a und b (dem Realteil und dem Imagindrteil von z).

Folgerungen:
1)a+bi =c+di < a=cundb=d.

2) Produkt zweier komplexer Zahlen:

(a+bi)-(c+di)=a-c+(a-d-i)+(b-c-i)+(b-d-i?) = (a-c—b-d)+(a-d+b-c)i.
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3) C kann kein angeordneter Korper sein. = Vollsténdigkeitsaussagen lassen sich
nicht iibertragen, nur die Aussage ,,Jede Cauchyfolge konvergiert* benutzt keine
Anordnung. Gilt diese Aussage? Das muss nachgepriift werden.

Was ist mit der Existenz der komplexen Zahlen? Die ist einfach zu sehen, wenn
man an die Existenz von R glaubt, denn ein Modell fiir C ist die Ebene R2.

Definition (Komplexe Zahlen):

Unter dem Korper C der komplexen Zahlen versteht man die Menge aller
(geordneten) Paare (a,b) von reellen Zahlen mit folgenden Rechenoperationen:

1. (a,b) + (¢,d) :== (a+ ¢, b+ d).
2. (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + be).

Das Element (1,0) wird mit 1 bezeichnet, das Element (0, 1) mit i. Die Kompo-
nenten Re(z) = a und Im(z) = b heien Realteil und Imagindrtesil.

C ist also beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element
0 = (0,0) und dem Negativen —(z,y) = (—z,—y). C triagt sogar Struktur eines
R-Vektorraumes (wenn man x € R mit (x,0) identifiziert), 1 und i bilden eine

Basis von C iiber R.
Z 4w

—Z

Addition komplexer Zahlen Das Negative einer komplexen Zahl

Ist z=x+ iy € C, so heifit Z := = — iy die zu z konjugierte (komplexe) Zahl.
Man gewinnt sie durch Spiegelung an der x-Achse.

z=x+ 1y <
y = Im(z)
z
x = Re(2)
Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl Die konjugierte komplexe Zahl
Es gilt:

a) Ist 2 =x + iy, so ist 2 -z = 2% + y? eine nicht-negative reelle Zahl.

b) Realteil und Imaginérteil einer komplexen Zahl sind gegeben durch
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Re(z) = %(z +Zz) und Im(z) = 2%(2 —2).

Sei w = a+ ib € C. Dann ist L,(2) := w - z eine C-lineare Abbildung, also erst
recht R-linear. Wegen L, (1) = a + ibund L, (i) = —b+ ia wird L,, beziiglich

{1, i} durch die Matrix
a —b
o= (5 0

beschrieben. Eine einfache Rechnung zeigt, dass M, « M,, = M,,, ist. Daraus folgt:
Multiplikation komplexer Zahlen ist assoziativ!. (Kommutativgesetz: spiter).

|z| := 4+v/2Z (reell) heifit Betrag von z (entspricht der euklidischen Norm).
Existenz eines multiplikativen Inversen: Ist z # 0, so ist 2z = |2|? > 0, und es gilt:
1 E

, also  z7 :W.

RN

1==-

(Spiegelung an der z-Achse, gefolgt von einer Spiegelung am Einheitskreis).

z

1/z

Das Inverse einer komplexen Zahl

Z

Wir kommen jetzt zur Polarkoordinaten-Darstellung von komplexen Zahlen:

Sei z =z + iy € C beliebig, z # 0. Dann ist z/|z| = o + i § Zahl vom Betrag 1.
x y

-  ud B=_7
e M T e

erfiillen die Gleichung o? + 32 = 1. Es gibt also einen (eindeutig bestimmten)
Winkel 6 € [0,27) mit a = cosf und § = sin §. Damit folgt:

z=|z] - (cosf + isinb).

Die Zahl arg(z) := 0 € [0, 27) heift Argument von z (fiir z = 0 nicht definiert).
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1.1.1. Beispiele
1. Esist |i| =1 und arg(i) = /2.

2. 8ei z = 1+ i. Dann ist 22 = (1 +i)(1 — i) = 2, also |z| = V2. Weil
cos(m/4) = sin(w/4) = 1/4/2 ist, folgt: arg(z) = /4.

Setze jetzt U(t) := cost + i sint fiir ¢ € R. Dann gilt:
1. |U(t)] =1 fiir alle t € R.
2. U(s)-U(t) =U(s+1t) fur alle s,t € R.
3. U(0) =1, U(t) #0 fiir alle t € R und U(t)"! = U(—1).
4. Esist U(t +2m) = U(t).

Bewels: (1) ist klar.

(2) folgt aus den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus:

U(s)-U(t) = (coss+ isins)-(cost+ isint)
= (cosscost —sinssint) + i(cosssint + sin scost)
= cos(s+t)+ isin(s+t) = U(s+1).

(3) U(0) = cos(0) + i sin(0) = 1. U(t) # 0 folgt aus (1). SchlieBlich ist
1=U0)=U(t+ (—=t))=U(t)-U(-t), alsoU(—t)=1/U(t).

(4) Die Aussage folgt aus der Periodizitét von Cosinus und Sinus. n

Ist nun z; =7y - U(t1) und 29 = ry - U(ty), so ist
21'22:7‘1T2'U(t1+t2):7’27’1'U(t2+t1)222'21.

Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich also die Betréige,
und die Winkel addieren sich. = Multiplikation in C kommutativ.

1.1.2. Satz (Formel von Moivre)

(cost + isint)" = cos(nt) + isin(nt),  fir allen € Z.

BewEss: U(t)" = U(nt) fir n > 0und U(t) ™" = (U(t)")" = U(—t)" = U(—nt). =
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1.1.3. Beispiel

cos(3t) + i sin(3t) = (cost+ isint)?
cos®t + 3cos? t(i sint) + 3cost(i?sin®t) + (i sint)®

= (cos3 t — 3costsin? t) + i (3 cos’ tsint — sin® t) ,
also

cos(3t) = cos’t — 3costsin®t und  sin(3t) = 3cos® tsint — sin®¢.

Existenz von Wurzeln in C: Fiir n € N setze

G :=U@2n/n) = cos(%) + i -sin(z—ﬁ)

n

1.1.4. Satz (Losungen von 2" = 1)

Fiir jede natiirliche Zahl n hat die Gleichung 2™ = 1 in C genau n Losungen,
ndmlich

(Gn)* =1, (Ga)" = Gy ()% (Gu), s (Gu)"

BEWEIS: Fiirk=0,...,n—1ist ((()*)" = ()" = cos(2kn) + i -sin(2k7) = 1.

Die n Zahlen ok ok
(C)F = cos(—ﬂ> + i -sin(—W>
n n
liegen offensichtlich auf dem Einheitskreis und sind paarweise verschieden.

Ist umgekehrt w eine Losung der Gleichung 2" = 1, so ist |w|" = 1, also |w| = 1.
= 360 € [0,2r) mit U(A) = w = U(nb) = w" = 1, also cos(nf) = 1 und
sin(nf) = 0 = Ik € Z mit n = k- 2r. Wegen 0 < 6 < 27 muss dann
0<nf<n-2msein = ke{0,1,2,....,n—1}. .

Definition (Einheitswurzeln):

Die Zahlen 1, (,, (¢2)%, - -, ()" nennt man die n-ten Einheitswurzeln.

Zum Beispiel: Weil ¢, = cos(m) + i sin(7) = —1 ist, sind 1 und —1 die 2. Einheits-
wurzeln.

Fiir die 3. Einheitswurzel (3 gilt:

(3 = cos(120°) + i sin(120°) = — cos(60°) + i sin(60°) = = (-1 + |\/§)

N —

Also sind
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1=¢9, @,:%(—H iv3) und 43:%(—1— iv3)

alle 3. Einheitswurzeln. Sie bilden die Ecken eines regelméfligen Dreiecks. Und weil
(4 = c0s(90°) + i sin(90°) = i ist, sind

L,G=i,¢=—-1und ¢ =—i

die 4. FEinheitswurzeln.

G3

(G3)?

1.1.5. Satz (Existenz n-ter komplexer Wurzeln)

In C besitzt jede Zahl z # 0 genau n verschiedene n-te Wurzeln.

BEWEIS:  Sei z = r(cosf + i sinf), mit r = |z| und 0 € [0,27). Dann setzen wir

0 0
Zp = /r-(cos—+isin—)-¢* k=0,1,...,n—1
n n
Offensichtlich sind dies n verschiedene komplexe Zahlen z;, mit 2 = 2.

Ist w irgendeine Losung der Gleichung w" = z, so ist w" = 22, also (wz; )" = 1.
Das bedeutet: 3 n-te Einheitswurzel ¢ mit w = z; - C. "

Man kann also in C nie von der n-ten Wurzel einer komplexen Zahl sprechen, es
gibt stets n verschiedene.

Beispiel n = 2: Das Symbol /z ist zweideutig, man kann keine der beiden Wurzeln
auszeichnen. Etwa sind 1(1 — i) und 1(i — 1) die beiden Wurzeln von —3. Wel-
che sollte man bevorzugen? Eine Unterscheidung zwischen positiver und negativer
Wurzel ist nicht moglich!

Jede quadratische Gleichung hat zwei Losungen. Zum Beispiel:

P 4bzte=0 <= (2+0/2)%*=(/2)*-c
< 2= -b/24 w; oder z = —b/2 + wy,

wobei w; und wy die beiden Wurzeln aus (b/2)? — ¢ sind.
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Definition (Konvergenz einer Folge):

Eine Folge (z,) von komplexen Zahlen konvergiert gegen die komplexe Zahl z,
falls gilt:

Ve >0dny €N, sodass Vn > ng gilt: |2, — 20| < e.

Weil |z, — 202 = (2, — 0)* + (yn — y0)? ist, strebt z, = z,, + iy, genau dann gegen
20 = Xg + 1Yo, wenn z,, gegen o und y, gegen yy konvergiert.

1.1.6. Beispiel

Ist w € C und |w| < 1, so konvergiert z, := w™ gegen 0.

BEWEIS: |[w| <1 = Jx € R, x>0, mit 1/|w| =14 x. Ist ¢ > 0 gegeben,
so dng € N, so dass fiir n > ng gilt:

1 \n 1
<m> =(1+2)">14nz>—- (mit Bernoulli’scher Ungleichung).
w £

Fiir die letzte Ungleichung wéhle man etwa ng > (1/e — 1) /x.

Definition (Cauchyfolge):
Eine Folge (z,) heifit Cauchyfolge, falls gilt:

Ve >0dng €N, sodass Vn,m > ng gilt: |2, — 2| < e.

Wie in R folgt, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchyfolge ist.

Umgekehrt: Sei z, = z, + iy, eine Cauchyfolge — (x,) und (y,) sind auch
Cauchyfolgen. Weil R vollstandig ist, folgt: Jz¢,yo € R mit x,, — o und y, — 4o
= 2, — 2o := X + 1Yo. In diesem Sinne ist C vollstindzg.

Zum Schluss soll iiber unendliche Reihen in C gesprochen werden:

Ist (2,)ven, eine Folge in C, so nennt man die Folge der Partialsummen S, := Z Z,
v=0

oo
eine unendliche Reihe und bezeichnet sie mit Z Zy.

v=0
Die Reihe heifit konvergent, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert, und
den Grenzwert bezeichnet man wieder mit dem Reihensymbol. Wenn die Reihe
nicht konvergiert, nennt man sie divergent. Die Reihe der z, konvergent genau
dann, wenn die reellen Reihen der Real- und Imaginirteile der z, konvergieren.
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1.1.7. Satz (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)

o0

Die Reihe Zz,, konvergiert genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N
v=0
n
existiert, so dass gilt: | Z z,| < e fir alle m,n mit n > m > ny.

v=m+1

BeEwEeIs: Man wende das Cauchy-Kriterium fiir Folgen auf (S,) an. Dann ist
|Sn - Sm| = ‘ ZZ:m-i—l % ’

Definition (absolute Konvergenz):

Eine Reihe Z z, heilt absolut konvergent, wenn die Reihe Z]zl,| konvergiert.
v=0 v=0

Mit Hilfe des Cauchy-Kriteriums und der Vollstandigkeit von C folgt: Jede absolut
konvergente Reihe ist konvergent. Und es gilt auch: Jede Teilreihe und jede Umord-
nung einer absolut konvergenten Reihe ist konvergent. Unter dem Grenzwert einer
absolut konvergenten Reihe versteht man natiirlich den Grenzwert der Reihe im
gewOhnlichen Sinne,

Ein wichtiges Beispiel ist die geometrische Reihe. Ist |z| < 1, so konvergiert die

. Der Beweis funktioniert wie im Reellen:

- 1
Reihe Z 2" absolut gegen 1
v=0

Endliche Partialsummen lassen sich ganz einfach berechnen:

n 1_Zn+1 1 Zn+1
;Z T 1-z 1-z 1-2z

Weil 2" fiir |z] < 1 gegen null konvergiert, ergibt sich der gewiinschte Grenzwert.

Die absolute Konvergenz folgt aus der Konvergenz von y_ 7 |z|” gegen 1/(1—|z|).
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1.2 Die Topologie der komplexen Ebene

C = Anschauungsebene.

Ist 7 > 0 und zy € C, so ist D,(2) := {z € C : |z — 2| < r} die (offene)
Kreisscheibe mit Radius » um zg.

Definition (offene und abgeschlossene Mengen):

U C C heifit offen, falls es zu jedem z € U ein € > 0 mit D.(z) C U gibt. Eine
Menge heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement in C offen ist.

Definitionen stimmen mit denen in R? iiberein, und es gilt:
1. @ und C sind zugleich offen und abgeschlossen.

2. Endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind
wieder offen.

3. Endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte von abgeschlossenen
Mengen sind wieder abgeschlossen.

Definition (topologischer Raum):

Topologischer Raum := Menge X, zusammen mit einem System ausgezeich-
neter Teilmengen (den ,,offenen Mengen* von X), so dass gilt:

1. Die leere Menge und der gesamte Raum X sind offen.

2. Endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigungen von offenen Mengen
sind wieder offen.
Das System der offenen Mengen von X nennt man die Topologie von X.

M C X heifit Umgebung von xy € X, falls es eine offene Menge U mit xy €
U C M gibt. Schreibe dann: M = M (x).

Der topologische Raum X heifit ein Hausdorff- Raum, falls es zu je zwei Punk-
ten x # y Umgebungen U = U(z) und V =V (y) mit UNV = & gibt.

C ist offensichtlich ein topologischer Raum und sogar ein Hausdorff-Raum.

Eine Metrik auf einer Menge X ist eine Funktion d : X x X — R, so dass gilt:
1. d(z,y) >0 fir alle z,y € X, und d(z,y) =0 <= x=y.
2. d(z,y) = d(y, ) fiir alle z,y € X.

3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) fir alle z,y, 2 € X (Dreiecksungleichung).
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Eine Menge X mit einer Metrik d bezeichnet man als metrischen Raum.

Ist X ein metrischer Raum X, so kann man offene Mengen in X wie folgt definieren:
M C X wird ,offen genannt, wenn zu jedem xg € M ein £ > 0 existiert, so dass
die ,e-Umgebung® U.(zy) :={z € X : d(z,2() < £} noch ganz in M liegt. Man
zeigt leicht: Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum.

Die Metrik d(z,w) := |z — w| macht C zum metrischen Raum, mit der bekannten
Topologie.

1.2.1. Beispiele

1. Sei X ein topologischer Raum, ¥ C X. Dann nennt man U C Y relativ
offen, falls J U C X offen mit U = U NY. Die relativ offenen Mengen in Y
bilden die ,,Relativtopologie* auf Y.

Ist Y C X offen und U C Y, so gilt: U relativ offen <= X offen.

Ist Y nicht offen in X, so gilt das in der Regel nicht. Zum Beispiel: X = C
undY ={ze€C:zeR} =R

Ist X ein metrischer Raum mit Metrik d und Y C X, so definiert die Metrik
d|y«y die Relativtopologie auf Y.

2. Ein anderes, verbliiffendes Beispiel: Sei X = H:={z =2z + iy : y > 0} die
,obere Halbebene“. Fiihre auf X folgendermaflen eine Topologie ein: M C X
soll ,x-offen“ genannt werden, falls M = U x R, (mit einer offenen Menge
U C R) ist.

a) X =R xR, und @ = & x R, sind *-offen.
by M=UxR,, N=V xR, xoffetn = M NN = (UNV) xR, xoffen.

c) Ist (M,),er ein System von s-offenen Mengen M, = U, x R, so ist auch

U = Jw, xRry) = <UU) x R, #-offen.

el el el

So wird X zu einem topologischen Raum, ist allerdings kein Hausdorffraum.
Zum Beispiel besitzen 2+3i und 2471 keine disjunkten Umgebungen. Damit
rithrt diese Topologie nicht von einer Metrik her. Es kann also auf einer Menge
durchaus zwei verschiedene Topologien geben.

Hier werden alle topologischen Rdume metrische Rdume sein. Die Begriffe , konver-
gente Folge* und ,,Cauchyfolge“ lassen sich problemlos auf solche Rdume iibertra-
gen. Ein metrischer Raum heifit vollsténdig, falls jede Cauchyfolge konvergiert.

Sei nun X ein metrischer Raum und M C X eine beliebige Teilmenge, sowie
xp € X ein beliebiger Punkt.
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Bekannt: xy innerer Punkt von M, falls 3 ¢ > 0 mit U.(z9) C M. Eine Menge M
ist genau dann offen, wenn sie nur aus inneren Punkten besteht.

Definition (Hiaufungspunkte und isolierte Punkte):

1. zo heiit Hdufungspunkt von M, falls jede Umgebung U = U(x) einen
Punkt z € M mit x # z( enthilt.

2. x heiBlt isolierter Punkt von M, falls es eine Umgebung U = U(x() mit
UNM = {z} gibt.

xo isolierter Punkt von M C X = =z € M. (Gilt nicht fiir Hiufungspunkte).
xo Haufungspunkt von M C X <= 3 Folge von Punkten x,, € M mit:

(1) z, # xp fiir alle n € N, und (2) lim z,, = .

n—o0

(Beweis: Wiihle in jeder Umgebung Uy /,,(20) ein Element x,, # o).

Ist M c X und M’ die Menge aller Haufungspunkte von M, so nennt man M :=
M U M’ die abgeschlossene Hiille von M. Es gilt:

1.2.2. Satz

M und N seien Teilmengen des metrischen Raumes X .
1. Ist M abgeschlossen, so ist M = M.
2. M st die kleinste abgeschlossene Menge in X, die M wmfasst.
3. Ist M C N, so ist M C N.

BEWwWEIs: Siehe Anhang! .

Definition (diskrete Menge):

Eine Teilmenge M C X heifit diskret (in X ), wenn sie abgeschlossen ist und
nur aus isolierten Punkten besteht.

Zum Beispiel besteht M := {1/n : n € N} C R aus lauter isolierten Punkten, ist
aber nicht abgeschlossen, also nicht diskret. M U {0} ist zwar abgeschlossen, aber
auch nicht diskret, weil 0 kein isolierter Punkt ist.

Die Menge Z C C ist diskret. Interessant wird es, wenn man 7Z mit der Relativto-
pologie versieht. Dann ist ndmlich jede einpunktige Menge {n} (und damit jede
Teilmenge) von Z offen in Z.
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Definition (Rand einer Menge):

Sei M C C eine beliebige Menge. Ein Punkt z; € C heifit Randpunkt von M,
falls jede Umgebung von zy einen Punkt von M und einen Punkt von C\ M
enthélt. Mit OM bezeichnet man die Menge aller Randpunkte von M.

z9 € C ist genau dann Randpunkt von M, wenn zy kein innerer Punkt von M ist,
aber entweder direkt ein Punkt von M oder ein Haufungspunkt von M.

M (oder M°) sei der offene Kern (Menge der inneren Punkte) von M. Dann ist

OM =DM\ M.

1.2.3. Beispiele

1. Sei M := D;(0) ={z€C : |z| < 1}.
Dann ist M = M, M ={z€C : |2/ <1} und M = {z € C : || = 1}.

2. Ist D C C diskret, so besitzt D weder innere Punkte noch Haufungspunkte.
Damit ist D =92 und D =D = 9D.

3. Sei G C C offen und M die Menge der Punkte z = z + iy € G mit ratio-
nalen Koordinaten z und y. Dann ist M = & und jeder Punkt von G ein
Haufungspunkt von M. Also ist OM = M = G.

4. Die komplexe Ebene und die leere Menge haben keinen Rand. Jede andere
Menge besitzt mindestens einen Randpunkt (wie wir spéter zeigen werden).
So besteht z.B. der Rand von C* := C\ {0} nur aus dem Nullpunkt.

Definition (Stetigkeit):
Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen heifit stetig in
o € X, falls gilt: VV =V (f(z)) CY FU =U(xy) C X mit f(U) C V.

f heifit stetig (auf ganz X ), falls f in jedem Punkt von X stetig ist.

1.2.4. Satz
Folgende Aussagen tiber eine Abbildung f : X — Y sind dquivalent:

1. f ist stetig.

2. Fiir jede offene Teilmenge V CY ist f~(V) offen in X.

BEWEIS: (1) = (2): Sei f stetig, V C Y offen und zy € f~'(V) beliebig.
— Yo Z:f(xo)GV: HW:W(yo)CV: HU:U(ZEQ)CXmlt
fO)cwcV = UcfYV). Alsoist f~1(V) offen.
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(2) = (1): Fiir jede offene Menge V' C Y sei f~(V) offen in X. Um die Stetigkeit
von f zu zeigen, sei xy € X gewéhlt und yo := f(x). Ist V= V(yy) C Y, so
AW = W(ye) C V offen, und U := f~1(W) ist eine offene Umgebung von z( in X.
Dann ist aber f(U) C W C V. n

1.2.5. Satz

X undY seien metrische Rdume mit Metriken dx bzw. dy. Fir eine Abbildung
f: X =Y sind folgende Aussagen dquivalent:

1. fistin xg € X stetig.

2. Ve > 030 > 0, so dass fir alle v € X gilt: Ist dx(x,x¢) < 0, so ist
dy (f(x), f(x0)) <e.

3. Konvergiert x, gegen xg, so konvergiert auch f(x,) gegen f(xq).

BEWEISs: Siehe Anhang! .

Ein stetiger (parametrisierter) Weg in C ist eine stetige Abbildung « von
einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] nach C. Der Punkt z4(a) := a(a) heifit
der Anfangspunkt von «, zp(«) := a(b) der Endpunkt und |a| := o(I) die Spur
des Weges. Der Weg ist geschlossen, wenn z4(a) = zg(a) ist. Ist a auferdem auf
[a, b) injektiv, so heifit « ein einfach geschlossener Weg.

Sei J = [c,d] ein weiteres abgeschlossenes Intervall. Eine stetige Abbildung ¢ :
J — I heiit Parametertransformation, falls sie surjektiv und streng monoton
wachsend ist.! Ist o : [a,b] — C ein stetiger Weg und ¢ : [a,b] — [a, ] definiert
durch ¢(t) == a+b—t, so heifit «_ := o1 der entgegengesetzt durchlaufene
Weg. Offensichtlich ist |a_| = |a|.

Mit Hilfe einer Parametertransformation kann man bei jedem Weg erreichen, dass
er auf dem Intervall [0, 1] definiert ist. Sind « : [0,1] — C und 5 : [0,1] — C zwei
Wege, so wird der zusammengesetzte Weg o + 3 : [0,1] — C durch

o a(2t)  fir0<t<1/2,
(ot B)(t) := { B2t—1) fir1/2<t<1

definiert. Dann ist |a + | = |a| U |B|. Speziell ist o + a— ein geschlossener Weg.

1.2.6. Satz (Riander haben keine Liicken)

Sei M C C, zo € M und z; € C\ M. Dann trifft jeder stetige Weg von zy nach
z1 den Rand von M.

1Zwei Wege heiflen dquivalent, falls sie durch eine Parametertransformation auseinander her-
vorgehen. Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von Wegen.
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BEWEIS:  Sei « : [0, 1] — C ein stetiger Weg mit «(0) = 2o und a(1) = z;. Dann
existiert to := sup{t € [0,1] : a(t) € M}. Sei wy := a(tp) und ein € > 0 gewéhlt.

Weil « stetig ist, gibt es ein 0 > 0, so dass a(t) € U.(wyp) fur alle ¢ € [0,1] mit
|t — to] < & gilt. Liegt nun wy in M, so ist ¢y < 1, und man kann ein ¢ € (to, 1] mit
|t —to] < 6 finden. Dann muss a(t) in U.(wy) N (C\ M) liegen.

Gehort wy dagegen zu C \ M, so ist t; > 0, und man kann ein ¢ € [0,%p) mit
|t —to] < & und «a(t) € U.(wp) N M finden.

In beiden Féllen wurde damit gezeigt, dass wy ein Punkt von OM ist. "

Ist also M # @ und M # C, so besitzt M mindestens einen Randpunkt.

Definition (Gebiet):
Eine offene Menge G C C heifit ein Gebiet, falls je zwei Punkte von G innerhalb
von G durch einen stetigen Weg miteinander verbunden werden koénnen.

Definition (zusammenhingender Raum):

Ein topologischer Raum X heifit zusammenhdngend, falls X nicht in zwei
nicht leere, disjunkte, offene Teilmengen zerlegt werden kann.

1.2.7. Satz

Folgende Aussagen tiber einen topologischen Raum X sind dquivalent:
1. X 1ist zusammenhdngend.

2. X und @ sind die einzigen Teilmengen von X, die zugleich offen und ab-
geschlossen sind.

3. Jede stetige Funktion f : X — 7Z ist konstant.

BEwEIS: (1) = (2): Sei X zusammenhéngend. Ist M C X zugleich offen und
abgeschlossen, so ist X = M U (X \ M) eine disjunkte Zerlegung von X in zwei
offene Teilmengen. = M = & oder X \ M = @ (und deshalb M = X).

(2) = (3): Sei f : X — Z stetig. Dabei wird die diskrete Teilmenge Z C C
mit der Relativtopologie versehen = alle einpunktigen Teilmenge sind in Z offen
= alle Mengen f~'(n) sind offen. In mindestens einem Fall ist f~'(ng) # @. Da
auch X \ f7!(ng) = {z € X : f(x) # no} offen ist, muss f~'(ng) = X sein.

(3) = (1): Sei X = M U N eine disjunkte Zerlegung in zwei offene Mengen.
Definiere dann f : X — Z durch f(z) := 1 auf M und f(z) := 0 auf N. Da f
lokal konstant und damit stetig ist, muss f nach Voraussetzung konstant sein =
M = @ oder N = &. Das zeigt, dass X zusammenhéngend ist. "
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1.2.8. Beispiel

Ein Interwvall ist eine Teilmenge I C R mit folgender Eigenschaft: Ist r| € I,
ro € I und r; < r < 1o, so ist auch r € I. Es lasst sich leicht zeigen, dass
jedes Intervall zusammenhéngend ist.

Der Beweis findet sich im Anhang.

1.2.9. Satz

Ist X zusammenhingend und f : X — Y stetig, so ist auch f(X) zusam-
menhdngend.

BEwers: Ist g : f(X) — Z stetig, so ist auch go f : X — Z stetig. Da X
zusammenhéngend ist, ist g o f konstant = ¢ auf f(X) konstant. .

Insbesondere ist die Spur eines stetigen Weges immer eine zusammenhédngende
Menge.

Meist benutzt man ,,Zusammenhang® wie folgt: Ist X zusammenhéngend, U C X
nicht-leer und zugleich offen und abgeschlossen, so ist U = X.

1.2.10. Satz
Ist G C C offen und nicht leer, so sind die folgenden Aussagen iber G dquivalent:

1. G ist zusammenhdngend.

2. Je zwei Punkte von G konnen in G durch einen Streckenzug verbunden
werden.

3. G ist ein Gebiet.

BEwEIs: (1) = (2): Sei G zusammenhéingend, zy € G beliebig und
U:={z€ G : z kann in G durch einen Streckenzug mit z, verbunden werden }.

Ist z = zp oder z € U, so 3¢ > 0 mit D := D.(2) C G. Weil jeder Punkt von D
innerhalb von D durch eine Strecke mit z und damit durch einen Streckenzug mit
2o verbunden werden kann, ist D C U. Damit ist U offen und nicht leer.

Aber U ist auch abgeschlossen in G: Sei wy € G, und es existiere eine Folge w,
in U mit w, — wy. Ist D = D.(wy) C G, so v mit w, € D. Nun kann w, in G
mit zg durch einen Streckenzug verbunden werden, und die Strecke von w, nach
wy setzt diesen Streckenzug in D C G fort. Also gehort wy zu U.

(2) = (3): Trivial!
(3) = (1): Annahme, es gibt eine disjunkte Zerlegung G = M U N in zwei

nicht leere offene Mengen. W&hlt man 2y € M und 2z; € N, so 3 stetiger Weg
a:[a,b] = G mit a(a) = zp und a(b) = z1. Sei M’ := M N |a| und N’ := N N |a|.
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Dann ist |a| = M'U N’ eine disjunkte Zerlegung in zwei nicht leere (relativ) offene
Mengen. WS, denn |« ist zusammenhéngend. Also ist G zusammenhéngend. =

1.2.11. Satz

Seir X ein topologischer Raum. Sind M, N C X zusammenhdingende Teilmengen
mit M NN # &, so ist auch M U N zusammenhdngend.

BEWEIS: Sei f: MUN — Z stetig = fly: M — Z und f|y : N — Z stetig,
also f auf M und auf N konstant. Wegen M N N # & ist dann f auf M U N
konstant. u

Der Satz ldasst sich leicht auf beliebige Vereinigungen verallgemeinern.

Definition (Zusammenhangskomponente):

Sei X ein topologischer Raum und z € X. Die Vereinigung aller zusam-
menhéngenden Teilmengen von X, die x enthalten, bezeichnet man mit Cx(x)
und nennt sie die Zusammenhangskomponente von v in X.

1.2.12. Eigenschaften von Zusammenhangskomponenten

Sei X ein topologischer Raum.

1. Ist zg € X, so ist C' := Cx(zg) die grofite zusammenhdngende Teilmenge
von X mit zy € C.

2. Die Zusammenhangskomponenten von X bilden eine Zerlegung von X.

3. Ist M C X zusammenhdngend, so liegt M in einer Zusammenhangskom-
ponente von X.

4. Mit Z C X st auch Z zusammenhingend. Jede Zusammenhangskompo-
nente von X ist in X abgeschlossen.

Ist M C C offen, so ist jede Zusammenhangskomponente von M ein Gebiet, und
es gibt hochstens abzdhlbar viele solcher Komponenten von M.

BEwEIs: 1) Als Vereinigung von zusammenhéngenden Mengen, die alle xq ent-
halten, ist C'x(z) selbst wieder zusammenhéngend. Und jede zusammenhéngende
Menge Z C X, die zy enthélt, ist definitionsgeméfl Teilmenge von Cx ().

2) Ist Cx(x) N Cx(y) # &, so ist Cx(z) U Cx(y) zusammenhéngend, und das geht
nur, wenn Cx(z) = Cx(z) U Cx(y) = Cx(y) ist.

3) Ist M leer, so ist nichts zu zeigen. Ist M # @ und zy € M, so liegt M in Cx(x).

4) Sei f: Z — Z stetig. Dann ist f|z : Z — Z ebenfalls stetig und daher konstant
= c Ist g € (Z\ Z), so ist xy ein Haufungspunkt von Z. V := {f(zo)} ist
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eine Umgebung von f(zg) in Z, Weil f stetig ist, gibt es eine offene Umgebung
U = U(xo) mit f(U) C V. Da U mindestens einen Punkt von Z enthalten muss,

ist f(xg) = c.

Ist M offen, zyp € M, C = Cp(29) und 2y € C,s0 3D = D.(z1) C M. Weil C und D
zusammenhédngend sind und CND # @ ist, ist auch C'UD zusammenhéngend, also
D c C'. Das bedeutet: C' ist offen und zusammenhéngend und damit ein Gebiet. In
jeder Komponente kann ein Punkt mit rationalen Koordinaten ausgewéhlt werden.
Weil die Komponenten paarweise disjunkt sind, gibt es nur héchstens abzéhlbar
viele Komponenten. .

Definition (kompakte Menge):

Sei X ein Hausdorfl-Raum. Eine Menge K C X heifit kompakt, falls jede
offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

1.2.13. Satz
Sei X ein Hausdorff-Raum.

1. Ist K C X kompakt, so ist K in X abgeschlossen.

2. Ist X kompakt und K C X abgeschlossen, so ist K kompakt.

BEWEIS: 1) Es soll gezeigt werden, dass X \ K offen ist. Sei zp € X \ K.

Ve e K 3U, = Uy(x) C X offen und V, = V,(z9) C X, so dass U, NV, = &
ist (wegen der Hausdorff-Eigenschaft). Das System der Mengen (U, ).cx bildet eine
offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, kommt man schon mit endlich vielen
Mengen U,,, ..., U,, aus. Setzt man V :=V, N...NV,,, soist V eine Umgebung

TN

von xg, die ganz in X \ K liegt. Also ist X \ K offen und K abgeschlossen.

2) Sei X kompakt und K C X abgeschlossen. Sei (U,),es eine offene Uberdeckung
von K. Zusammen mit X \ K erhilt man so eine offene Uberdeckung von X.
Schon endlich viele dieser Mengen iiberdecken X = K wird von endlich vielen
U, iiberdeckt = K kompakt. "

Eine Menge K C C heiit beschrdnkt, falls es ein R > 0 gibt, so dass K in Dg(0)
liegt.

1.2.14. Satz von Heine-Borel

K C C st genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und beschrinkt ist.

Da C als topologischer Raum mit dem R? iibereinstimmt, ist dies der bekannte
Satz von Heine-Borel aus der Analysis.

Ein Punkt 2z € C heifit Hdufungspunkt der Folge (z,), falls in jeder Umge-
bung von zg unendlich viele Folgeglieder liegen. Man beachte: Ist 2y Haufungspunkt
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der Menge {z1, 22, 23, .. .}, S0 ist zy auch Haufungspunkt der Folge (z,), aber die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. So hat die Folge z,, := (—1)" zwei Hiaufungs-
punkte (ndmlich +1 und —1), aber die Menge {—1,+1} der Folgeglieder besteht
nur aus zwei isolierten Punkten und hat keinen Haufungspunkt.

1.2.15. Satz

Ist K C C kompakt, so besitzt jede unendliche Teilmenge von K wenigstens einen
Haufungspunkt, der in K liegt.

BEWEIS: Sei M C K unendlich = M enthélt Folge von paarweise verschiede-
nen Punkten aq,as,a;3.. ..

Zu zeigen: (a,) hat einen Haufungspunkt in K.

Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann hat auch die Menge N aller a,, keinen
Héufungspunkt in K und ist deshalb dort abgeschlossen und damit sogar kompakt.
Das geht nur, wenn N endlich ist. Das ist ein Widerspruch! "

Eine Folge (z,) heiit beschrdnkt, falls die Menge der Folgeglieder beschriankt ist.

1.2.16. Folgerung (Satz von Bolzano-Weierstraf)

Jede beschrdnkte Punktfolge in C besitzt wenigstens einen Hdaufungspunkt.

BEWEIS: Sei A die Menge der Folgeglieder z,. Dann ist A abgeschlossen und
beschrankt, also kompakt.

1.Fall: A endlich = dz; € A, so dass z, = z fiir unendlich viele n = z; ist
Haufungspunkt der Folge.

2. Fall: A unendlich = A hat Hiufungspunkt in A. u

1.2.17. Satz (iiber die Schachtelung kompakter Mengen)

Sei K1 D Ky D ... eine Folge von kompakten nicht-leeren Teilmengen von C.
Dann ist auch K := ﬂ K, kompakt und nicht leer.
n=1

BEWwWEIS: K abgeschlossen und beschriankt = K kompakt. Wéhle fiir alle n ein
zn € K, C K1 = (z,) besitzt einen Haufungspunkt 2, in K.

Annahme, zp ¢ K = dno mit zp € C\ K,,, = 33U = U(zy) C C\ K,,.
Fiir n > ny kénnte dann z,, nicht mehr in U liegen, im Widerspruch dazu, dass zj
Héufungspunkt der Folge ist. Also ist K # &. .

Das Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist wieder offen, und
genauso gilt es fiir abgeschlossene Mengen. Leider ist das fiir kompakte Mengen
nicht richtig, aber es gilt:
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1.2.18. Satz

Ist f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen Hausdorff-Rdumen und K C X
kompakt, so ist auch f(K) kompakt.

BEWEIS: Sei (U,),e; eine offene Uberdeckung von f(K). Dann gilt:

Kcf(Juy=Ur .

el el

Da die Mengen f~1(U,) alle offen sind, gibt es eine endliche Teilmenge Iy C I mit

Kcl|Jrw)=r*Ju)

ey 1€l

Also wird f(K) von den Mengen U, mit ¢ € I iiberdeckt. .

1.2.19. Folgerung

Ist X ein kompakter Hausdorff-Raum und f : X — R stetig, so nimmt f Maxi-
mum und Minimum an.

BeEwes:  f(X) C R ist kompakt, also abgeschlossen und beschrénkt. Also sind
r:=inf f(X) und R := sup f(X) endlich und in f(X) enthalten. n

Definition :

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Raumen. Ist f stetig und
bijektiv und f~! auf Y stetig, so nennt man f einen Homéomorphismus.

1.2.20. Satz

Sei f : X — Y eine stetige und bijektive Abbildung zwischen kompakten
Hausdorff-Rdaumen. Dann ist f ein Homdomorphismus.

BeweEls: Ist A C X abgeschlossen, so ist A auch kompakt = f(A) ist kompakt
und deshalb in Y abgeschlossen.

Das bedeutet, dass f abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen abbildet,
also auch offene Mengen auf offene. Damit ist f~! stetig. "
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1.3 Komplexe Funktionen

Sei I C R ein Intervall. Komplexwertige Funktionen f = g+ ih : I — C (mit
reellwertigen Funktionen g und h auf I) werden oft schon im Rahmen der reellen
Analysis betrachtet. f heifit stetig, differenzierbar oder integrierbar, falls ¢ und h
beide stetig, differenzierbar oder integrierbar sind. Insbesondere setzt man

fli=qg +ih.

1.3.1. Beispiel
Fir A\=a+ ibe C sei
ex(t) :=e™ - U(bt) = e - (cos(bt) + i sin(bt)).

Dann ist ex(0) = 1 und ey(s +t) = ex(s) - ex(t). AuBerdem ist ey = g+ ih
mit g(t) = e* cos(bt) und h(t) = e* sin(bt). Damit folgt:

Al) = g+ 0@ = a-g)=b-h(t)+ i (a-h(t)+b-g(1))
= (a+ib)-(g(t)+ ih(t)) = X-ex(t).

Niitzlich ist das bei Differentialgleichungen vom Typ y” +2Ay’ + By = 0 (mit
A, B € R). Man macht fiir die Losung y(t) den Ansatz y(t) := e)(t), mit
unbestimmtem A € C. Setzt man den Ansatz in die Differentialgleichung ein,
dann erhilt man die Bedingung \* +2A\N+ B =0, also A = —A++/A2 — B.
Je nachdem, ob es gar keine, eine oder zwei reelle Wurzeln gibt, erhélt man
unterschiedliche Losungen der Differentialgleichung. Es gibt aber in jedem
Fall zwei unabhéngige Losungen.

Eine (komplexwertige) Funktion f auf einem Intervall I = [a, b] heifit stiickweise
stetig, wenn es eine Zerlegung a = to < t; < ... < t, = b gibt, so dass f auf
jedem Intervall (¢;_;,t;) stetig ist und in den ¢; einseitige Grenzwerte besitzt. f
heiflt stiickweise stetig differenzierbar, wenn f auf [a,b] stetig und auf den
abgeschlossenen Teilintervallen einer geeigneten Zerlegung stetig differenzierbar ist.

Definition :

Ist f : [a,b] — C eine stiickweise stetige Funktion, so erkldrt man das Integral
iitber f durch

/abf(t)dt = /abRef<t)dt+ i /ablmf(t)dt,

Die Zuordnung f fj f(t)dt ist C-linear, und das Integral einer reellwertigen
Funktion ist reell. Auflerdem gilt:
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1. Ist f stetig und F’' = f auf [a, b], so ist
b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

2. Ist ¢ : [a,b] — R stiickweise stetig differenzierbar und f auf [p(a), ¢(b)]

stetig, so ist
o (b) b
fOydt= [ Flels) o) ds.

v(a)

3. Ist (f,) eine Folge von stetigen Funktionen auf [a, b], die gleichméfig gegen
eine Funktion f konvergiert, so ist

b b
/ f@)dt = lim [ f,(t)dt.

v
—>ooa

4. Es gilt die Abschatzung

\/abf(wdt! S/ablf(t)|dt.

Die ersten drei Aussagen leitet man unmittelbar aus den entsprechenden reellen
Sétzen ab. Der Beweis von (4) ist nicht ganz so offensichtlich:

b
Sei z := / ft)dt =r-U(a), mit r > 0 und o = arg(z) € [0,27). (Im Falle z =0

b
ist nichts zu zeigen). Dann ist U(—a) -z =r = | / f(t)dt|, also

}/abf(t)dt\ =R6(U(—a)-/abf<t>dt) z/abRe(U(—oz)-f(t))dt.

Da fiir eine komplexe Zahl w = u + iv stets Re(w) = v < vu? +v? und die
Integration iiber reellwertige Funktionen monoton ist, folgt:

[ s = [ Re(vi-a)- f0) de < [ Wi-a)- flde= [ 1ro)ar

Damit ist auch (4) bewiesen.

Thema der Vorlesung sind die komplexwertigen Funktionen von einer komplexen
Veranderlichen. Dabei sind vier Parameter im Spiel, das lasst sich schwer darstellen.
Wir werden es trotzdem versuchen. Wir betrachten ein ganz einfaches Beispiel,
nimlich die Funktion f(z) = 22. Eine bewiihrte Methode besteht darin, mit zwei
Ebenen zu arbeiten:

Ist w=2%und z =7r-U(t) mit r > 0 und ¢ = arg(z) € [0, 27), so ist
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lw| = |z*=7* und arg(w) = arg (U(t)2) = arg (U(Qt)) =2t =2-arg(z).

Benutzt man also Polarkoordinaten, so wird bei Anwendung von f der Radius
quadriert und der Winkel ¢ verdoppelt. Das Bild der rechten z-Halbebene

{z=z+iy:2>0={r-U(t) : r>0und —7/2 <t < +7/2}

ist deshalb die komplette w-Ebene, aus der nur die negative x-Achse herausgenom-
men werden muss.

Dabei werden die Strahlen ¢ = const. auf ebensolche Strahlen abgebildet, nur ihr
Winkel gegen die positive x-Achse verdoppelt sich. Die Kreise r = const. werden
wieder auf Kreise abgebildet, allerdings mit quadriertem Radius.

z-Ebene w-Ebene

%ﬁ LA

Im Folgenden wollen wir weitere Beispiele von komplexwertigen Funktionen ken-
nenlernen, die auf C oder auf Teilmengen von C definiert sind. Besonders promi-
nente Beispiele sind die (auf ganz C definierten) komplexen Polynome

p(2) == an" + ap_12" - ayz +ag

und die komplexen Potenzreihen P(z) := ch,(z — a)”, sofern sie konvergieren.
v=0

Eine Potenzreihe ist eine Reihe komplexwerti_ger Funktionen. Fiir solche Reihen hat
man die gleichen Konvergenzbegriffe wie im Reellen. Sind komplexwertige Funk-
tionen (f,) auf M C C gegeben, so sagt man:

1. >, f, konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : M — C, falls fir
jedes z € M die Zahlenreihe )", f,(z) gegen f(z) konvergiert.

2. Y, f, konvergiert normal auf M, falls " ° sup,,|f,| konvergiert.

3. >, [, konvergiert auf M gleichmdj$ig gegen f, falls gilt:

Ve >0 Ing, so dass fiir alle n > ng gilt: sup| Zf,,(z) —f(2)| <e.
M
v=0
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Fiihrt man die , Partialsummen® F, :=>""_, f, ein, so bedeutet die gleichméBige
Konvergenz:

Ve>03ng, sd. Yn>nound Vze M gilt: |F,(2) — f(2)] <e.

Damit ist auch gleich gesagt, wie man die gleichméfiige Konvergenz von Funktio-
nenfolgen definiert.

1.3.2. Satz

Konvergiert Y- f, normal auf M, so konvergiert die Reihe punktweise absolut
und gleichmdf$ig gegen eine Grenzfunktion f auf M.

Bewels: Fir alle z € M ist |f,(z)] < supy|f,|. Deshalb folgt aus der nor-
malen Konvergenz mit Hilfe des Majorantenkriteriums (fiir Reihen reeller Zah-

len) zunéchst die punktweise absolute und damit dann die punktweise Konvergenz
schlechthin. Die Grenzfunktion f wird durch f(z) := Y f.(z) gegeben.

Aus der normalen Konvergenz der Reihe gewinnt man auflerdem mit Hilfe des
Cauchykriteriums fiir Zahlenreihen folgende Aussage:

Ist € > 0 vorgegeben, so Ing, s.d. Vn > ng gilt: Z sup|f,| < =
M 3

v=ng+1

Fiir n > ng und jedes z € M gilt daher:

n

o) = Fu(@ =1 30 A< 3 Il < 3 swlfl <5

v=ng+1 v=nop+1 v=ngp+1

Wegen der punktweisen Konvergenz der Reihe gibt es zu jedem einzelnen z € M
ein m = m(z) > nyg, so dass |F,,(z) — f(2)| < /3 ist. Daraus folgt fiir n > ny und
z e M:

[Fa(2) = f(2)] < [Fa(2) = Fing) (2)] + [Fn(z) (2) — f(2)]
< JFu(2) = Fog(2)] + [Fon) (2) = Fog (2)] + [Fingy (2) = f(2))]
< = =+ = + = €
3 3 3 '
Das bedeutet, dass die Reihe gleichméflig auf M konvergiert. "

Weil aus der gleichméfiigen Konvergenz offensichtlich auch die punktweise Konver-
genz folgt, haben wir folgende Implikationen:

Normale Konvergenz = Gleichméflige Konvergenz = Punktweise Konvergenz.
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1.3.3. Satz

Es sei M C C und (f,) eine Folge von stetigen Funktionen auf M. Konvergiert
die Reihe Y2 f, auf M gleichmifig gegen eine Funktion f, so ist f auch stetig.

BEWEIs: Mit den f, sind natiirlich auch alle Partialsummen F,, = >""_, f, stetig.
Sei nun zy € M fest gewédhlt und ein € > 0 vorgegeben. Man kann ein nq finden,
so dass |F,,(z) — f(2)] < /3 fiir n > ng und alle z € M ist.

Weil F),, stetig ist, gibt es aber auch ein § > 0, so dass |F,,(2) — Fp,(20)| < /3
fir z € M und |z — 29| < J ist. Daraus folgt fiir solche z:

[f(2) = flo)l = 1f(2) = Fug(2)] + [Fag (2) = Fug (20)] + [ Fg (20) = f(20)]
< §+§+§ = €.

Damit ist f in zy stetig. "

Fiir Reihen stetiger Funktionen folgt das

1.3.4. Satz (Weierstraf3—Kriterium)

Es ses M C C, und es seien stetige Funktionen f, : M — C gegeben. Weiter
gebe es eine konvergente Rethe Y~ a, mnicht-negativer reeller Zahlen und ein
vy € N, so dass gilt:

|fu(2)| <a, firv>uvy und alle z € M.

Dann konvergiert Y~ f,, auf M normal (und damit gleichmdfig) gegen eine
stetige Funktion auf M.

BEwEIS: Mit dem Majorantenkriterium folgt aus den Voraussetzungen die nor-
male Konvergenz der Reihe ">, f, auf M. Aus dieser folgt wiederum die gleichméfi-
ge Konvergenz und daraus die Stetigkeit der Grenzfunktion. "

Typische Reihen stetiger Funktionen sind die Potenzreihen. Thr Konvergenzverhal-
ten kann man sehr genau beschreiben.

1.3.5. Satz (Konvergenzverhalten von Potenzreihen)
Die Potenzrethe P(z) =" cn(z — a)" konvergiere fiir ein zy € C, zy # a.

Ist dann 0 < r < |zp — al, so konvergiert P(z) und auch die Reihe
P'(z) := Z n-cy(z—a)"
n=1

auf der Kreisscheibe D,.(a) absolut und gleichmdfsig.
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y = Im(z)

20

x = Re(z)

BEWEIS: 1) Nach Voraussetzung konvergiert > >~ ¢,(z0 —a)” = I M >0, so
dass |, (20 —a)"| < M fir alle n. Ist 0 < r < |zp —al, so ist ¢ :==1/|z0 —a|] < 1
= Vz mit |z —a| <7 gilt:

cnlz —a)"| = |e,(z0 — a)”| -
enlz = @)"| = fen(a0 = a)"] | 2=
Die geometrische Reihe »">° /M ¢" konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium
folgt, dass > 07 ¢,(z — a)" fiir jedes z € D,(a) absolut konvergiert, und mit dem
Weierstra—Kriterium folgt sogar, dass die Reihe auf D,.(a) gleichméBig konvergiert.

2) Sei M = M/|zy — a|. Nach (1) ist |n-c,(z —a)" | < n- M - ¢! und

_ (n4+1)-M-¢" . n+1
lim — = lim
n—o00 n - M . qn—l n—o0 n

q=q<1.

Aus dem Quotientenkriterium folgt, dass >~ n - M - q"! konvergiert, und wie
oben folgt, dass Y 02 n-c,(z —a)" ! auf D,(a) gleichméBig konvergiert. n
Die Zahl R :=sup{r > 0 : 3z, € C mit r = |29 — al, so dass P(zy) konvergiert}
heifit Konvergenzradius von P(z). Die Félle R = 0 und R = 400 sind auch
zugelassen. Dg(a) heift der Konvergenzkreis der Reihe. Es gilt:

1. Fir 0 < r < R konvergiert P(z) auf D,(a) normal (und damit insbesondere
absolut und gleichméfBig).

2. Ist |20 — a| > R, so divergiert P(zp).

3. Die Grenzfunktion P(z) ist im Innern des Konvergenzkreises Dg(a) stetig.

Fiir den Konvergenzradius gibt es verschiedene Berechnungsmethoden:

1.3.6. Lemma von Abel

Sei R > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z) = Z cn(z—a)". Dann ist
n=0

R =sup{r>0: (|cn|r")neN beschrinkt }.
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BEWEIS:  Sei rg das Supremum auf der rechten Seite der Gleichung.

Wenn eine Reihe nicht-negativer reeller Zahlen konvergiert, dann bilden ihre Glieder
eine Nullfolge und sind insbesondere beschrankt. Ist r < R und |z — a| = r, so ist
Yoo olenlr™ =300 slen(z — @) < oo und damit (|c,|r™) beschrinkt, d.h., r < r.
Weil das fiir alle r < R gilt, folgt daraus, dass R < r ist.

Da R > 0 vorausgesetzt wurde, muss auch ry > 0 sein. Ist nun 0 < r < ry, so kann
man ein 7’ mit 7 <’ < rq finden = (|¢,|(+")") beschrénkt, etwa durch M. Wir
setzen ¢ := r/r’ und erhalten:

1. 0<qg< 1.
2. |eu|r™ = en|(rg)™ < M - g™

Mit dem Majorantenkriterium folgt die Konvergenz der Reihe ) |c,|r™, also
r < R. Weil das fiir alle r < rq gilt, ist auch ry < R. "

Fiir das néchste Kriterium miissen wir an den Begriff des Limes Superior erinnern.

Ist (a,) eine nach oben beschriinkte Folge reeller Zahlen, so versteht man unter
ihrem Limes superior (in Zeichen: lim a,, oder limsup a,,) den gréBten Héufungs-
punkt der Folge. Besitzt die Folge keinen Haufungspunkt, so ist lima,, := —oc.

Fiir eine nach oben beschriinkte Folge (a,) ist genau dann ¢ = lim a,,, wenn gilt:

Ve >0 dng, so dass Vn > ng gilt:
a, <c+e, und 3k >nmit a, >c—ec.

Ist die Folge (a,,) nicht nach oben beschrinkt, so besitzt sie keinen Limes superior.
Man setzt dann aber gerne lim a,, = +o00.

Ist eine Folge (a,) konvergent, so ist ihr Limes zugleich auch ihr Limes superior.

1.3.7. Formel von Cauchy-Hadamard

Sei f(z) = Z cn(z—a)" eine Potenzreihe und v := limsup +/|c,|. Dann gilt fir
n=0
den Konvergenzradius R der Potenzreihe:
1. Wenn ~ eine endliche Zahl > 0 ist, dann ist R = 1/7.

2. Wenn v =0 ist, dann ist R = co.

3. Wenn die Folge {/|c,| unbeschrinkt (also v = oc) ist, dann ist R = 0.

BEWEIS: Sei z € C, z # a. Setzt man a(z) := lim {/|c,(z — a)", so erhilt man
die Gleichung a(z) = |z — a| 7.

1) Sei 0 < 7 < +o0. Ist |z —a| < 1/7, so ist a(z) < 1. Dann gibt es ein ¢ mit
a(z) < ¢ < 1 und ein ny, so dass {/|c,(z —a)?| < ¢ (also |c,(z —a)"| < ¢") fiir
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n > ng ist. Dann folgt aus dem Majorantenkriterium, dass die Potenzreihe in z
(absolut) konvergiert.

Ist |z —al > 1/, so ist a(z) > 1. Das bedeutet, dass unendlich viele Terme
|cn(z — a)"| ebenfalls > 1 sind. Dann divergiert die Potenzreihe. Also muss R = 1/~
sein.

2) Sei v = 0. Dann ist auch a(z) = 0 fiir alle z # a, und die Folge {/|c,(z — a)”|
konvergiert gegen Null. Ist 0 < ¢ < 1, so gibt es ein ng, so dass |c,(z — a)"| < ¢"
fiir n > ng gilt. Die Reihe konvergiert fiir jedes z # a.

3) Sei v = +oo. Dann sind die Glieder der Potenzreihe in jedem Punkt z # a
unbeschréinkt, und die Reihe divergiert fiir z # a. .
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1.4 Komplexe Differenzierbarkeit

Als der Mathematiker Euler seinerzeit recht sorglos begann, mit komplexen Zahlen,
Funktionen und Reihen zu rechnen, benutzte er die aus dem Reellen bekannten
Regeln, z.B. die Differentiationsregeln

(2" =n-2""1 (e*) =e*  usw.

Heute sollte man solche Regeln erst beweisen, bevor man sie anwendet.

Definition (Komplexe Differenzierbarkeit):

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine Funktion und z; € G ein Punkt. f heift
in zg komplex differenzierbar, falls es eine Funktion A : G — C gibt, so dass
gilt:

L. f(2) = f(20) + (2 — 20) - A(2) fiir alle z € G.

2. Aist in zj stetig.

2) — f(z

Fiir z # 2 ist A(z) = M der ,,Differenzenquotient®. Dass A in zq stetig
zZ— 20

ist, bedeutet, dass der Grenzwert

Feo) = 1 T2 5

existiert. Die komplexe Zahl f’(zy) nennt man dann die Ableitung von f in z.
f heifit auf G komplex differenzierbar, falls f in jedem Punkt von G komplex
differenzierbar ist. Aus komplexer Differenzierbarkeit folgt immer auch Stetigkeit.

1.4.1. Satz (Ableitungsregeln)

f,9: G — C seien beide in zg € G komplex differenzierbar, ¢ eine komplexe Zahl.

1. f+g, cf und f-g sind ebenfalls in zy komplex differenzierbar, und es gult:

(f +9)(20) = [f'(20)+4(2)
(cf) (=) = cf'(20)
und — (f-9)(20) = [f'(20)9(20) + f(20)9'(20)-

2. Ist g(z0) # 0, so ist auch noch g(z) # 0 nahe 2o, f/g in zy komplex
differenzierbar und

i ' L) — f'(20) - 9(20) — f(20) - 9'(20)
(9) () = 9(20)? '

3. Ist h in wy = f(z0) komplex differenzierbar, so ist h o f in zy komplex
differenzierbar, und es gilt:

(ho f)'(20) = h(wo) - f'(20).
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Der BEWEIS geht genauso wie im Reellen. Exemplarisch soll hier nur der Beweis
fiir die Kettenregel angegeben werden:
Ist h(w) = h(wp) + A**(w) - (w —wp) und f(2) = f(z0) + A*(2) - (2 — 2p), mit einer

in wy stetigen Funktion A*™ und einer in 2 stetigen Funktion A*, so folgt:

(hof)(z) = h(wo) +A™(f(2)) - (f(2) — wo)
= (ho f)(z0) +A™(f(2)) - A%(2) - (z = 20).

Nun kann man A(z) := A*™*(f(z)) - A*(z) setzen. Da A in z, stetig ist, folgt die
komplexe Differenzierbarkeit von h o g und die Kettenregel. "

1.4.2. Beispiele

n—1 n—1
1. Weil 2" — 2] = (z—z0)~z 220 A(2) = Z 22071 stetig und A(zp) =
i=0 =0
n -zt ist, folgt tatsdchlich: (27) = n 2" L.

2. Die komplexen Polynome p(z) = a,2"+- - -+a12+ag sind auf ganz C komplex
differenzierbar, die Ableitung gewinnt man in gewohnter Weise.

3. Die Funktion f(z) = 2% ist in 2y = 0 komplex differenzierbar, denn A(z) := =
ist im Nullpunkt stetig, und es ist

f(2) = [(0) + 2 - A(2).
Die Punkte z # 0 werden wir spéter untersuchen.

4. Rationale Funktionen (also Quotienten zweier Polynome) sind auf ihrem gan-
zen Definitionsbereich komplex differenzierbar. Das gilt insbesondere fiir alle
»Mobius-Transformationen®. Eine (gebrochen) lineare Transformation
oder Mobius-Transformation ist eine Abbildung der Gestalt

b
T(z):= Zj—td’ ad — be # 0.

Die Funktion T ist fiir alle z # —d/c definiert und stetig.
Man betrachtet iiblicherweise zwei Spezialfille.

1. Fall: Ist c =0, A :== a/dund B := b/d, so ist T' eine komplexe affin-lineare
Funktion T'(z) = A-z+ B. Die Abbildung z — A- z stellt eine Drehstreckung
dar, die Abbildung w — w + B eine Translation der Ebene.

2. Fall: Die Abbildung I(z) := 1/z nennt man die Inversion. Sie ist auf
C* := C\ {0} definiert und stetig. Bekanntlich ist 1/z = (1/]z|?) - z. Damit
besteht I(z) aus der Spiegelung am Einheitskreis und der Spiegelung an der
x-Achse.
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Ist T'(2) = (az+b)/(cz + d) eine beliebige Mobius-Transformation mit ¢ # 0,
A:= (bc—ad)/cund B :=a/c, so ist

1 B - (a(cz + d) + (bc — ad)

cz+d c(cz 4+ d)
_acz+tad+bc—ad  az+b ()
B c(cz +d) ez td '

Also setzt sich T aus affin-linearen Funktionen und der Inversion zusammen.

. Sel f(z) = chz" eine konvergente Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0

n=0
und Konvergenzradius R > 0.

Behauptung: f ist in jedem Punkt z des Konvergenzkreises Dg(0) komplex
differenzierbar, und es gilt:

f'(z) = Zn ep2 L
n=1

BeweEis: Im Nullpunkt ist f offensichtlich differenzierbar, mit f'(0) = ¢4,

denn es ist
o0

FE) = 1O) =23 et =2 AG)

n=1

mit einer im Nullpunkt stetigen Funktion A und A(0) = ¢.

Wir wissen schon, dass die formal gliedweise differenzierte Reihe

(e.)
g n- eyt
n=1

ebenfalls in Dg(0) konvergiert. Gezeigt werden muss nur, dass dies tatséchlich
die Ableitung von f(z) ist.

Sei nun 2 ein beliebiger Punkt des Konvergenzkreises Dg(0) von f und Fy(2)
die N-te Partialsumme von f(z). Dann ist

N
Fx(2) = Fx(20) = Y en(2" = 2) = (2 — 20) - An(2),
n=1
mit N ,
An(z) = Z cn Y 22
n=1 i=0

Wir wihlen ein r < R, so dass |zg| < r ist. Fiir z € D,.(0) gilt dann:



1.4 Komplexe Differenzierbarkeit 31

n—1 n—1
’anzizg_i_l | < leal - Z]z\i\z0|"_i_1 <lea|-m-r"t
i=0 i=0

Da die Reihe > 7 n-¢,2" " in jedem Punkt z € D, (0) absolut konvergiert,

ist insbesondere die reelle Reihe Z nlc,|r™ ! konvergent.

n=1

Nach dem Weierstra-Kriterium konvergiert dann Ay(z) gleichméBig auf
D,(0) gegen die stetige Funktion

o0

A(z) = A}l_}H(l)OAN chz,zl P (mit A(z) Zn Cn2g)

Aus der Gleichung Fiy(z) = Fy(20)+(2—20)-An(z) wird beim Grenziibergang
N — oo die Gleichung f(2) = f(z0) + (2 — 20) - A(2). Also ist f in 2y komplex
differenzierbar und

f'(z0) Zn Cn v 25 h .

Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt werden analog behandelt.

Die Reihen

o) = >0

sin(z) = Z(—l)"—(2n+1)!

und  cos(z) = Z(—l)”én)'

n=0

konvergieren auf ganz C und stellen dort komplex differenzierbare Funktionen (Ex-
ponentialfunktion, Sinus und Cosinus) dar. Auf R stimmen sie natiirlich mit den
bekannten Funktionen iiberein.

Die Reihen kénnen gliedweise differenziert werden. Deshalb gilt:
exp'(z) = exp(z), sin'(z) =cos(z) und cos'(z) = —sin(z).

Statt exp(z) schreibt man auch gerne e?.

1.4.3. Satz (Euler’sche Formel)
Fiirt € R ist exp(it) = cost + isint = U(t).
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BEWEIS: Man vergleiche Real- und Imaginérteil der Reihenentwicklungen. "

1.4.4. Hilfssatz
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C lokal-konstant. Dann ist f sogar konstant.

BeweEls: Dass f lokal-konstant ist, bedeutet: Vz € G 3U = U(z) C G, so dass
flo konstant ist. Daraus folgt natiirlich, dass f stetig ist.

Sei zg € G, ¢:= f(z0) und Z :={z € G : f(z) = c¢}. Definitionsgeméf ist Z # .
Weil f stetig ist, ist Z abgeschlossen. Und weil f lokal-konstant ist, ist Z offen. m

1.4.5. Satz
Sei f: G — C komplex differenzierbar und f'(z) = 0. Dann ist f konstant.

BEWEIS: Sei zp € G und U = U(zy) C G eine konvexe offene Umgebung. Ist
z € U, so definieren wir g, : [0,1] — C durch g,(t) := f(z0 +t(z — 20)). Wir zeigen
dann, dass g, auf [0, 1] konstant ist (*). Daraus folgt, dass f(z) = ¢.(1) = ¢.(0) =
f(20) und daher f auf U konstant ist.

Zum Beweis von (x) reicht es zu zeigen, dass ¢.(¢) = 0 auf [0, 1] ist. Sei ¢y € [0, 1] fest
gewihlt und wg := zo+to(2—29) € U. Fiir t € [0, 1] sei auBerdem z; := zo+t(z—2).
Weil f in wy komplex differenzierbar ist, gibt es eine in wy stetige Funktion A, so
dass f(w) — f(wy) = (w — wp)A(w) fiir alle w € G gilt und A(wp) = f'(wy) =0

1st.

Dann folgt:
9:(t) —g:(to) _ flz) = flwo) _ (2t —wo) Az)
t—1tg t— 1o t—to
_ (t—to) - (2 — 20) - A(z)
t—1g

= (2 —20)A(20 + t(z — 20)),

und dieser Ausdruck konvergiert fiir t — ¢o gegen 0. Also ist ¢.(¢y) = 0.
Als lokal-konstante Funktion ist f nun sogar global konstant auf G. "

1.4.6. Satz (Additionstheorem)
Es ist exp(z + w) = exp(z) - exp(w) fir alle z,w € C.

BEWEIS: Ist a € C ein beliebiger, aber fester Punkt und f,(2) := exp(z)-exp(a—
z), soist f!(z) =0, also f, konstant = f,(0) = exp(a).

Sind nun zg, wy € C zwei beliebige, aber fest gewédhlte Punkte, so setze man a :=
2o + wp. Dann ist exp(zo + wp) = exp(a) = fa(z0) = exp(2o) - exp(wp). n
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1.4.7. Folgerung

Es ist exp(z) # 0 fiir alle z € C und exp(z) ™' = exp(—=z).

BEWEIS: 1 =exp(0) = exp(z + (—z)) = exp(z) - exp(—=2). .

1.4.8. Folgerung (Periodizitit der Exponentialfunktion)
Es ist exp(z + 2mi) = exp(z), fir alle z € C.

BEWEIS:  Esist exp(27i) = cos(2m)+ i sin(27) = 1, also exp(z +27i) = exp(z)-
exp(2mi) = exp(z). Das ist alles! .

AuBerdem gilt fiir alle z € C die Euler’sche Formel:

exp(iz) = cos(z) + i sin(z)

BEWEIS: Ersetzt man jeweils —1 durch i?, so erhilt man

> ZQn o Z2n+1
. _ _{yn : g E
cosz + isinz ;( ) o)) + i ;( ) Gn i)
i (IZ)Qn 0 (iZ)Qn—i—l
= Z —1—2 = exp(iz) ]
— (2n)! = (2n+1)!
Daraus folgen auch neue Relationen, z.B.:
1 , T
COS(Z):§(6'Z—|—€ ) und  sin(z) :2—_(€IZ—€ ).
i

Ist G C C ein Gebiet und f eine komplexwertige Funktion auf GG, so kann man f
als Abbildung von G nach R? auffassen. Die totale Differenzierbarkeit von f wird
wie iiblich definiert. Die totale Ableitung von f in zy bezeichnet man mit D f(z).

Bei der Identifikation von C mit dem R? entsprechen die komplexen Zahlen 1 und
i den Einheitsvektoren e; = (1,0) und ey = (0, 1). Deshalb nennt man

Fulia) = G (ea) = D Ga)(1) wnd  fy(an) = G (aa) = D))

die partiellen Ableitungen von f nach x und y. Ist f = g+ ih, so gilt:

fe(20) = ga(20) + 1ha(z0)  und fy(20) = gy(20) + Thy(20).
Die R-lineare Abbildung D f(z,) wird deshalb beziiglich der Basis {1, i } durch die

Funktionalmatrix (Jacobi-Matrix) J¢(zo) := ( }gf(('zo)) iy(éo; ) beschrieben.
z\ <0 y\~0



34 1 Holomorphe Funktionen

1.4.9. Satz

Ist f in zg komplex differenzierbar, so ist f in zg auch reell differenzierbar, und die
totale Ableitung D f(zo) : C — C ist die Multiplikation mit f'(zo), also C—linear.
Auch die Umkehrung dieser Aussage ist richtig.

BEWEIS: Sei f in 2y komplex differenzierbar. Dann gibt es eine in 2, stetige
Funktion A, so dass gilt:

f(z) = flz0)+ (2= 20)A(2) = f(z0) + f'(20)(2 = 20) + (A(2) = f'(20)) (2 — 20)
= flz0) + L(z — 29) + (2 — 20),

mit der durch L(v) := f’(20) - v definierten linearen Abbildung L und der Funktion
r(h) := (A(zo + h) — f'(20)) - h. Dann gilt:

h h
Also ist f in zj reell differenzierbar und D f(z) = L sogar C-linear.

Ist umgekehrt f in 2y reell differenzierbar und D f(zy) C-linear, so gibt es eine
komplexe Zahl a, so dass Df(zy)(v) = a- v ist, und es gibt eine Darstellung

f(z) = f(z0) + a(z — z0) + r(z — 2p), mit }lligér(h)/|h| = 0.

Setzt man fiir z # zo dann A(z2) := a+ (r(z—29))/(z — 20), so strebt |A(2) — a] fiir
z — zp gegen null. A ist also stetig nach zq fortsetzbar. Aulerdem ist A(z)(z—zp) =
a(z — z0) + r(z — 20) = f(2) — f(20). Damit ist f komplex differenzierbar. n
Ist ¢cg = ag + i by € C, so wird die Abbildung L : C — C mit L(w) = ¢ - w
(also L(1) = ag+ ibp und L(i) = —by + iag) beziiglich der Basis {1, i } durch die
Matrix A = [ % -

bo Qo
differenzierbare Funktion mit f’(z9) = ao + iby anwenden. Da D f(zy) in diesem
Fall eine C-lineare Abbildung ist, muss gelten:

() ) =(8 )

9:(20) = hy(20) und  gy(20) = —ha(20) -

0 ) beschrieben. Man kann das jetzt auf eine in zy komplex

also

Und auch die Umkehrung ist richtig.

Dieses kleine System von partiellen Differentialgleichungen ist der Schliissel zum
Verstandnis der komplexen Differenzierbarkeit. Man spricht von den Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen.
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1.4.10. Satz (iiber komplexe Differenzierbarkeit)

Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. f st in zg reell differenzierbar und D f(z) : C — C ist C-linear.

2. f st in zg komplex differenzierbar.

3. FEs existiert der Grenzwert

o FE) = ()
Z—20 Z — 20

4. f ist in zy reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen

9:(20) = hy(20)  und  gy(20) = —hu(20).

Zum BEWEIS braucht eigentlich nichts mehr gesagt zu werden. "

Ist also f = g+ i hin zy komplex differenzierbar, so ist D f(zy) die Multiplikation
mit

f'(20) = fe(z0) = ga(20) + 1ha(20)
= hy(20) = igy(20) = —i(gy(20) + ihy(20)) = —ify(z0).

1.4.11. Beispiel
Sei f(z) := 2z = f ist im Nullpunkt komplex differenzierbar und f’(0) = 0.

Aber f ist in keinem Punkt zy # 0 komplex differenzierbar, denn sonst wiére
dort auch die Funktion k(z) := zZ = (1/2) - f(2) komplex differenzierbar. Es
ist aber (Rek),(z) = 1 und (Imk),(2) = —1. Die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen sind nicht erfiillt!

Wir kommen jetzt zum zentralen Begriff der Vorlesung.

Definition (Holomorphie):
Eine Funktion f heifit in zg € C holomorph, wenn sie in einer offenen Umgebung
U = U(z) C C definiert und komplex differenzierbar ist.

Komplexe Polynome sind auf ganz C holomorph. Eine durch eine Potenzreihe de-
finierte Funktion ist auf dem Konvergenzkreis der Reihe holomorph. Die Funktion
f(2) := 2z ist zwar in z = 0 komplex differenzierbar, aber nirgends holomorph!
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Funktionen, die auf einem Gebiet G C C komplex differenzierbar sind, sind dort
auch automatisch holomorph.

1.4.12. Satz (iiber die Konstanz holomorpher Funktionen)
Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph.

1. Nimmt f nur reelle oder nur rein imagindre Werte an, so ist f konstant.

2. Ist |f| konstant, so ist auch f konstant.

Bewels: 1) Nimmt f = g + ih nur reelle Werte an, so ist h(z) = 0. Wegen
der Cauchy-Riemann’schen DGLn ist dann g,(z) = 0 und g,(z) = 0. Das ist nur
moglich, wenn ¢ lokal-konstant und daher iiberhaupt konstant ist. Also ist auch f
konstant. Im Falle rein imagindrer Werte geht es genauso.

2) Sei | f| konstant. Ist diese Konstante = 0, so ist f(z) = 0. Ist aber [f| =: ¢ # 0,
so ist die Funktion ff = ¢? konstant und damit holomorph, und f besitzt keine
Nullstellen. Daraus folgt, dass f = ¢?/f holomorph ist, und damit auch

Re(f) = 5(/+F) wnd  Tm(f)= (= 7).
Wegen (1) miissen Re(f) und Im(f) konstant sein, und damit auch f. n

Wir wollen jetzt partielle Ableitungen nach z und z einfithren. Dieser nach Wilhelm
Wirtinger benannte duflerst niitzliche Kalkiil kann allerdings nur formal verstanden
werden. Er beruht auf dem folgenen einfachen Ergebnis aus der linearen Algebra:

1.4.13. Lemma

Sei L : C — C eine R-lineare Abbildung. Dann gibt es eindeutig bestimmte
komplexe Zahlen c, ¢, so dass gilt:

L(z)=c-z2+ -Z.

L ist genau dann C-linear, wenn ¢ = 0 ist. Und L ist genau dann reellwertig,
wenn ¢ = ¢ ist.

BEWEIS:  Zunéchst die Existenz: Es gibt komplexe Zahlen «, § mit L(z+ iy) =

1
ax + By. Setzt man dann z = 5(2 +Z)und y = 2—(2 — Z) ein, so erhélt man
i
1 . 1 . —
L(z) :5(04— |ﬁ)-z+§(oz—|— i8)-z.

Man kann also ¢ := (a— i8)/2 und ¢ := (a+ i 3)/2 setzen. Dabei ist zu beachten,
dass in der Regel nicht ¢ = ¢ ist, weil o und § komplex sind.
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Zur Eindeutigkeit: Ist ¢, - 2 + ¢ - Z = ¢ - 2 + ¢, - Z fiir alle z € C und setzt man
z =1 bzw. z = i ein, so erhilt man die Gleichungen

cit+di=c+d, und ¢ —d=c—d,

also ¢; = ¢ und damit ¢} = d,.

Offensichtlich gilt: Ist ¢ = 0 (bzw. ¢ = ¢), so ist L C-linear (bzw. reellwertig).
Umgekehrt folgt: Ist L C-linear, soist 0 = i L(1)—L(i-1) = i(c+)—i(c—() =
2¢i, also ¢ = 0. Ist dagegen L reellwertig, so sind L(1) = a und L(i) = [ reell,
und damit ¢ =¢. .

1.4.14. Satz

Sei G C C ein Gebiet, zg € G und f: G — C reell differenzierbar. Dann gibt es
eindeutig bestimmte komplexe Zahlen f.(z) und fz(zo), so dass gilt:

Df(z0)(h) = fu(z0) - b+ f=(20) -

Nach dem vorangegangenen Lemma ist der BEWEIS jetzt trivial.

Definition (Wirtinger-Ableitungen):

Die Zahlen f,(zp) und f5(29) nennt man die Wirtinger-Ableitungen von f
nach z und Z.

1.4.15. Satz (Wirtinger-Kalkiil)

Sei G C C ein Gebiet, zg € G und f : G — C in zy reell differenzierbar. Dann
gilt:

1 f(z0) = 5(fa(20) — i fy(20))  und  fz(z0) = 5(fa(20) + i fy(20)) -
2. f ist genau dann in zg komplex differenzierbar, wenn fz(zo) = 0 ist. In dem

Falle ist f.(z0) = f'(20)-

3. Die Ableitungen f — f.(z0) und f — f=(z0) sind in f C-linear und erfiillen
die Produktregel.

4. Héhere Wirtinger-Ableitungen werden wie tiblich induktiv definiert. Insbe-
sondere gilt fiir zweimal stetig differenzierbares f die Gleichung

1
sz = Z(fxac + fyy>'

5. Ist a: I — G ein differenzierbarer Weg mit a(ty) = zo, so ist

(foa)(to) = f(20) - & (to) + fz(20) - &/ (to).
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BEWEIS: 1) Esist Df(z)(u+ iv) = fu(z0)u+ fy(20)v. Die Behauptung folgt nun
wie im Beweis des Lemmas.

2) folgt sofort aus der Gleichung D f(z0)(h) = f.(z0) - h + f=(20) - h-
3) R-Linearitiat und Produktregel folgen aus den entsprechenden Regeln fiir D f(z).

Und offensichtlich ist (if), = (=h+ i9)e = —he + ige =1 (g + 1hy) =i - fs
und analog (i f), =i - f,. Mit (1) ergibt sich daraus die C-Linearitét.

4) Esist f.z = i[(fx — i fy)et+ 1(fe—ify)] = i(fa:z + fyy)-

5) Es ist (foa)/(t) = Df(a(t))(/(t)) = f(a(t) - &'(1) + f(a(t)) - o/ (). -

Man behandelt also z und z wie zwei unabhéngige Variable.

1.4.16. Folgerung 1
Es ist fx:fz+f2 und fy: i(fz_f2>'

Der BEWEIS ist eine simple Umformung der Formeln fiir f, und f;. n

1.4.17. Folgerung 2
Esist (f.) = f. und (fz) = f..

BEwEIS: Es ist

= 1 1 - - —
(f)=(fo—ify)/2= 5((fz) +i(fy) = §(fx+ if,) = f=
Nochmaliges Konjugieren ergibt die zweite Formel. "

Wir setzen jetzt voraus, dass G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und f'(z) #
0 fiir alle z € G ist. Wegen der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen ist
dann

det Df(2) — det ( ool ) = (0 + () = ') > 0.

Gz
Das bedeutet, dass f — aufgefasst als Abbildung von R? nach R? — orientierungs-
erhaltend ist!

Ist f holomorph und nicht konstant, so ist f natiirlich nicht holomorph. Man nennt
f antiholomorph (weil (f), = 0 ist). Es ist dann

Antiholomorphe Funktionen sind also orientierungsumkehrend.

Holomorphe Funktionen lassen auflerdem Winkel invariant. Was heifit das? Sind
z=r1-e"und w = 75 - e'2 zwei komplexe Zahlen # 0, so verstehen wir unter
dem Winkel zwischen z und w die Zahl
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B w, ty — t1 falls to > ¢4
Z(z,w) = arg ( 2) - { 21 — (t; — ty) sonst.

Fall 1: w Fall 2:
VA / W

Der Winkel Z(z,w) wird also von z aus immer in mathematisch positiver Dreh-
richtung gemessen.

Ein parametrisierter Weg « : [a,b] — C heifit glatt, falls « stetig differenzierbar
und o/(t) # 0 fir alle ¢ € [a,b] ist. Sind «, 8 : [0,1] — C zwei glatte Wege mit
a(0) = B(0) = z, so setzt man  Z(a, 8) := £(a/(0), 5'(0)).

Definition (Konformitit):

Sei G C C ein Gebiet. Eine stetig differenzierbare Abbildung f : G — C mit
nicht verschwindender Ableitung heifit in zo winkeltreu, falls fiir beliebige glatte

Wege «, f mit a(0) = 5(0) = 2o gilt: Z(foa, fof) =2L(a,B).

Ist f lokal umkehrbar, iiberall winkeltreu und orientierungserhaltend, so heifit f
lokal konform. Ist f aulerdem global injektiv, so nennt man f konform.

1.4.18. Satz (Kriterium fiir lokale Konformitiit)

Ist f : G — C holomorph, mit stetigen partiellen Ableitungen, und f'(z) # 0 fir
z € G, so st f lokal konform.

BEWEIS: Ist f/(29) # 0, so ist auch det D f(29) = |f"(20)|* # 0. Sind auBerdem die
partiellen Ableitungen von f stetig, so folgt aus dem Satz {iber inverse Abbildungen,
dass es offene Umgebungen U = U(zp) und V' = V(f(20)) gibt, so dass f: U — V

ein Diffeomorphismus ist. Also ist f lokal umkehrbar.
Wir miissen nur noch zeigen, dass f winkeltreu ist. Aus der Holomorphie von f
folgt: Ist o : [0,1] — C ein glatter Weg mit «(0) = zp, so ist (f o a)'(0) =
f'(20) - @/ (0). Daher gilt:

L(foa, fop) = Z((foa)(0)

= arg (W
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Definition (biholomorphe Abbildung):
Gegeben seien Gebiete Gy, Go C C und eine holomorphe Abbildung f : G; — G..

Die Abbildung heifit btholomorph, falls f zusitzlich bijektiv und f~! holomorph
ist. Man nennt GG; und G5 dann auch btholomorph dquivalent.

Eine Funktion f auf einem Gebiet G heifit in zy € G lokal bitholomorph, falls
es offene Umgebungen U = U(z)) C G und V = V(f(zy)) C C gibt, so dass
flo : U — V biholomorph ist.

1.4.19. Beispiele

1. Die Funktion f(z) = 22 ist auBerhalb des Nullpunktes lokal biholomorph, sie
ist aber nicht global injektiv. Das Verhalten im Nullpunkt werden wir spater
untersuchen.

2. Eine Mobius-Transformation T'(z) := (az + b)/(cz + d) (mit ad — be # 0)
bildet C \ {—d/c} biholomorph auf C\ {a/c} ab. Die Umkehrung ist wieder
eine Mobius-Transformation.

1.4.20. Hilfssatz

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph, injektiv und lokal btholomorph.
Dann ist f(G) ein Gebiet und f: G — f(G) biholomorph.

BEWEIS: Ist wg = f(20) € f(G), so gibt es offene Umgebungen U = U(z)) C G
und V = V(wg) C C, so dass f : U — V biholomorph ist. Also ist V' = f(U) C
f(G). Das bedeutet, dass f(G) offen ist.

Als stetiges Bild einer zusammenhéngenden Menge ist f(G) auch zusammenhéngend,
also sogar ein Gebiet.

[+ G — f(G) ist holomorph und bijektiv. Ist wy = f(z9) € f(G), so gibt es
Umgebungen U = U(zp) und V = V(wy), so dass f : U — V biholomorph ist.
Also ist f~! auf V' holomorph, und weil es zu jedem Punkt von f(G) eine solche
Umgebung gibt, ist f sogar global biholomorph. "

1.4.21. Kriterium fiir lokale Biholomorphie

Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, f' stetig und zy € G. Unter diesen
Voraussetzungen ist f genau dann in zy biholomorph, wenn f'(zy) # 0 ist.

BEwEIS: 1) Ist f(z9) = wp und f in 2, lokal biholomorph, so gibt es offene
Umgebungen U = U(z) und V = V(wy), so dass f|y : U — V biholomorph ist.
Dann ist 1 = (f~to f)(20) = (f 1) (wo) - f'(20), also f'(z) # 0.

2) Sei umgekehrt f’(zp) # 0. Dann ist auch det Df(zy) # 0, und es gibt offene
Umgebungen U = U(zp) und V' = V' (f(z0)), so dass f : U — V umkehrbar (reell)



1.4 Komplexe Differenzierbarkeit 41

differenzierbar ist. Dann ist f’(z) # 0 fiir z € U, und wegen der Holomorphie von
fist fz(z) =0 fiir z € U. Dann gilt fiir diese z aber

0 = (dp)=(z) = ((flv)" o f),(2)
= ((fl)™), (f(2) - f=(2) + ((flo) ") (£(2)) - (F)=(2)
o)) (f(2)) -

= ((flv f'(2).
Also erfiillt (f|y)~! die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen und ist ho-
lomorph. .
Bemerkungen:

1. Wir werden spéter sehen, dass die Stetigkeit von f’ nicht extra vorausgesetzt
werden muss.

2. Sei f(z) := 2% Dann verschwindet f/(z) = 2z im Nullpunkt. Daher ist f im
Nullpunkt nicht lokal biholomorph.

3. Da exp’(z) = exp(z) # 0 auf ganz C gilt, folgt, dass exp : C — C* lo-
kal biholomorph ist. Uber das globale Verhalten sprechen wir im néchsten
Abschnitt.

4. Ist f : G — C holomorph, sowie f’ stetig und iiberall # 0, so folgt aus
dem Kriterium fiir lokale Biholomorphie, dass f iiberall lokal biholomorph
ist. Ist f auflerdem injektiv, so ist f(G) C C ein Gebiet und f : G — f(G)
biholomorph, also f~! : f(G) — G holomorph. Weiter ist 1 = (fo f~1)(w) =
U () - (1Y (w), also

Y (w) =

F'(fHw))



42 1 Holomorphe Funktionen

1.5 Der komplexe Logarithmus

Die Logarithmusfunktion sollte die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion sein.
Leider kann es eine solche nicht geben, denn es gilt: exp(z + 2kmi) = exp(z) fiir
alle k € Z. Speziell ist {z € C : exp(z) = 1} = 2w iZ. Die Exponentialfunktion ist
also weit von der Injektivitdt entfernt. Man muss schauen, ob exp wenigstens auf
einem hinreichend groflen Teilgebiet von C injektiv ist.

1.5.1. Bijektivitidtsbereiche der Exponentialfunktion

Sei a € R beliebig. Dann ist exp : {z € C : a <Im(2) < a + 2} — C* bijektiv.
Die Gerade {z € C : Im(z) = a} wird dabei auf den Halbstrahl R, -e'® abgebildet.

BEwEIS: Durch S, := {z € C : a <Im(z) < a+ 27} wird ein Streifen parallel
zur z-Achse definiert. Wir zeigen, dass exp das Innere dieses Streifens injektiv auf
die ldangs eines Halbstrahls aufgeschlitzte Ebene abbildet. Der Nullpunkt kommt
im Bild nicht vor.

Im(z2)
a + 271' R+ 0 ela
T exp
Sa —>
eia
a {
Re(z) T

1) Injektivitdt: Es ist exp(z) =1 <= 2z =2min, n € Z. Also gilt:

exp(z) =exp(w) = exp(z—w)=1 = z=w+27in
—> z und w nicht beide im gleichen Streifen .S,,.

2) Surjektivitit: Sei w = re't € C*, also r > 0, 0 < t < 27. Wir setzen z :=
In(r) + it. Dann ist exp(z) = e+t =y . eit = . Liegt 2z nicht im Streifen S,,
so kann man ein k € Z finden, so dass z* := z 4+ 27 ik dann aber doch in S, liegt,
und es ist auch exp(z*) = exp(z) = w.

Ist z=x+ ia (mit z € R), so ist exp(z) =e* - e’ € R e’ .

Definition (Logarithmuszweig):

)7L C \Ree'® = S,

a

log,) := (exp

heifit der durch a bestimmte Logarithmuszweig. Insbesondere heifit
log =log_ : C\R_. - {z =2+ iy : —m <y < 7} der Hauptzweig des
Logarithmus.
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1.5.2. Berechnungsformel fiir den Logarithmus

Ist z=1-¢e", mita <t <a+2m, soistlog,(z) definiert, und es gilt

log(,)(2) = In(r) + it.

Der BEWEIS ist klar.

Man kann folgendes Kochrezept zur Bestimmung von Logarithmen verwenden (das
allerdings kein eindeutiges Ergebnis liefert): Eine komplexe Zahl z = 7 - e'® mit
0 <t < 27 sei gegeben. Man sucht ein a € R, so dass a <t < a + 27 ist.

L. Ist 0 <t < 7, so wihle man a = —7 = log(_,(2) = log(z) = In(r) + it.

2. Ist m <t < 27, so kann man a = 0 wihlen und erhilt log g (z) = Inr + it.

1.5.3. Beispiele

1. Sei z = 2i =2-¢' "2 Dann ist r = 2 und t = 7/2. Also kann a = —7
gewahlt werden, und man erhélt den Hauptwert:

log(2i) = log(_(2i) = In(2) + i7/2.

2. Sei z = —2i. Dann ist wieder r = 2, aber diesmal t = 37/2. Weil 0 < 37/2 <
2m gilt, kann man a = 0 wéhlen und erhélt:

log(gy(—2i) =1In(2) + i(37/2), aber auch log_(=2i)=In(2) — i7/2.

1.5.4. Ableitung des Logarithmus
log(z) ist auf C\ R_ eine holomorphe Funktion mit

log(1) =0, exp(log(z)) =2 und log'(z)=1/z.

BEWEIS: Der Hauptzweig log ist auf der entlang der negativen reellen Achse
aufgeschlitzten Ebene C' = C\ {z € R : 2 < 0} definiert. Die Zahl 1 liegt in
dieser aufgeschlitzten Ebene, und es ist log(1) = In(1) = 0. Nach Konstruktion ist
exp(log(z)) = z auf ganz C'. Als Umkehrabbildung zur komplexen Exponential-
funktion (deren Ableitung nirgends verschwindet) ist log natiirlich holomorph.

Fiir z € C' ist log'(2) = 1/ exp/(log(z)) = 1/=. .

Wir kénnen noch eine weitere Beschreibung des Logarithmus geben. Aus der reellen
Analysis ist bekannt, dass Folgendes gilt:
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In(1+4x) = Z S»L_i):znﬂ = Z %x", bzw. In(z) = Z (=)™ (x —1)".

n=0 n=1 n=1

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist = 1, also ist

Lw) =Y D"

n

n=1

. > —1)y1
eine holomorphe Funktion auf D;(0). Sei L(z) := L(z — 1) = Z (=1 (z—1)".

n
n=1
Behauptung: Fiir [z — 1] < 1 ist L(z) = log(z).
BEWEIS:
In Dy(0) ist z’(w) = in (_1)n71w”*1 - i(_w)”l - ;
— n = 14+ w

Weil L auf D;(0) holomorph ist, ist L(z) = L(z — 1) holomorph auf D; (1), und es
ist L'(z) = L'(z — 1) = 1/z = log'(2), also L(z) = log(z) + ¢ mit einer Konstanten
c. Setzt man z = 1 ein, so erhélt man ¢ = 0. "

Weil log'(2) = 1/z ist, stellt der Nullpunkt natiirlich ein uniiberwindliches Hinder-
nis fiir eine etwaige Fortsetzung des Logarithmus dar. Warum man log aber nicht
wenigstens auf C* = C\ {0} definieren kann, zeigt die folgende Uberlegung:

Essei  z(e) = ren®
und () = re'2)
mit t1(¢) := —7 + ¢ und t5(e) := ™ — . Dann streben beide Punkte z;(g) fiir e — 0

gegen die reelle Zahl —r, aber
log(z(g)) —log(z1(e)) = i(m—¢e) — i(—m+¢) =2(m —¢€)i

strebt fiir e — 0 gegen 27i.

25(€) r

21 (8)

Die Zweige log_ o, k € Z, sind alle auf C’ definiert. Verschafft man sich fiir
jedes k ein Exemplar G, von C" und verheftet dann jeweils Gy mit Gy entlang der
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negativen reellen Achse so, dass die Logarithmuswerte aneinander passen, so erhélt
man eine wendeltreppenartige Fliache aus unendlich vielen Bléttern, die ,, Riemann-
sche Flache* des Logarithmus. Auf der existiert eine globale Logarithmusfunktion.

Jetzt kénnen wir auch beliebige Potenzen in C definieren.

Definition (allgemeine Potenzfunktion):

Fiir komplexe Zahlen z und w mit z # 0 setzt man

w

2" = exp(w - log,)(2))-

Dabei muss z im Definitionsbereich des verwendeten Logarithmuszweiges liegen.
Wenn moglich, benutzt man den Hauptzweig.

Das ist eine seltsame Definition! Die Potenz z" wird im Allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt sein, im schlimmsten Fall gibt es unendlich viele Werte.

1.5.5. Beispiele
1. Was ist i ? Mit i = e'™? folgt:
i = exp(i -log(fﬂ)(ei”ﬂ)) —exp(i - im/2) = e ™? =0.207879...

Dabei wurde der Hauptzweig des Logarithmus benutzt. Es kommen aber noch
unendlich viele andere Werte in Frage, ndmlich

exp(i -log(_w+27rk)(ei(”/2+2”k))) =exp(i-(im/242mik)) =e ™2 2™ ke
2. Die Wurzel aus einer komplexen Zahl z = re'! ist die Potenz
1 .
SJ1/2 exp(§ -[log(_py(2) + 2 k])

1 . :

= exp(é n(r) + it +2mik])
1 t .

= exp(§ In(r)) - exp(i (5 +7k)) = el

je nachdem, ob k gerade oder ungerade ist. Das ist ein ganz verniinftiges
Ergebnis. Von den urspriinglich unendlich vielen Méoglichkeiten bleiben nur
zwei iibrig.

3. Ahnlich ist es bei der n-ten Wurzel:
Zl/n _ {l/; 6i(t/n)+i(2k‘/n)7r _ {1/; ei(t/n) . (gn)k’ k= 0, oo — 1.

wobei (, eine n-te Einheitswurzel bezeichnet. In den bekannten Féllen kommt
also auch Bekanntes heraus.
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4. Fir den Logarithmus einer positiven reellen Zahl benutzt man normalerweise
den Hauptzweig. Ist also e die Euler’sche Zahl, so ist e* = exp(z - log(e)) =
exp(z - In(e)) = exp(z), denn es ist ja In(e) = 1. Das rechtfertigt endlich die
Exponentialschreibweise fiir die komplexe Exponentialfunktion. Man sollte
dabei aber nicht vergessen, dass exp(z) nur einer der moglichen Werte von e?
ist, auch wenn die anderen Werte meistens unberiicksichtigt bleiben.

Die Schwierigkeit, die Exponentialfunktion zu invertieren, vererbt sich auf an-
dere elementare Funktionen. Exemplarisch soll hier die komplexe Arcustangens-
Funktion eingefiihrt werden.

Bekanntlich ist

sinz=—(e'*—e '"*) und cosz:é(e'z—i—e_'z),
i
also _ _ )
sin z el —e'? i(e?” —1)
tan z = = — — =
cosz i(elr+eiz) e?iz +1

Diese Funktion ist iiberall holomorph, aufier in den Punkten z, fiir die €?'# 4+1 =0
ist. Das sind alle Punkte der Gestalt z = 7/2 + k7, k € Z.

tan z setzt sich aus zwei Funktionen zusammen: tan(z) = g(f(z)) mit

1—w
= 2i d =i
flz) =exp(2iz) und  g(w) =i ——
Die Abbildung z +— 2iz bildet Gy := {z# € C : —7/2 < Rez < 7/2} auf den
Parallelstreifen S_, = {z : —7 <Imz < 7} ab, der wiederum durch exp bijektiv
auf die geschlitzte Ebene C’ abgebildet wird. f bildet also G bijektiv auf C" ab.

Da w = —1 nicht in C’ liegt, ist g auf C’ definiert.
Die Umkehrabbildung von f ist auf C’ gegeben durch
1
fH(w) = 37 logw  (mit dem Hauptzweig des Logarithmus).
i

Wir miissen nun noch herausfinden, wie das Bild von C’ unter g aussieht, wohin
insbesondere R_ abgebildet wird.

Offensichtlich ist g eine auf C \ {—1} definierte Mobius-Transformation. Die
Umkehrfunktion w = ¢~!(u) erhilt man durch Auflésung der Gleichung u =
i(1—w)/(1+w) nach w:

I +iu

S l—iu’

Also bildet g die Menge C \ {—1} biholomorph auf C\ {—i} ab.

w=g"(u)

Weil —1 unter g keinen Bildpunkt besitzt, muss nur noch gezeigt werden, wohin g
die Mengen M; :={x € R : z < —1} und My :={z € R : —1 < 2 <0} abbildet.
Dabei ist g(t) = ih(t), mit
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1-1
= —— (fi —-1).
()= 1 (Gt # 1)
Die Funktion A(t) ist auf R\ {—1} definiert und differenzierbar, es ist h(0) = 1
und //(t) = —2/(1 +t)* < 0, also h auf seinem Definitionsbereich streng monoton
fallend. AuBerdem ist

9 _
lim h(t) = lim - +00,
t——1 e—=0 ¢
t>—1
2
lim A(t) = lim e —00
t——1 e—=0 —¢
t<—1
1
and lim A(f) = lim — — _1.
t——o0 n—)ool—n

Also ist g(My) = {it : t <—1} und g(M,) = {it : t > 1}, und daher

g(C) = (C\{=i})\{it:t>1odert<—1}
= C\{it:t>1lodert< -1} = G.

Damit ist die Funktion arctan = tan™' = ftog™' : G — Gy gegeben durch

1 1 i
arctan(u) = o7 log 1 + UI )
i — i

Andere Logarithmenzweige fithren zu anderen Zweigen des Arcustangens.

Wie im Reellen erhélt man fiir die Ableitung

1 —wi i—|—u—|—i—u_ 1 1

1
t / = — * - ’
arctan’ (u) = - T+ui  (L—wui)? I+ui)(l—wui) 1+u?
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1.6 Anhang zu Kapitel 1

Im Anhang finden sich einige Beweise, die nicht in der Vorlesung vorgefiihrt wur-
den.

Satz 1.2.2. (Seite 11)

M und N seien Teilmengen des metrischen Raumes X.
1. Ist M abgeschlossen, so ist M = M.

2. M ist die kleinste abgeschlossene Menge in X, die M umfasst.

3. Ist M C N, soist M C N.

BEwEIls: 1) M abgeschlossen = X\ M offen = Ve e X\M 3 U =U(z) C
X\M = ein 2y € X \ M kann kein Haufungspunkt von M sein. Also ist M’ C M
und M = M.

2) a) M ist abgeschlossen: Ist 2o € X \ M, so ist ¢ kein Hiaufungspunkt von M
= U =U(x) mit UNM = @ = U enthilt keinen Haufungspunkt von M
— U C X\ M. Also ist X \ M offen und M abgeschlossen.

b) Sei A abgeschlossen und M C A. Ist x( ein Héufungspunkt von M, so 3z, € M
mit z, — xg. Da die x, auch in A liegen, liegt xo in A = A. Also ist M C A.

3) Sei M C N. Weil N C N gilt, ist auch M C N. Weil N abgeschlossen ist, muss
M in N enthalten sein. n

Satz 1.2.5. (Seite 13)

X undY seien metrische Riaume mit Metriken dx bzw. dy. Fir eine Abbildung
f: X =Y sind folgende Aussagen dquivalent:

1. fistin xg € X stetig.

2. Ye > 030 > 0, so dass fir alle v € X gilt: Ist dx(x,z9) < 0, so ist
dy (f(x), (o)) <e.

3. Konvergiert x,, gegen xg, so konvergiert auch f(x,) gegen f(xq).

BEWwWEISs: (1) = (3): Sei f in z stetig, yo := f(z) und die Folge der Punkte
x, € X konvergiere gegen x. Ist £ > 0 vorgegeben, so 3U = U(xy) C X, so dass
f(U) in der e-Umgebung V-(yp) liegt. AuBerdem 3 > 0 mit Us(xy) C U. Weil z,,
gegen xo konvergiert, Ing € Nmit x,, € Us fir n > ng. = f(x,) € f(U) C V(%)
fiir n > ng. Das bedeutet, dass f(x,) gegen f(xg) konvergiert.

(3) = (2): Es gelte das Folgenkriterium. Wir fithren Beweis durch Widerspruch:
Annahme, 3¢ > 0,sodass V6 > 0 Jz mit dx(x,z9) < § und dy (f(z), f(x0)) > €.
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Insbesondere folgt: Vn € N Jx, mit dx(x,,x0) < 1/n und dy (f(z,), f(zo)) > €.
Das bedeutet: z,, konvergiert gegen xg, aber f(z,) nicht gegen f(xy). Widerspruch!

(2) = (1): Die Voraussetzung besagt: Zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0 mit
f(Us(zg)) C Vz(f(xo)). Hieraus folgt aber ganz einfach die Stetigkeit von f in zg. =

Beispiel 1.2.8. (Seite 15)

Ein Intervallist eine Teilmenge I C R mit folgender Eigenschaft: Ist r; € I,
ro € I und r1 < r < rg, so ist auch r € [I. Jedes Intervall ist zusam-
menhéngend.

Beweis: Sei I ein Intervall, I = AU B eine disjunkte Zerlegung in zwei nicht
leere (relativ) abgeschlossene Teilmengen. Sei ty € A und t; € B, 0.B.d.A. sei
to < t;. Dannsetze man c:=sup{t € A : t <t;} = to <c<t,alsocel
— (¢, t1] # @ und in B enthalten. Weil B abgeschlossen ist, ist ¢ € B. Und
weil A abgeschlossen ist, miisste ¢ auch zu A gehéren. WS zu AN B = g'!



