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45) Bestimmen Sie simtliche Laurent-Entwicklungen von f(z) := m
z z

um den Punkt zo = —1.

46) Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen alle isolierten Singularitéiten
und deren Typ:

z —sinz sin z 1

f(z) = ——— g(2):= T tanz und  h(z) = Sn(1/2)"

Dabei sei tan z := sin z/ cos z.

47) Berechnen Sie die folgenden Residuen:

z
resg (e’l/z), resz<(2 Yo 1)2) fiir z = 41,

res_l((z +Z1)2_(,2222+ 4)) und - reso <23(22Z— 1+)(12 - 2))'

dt
—2cost +sint

2m
48 ) Benutzen Sie den Residuensatz zur Berechnung des Integrals / 3
0

dx

511 mit Hilfe des Residuensatzes.
T

49) Berechnen Sie [ := /
0

N A 4 dx
50) Berechnen Sie /0 NG

Hinweis: Denken Sie an die Mellin-Transformation!
Abgabetermin: Donnerstag, 27.07.2017, 12 Uhr.

Es gibt pro Aufgabe maximal 12 Punkte. Fiir die Bewertung reichen 4 Aufgaben,

als Klausurvorbereitung sollte man aber méglichst viele Aufgaben bearbeiten.



Losg. zu Afg. 45:

a) Entwicklung im Kreisring Koo(—1) ={z : 0 < |2+ 1| < 2}.
Setze zur Abkiirzung u = z + 1. Dann ist |u/2| < 1 und

1 1 1

) BT Sy )

/2 -~ (D "
B z+1+uz; 2p+2 (417

b) Entwicklung im Kreisring Ky oo(—1) = {z : |z + 1] > 2}.
In diesem Fall ist 2/|z + 1| < 1 und

I 1 1 1
243 (z+1)+2 241 1—(-2)/(z+1)’
also
fz) = ZHQZ(ZH) = >y
= i P2z + 1) 4_2—(_2?n(z+1)".

Losg. zu Afg. 46: a) z = 0 ist die einzige isolierte Singularitiat von f. Es ist

_sinz = - TR U Gt ) S
s ; 2y+1 ;(21/+1)!Z
_ 3 ) _ 3.
= —z ; 2V+ 27 g(2),



[e.9]

it
Weil der Konvergenzradius von ¢g(z) Unendlich und f(z) = g(z) auBerhalb des
Nullpunktes ist, ist die Singularitat hebbar.

b) g(z) hat isolierte Singularitéaten bei zj, := %—l—lm, k € Z,und bei den Nullstellen

des Cosinus, aber letztere sind offensichtlich hebbar, denn man kann f(z) =

sin z cos z .
————— schreiben.
Ccosz — sin 2

Um zu sehen, dass der Nenner keine weiteren Nullstellen hat, muss man die Glei-
chung tan z = 1 16sen. Nutzt man die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus,
sowie die Gleichungen

sin(iz) =i -sinh(z) und cos(iz) = cosh(z),
so erhélt man:
_ sinx cos(iy) + coszsin(iy) sinz coshy + i coszsinhy
tan(z + iy) = . —— 5 = —
cosz cos(iy) —sinxsin(iy) cosx coshy — i sinzsinhy

(sinz coshy + i cosxsinhy)(cosz coshy + i sinxsinhy)

cos?  cosh? y + sin® 2 sinh? y
sin x cos . sinh y cosh y

i :
cos? z cosh? y + sin? 2 sinh? y cos?  cosh? i + sin? 2 sinh? y

Damit dies = 1 wird, muss sinhycoshy = 0 sein, also y = 0. Das bedeutet,
dass die Losungen von tan z = 1 alle reell sein miissen. Damit bleibt es bei den
Punkten z.

Fiir z — 2, strebt der Nenner von g(z) gegen 0 und der Zéhler gegen 1/1/2. Also
liegen in z; Polstellen vor.

¢) h hat eine Singularitdt in z = 0 (dort ist die Funktion offensichtlich nicht
definiert), aber auch in den Punkten z, = 1/(kw), k € Z (weil dort der Sinus
verschwindet).

In den Punkten z; liegen Polstellen vor. Da diese sich gegen 0 h&ufen, ist der
Nullpunkt {iberhaupt keine isolierte Singularitt.

Losg. zu Afg. 47:

1. Die Laurententwicklung von f(z) = e um zo = 0 ist:

...

D.h. esist a_; = reso(f) = —1.



2. Ist f(2) = = 1)?2—1— ek so ist z = 1 eine einfache und z = —1 eine

doppelte Polstelle von f. Also gilt:

. . z 1
wesi(f) = lm(z=1f() = lm 55 = 3
1 !/
i e (1) = g S A = i, ()
_ -1 1
=== A
3. Ist f(2) @2 ist 1 eine doppelte Polstelle von f. E
st f(z) = so ist z = —1 eine doppelte Polstelle von f. Es
(z+ 122 +4) bp
gilt also:
/ 22248238 14
— ; 2 — T —
() = i [ Rse)] = i PRt = g
241 : , :
4. Ist f(2) = so ist z = 0 eine dreifache Polstelle von f. Man

(22 = 1)(z — 2)’
kann f(z) = fi(z) + f2(2) schreiben, mit der in z = 0 holomorphen Funk-
. 2? _ 1

tion fi(z) := G- 1z =9) und der Funktion fy(z) := DTy

(
Offensichtlich ist reso(f) reso(f2), und mit N(z) := 22?2 — 5z + 2 gilt:

1 ) " ]_ . 1 "
reso(f2) = 52%(23f2(2)) - Qilir?)(N(z))
1. (42 -5)
1. =4 N+ (42 =5) 2N(2) - N'(2)
= —lim
2 2—0 N(Z)4
1 -16-20-(=5) 84 21
= 3 16 - 2-16 8
Losg. zu Afg. 48:  Sei R(x,y) — damn st
. ZUu . N 1 e — nn 1
g g ALY e oy TR

1
3 —2cos(t) +sin(t)

R(cos(t),sin(t)) =

Wir setzen

1.1 1 2i
-\ = : : o
z 2 27 2i z (1—-2i)2246iz—1—2i




Die Nullstellen des Nenners sind 2z =2 — i und zp = $(2 — i), d.h. es ist
21
1-2i)(z—2-iNz-32-1)

Da nur z5 € D;(0) liegt, kénnen wir das Integral folgendermafien berechnen:

27 1
dt = 27 - ves., (f).
/o 3 — 2cos(t) + sin(t) T - res,, (f)

Da z, einfache Polstelle von f ist, gilt:

f(z) =

. . 2i 21
ves (f) = Hm (z = 22)f(2) = Iim G =5 7~ 11 ~ 2

Also ist:

t/ﬂw 1 gt —
o 3—2cos(t) +sin(t) ™

Der Integrand f(x) := 1/(2° + 1) besitzt 6 einfache Polstellen, némlich
2 = e TFR/6 iy = 0,1,...,5 (die Losungen der Gleichung 2% = —1).

Davon liegen zp, 21 und z; in der oberen Halbebene.

5

641 .
Sei gr(z) = z_+2k = E 24 2°7". Dann ist
i=0

. 1 1
res (/) = Jim (2 = 2) - f() = Jim —os = o5

Das Integral existiert, weil der Grad des Nenners um (mehr als) 2 grofier als der
Grad des Zéhlers ist. Nach dem Satz iiber die Berechnung rationaler Integrale ist

1

T dx
I — 5/_Oo pe o i %-27ri(resZO(f)+reSz1(f)+TeSZ2(f))

i1 1 1 [ i i
= Tlgrarg) - T

6 \z5 20 23 6
mi /1 1 i s
Tl gL 3_.):__2. _ T
5 (5B - i+5(8-1) = T2 = 5
Z_1/2 ~
Losg. zu Afg. 50: Sei f(z) := m und C = C*\ R;. Dann gilt laut
z
Vorlesung:
4 dx > g2l dy 27i ,
Va(da? +1) /0 (:L'2+1/4:1—e’“Zresw(f):mzresw(f)'

weC weC



—-1/2

Weil f(z) = = |/22)(z ) ist, sind die Residuen von f in w; = i/2 und
wy = —i /2 zu berechnen. Es ist

i\ —1/2 1 1. 1 T -
<§) —exp(—ﬁlog()(2 /2)) :exp(§ln2— 'Z):\@e /4

und

i\ —1/2 1 | 1 3r o

Damit folgt:

vesi p(f) = lim o = (/2 1/2——.f(\f(1— ) =1

Z_“/QZ—F I/2 i
und ”
res_i/Q(f) (_I/Q) iﬂ(?(_l _ |)> —1—.
Damit ist d
e (- D) o



