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41) a) Sei G C C ein Gebiet und g : G — R eine harmonische Funktion.
Zeigen Sie, dass g sein (globales) Maximum und Minimum auf 0G annimmt.

b) Sei D := D;(0), G C C ein Gebiet mit D CC G und f : G — C holomorph
und nicht konstant. Zeigen Sie: Ist f(0D) C dD, so besitzt f in D eine Nullstelle.

42)  Zeigen Sie: Ist « : [a,b] — C ein einfach geschlossener, glatter Integrati-
onsweg, so besteht C \ |a| aus genau zwei Zusammenhangskomponenten. Jeder
Punkt von |«| ist Randpunkt beider Komponenten, und auf der beschrinkten
Komponente ist [n(a, z)| = 1.

Hinweis: Das Komplement von |«| besteht aus abzihlbar vielen Zusammenhangskomponenten,
die man nummerieren kann. Dann ordne man jedem Parameterwert ¢ die Menge {p(t), ¢(t)} der
beiden Nummern derjenigen Komponenten zu, die bei a(t) links und rechts von « liegen. Man

verfolge, wie sich diese beiden Mengen lings [a, b] verhalten. Dabei hilft Aufgabe 40.

43)  Sei a(t) :=2¢7', Bi(t) = i + 1e' und Bo(t) = —i + e, sowie G :=
C\{i,—i}.

a) Fiir welche ganzen Zahlen k, 1, m ist v := ka + [; + mf2 in G nullhomolog?
b) Fiir I' := v + 23 + 352 berechne man
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44) Bestimmen Sie bei den folgenden Funktionen alle isolierten Singularitéiten
und deren Typ:

Abgabetermin: Donnerstag, 20.07.2017, 12 Uhr.

Es gibt pro Aufgabe maximal 12 Punkte.



Losg. zu Afg. 41:  a) Wenn g konstant ist, ist nichts zu zeigen. Man nehme also
an, dass ¢ nicht konstant ist und in einem Punkt zy € G sein globales Maximum
annimmt. Es sei ¢ := g(z9). Dann gibt es ein r > 0, so dass D,(z) CC G
und g(z) < g(zo) fir z € D,(z) gilt. Als harmonische Funktion besitzt g die
Mittelwerteigenschaft. Daraus folgt fir 0 < o < 7r:

1 2m ) 1 2T
9(20) = %/0 g(z0 + ge') dt < o ), g(z0) dt = g(z0).

Das geht nur, wenn iiberall ein Gleichheitszeichen steht, und es folgt:

/0 “(g(z0+ 0e™) — g(z0)) dt = 0.

Da der Integrand tiberall < 0 und p beliebig ist, folgt: g(z) = ¢ auf D, (z).

Sei M = {z € G : g(z) = ¢}. Dann ist M # &, und da man die obigen
Uberlegungen in jedem Punkt z mit g(z) = ¢ anstellen kann, ist M offen. Weil g
stetig ist, ist M auch abgeschlossen. Also muss M = G und g konstant sein. Das
ist ein Widerspruch. Der Beweis fiir Minima geht genauso.

b) Wegen f(9D) C dD ist [ f(z)| = 1 fiir alle 2 € ID. Nach dem Maximumprinzip
folgt, dass |f| < 1 auf D ist. Nun nehme man an, dass f keine Nullstelle in
D besitzt. Dann ist f(z) # 0 fiir alle z € D. Daraus folgt, dass 1/f auf einer

Umgebung U = U(D) definiert und holomorph ist.
Weil [1/f(2)] = 1/|f(2)] = 1 auf 0D gilt, besagt das Maximumprinzip, dass

11/f(2)] <1 auf ganz D und damit sogar |f(z)| = 1 fiir alle z € D (also insbeson-
dere fiir alle z € D) ist. Aus der Vorlesung (Abschnitt 1.4) ist bekannt, dass dann
f auf D konstant ist. Mit dem Identitétssatz folgt, dass f auf ganz G konstant

ist. Das ist ein Widerspruch.

Losg. zu Afg. 42: Den Wortlaut der Aufgabe kann man als speziellen Jor-
dan’schen Kurvensatz bezeichnen (der echte Jordan’sche Kurvensatz setzt nur
die Stetigkeit des Weges voraus, und sein Beweis ist dann deutlich schwieriger).

Ist a : [a,b] — C der fragliche Weg, so zerfillt C \ |a| = CoUC, UCy U ...
in (hochstens) abzahlbar viele Zusammenhangskomponenten. Dabei sei C die
unbeschrinkte Komponente.

Ist t € [a,b] ein beliebiger Parameterwert, so gibt es eine Umgebung U =
U(a(t)), so dass U \ |a| in genau zwei Zusammenhangskomponenten C_ und
C zerfillt. Die liegen ihrerseits wiederum in gewissen Komponenten von C\ |a.
Es sei {p(t),q(t)} die Menge der Nummern dieser beiden Komponenten, sowie
O_(t) := min(p(t),q(t)) und P, (t) := max(p(t), ¢(t)). Das ergibt zwei Funktio-
nen ®_ &, : [a,b] — Z, die auf Grund ihrer Konstruktion lokal-konstant, also
stetig sind. Sie miissen dann auf [a, b] natiirlich sogar konstant sein.



Die Rénder der Komponenten C; liegen auf |«|. Insbesondere gibt es ein ¢ € [a, b],
so dass a(tg) € 0Cy ist. Dann ist ®_(ty) = 0 und damit ¢_(¢) = 0 auf [a, b].
Wechselt man bei «(tg) von Cy auf die andere Seite des Weges, so andert sich die
Umlaufszal um £1. Deshalb ist ig := ® (tg) # 0. Aber ®, (¢) ist auf dem ganzen
Intervall konstant. Also ist C;, = C} die einzige beschrinkte Komponente, und
jeder Punkt von || ist Randpunkt von Cy und von Cj. Die Umlaufszahl kann in
C4 nur den Wert —1 oder den Wert +1 annehmen.

Losg. zu Afg. 43:  a) Die Situation sieht folgendermafien aus:

<— 2/2i

V2i

Es ist n(o, i) = —1 und n(a,—i) = —1, sowie n(f,i) = 1, n(f,—i) = 0,
n(Ps, 1) =0 und n(fz,—i) =1, also

n(v,z) = k-n(a,z)+1-n(b,z)+m-n(Ba,z2)
_ { —k+1 firz=i

—k+m firz=—i.

Damit v in G nullhomolog ist, muss n(y, i) = n(vy,—i) = 0 sein, also —k + 1 =
—k 4+ m = 0. Das bedeutet, dass k =1 =m ist, alsoy=k-a+ k- + k- 5 fiir
beliebiges k € Z.

1 ~
b) Sei a := 2y/2i. Dann ist f(z) := —— holomorph auf G := C\ {a}. Da
z—a

n(o, a) = n(By,a) = n(Bs,a) = 0 ist, ist T’ nullhomolog in G. Nach dem verallge-
meinerten Integralsatz ist

dz _ (I s —n i 2mi o, i
/F(Z_axz_ﬂi)g_/r(z—\/ﬁi)i‘)d =n(T,V2i) o (V21).

Weil v2i in Dy jo(i) liegt, ist n(a, v2i) = —1, n(B1,v2i) = 1 und n(Bs, V2i) =
0, also n(T',v/2i) =1-(=1) +2-1+3-0=1. AuBerdem ist f'(z) = —1/(z — a)?
und f”(z) = 2/(z — a)3. Damit folgt:

dz . D 2 _ 2mi _
/F(Z_a)(z_ﬂi)gzl-m-f(\/ﬁl)— s = as = VB
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Losg. zu Afg. 44: 1) Sei f(2) := e

sind die Nullstellen des Nenners. Esist 24 +1 =0 <= 2*=—1=¢'". Als
Losungen erhélt man

. Die isolierten Singularitdten von f

- 2
zp = eliT = \/7_(1+ i),
- 2
22 g e'%ﬂ' — \/7_(—1—|— |)7
.5 2
zg = e'1" = g(—l— i)
- 2
und 2y = eliT = \/7_(1— i).
Man braucht auch noch die Nullstellen des Zahlers. Es gilt:
PLi=0 <= 2= _j=¢53"
<= Z:ei%”:@ oder z:ei£”:z4.

Daraus folgt, dass 2o und 2, hebbare Singularitdten von f sind, denn auf einer

Umgebung U von zj ist
1

(z—21)(z — 2z3)

eine holomorphe Funktion mit [ t.,; = f, und bei z, argumentiert man analog.

9(z) =

Weil z; und z3 einfache Nullstellen des Nenners sind, wihrend der Zahler dort
# 0 ist, folgt, dass z; und z3 einfache Polstellen von f sind.

1
2) Sei f(z) := cos(—). Fiir z # 0 ist f holomorph. Betrachten wir die Nullfolgen
z

Zn = und w,, = —, so gilt fiir alle n € N:
2nm

B

+nm

1 1
f(zn) =cos(—) =0 und f(w,)=cos(—)=1.
Zn W,
Damit ist f in z = 0 noch nicht einmal stetig fortsetzbar. Weil aber auch nicht
lin% f(2) = oo gilt, liegt in z = 0 eine wesentliche Singularitit von f vor.
z—r

1

3) Es sei f(z) = m

. Fiir z # nm, n € Z, ist f holomorph.

Die Sinus-Funktion kann bei nm in eine Potenzreihe entwickelt werden. Deshalb
sin(z
(2) in der Nahe von nm, aber fiir z # nm, in

kann man die Funktion g(z) =

folgender Form schreiben:




wobei ag = sin(nm) = 0 ist, und a; = sin’(n7) = cos(nw) = (—1)". Also gilt

9(2) = 3 ax(z — nm)t?

k=1

o0

fiir z # nm und mit a; = (—1)". Es folgt, dass g in z = nw durch g(n7) = (=1)" #

0 holomorph fortgesetzt werden kann. Dann ist aber die Funktion h(z) := —

9(2)
in einer Umgebung von nm holomorph, mit h(nm) = £1.
1
Daraus folgt schlielich, dass die Funktion — = ~h(z) in z = n7 eine
sin(z)  z—nm
1
Polstelle erster Ordnung hat. Also hat f(z) = — B in z = nm eine Polstelle
sin”(z

zweiter Ordnung.



