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29) Bestimmen Sie — wenn moglich — holomorphe Funktionen f(z) mit

Re(f(x + iy)) =2 —3x—5y*> bzw. Re(f(z+ iy)) = 5e** cos(3y).

sin? z dz
30) Berechnen Sie das Integral / .
opy(0) (2 = 7/6)*(2 + 7/6)

31) a) Zeigen Sie: Ist f : R — R ungerade und periodisch mit Periode 27, so
ist [77 f(t)dt = 0.

dt

27
b) Berechnen Sie I := ,
) /0 a?cos®t + b2sin®t
v :[0,27] — C mit () := acost + ibsint berechnen.

indem Sie das Integral f7 dz/z fir

32) a) Die Potenreihe f(z) := >~ 2" konvergiert auf D;(0) gegen eine
holomorphe Funktion. Entwickeln Sie f(z) um 2z, := i/2 in eine Potenzreihe
p(z) = > 0" s an(z — 29)™ und bestimmen Sie deren Konvergenzradius R.

Zeigen Sie, dass durch

| f(z) fir z € Dy(0)
F(z) = { p(z) fir z € Dg(20)

eine holomorphe Funktion auf D;(0) U Dg(zo) definiert wird.

o0

b) Bestimmen Sie den Wert der Potenzreihe f(z) := Z(—l)"f” und ihren
n=0
Konvergenzradius R.

Erkldaren Sie, warum R endlich ist, obwohl f(x) fiir alle € R definiert ist.
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Losg. zu Afg. 29:

a) Damit g(z + iy) = 2* — 3z — y* Realteil einer holomorphen Funktion sein
kann, mufl ¢ harmonisch sein.

Tatséchlich gilt:
Yax = 2 und gy = =2, also Ag = gor + gyy = 0.

Man weifl dann schon, dafl es eine holomorphe Funktion f mit Re(f) = ¢
gibt. Sei f = g + ih. Die Cauchy-Riemannschen DGLn liefern:

9z =hy = hy=20-3
gy = —hy = hy =2y

Integration von h,, liefert:

h(x + iy) = 22y — 3y + c(x), mit ¢(x) = 0, also ¢ konstant.

Wir haben die Freiheit, ¢ = 0 zu setzen, und definieren f(z + iy) = 22 —
3z — 12+ i(2zy —3y) = (x4 iy)’ — 3(z + iy), d.h. f(z) = 22 — 3z. Diese
Funktion ist holomorph und hat den gewiinschten Realteil.

b) Sei g(z + iy) = 5e3* cos(3y). Es gilt:

G = 4537 c08(3y) , gyy = —45€* cos(3y), also g + gy, = 0. Damit ist die
Existenz einer holomorphen Funktion f mit Re f = g gesichert.

Wir setzen wieder f in der Form f = g+ ih an. Die Cauchy-Riemannschen
DGLn liefern:
g:=h, = h, =15¢"" cos(3y)
gy = _hx — hx = 15631} Sln(3y)
Integration von h, ergibt h(z + iy) = 5e3%sin(3y) + c(z),

und wir setzen f(z + iy) = 5e> cos(3y) + i5e* sin(3y)
f(z) = 5e* ist tatsichlich eine Losung.

563(x+iy)‘

Losg. zu Afg. 30: Die Partialbruchzerlegung liefert:
1 9 3 9

(c—m/62(z+7/6) m(z—n/6) nz—m/6)  w(z+/6)
Also ist

/ sin? z dz B
opa(0) (2 — 7/6)?(2 + m/6)

_ 9 Sin2zdz+ 3/ sin? z dz N 9 / sin? z dz
™ Jopyo) 2 = 7/6 T Jop,o) (2= 7/6)* T Jap,) 2+ 7/6

9-2mi . 4, 3-2mi . T 9-2mi . T
= —— sm2(g)—|— - [51n2]’(g)+ — sm2(—g)

— 12i -sin(7/6) cos(7/6) = 3iV/3.
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Losg. zu Afg. 31: a) Weil f periodisch mit Periode 27 ist, ist fOQW f(t)dt =
[T f@)ydt = [°_f(t)dt+ [T f(t)dt. Und weil f ungerade ist, also f(—t) = — f(t),
folgt mit ¢(s) = —s, dass [* f(t)dt = [5°) f(t)dt = [ f o p(s)¢/(s)ds =
—fow f(=s)(=1)ds = —foﬂ f(s)ds.

b) v beschreibt eine Ellipse mit Mittelpunkt 0 (und Halbachsen a und b). Daher

ist
d 2 / t
omi = /—Z :/ 70 g
0% < 0 fY(t)
/27T ibcost—asintd _ /27r bcost + iasint
= = 1
0 (%) 0 7(¢)
: /27r (becost + iasint)(acost — ibsint) o
= i —
0 7 (@)y(t)
27 1 2T :
- iab/ _dt—(aQ—bQ)/ SmECost o ab- 1,
o Y()y() o y(®)(@)
weil das zweite Integral wegen (a) verschwindet. Also ist [ = —Z
a

Losg. zu Afg. 32: a) Es handelt sich um die geometrische Reihe um 0 mit
Grenzwert f(z) = 1/(1 — z) und Konvergenzradius r = 1. Der Definitionsbereich
der holomorphen Funktion f ist das Gebiet G := C \ {1}. Man kann f in dem
grofiten Kreis um zg = i /2, der noch in G hineinpasst, in eine Potenzreihe p(z) =
Yo gan(z — z)" entwickeln. Es ist

11— 2] =1+ (1/2)2 = %\/E = R.

Der Konvergenzradius von p(z) muss also = R sein. Ist |z — 29| < |1 — 29| = R,
so gilt:

1 1 o 1
11—z (1 —20) — (2= 20) 1—2zp 1—1(2—20)/(1—2)
1 N2 — 20\ = n
- 1—20';:0(1—20) - nzzoa"(z_z(’)

1 1

mit a (1 _ Zo)n+1 (1 _ |/2)n+1

Fir z € D1(0) N Dg(20) ist |z — 29| < R und |z| < 1. Dort konvergieren beide Po-
tenzreihen, und wie oben gezeigt, ist dort f(z) = p(z). Also definiert F' eindeutig
eine Funktion auf G* := D;(0)U Dg(2). Es ist klar, dass F' auf G* holomorph ist.
Dies ist eine Beispiel fiir eine holomorphe Fortsetzung per Reihenentwicklung.

b) Der Konvergenzradius R von f(z) ist offensichtlich = 1. Fiir |z] < 1ist f(z) =

Yoo o(—2%)" eine geometrische Reihe mit Grenzwert f(z) =

T2 Fiir jedes
z



reelle = ist f(x) definiert. Der Konvergenzradius kann dennoch nicht grofier als
1 sein, denn die Reihe konvergiert nicht im Punkt 2z, = i. Das Verhalten der
Potenzreihe im Komplexen erklart ihr etwas réitselhaftes Verhalten in R.



