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25) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

/ sin(miz/2) J d / cosh(z?) J
. -dz un ———dz.
oD1(i/2) 22 — (l + 1)2 + 1 8D3(0) Z<Z2 + 4)

26) a) Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und ohne Nullstellen,

!/
f' stetig. Zeigen Sie: Ist |f(z) — 1| < 1 fiir alle z € G, so ist /ff((j)) dz = 0 fiir
y

jeden geschlossenen Integrationsweg v in G.

b) Sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet, f : G — C holomorph
und ohne Nullstellen. Zeigen Sie: Ist f’ holomorph, so gibt es eine holomorphe
Funktion h auf G mit e" = f und b/ = f'/f.

27) Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und [’ stetig. Zeigen Sie:

Ist « : [a,b] — G ein geschlossener Integrationsweg, so ist [ f(z) - f'(z) dz rein
imaginéar. :

28) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

wz/2 m ]
/ 26—_dz und / 2 %% m,n € N,
apa(0) 2° — 1 —2iz oDs(0) (1 —2)"

Abgabetermin: Donnerstag, 22.06.2017, 12 Uhr.

Es gibt pro Aufgabe maximal 12 Punkte.



Lésg. zu Afg. 25: 1) Esist 22 — (i +1)z+ i = (2 — 1)(z — i). Offensichtlich
liegt i in D1(i/2). Weil |1 — i /2| = v/5/2 > 1 ist, liegt 1 nicht in dem Kreis. Die
Cauchy’sche Integralformel liefert nun:

/ sin(miz/2) p 1+ / sin(miz/2) p
; -adz = — —— — az
oD1(i/2) 22—(| ‘|—1>Z+ | 2 oD1(i/2) z—1

R sin(miz/2)
2 Jopyiiy  F
= —(1+4 i)misin(—7/2) = w(i —1).

2) Es ist
1 1 1 1 1

2224+ 4)  z2(z—2i)(z+2i) 4z 8(z—2i) 8(z+2i)

und daher
h 2
/ cos2 (2%) g —
oDy (0) 2(2% +4)
2 2 2

_ / cosh(z?) gy / cosh(z ) gy / cosh(z ) &
aps0) 42 oDs(0) 8(2 — 21) oDs(0) 3(2 +21)
2mi 2mi 2mi

= T cos.h(O) -5 cosh(—4) — = cosh(—4)

Losg. zu Afg. 26: a) Nach Voraussetzung ist f(G) C D;(1). Deshalb ist
logof : G — C definiert und holomorph. Also ist

/7 ?l((j; dz = /V(bg Of)’(z) dz =logof(zg(v)) —logof(za(y)) =0,

weil v geschlossen ist.

b) Weil f’/f holomorph auf G und G einfach zusammenhéngend ist, gibt es auf
G eine Stammfunktion F von f'/f. Sei H := (expoF’)/f. Dann ist H holomorph
und

exp(F(2)) - F'(2) - f(2) — exp(F(2)) - ['()
f(2)?
(weil F' = f'/f ist), also H(z) = ¢ konstant. Deshalb ist exp(F(z)) = ¢ f(z)

und ¢ # 0. Man setze h(z) := F(z) — log(c), mit einem geeigneten Logarithmus
von ¢. Dann ist h holomorph und exp oh(z) = expoF'(z)/c = f(z2).

H'(z) = = 0 fiir alle z € G

Aus der Gleichung expoh(z) = f(z) erhdlt man durch Differentiation die Glei-
chung (expoh)(z) - h'(z) = f'(z), also h'(2) = f'(2)/ f(2).
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Losg. zu Afg. 27: [ := foa : [a,b] — Cist ein geschlossener Integrationsweg.
Schreibt man 8 = 81 + i35, so ist

//31 B (1) dt = B(b /ﬁl B1(2)

also fab B1(t)B1(t) dt = 0 (und analog auch f: Ba(t)B5(t) dt = 0). Damit folgt:

/ 7 f(2)dz = / Fla(®) f/(a(t)a(t) dt

_ /foa (foa)(t)dt :/ﬁzdz

— / (Bi(t) = iBa(t)) - (BL(t) + i 55(1)) dt
_ / (Bu(t)B1(t) + Ba(t)Ba(1)) dit
4 / (Bi(t)B5(t) — Ba(t)B(1)) dt

Weil der erste Summand verschwindet, ist das Ergebnis rein imaginér.

Lésg. zu Afg. 28: 1) Esist (z—i)2=22—1-—2izund i € Dy(0). Die zweite
Cauchy’sche Integralformel liefert

wz/2 1 wz/2
0D5(0) z2—1—-2iz 2mi D4 (0) (Z— I)

. mo
= 21i-—e'™? = g2

2
2) Der Punkt 1 liegt in D5(0). Daher ist

2" dz 2™ dz
fonie = o
a0y (1 —2)" ap,(0) (2 — 1)"

27

[z™]"=D(1) = 0, falls n > m + 2 ist.

Firn <m+1 ist

27

/m(m % = (1) (= 1) (m =+ 2) = 2 (-1)71(n”_1 1).



