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SS 2017 Blatt 4 Prof. Fritzsche

13) Zeigen Sie, dass f(z) := (z+1)/(2 — 1) die Menge C\ {1} holomorph und
bijektiv auf sich abbildet,
sowie die Einheitskreisscheibe D;(0) auf {z € C : Re(z) < 0}.

14) Die komplexen hyperbolischen Funktionen werden definiert durch
. 1 _ 1 _
sinh z := 5(62 —e*) und coshz:= E(ez +e 7).

Zeigen Sie, dass sinh z = —i sin(i z) und cosh z = cos(i z) ist.

15) Sind die folgenden Funktionen holomorph?

Alz+iy) = (2 —y?) = 2izy,
folz+iy) = (2 —y*) +2izy
und  fa(z +iy) = 2* —i(y* +a).

16) Zeigen Sie, dass

2] fiir 2 £ 0,
f(z).—{ 0 fir =0

im Nullpunkt nicht komplex differenzierbar ist, dass f dort aber partiell diffe-
renzierbar ist und die CR-DGLn erfiillt. Warum ist das kein Widerspruch?

Abgabetermin: Mittwoch, 24.05.2017, 12 Uhr.

Es gibt pro Aufgabe maximal 12 Punkte.



Losg. zu Afg. 13:  Die Abbildung f ist eine auf dem Gebiet G := C\ {1} defi-
nierte Mobius-Transformation. Insbesondere ist sie dort komplex differenzierbar
und insbesondere (weil sich das Ganze auf einem Gebiet abspielt) holomorph. Die
Umkehrabbildung gewinnt man durch Auflésung der Gleichung

1 1
z+1 — wiz—1)=241 = z(w—-1)=w+1 :>z:ﬂ
Z_

w—1"
Tatséchlich ist f o f = idg, also f bijektiv und f~! = f.

w =

Ist nun 2 = 2+ iy € D;(0), so ist 22 +4* < 1 und damit 2% + y*> — 1 < 0. Weiter
ist

z+1  (v4+1+iy)(z—1—iy)

z—1  (z—-1+iy)(z—-1-iy)
-z —iayt+r—1—iy+izy—iy+y’
N (=12 +y
P4y - 120y
(=12 42

und damit Re(f(z)) < 0. Das bedeutet, dass f(D:1(0)) C H_ := {z € C :
Re(z) < 0} ist.

Sei umgekehrt w =a+ ib € H_ (also a < 0) und z := (w+1)/(w —1). Dann ist
zu zeigen, dass z € D;(0) ist. Tatséchlich ist

(w+D(w+1)  (a+1)>+0
(w—1)(w—-1)  (a—1)2+0?
a2+ +1+2a  a®>+b*+1-2a (a—1)2+1?

< = =
(a—1)2 402 (a—1)240? (a—1)2 402
Das bedeutet, dass D;1(0) durch f bijektiv auf H_ abgebildet wird.

Losg. zu Afg. 14: Esist

. 1 z -z 1 N " N nzn
sinhz = 5(6 —e) = 5(25_2(_1) m>
= o 0 L 2k+1
= 5;:0(1—(—” o = ;(zml)'
und
—i-sin(iz) = —i i(_l)kw
ad (2k + 1)!
= ’;(—1)’“(— oSy ;(%H)'



Entsprechend ist

coshz = %(ez+e‘z) = %(i%*nmo(_l)n%T)
_ %2(1+<—1)”);—T - ié:}.
und
cos(iz) = §<—1>k((i22;!k
. ;<—1>’“<—1>’“<§Z! - i(zk)'

Losg. zu Afg. 15: Die Aufgabenstellung legt nahe, dass man die CR-DGLn
nachpriifen soll: g, = h, und g, = —h,. Offensichtlich sind f;, f> und f3 alle reell
differenzierbar.

fi=g+ihmit g(x+iy) =2*—y? und h(z+ iy) = —2zy. Dann ist g,(x+ iy) =
2z, gy(x + iy) = =2y, hy(r + iy) = =2y und hy(z + iy) = —2z. Also ist z.B.
gz # hy. Die CR-DGLn sind nicht erfiillt. Also ist f; nicht holomorph.

fo=g+ihmit g(z+iy) = 22—y? und h(x+iy) = 2zy. Dann ist g, (z+ iy) = 2z,
gy(z+ iy) = =2y, hy(z + iy) = 2y und hy(x + iy) = 2z. Also ist g, = h, und
gy = —h,. Hier sind die CR-DGLn erfiillt, und daher ist f; holomorph.
fs=g+ihmit g(x+iy) = 2% und h(x+iy) = —y*—x. Dann ist g,(x+ iy) = 2z,
gy(z+iy) =0, hy(r + iy) = —1 und hy(xz + iy) = —2y. Also ist z.B. g, # h,,.
Die CR-DGLn sind nicht erfiillt und f3 ist nicht holomorph.
_ 4
JE =IO =k i
z—0 |z]4

1 .
= — 0 keinen Grenzwert. Ist niamlich z, := —e'®/*, so konvergiert (zn) gegen 0,

Losg. zu Afg. 16: 1) Der Differenzenquotient

. n
es ist aber 22 /|z,|* = e'*. Jedes a € [0, 27) liefert ein anderes Ergebnis.

2) Es ist f(2) = 2°/|z]%, also f(x +i-0) = 2%/|z|* = z und f(O+ i -y) =
(iy)®/|y|* = iy. Schreibt man f = g + ih, so folgt:

glz+i-0)==z, hz+1i-0)=0, g0+ i -y)=0und h(0+i-y)=y.
Damit sind g und A im Nullpunkt partiell differenzierbar, und es ist
9:(0,0) =1 = hy(0,0) und g,(0,0) =0 = —0 = —h,(0,0).

Die CR-DGLn sind im Nullpunkt erfiillt.

3



3) Ware f im Nullpunkt reell differenzierbar, so miisste f dann dort auch komplex
differenzierbar sein. Da das nicht der Fall ist, kann f in (0,0) nicht (total) reell
differenzierbar sein.

Alternativer Beweis von (2):

Ist z=relt =rcost+ i(rsint) =z + iy, so ist

Fle) = 2o = 1o eosBO £ TSOD) _ (1 o500) 11 (rsin(58)) = g(=)+ 1 ().

r

Auflerhalb des Nullpunktes ist r # 0.

Ist y = 0, so ist sint = 0, also (t =0 und x = r) oder (t = 7 und x = —r). In
beiden Féllen ist g(x + i - 0) =7 - cos(bt) = z und h(z + i -0) = r - sin(5t) = 0.

Ist z =0, so ist cost = 0, also (t = 7/2 und y = r) oder (¢t = 37/2 und y = —r).
Hier ist g(0+ i -y) = rcos(5t) = 0 und h(0 + i - y) = rsin(5t) = y.

Der Rest geht wie oben.



