Korrekturen und Erginzungen zu GK FnkTh

Zu Kapitel 3:
Abschnitt 3.1:

Seite 125, ZEILE 23:

(Aufgabe B) Es sollte heilen: ,Sei zg € C, (z,) eine gegen z, konvergente Folge
von Punkten # zy, r > 0 und D' := D,(z) \ ({20} U {2z : v € N}). Ist f
holomorph ... *

Seite 126, ZEILE 13:

(Aufgabe K) Was Konvergenz gegen oo in C bedeutet, wird erst in Kapitel 4 klar
werden. Hier sollte man ,|z| — oo schreiben.

Zu den Aufgaben (3.1.13):

Afg. A: Die Aussage ist trivial, falls f ein Polynom ist. Diesen Fall kann man
also ausschlieflen. Die Funktion g(z) := f(1/2) besitzt dann in 0 eine isolierte Sin-
gularitét, die weder hebbar, noch eine Polstelle sein kann. Da sie dann wesentlich
sein muss, folgt die Behauptung.

Afg. B: Man beachte, dass z; keine isolierte Singularitét ist. Es bietet sich
ein Widerspruchsbeweis an. Man nehme also an, dass es ein ¢ € C und ein € > 0
gibt, so dass |f(z) —¢| > ¢ fir alle z € D’ gilt. Einen Widerspruch kann man
erzeugen, indem man zeigt, dass g(z) := 1/(f(z) — ¢) auf ganz D,(z) fortgesetzt
werden kann.

Afg. C: a) f(z) hat Polstellen in den Punkten z, = (2k + 1)i7, k € Z.
b) g(z) besitzt eine wesentliche Singularitit in 2z := i.

c¢) h(z) hat Polstellen 2. Ordnung in allen Punkten z := k7, k € Z.
Afg. D: Ist g := e/, so untersuche man ¢'/g.

Afg. F: Entwickelt werden soll f um den Punkt zy = 2 in den Ringgebieten
KO,4 und K4,oo-



Afg. G: Esist

1 2 e 2' T
e gt ] fir2< <3
n=0 n=0
Afg. H: Esist
1 (2) 1 [
Jn - = dr = — i (zsint—nt) dt.
(%) 270 Jypy=g 2" T o 0 ‘

Afg. J: Natiirlich stimmt das nicht.

Afg. K: Die Funktion f(z) muss im Ringgebiet |a| < |z| < oo entwickelt
werden.

Afg. L: Esist

Abschnitt 3.2:

Seite 128, ZEILE 14:

Die Homotopie muss in GG enthalten sein.

Seite 131, im Satz 3.2.7.:

Ist « ein geschlossener Weg in C* und . ..

Seite 131, Satz und Beweis 3.2.8.:

(13

Die Definition von «a, und der Beweis der Gleichung ,n(a,,0) = n(a, 2)* soll-
ten schon vor dem Satz eingefiigt werden. Dann kann man im Satz schreiben:
»- - - stetige Argumentfunktion lings .. (Andernfalls wére der vorliegende Text
falsch).

Seite 132, im Satz 3.2.9. (2):

Hier liegt ein schwerwiegender Fehler vor: Natiirlich ist B eine hdchstens abzdhl-
bare Vereinigung von Zusammenhangskomponenten. Der ,, Beweis* dafiir, dass es
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nur endlich viele Komponenten gibt, ist Unsinn. Die Abzéhlbarkeit ist dagegen
trivial, geméf 1.1.11. Der gleiche Fehler taucht in Kapitel 5 auf (Seite 284, Satz
5.1.7.). Es werden aber keine Folgerungen aus der falschen Aussage abgeleitet.

Zu den Aufgaben (3.2.14):

Afg. D: Man setze zunichst voraus, dass zg = 0 ist. 7(t) := |a(t) — zo| ist auf
[0, 1] stetig differenzierbar und in der Ndhe von 0 streng monoton wachsend. Ist
t(s) :== r~!(s) die Umkehrfunktion, so ist

y(t(s))
xW@J

definiert und stetig fiir 0 < s < ¢ (fiir geniigend kleines ). Mit I’'Hospital folgt
auBerdem, dass ¢ : [0,e] — R stetig und ¢(0) = 0 = arg(a/(0)) ist. Schreibt man
a(t) = r(t)e'¥®, mit einer stetigen Argumentfunktion ¢ mit 1(0) = 0, so ist
©(s) = ¥(t(s)). Man setze a(s) := a(t(s)) = s - '),

o5 i= anctan (

Afg. E: Man nehme an, dass tg = 0 und zy = 0 ist. Geméfl Aufgabe (D) wihle
man Parametrisierungen links und rechts von 0: a;(t) := te'”® und a,(t) :=
tel#r®) Dabei muss ¢;(0) = ¢,(0) + 7 gelten, und man kann annehmen, dass
or(t) < @i(t) < @p(t) + 2m fir alle t € [0,¢] ist. Fiir 0 < ¢ < ¢ definiere man
dann:

Cy(6) = {te[0<t<d, out) <s<@lt)},
C_(8) == {te"™|0<t<d, o) <s<(t)+2r}.

Afg. F: Man untersuche die Umlaufszahl von
a(t) — zo
t) = —_—
7( ) 20 + Ofo(t) — 2

beziiglich z.
Abschnitt 3.3:

Seite 139, ZEILE 20:

Dass f — ij:l h,, auf G holomorph ist, stimmt nicht, denn es gibt noch Sin-
gularitidten in D" := D\ D'. Trotzdem stimmt die Aussage von Satz 3.3.2. Das
Problem ist, dass der Cauchy’sche Integralsatz bis jetzt nur fiir geschlossene We-
ge in einfach zusammenhéngenden Gebieten bewiesen wurde. Benutzt man den
allgemeinen Cauchy’schen Integralsatz (Satz 5.1.8. auf Seite 284), so erhilt man
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folgende Aussage: Ist G C C ein (beliebiges) Gebiet, v ein geschlossener Inte-
grationsweg in G, n(vy,z) = 0 fir alle z € C\ G und f holomorph auf G, so ist
fv f(2)dz = 0. Damit lésst sich der Residuensatz 3.3.2. wie formuliert beweisen,

denn f — Zﬁ;l h, ist auf dem Gebiet G \ D" holomorph. Will man auf die Ver-
wendung des allgemeinen Integralsatzes verzichten, so muss man im Satz 3.3.2.
voraussetzen, dass D eine endliche Menge ist, und im Beweis von f die Hauptteile
in sdmtlichen Punkten aus D subtrahieren.

Seite 141, im Argument-Prinzip: Hier tritt das gleiche Problem wie beim Re-
siduensatz auf. Man sollte voraussetzen, dass N U P endlich ist.

Seite 144, ZEILE 4:
Man ergénze: ,(a —1)> =a®> —2a+1<a*+2a+1=(a+1)% also...*

Seite 144, ZEILE 20:

Der Beweis von Satz 3.3.10 kann einfacher gefithrt werden:

BEWEIS:  Es reicht, ein normiertes Polynom p(z) = 2" 4+ a, 12" '+ -+ ag zu
betrachten. Man schreibe dann p(z) = 2™(1 + ¢(z)) mit g(z) == ap_1/2 + -+
ag/z". Ist € > 0 vorgegeben, R > 0 hinreichend grofi und |z| > R, so ist

Ap—1 Qg

=R R S

also [p(2)] = |z|" |1 + g(2)| < C-|z|™, fiir C :=1+¢e. AuBlerdem gilt: Wahlt man
e<l;soist c:=1—¢e>0und |p(z)| > |2]"- (1 —|g(2)]) > c-|z|" .

Seite 146, ZEILE 3:
Im Sinne der Ubersichtlichkeit sollte man hier einen Satz formulieren:

Satz:
Sei f(z) = p(2)/q(z) rational und ohne reelle Polstellen, deg(q) > deg(p) + 2.
Dann existiert das uneigentliche Integral

OOf(iL‘) dr = 2mi - Z resz<f)'

Im(z)>0

Seite 147, vor ,,3.3.13. Aufgaben*:

Man sollte hier noch einen Typ (3) einfiihren, Integrale der Gestalt R(x)e'® mit
einer rationalen Funktion R. Man spart dann an anderer Stelle die entsprechenden
Abschétzungen ein.



Satz: Sei f(2) = p(2)/q(z) rational und ohne reelle Polstellen, o > 0 und
deg(q) > deg(p) + 1. Dann ist

+00 ) )
f(x)e'*dx =2mi - Z res, (f(z)e'*?).

Im(z)>0

BEWwWEIS: Aus den Voraussetzungen folgt, dass Konstanten C', R > 0 existieren,
so dass |f(z)| < C/|z| fiir |z] > R ist. Insbesondere ist dann lim.|, f(2) = 0.
Die Existenz des uneigentlichen Integrals darf man hier nicht voraussetzen. Man
muss also einen neuen Beweis finden. Dazu benutze man die folgenden Integrati-
onswege:

V2 i s

V3 N

—a 0 b

Es sei stets s = a + b, und die Zahlen seien auflerdem so gewihlt, dass alle
Polstellen von f in H im Innern des Rechtecks liegen. Es reicht zu zeigen, dass
die Integrale I, := f% f(z)e'**dz fiir v = 1,2,3 und a, b — oo gegen null streben.
Dabei sei v, (t) := b+ it und y3(t) := —a+ it fir 0 <t < s, sowie Yo(t) :=t+ is
fiir —a < t < b. Insbesondere folgt dann auch die Existenz des uneigentlichen
Integrals.

1) Die Standardabschéitzung ergibt:

L] < (a+b)-sluﬁ>|f(z)ei°”| < s-e‘“s-s‘urflf(z)l
Y2 72

< sup|f(z)| — 0 fir s — oo,
12l

wobei man annehmen konnte, dass e*® > s ist.

b) Es ist

71l

L] < /|f(b+it)|-e_o‘tdt < sup|f|-/ e dt
0 0

1—e™ 1
= sup|f]- —° < —sup|f| — 0 fiir a,b — oo.
7l @ Q|
I3(t) wird analog abgeschitzt.
Damit folgt die Existenz des uneigentlichen Integrals und die Formel. u

Bemerkung: Der Beweis der ,, Komplexen Umkehrformel“ (Seite 167/168) entféllt
dadurch.



Man konnte dann als Beispiel die folgenden Integrale berechnen:
o cos T o sin

—d d ———dx.

/_oox2+2x—|—4 o /_Oox2—l—2x—|—4 v

Seite 147, in Aufgabe B: Die Definition von « sollte lauten:
alt) = 14 ef@=m fiir 0 <t < 2m,
T =14 e @2 fijr 2 < t < 4.
Seite 148, in Aufgabe C: Es fehlt ein (c¢) vor dem dritten Teil der Aufgabe.

Zu den Aufgaben (3.3.13):

Afg. A: In z liegt eine Polstelle der Ordnung 3 vor. Man erhilt:

res,, (f) = ———1i.

Afg. B: Der Integrand hat einfache Polstellen bei 2,/ = £1i und bei 23,4 =
+1/2. Nach der Korrektur der Aufgabenstellung erhélt man: [ f(z)dz = 0.

Wire die Umlaufszahl im linken Kreis = —3, so wére [ f(z)dz = —27i.

Afg. C: a) [ f(z)dz=10r7i.
b) I'GSO(f> = a_1 = 1/2

¢) Man muss den Satz von Rouché zweimal benutzen und erhélt dann: f besitzt
in D;(0) keine Nullstelle, aber 7 Nullstellen in D5 (0).

Afg. D:

o0 2 1
/ Tt dx = /2.

|

Afg. E:  Esist J = 7/(4a?).

Afg. F: Seizy:= i und z; := —1+ i. Dann ist

91 —12 3—4i

100 und  res, (f) = BT

resz (f) =



Afg. G: a) Pol 1.0rdnung, reso(f) = 1.
b) Pol 1. Ordnung, resy(f) = —1/5.

c¢) Pol 1.0rdnung, resy(f) = 1.

d) Pol 3. Ordnung, resy(f) = —1/6.

Afg. H: z := e'™/" ist die einzige Singularitdt von f(2) := 1/(1 + 2") im
Innern des Weges a + 5 — 7. Dabei ist res,,(f) = —zy/n. Das Integral iiber
strebt fiir R — oo gegen 0, und deshalb ist

—27mi 2 2/00 dt
= (1—2z5)
(1==) |

n 14t

Afg. I: Die Kurve ist eine Ellipse mit den Brennpunkten —2 und 2, also
den Halbachsen a = 3 und b = /5. Der Integrand f(z) hat bei z; := i einen
einfachen und bei zo := —i einen dreifachen Pol. Es ist res, (f) = —1/8 und
res.,(f) = =5+ 9/8. Damit ist [ f(z)dz= —8ri.

Afg. J: Die Aufgabe wére mit Kenntnis des Abschnittes 3.4. leichter zu 16sen,
es geht aber auch direkt. Hier sind zunéchst ein paar Schritte zur Vereinfachung:

1. Da der Grad des Nenners von R(z) := x/(z* 4+ 1)? deutlich héher als der
Grad des Zahlers ist, existiert das uneigentliche Integral. Da der Integrand
R(z)sinx gerade ist, ist

o 1 o0
/ R(z)sinzdr = 5/ R(x)sinzx dz.
0

—00

2. Wegen der in (1) festgestellten Symmetrie ist

e R
/ R(z)sinxdr = lim R(z)sinx dz.

00 R—oo J_p

Man braucht die Grenzen —R und R also nicht unabhéngig voneinander
gegen oo gehen zu lassen. Deshalb bietet sich folgender Weg an:




Sei op : [-R,R] — C definiert durch og(t) := ¢t und vg : [0,7] — C
definiert durch yp(t) = Re't. AuBlerdem sei ag := o + yg. Dann ist ar ein
geschlossener Weg, der den singuldren Punkt i enthélt.

3. Man beachte noch, dass sinz = Im(e'?) ist. Da sich sin(it) fiir ¢ — oo
schlecht abschétzen lédsst, arbeitet man besser mit der Exponentialfunktion

und dem Integranden
z

f(z) := meiz.

Dann 1st/ R(z smxdx—lm/ f(z) dx und

/f dx+/f’m V() dt = /f )dz = 2 - res: (1),

™

4. Kann man also zeigen, dass I%im F(vr(8)) YR(t) dt = 0 ist, so ist
— 00 0

/000 R(z)sinzdr = %Im(%ri res; (f)).

Die Abschéitzung des Integral iiber den Halbkreis vz funktioniert nun folgender-
maflen:

Da sich der Grad des Zéahlers und der Grad des Nenners um 3 unterscheiden, gibt
es eine Konstante C' > 0 und ein Ry, so dass |R(z)| < C/|z]? fiir |z] > Ry gilt.
Beriicksichtigt man, dass sint symmetrisch zu ¢ = 7/2 und sint > (2t)/7 auf
[0,7/2] ist, so erhédlt man fir groes |z| die Abschétzung

[ romtorn | < / R0 (1) dt

2C :
o —Rsint —Rsint
= R2 ; e dt = ﬁ dt
20 [™/? C
S ﬁ ) 672Rt/ﬂ' dt — RZ: (1 — e ),

und das strebt fiir R — oo gegen 0.
Nun bleibt nur noch das Residuum zu berechnen:

ZeIZ

I [ ze ]’ 1
eSi 5y = — | ==.
e TS ) T %

Damit ist

/000 R(z)sinz dz = Im(mires; (f)) = —.
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Afg. K: a) Das Residuum in z = 1 ist der Koeffizient bei (2 —1)7!, also = 2¢*.

o0

1 3 2
b) Es ist f(z) := ZQ(Z—_3)2 = Z %(z —3)™ und res3(f) = ~50
m=—2

Afg. L: Es handelt sich um ein Integral vom Typ 1. Es ist

—4z 5

T =5e s —ijme W resisl) =g

also  [771/(5— 3sint)?dt = (57)/32.

Afg. M: Bei der Berechnung geht man genauso wie bei Aufgabe (L) vor. Das
Ergebnis ist 7.

2
dt om
Afg. N: Esist —_— = —
& 515/0 (3cost+5)2 8

25 s

Afg. O: Esist dz = —— —A4ri.
& SIS/(;(,Z?—l)(z—i-i)QZ 2

Abschnitt 3.4:

Seite 151, ZEILE 15:

Auch hier sollte ein Satz formuliert werden, um das Ganze iibersichtlicher zu
gestalten:

Satz: Ist Re(a) > 0, lim f(2)2* = 0 und ‘lim f(2)z* = 0, so existiert das

z—0 z|—o00
Integral
h (z)z* tdo = o Zres (f(z)z""1)
0 1 — e2mia . w ’
we

Seite 153, vor Typ 4:
Hier sollte noch ein weiteres Beispiel eingefiigt werden, zum Beispiel die Berech-

nung des Integrals [ := / (Inz)
0

71 dz. Das wird in der zweiten Auflage geschehen.
x

Seite 154, ZEILE b:

Auch hier sollte ein Satz formuliert werden, der prizisiert, was danach bewiesen
wird.



Seite 156, ZEILE 5 von unten:

Es muss heiflen a
f(z) = f—i—ao—l—alzqt...

Seite 158, ZEILE 1 von unten:

In der Skizze sollten Bezeichnungen ergénzt werden:

—R

Seite 159, ZEILE 1:

Verbesserter Text:  FEs sei 2o € Rund —R < 2y < R. Auflerdem gebe es zu jedem
€>0en Ry >0,so0dass...*

Seite 159, ZEILE 4:

\/a 1G4 < R

;Z—I’O R—RQ

m
. Sup|f| = m . Sup|f|

ol ol

Seite 170, ZEILE 16:

Es ist vollig unklar, was dort definiert wird. Die Definition kann man weglassen,
nur der Text soll bleiben (inklusive der Einfithrung der Begriffe ,, Originalfunktion*
und ,, Bildfunktion*).

Seite 175, ZEILE 4 von unten:

,wenn wir mit F'(z) die Laplace-Transformierte £[f(t)] bezeichnen.“
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