Losungen und Loésungshinweise
zum Grundkurs Analysis 2

Vorbemerkung;:

Bei einem Buchprojekt dauert meist alles etwas langer als geplant. So ging es mir
mit dem Erscheinungdatum des zweiten Bandes, der sich vom Januar auf den April
verschob (und damit liege ich — glaube ich — noch gut im Rennen), aber vor allem
beim Erstellen der Musterlésungen.

Aber jetzt liegen sie komplett vor und ich danke allen Lesern fiir ihre Geduld.

K. Fritzsche, Wuppertal, 22. Juli 2006.



2 Losungen und Losungshinweise

Losungen zu den Aufgaben in 1.1

A. Die Vektoreigenschaften nachzuweisen, ist trivial. Nach Definition von E ist
N(a) stets endlich. Einen Augenblick nachdenken muss man hochstens bei
der Dreiecksungleichung. Fiir jedes n ist

Z|ai+bi‘ < Z|ai|+2‘bi|
i=1 i=1 i=1

< N(a)+ N(b).
Dann ldsst man n gegen Unendlich gehen.

B. Sei U.(x¢) C M. Seid < e/y/n. Ist max(e’,e”) < 6 und x € Uy (x5) X Uan (X7,
80 ist ||x — Xg|| < v/ |x —x0| < v/nd <e.

C. Bei d; ist die Aussage trivial. Bei ds ist es etwas schwieriger, die Dreiecksun-
gleichung zu beweisen. Man zeigt aber recht leicht fiir reelle Zahlen x,y > 0:
Ist v <y,soist 1/(1+x)>1/(1+y) und daher /(1 +2) < y/(1+y). Ist
nun a < b+ ¢, so ist

a b+c b c b c
S = + < + .
l1+4a " 14+b+c 1+b+c 14+b+c 1+b 1+c¢

Man setze a = [|x — y|, b= ||lx — z|| und ¢ = ||z — ¥]||.

D. a) {z €R : 0 < 2? <2} = (—+/2,0)U(0,v/2). M, hat keinen inneren Punkt,
[—v/2,/2] ist die Menge der Haufungspunkte und auch der Berithrungspunk-
te.

b) (2,5) x (3,7) ist die Menge der inneren Punkte von M, [2,5] x [3,7] die
Menge der Haufungspunkte und Beriihrungspunkte.

c) M3 = (—o0,—2) U (0,00) ist offen, die Menge der Haufungspunkte (bzw.
Berithrungspunkte) ist (—oo, —2] U [0, 00).

d) My ist die Vereinigung aller Mengen S,, := [—1/n,1/n| x {1/n}, besitzt
also keine inneren Punkte. Die Menge der Haufungs- und Beriihrungspunkte
ist My U{(0,0)}.

M,
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e) Ms = ist ein offenes Quadrat, aus dem eine Folge von Stacheln herausge-
nommen wird.

Bis auf die Spitzen der Stacheln, die zu Mj; gehoren, sind alle Punkte von Mj
innere Punkte. Es ist M5 = [0, 1] x [0, 1].

f) Bei Mg werden aus R? zwei abziihlbare Scharen von achsenparallelen Gera-
den herausgenommen. Da Q dicht in R ist, besitzt Mg keine inneren Punkte.
AuBerdem ist Mg = R2.

E. Die Gleichungen und Inklusionen sind leicht zu zeigen, z.B.:

Ist x € (M; N Ms)°, so 3e > 0 mit U.(x) C My N My. Dann ist U.(x) C M,
und U.(x) C My, also x € M und x € M5 und damit x € M; N M.

Oder: Sei x € M; U M,. Dann gehort x zu M, oder zu M,, etwa zu M;.
Dann enthélt jede Umgebung U = U(x) einen Punkt y € M; und damit
€ My U Ms. Also gehort x zu My U M.

Gegenbeispiele: Sei M := [0, 1], My := [1,2]. Dann ist ]\Zfl U ]\22 = (0,1) U
(1,2) und (M; U Ms)° = (0,2). Ist umgekehrt M; := (0,1), My := (1,2), so

ist M1 r\lﬁgz{l} und MlﬂMQZQ.

F. a) Sei xg € M. Dann Je > 0, so dass U.(x¢) C M ist. Dann gibt es zu jedem
x € U, ein 0 > 0, so dass Us(x) C Us(xg) C M ist. Also ist M offen.

Ist M offen, so ist jeder Punkt innerer Punkt, also M = M.

b) Ist V' C M offen, so gehort V' ganz zu M. Umgekehrt ist M eine offene
Menge, die in M liegt.

G. a) Esist M = M U OM. Daraus folgt, dass R" \ M offen ist, also M abge-
schlossen. Es ist M C M, und wenn M abgeschlossen ist, dann gehdren alle
Héaufungspunkte von M zu M.
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QIS’C N C M, so ist N C M. Ist also A abgeschlossen und M C A, so ist
M C A = A. Damit ist ,C* klar. Weil aber M selbst eine abgeschlossene
Menge ist, die M umfasst, folgt auch die umgekehrte Richtung.

. a) Sei (x,y) € (N x M). Dann gibt es eine Folge von Punkten aus N x M,
die gegen (x,y) konvergiert. Also liegt (x,y) in N x M. Liegt x nicht in ON,

so liegt x in N. Wiirde auch noch y in M liegen, so wire (x,y) ein innerer
Punkt von N x M, und das kann nicht sein. In dem Fall gehort y zu oM.

Sei umgekehrt (x,y) € (ON x M) U (N x ON). Wir untersuchen nur den
Fall (x,y) € ON x M. Dann ist x € ON und y € M. Ist U = U’ x U”
eine Umgebung von (x,y) in R” x R™, so gibt es Punkte x; € U’ N N und
x2 € U'N(R"\ N). AuBerdem gibt es einen Punkt z € U” N M. Dann liegt

(x1,2) in UN (N x M) und (xg,2) in U N (R"™\ (N x M)).
b) Druckfehler: Voraussetzung ist die Bedingung N N M = @.

Sei x € (N U M). Dann gibt es Folgen (x,) in N U M und (y,) in R™ \
(NUM) = (R"\N)Nn(R™\ M), die beide gegen x konvergieren. Wegen der
Voraussetzung miissen entweder fast alle x,, in IV oder fast alle in M liegen.

Ist ersteres der Fall, so liegt x in N und damit in ON. Im anderen Fall ist
x € OM.

Ist umgekehrt x € ON UM, etwa x € N C N, so gibt es Folgen (x,) in N
und (y,) in R™\ N, die beide gegen x konvergieren. Aber dann liegt x,, auch
in N U M. Nach Voraussetzung liegt x nicht in M und daher fast alle y, in
R™\ M, also in R™\ (N U M). Das bedeutet, dass x € 9(N U M) ist.

Esist N = NUON und NNON = &. Sei x € N.

i) Ist N offen, so trifft jede Umgebung von x auch N, kann also nicht in N
liegen.

i) Ist N abgeschlossen, so trifft jede Umgebung von x auch R”\ N und kann
nicht in N liegen.

. Sei M nirgends dicht. Annahme, es gibt einen Punkt x € (M )°. Dann gibt es
eine Umgebung U = U(x) C M und x ist kein Haufungspunkt von R™\ M.
Also ist R™ \ M nicht dicht im R”. Das ist ein Widerspruch. Die Umkehrung
funktioniert dhnlich.

. Esist R"\ A = (K\A)UR"\K) = UU(R"\ K), also offen im R". Damit ist A
abgeschlossen (im R™), und eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten
Menge ist wieder kompakt. Natiirlich gibt es auch andere Beweise.

. Das Infimum sei mit d bezeichnet. Dann gibt es Folgen x, € A und y, € K
mit dist(x,,y,) — d. Eine Teilfolge (y,,) konvergiert gegen ein y, € K. Dann
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ist dist(x,,,yo0) < dist(x,,,y,,)+dist(y,,, yo), und die rechte Seite konvergiert
gegen d. Also ist die Folge der x,, beschrankt und besitzt eine Teilfolge, die
gegen ein xgy € A konvergiert. Offensichtlich ist dist(x,yo) = d.

Die Mengen Ay := {(z,1/z) : © > 0} und Ay := {(x,—1/z) : z < 0} sind
abgeschlossen und disjunkt, ndhern sich aber beliebig an.

L. Zunéchst sei GG ein Gebiet und f : G — R eine stetige Funktion, die hochstens
die Werte 0 oder 1 annimmt. Wir nehmen an, dass es Punkte x,y € G mit
f(x) =0und f(y) =1 gibt. Dann gibt es einen stetigen Weg o : [0,1] — G
mit a(0) = x und (1) = y. Auch foa :[0,1] — R ist stetig Aber dann
miisste f o a auf [0, 1] auch Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Das geht
nicht, nach Voraussetzung iiber f. Also muss f konstant sein.

Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt, xo € G und
U:={x € G : x kann in G durch einen stetigen Weg mit xo verb. werden}.

Die Funktion ¢y : G — R sei definiert durch cy(x) := 1 fir x € U und
cy(x) := 0 fiir x € G\ U. Man iiberlegt sich leicht, dass ¢y stetig ist (da jeder
Punkt in G eine kleine Kreisumgebung in G besitzt). Also muss ¢y konstant
sein, und das cy(xg) = 1 ist, ist U = G, also G ein Gebiet.

M. a) Die Menge C' = Cp(x) aller Punkte x € B, die innerhalb von B durch
einen stetigen Weg mit xy verbunden werden koénnen, ist offen und daher ein
Gebiet. Es muss G = C sein.

b) Ist x € Cp(x1) NCpr(x2), so muss Cp(x;1) C Cp(x2) und Cp(x2) C Cp(x;)
sein, also Cp(x;) = Cp(Xa).

c¢) Das System aller Kugeln mit rationalem Mittelpunkt und rationalem Ra-
dius ist abzéahlbar. In jeder Zusammenhangskomponente kénnen wir eine sol-
che Kugel auswéhlen, und wegen (b) konnen wir annehmen, dass jede Kugel
hochstens einmal vorkommt.

N. a) Sei K C R™ kompakt, (x,,) eine schnelle Cauchyfolge in K. Eine Teilfolge
(xy,) konvergiert gegen einen Punkt x, € K. Weil ||x,, — x;,,41]| gegen Null
konvergiert, erhilt man mit etwas Epsilontik, dass schon (x,,) selbst gegen x,
konvergiert.

b) Jede schnelle Cauchyfolge in K konvergiere gegen einen Punkt von K. Es
sei (x,,) eine beliebige unendliche Folge in K. Es gibt endlich viele abgeschlos-
sene Kugeln vom Radius 1, die K iiberdecken. Eine davon, die wir K nennen,
enthélt unendlich viele x,,. Die kompakte Menge Ky wird von endlich vielen
Kugeln vom Radius 1/2 iiberdeckt. Eine davon, die wir K; nennen, enthélt
wieder unendlich viele x,,. So fahrt man fort.
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So gewinnt man eine Folge Ky D K; D Ky D ... von Kugeln, wobei K,
den Radius 27" hat. Und in jeder Menge K N K, kann man ein Element x,,,
finden. Dann ist die Teilfolge (x,, eine schnelle Cauchyfolge und konvergiert
gegen einen Punkt xy € K. Also ist K kompakt.

. Sei @ : [0,1] — G ein stetiger Weg, der x; mit xo verbindet. Dann ist g :=
foa :]0,1] — R stetig, g(0) = a und g(1) = b. Also gibt es ein ¢, € [0, 1]
mit g(ty) = c. Sei xg := a(tp).

. Ist xg € (), G., so kann man jeden Punkt aus G von x( aus erreichen.

. Wire G ein Gebiet, so konnte man 0 und xq := (2,0,...,0) in G durch einen
stetigen Weg miteinander verbinden. Dieser Weg miisste aber andererseits
wegen des Zwischenwertsatzes das Komplement von G treffen. Das ist ein
Widerspruch.

. Esist |A] = 1, JA| = 2 und [|A]lop = V2.

. Annahme, f(x) =z und f(y) =y fiir x,y € R, x # y. Nach dem Mittelwert-
satz gibt es ein ¢ zwischen x und y mit f'(c) = (f(y) — f(x))/(y — z) = 1.
Widerspruch!

. Der Sinus ist auf I := [0, 7/3] monoton wachsend. Daraus folgt fiir z,y € I:
. THYy . Ty
cosz — cosy| = 2|sin | - | sin 5
< psin Y o~y
V3
< 7|$ -yl

1
Dabei ist sing = 5\/3 < 1. Also ist f(x) := cosz auf I kontrahierend.

3
. Bsist f(z) =2 <= 2°— 3%~ 7 = 0, mit Losungen x = 7/2 und x = —2.
In [3, 4] liegt nur die erste Losung.
Ist 3<x<4,s0ist 1/4 <1/x <1/3 und 3.25 = 13/4 < f(z) < 23/6 =
3.8333..., also f([3,4]) C [3,4]. AuBerdem ist

@)= 51 = | =2 < G-,
also f kontrahierend. Das Fixpunktverfahren liefert die Losung.
Es sei 2 := 3 und 2,41 := f(2,), mit f(z) := 7/x + 1.5. Dann ist
r1:=38333...,09:=3.326...,03:=3.6...,14:=3442...,
T5:=3.9337..., 06 :=348... 27 :=351...,28:=349... 29 :=3.5...



Grundkurs Analysis 2 7

Losungen zu den Aufgaben in 1.2
A. a) Dy = D3(0), Wertebereich = [0, 3], Gy = obere Halbsphére.
b) Wertebereich = [—10, 5], Minimum bei (3, —3), Maximum bei (0, 0).

B. a) Da B offen ist, gibt es ein r > 0, so dass B,.(a) C B ist. Weil a stetig und
a(0) = a ist, gibt es ein € > 0, so dass a(U.(0)) C B,(a) C B ist.

b) Es sei fay in t = 0 differenzierbar. Dann existiert

fim L) = Jav(©) ) J@r V)= @)
t—0 t—20 t=0 t
C. Esist
Ja vl = lall* = (lalP + 2t(a-) + £IVIE)” = (lal*)

= 2lla]?(2t(a-v) + 2|v]?) + (2t(a-v) + £]v]?)
= 2tal*(2(a+v) +t][v]*) + £ (2(a+v) +¢][v]P),
also D, f(a) =4(a+a) - (a+v).
D. a) Sei v # 0 beliebig und f(x) := x+v. Dann ist

D\ f(a) — liy BV Z

=vev > 0.

b) Sei f : R™ — R beliebig und a € R™ beliebig. Ist V f(a) = 0, so verschwin-
den alle Richtungsableitungen von f in a. Sei also v := V f(a) # 0. Dann ist
Dyf(a)=vev>0und D_,f(a)=—vev <0.

E. a) g(t) := (sint)/t kann in ¢ = 0 stetig durch den Wert 1 ergédnzt werden.
o(z,y) = x* 4+ y* ist stetig mit Wert (0, 0) = 0.

Also ist f := g o ¢ stetig und f(0,0) = ¢g(0) = 1.

b) Sei f(z,y) := (z* — y*)/(2* + y?). Dann ist f(x,0) = 1 fiir z # 0 und
f(0,y) = —1 fiir y # 0. Der Grenzwert kann nicht existieren.

c) Es ist

| 322y

24y

und das strebt fiir (z,y) — (0,0) gegen 0. Ist € > 0 vorgegeben und § := ¢/3,
so gilt: Ist 0 < ||(x,y)|| < 9§, so ist 3ly| < 3\/22 +y% < 30 =e.

d) Es ist

7| =

x(mzx)? ?m?

22+ 4(mx)6 1+ dmbz?t’

fx,mz) =
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und das konvergiert fiir x — 0 gegen Null. Andererseits ist
6
3 y L.
=———=_f 0.
fW’y) Fap 5 iir y #
Also kann der Grenzwert von f(x,y) fiir (x,y) — (0,0) nicht existieren.
. Fiir ¢t # 0 und (a, b) # (0,0) ist

f(ta,tb)  b°
t a2 b2

Das ist auch schon die Richtungsableitung. Insbesondere ist V f(0,0) = (0, 1),
also V£(0,0)«(a,b) = b. Das stimmt nur fiir a = 0 mit D(44)f(0,0) iiberein.
a) Zur Kontrolle: f,, = €¥/z, fo. = —€¥/2% f,. = —we¥/2? und foy. =
—e¥ /22

2 _ .2 2 _ 2

Y- a7 2 —y
— un = -
(22 + y?)? (@ y?)?

- a) Esist fo = —sin(z/(1+y))/(1+y) und f, = sin(z/(1+y)) 2/(1+y*),
also Vf(m, 1) = (=1/2,7/4).

b) V£(3,2,1) = (1/3,—-1/3,—1/3).

. Setze a(t) := tx. Dann ist foa(t) =17 f(x) und (f o ) (t) = ptP~! - f(x).

Setzt man ¢t = 1 ein, so erhélt man die Behauptung.

. Sei xg € B, zg := Xg, 2; — Z;_1 = (x; — xgo))ei, ..., Zp, = x. Auflerdem sei
|f2;] < M; auf B. Ist e > 0 gegeben, so setze man § < /(M +---+ M,). Ist
lIx — xo|| < 9, so ist

b) Es ist f,. =

() = f(x0)| = !Z oy ()@ =) |

Z MZ(S < €.
=1

IN

. Esist

flx,y)—f(1,1) = 2P +ay+y>—1-1-1
= (@-D)+@-1)+zy—1
(=@ +r+ )+ -Dy+1)+(@-Dy+(y—1)
= 1l-z-D+2-(y—D+ @ +z+y)(z—1)+yly—1).

Das wére eine Antwort auf die Frage, aber das war eigentlich nicht gemeint,
die Formulierung der Aufgabe ist leider etwas unvollsténdig. d1, do sollten so
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gewdhlt werden, dass  lim  di(z,y) = lLm  d9(1,1) = 0 ist. Dazu muss
(z,y)—(1,1) (z,y)—(1,1)
man & (x,y) :=2*> +z +y — 3 und d(z,y) :=y — 1 setzen und erhiilt:

fle,y) = f(L,) =4-(z-1)+3-(y— 1) +di(z,y)(x — 1) + d2(z,y)(y — 1),
also A =4 und B = 3.
L.a)z=2—-4(z—-1)—-2(y—1).

3 3

M. a) Fiir (x,y) # (0,0) ist fo(z,y) = (ﬁfw und fy(z,y) = m

Weil f(z,0) =0 und f(0,y) = 0 ist, erhélt man f,(0,0) = f,(0,0) = 0.

Weil 22 + y? > 22 ist, ist |f,(z,y)| < |23/(2?)%?| = 1. f, wird genauso
abgeschétzt.
b) Fiir (z,y) # (0,0) ist

Ty
NZEST
Verwendet man das erste Differenzierbarkeitskriterium, so miisste — wenn f
in 0 total differenzierbar wire — limy, o 7(h)/||h|| = 0 sein. Es ist aber

f(x,y) - f(0,0) - fm(oa 0) T fy<070> Y= T(Iay) =

I r(t,t) I t2 1
im——= =lim— = —.
= IO =0 V262 V22 2
Also kann f im Nullpunkt nicht total differenzierbar sein.

N. Die Funktion g¢(t) := sm(l /t) (mit g(0) := 0) ist iiberall differenzierbar.

Alsoist f(x,y) =g \/ y?) fir (z,y) # (0 O) total differenzierbar. Weiter
ist f(z,y) — f(0,0) =2 A (w y) +y-Ao(z,y) m

1 1
—— und Ay(z,y) =y sin ——.
V2 +y? /22 + 12

Offensichtlich streben A;(x,y) und Aq(z,y) fir (z,y) — (0,0) gegen Null.
Nach dem dritten Differenzierbarkeitskriterium ist f auch im Nullpunkt total
differenzierbar und V £(0,0) = (0, 0).

Sei h(z,y) := \/x? + y?, also f = g o h. Dann ist

fx(xay) = g’oh(x,y) 'hx(xay)
1
= (2h(z,y) - sin e cos

Ay (z,y) == -sin

) T 1
= 2z -sin — Ccos

ha,y)  h(x,y)  h(z,y)
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Der erste Summand strebt fiir (z,y) — (0,0) gegen Null. Der zweite konver-
giert nicht, denn fiir # = y ist #/h(z,y) = £1/v/2 und cos(1/h(z,y)) oszilliert
zwischen —1 und +1. Also ist f im Nullpunkt nicht stetig differenzierbar.

O. Sei at) :=a+t(b—a)=(1—1t1,t) furt € [0,1]. Esist Vf = (yz, zz, zy),
also Vf(a(t)) = (t,t —t*,1 —t). Weil f(b) — f(a) = 0 ist, suchen wir ein ¢
mit

0=(t,t—t*1—1)e(~1,0,1) = —t+1—t=1-2t,
also ¢ = 1/2. Dann ist der gesuchte Punkt c =a+ (b —a) = 1(1,2,1).

P. Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein § > 0, so dass || Df(x) — Allop < €
fir alle x mit ||[x —al| < ¢ gilt. Zu jedem solchen x gibt es ein ¢ auf der
Verbindungsstrecke zwischen a und x, so dass f(x) — f(a) = Df(c)(x — a)
ist (der Mittelwertsatz ldsst sich auch fiir diesen Fall beweisen). Dann ist

[f(x) = f(a) = Ax—a)[ = [(Df(c) = A)(x — a)| < ]x —al.

Das zeigt die Differenzierbarkeit von f in a, sowie D f(a) = A.

Losungen zu den Aufgaben in 1.3

A. Wir berechnen die Taylorentwicklung nur bis zur 2. Ordnung. Es ist
6.’E

T

und (foas foys fyy) = (16_

el‘

y’(l—y)Q)’
er 2¢e* )
y (L—y)?" (1—y)3"

also
f(l‘7y) = (070)+fx(070)x+fy(070)y+

(fm((), 0)2° + f1y(0,0)2y + £,,(0, O)yQ) + R(z,y)

N

1
5(?62 + 22y + 2y°) + R(z, y)

1
= l+oty+5e’+ay+y° + Rxy).

+r+y+

B. a) Vf = (4o — 3y?, —6zy + 4y®), einziger kritischer Punkt (0,0), H;(0,0) =

4 0

0 0

sage treffen. Betrachtet man allerdings f entlang von Geraden durch Null, so
erkennt man, dass im Nullpunkt ein Minimum vorliegt.

. Damit ist H;(0,0) positiv semidefinit und man kann keine Aus-

b) Vg = (82% — 423, 12y* — 4y?*), kritische Punkte (0,0), (0,3), (2,0), (2, 3),

162 — 1222 0
Hy = ( 0 24y — 124 ) also
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Hg(o,o):(g 8),Hg(0,3):(8 —%6)’H9(2’0):(_36 8)

und  Hy(2,3) = ( _016 —036 ) .

Bei (2, 3) liegt ein lokales (und globales) Maximum vor, Sattelpunkte gibt es
nicht.

c) V = (423 —4y, 43> — 4x), kritische Punkte bei (0,0), (1,1), (=1, 1), H, =

2 PR—
( 132 12;2 ) und det Hy, = 14422y —16. Bei (0,0) liegt ein Sattelpunkt

vor, bei (1,1) und (—1,—1) jeweils ein Minimum.

d) Vk = (3y*+3x(x—2), 6y(z—1)), kritische Punkte bei (0,0), (2,0), (1,1), (1,—1).

Esist H, = < 61’6; 0 6276% 6

ein Minimum, bei (1,1) und (1, —1) Sattelpunkte.

. Bei (0, 0) liegt ein Maximum vor, bei (2, 0)

C. Esist f(x) =Y (xex—2x+a, +a,-a,), also

v=1

N
Vf:2N-X—2ZaZ,.

v=1
1 N
x ist kritischer Punkt <— x= — a,.
PR

Esist f(x) > 0 tiberall und f(x) strebt fiir ||x|| — oo gegen +oo. Das globale
Minimum muss in einer offenen Kugel um den Nullpunkt liegen. Dort ist dann
V f = 0. Und dafiir haben wir nur den obigen Kandidaten.

D. Esist Vf = (ye™+2x, re™ +2ay), kritische Punkte sind (0,0) und (++/ay, y)
mit y # 0. Den Fall x = y/ay kann man ausschlieBen, also kommt nur x =
—+y/ay in Frage. Dann ist

Yy =p:= ﬁln(%)

. 2 1
Es ist H¢(0,0) = < . %
H¢(0,0) positiv definit und in (0,0) liegt ein Minimum vor. Ist a < 1/4, so
liegt ein Sattelpunkt vor. Im Falle a = 1/4 liegt weder ein Extremwert noch
ein Sattelpunkt vor.

), also det H(0,0) = 4a — 1. Ist a > 1/4, so ist

Ist a > 1/4, y # 0 und @ = —/ay, so ist ye™ + 2z = ye V&’ — 2\ /ay =
y(e V%' —2,/a), und dieser Ausdruck kann nicht verschwinden (denn \/ay? >
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0, also eVt < 1, aber andererseits —2y/a < —1). Den kritischen Punkt
(—v/ay,y) mit y # 0 gibt es also nur, wenn 0 < a < 1/4 ist. Da f nur
positive Werte annimmt und f(x,y) fiir ||(z,y)|| — oo gegen +oo strebt,
muss f ein globales Minimum besitzen. Ist a > 1/4, liegt das im Nullpunkt
vor. Ist a < 1/4, gibt es zwei Minima in X1/, := £(—/ap,p) (f nimmt in
beiden Punkten den gleichen Wert an).

. a) Esist Vf = (5y(1 — 222)e="" 2" 5a(1 — 4y?)e~""~2"). Kritische Punkte
sind (0,0), sowie (£1/v/2,41/2). Es ist H(0,0) = ( g 8 ) (Sattelpunkt)
[ —20xyc 0 . . -

und H;(+£1/v/2,+1/2) = 0 40zye ) Letzteres ergibt ein Mini-

mum, falls xy < 0 ist, und ein Maximum, falls xy > 0 ist.

b) Es ist Vg = ((2z — z(2? — y2))e* /2 (—9y — y(a? — y2))e(*12*y2)/2)’
was die kritischen Punkte (0,0), (£+v/2,0) und (0,4+v/2) ergibt. Weiter ist

H,(0,0) = ((2) _02) (Sattelpunkt), H,(+v/2,0) = (‘%/ ¢ _2 /e)
(Maximum) und H,(0, £v/2) = ( 466 4(/)6 ) (Minimum).

Vf = (y(1 —32% — y?),z(1 — 2* — 3y?)). Man erhilt Sattelpunkte (0,0),
(0,4£1) und (£1,0), relative Minima bei £(1/2,1/2), relative Maxima bei
+(1/2,—1/2), absolute Minima bei +(1, 1) und absolute Maxima bei £(1, —1).

Es ist Vf = (—2sinz/2%,0,cosz/z?%), also Vf =0 <= sinz = cosz = 0.
Das zeigt, dass es keine kritischen Punkte gibt.

Es ist Vf = (—sinzsiny, (2 + cosz)cosy). Kritische Punkte gibt es fiir
x =km und y = (m+ 1/2)7. Dann erhélt man:

k gerade, m gerade = Hy= ( _01 _03 ) (Maximum)
k ungerade, m gerade — H;= ( (1) _01 ) (Sattelpunkt)
k gerade, m ungerade = Hy= (1) g (Minimum)
k ungerade, m ungerade — H; = ( _01 (1) ) (Sattelpunkt).

I. Setzt man 72 := x? + 2, so ist Vf = (yInr? + 22%y/r? xInr? + 2zy*/r?).

Kritische Punkte sind (0, +1), (+1,0) und (Fu, +u) mit u := 1/v/2e.

Die Funktion ist ungerade beziiglich « und y, deshalb sind (0,41) und (1, 0)
keine Extrema. Bei (u,u) und (—u, —u) liegt jeweils ein Minimum vor, bei
(u, —u) und (—u,u) ein Maximum.
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J. f(z,y) = |(z,y,42* + y*) — (0,0,8)||? = 2* + y* + (42* + y* — 8)?, also
V= (2x(3227 + 8y* — 63), 2y(82* + 2> — 15)).
Dann hat man die kritischen Punkte
xg := (0,0), xi := (0,++/15/2) und xj := (+4/63/32,0).

In xq liegt ein lokales Maximum vor, in xf Sattelpunkte und in xéﬁ Minima.
Die gesuchten Punkte mit dem kleinsten Abstand zu (0,0, 8) sind also die

3 /7 63
Punk <i— —,,—J.
unkte 4\/;0 3

K. Auf 0D verschwindet f, deshalb kann man sich auf das Innere beschranken.
Es ist Vf = (cosz — cos(x + y),cosy — cos(z + y)). Als kritischen Punkt
findet man dort den Punkt (27/3,27/3). Dort muss ein Maximum vorliegen,
der Wert von f ist (3/2)v/3.

L. Seig(z,y,2) :==2v+3y+42z—15. Esist Vf = (22,6y,42) und Vg = (2,3,4).
Die Gleichung Vf = AVg ergibt t = A =2, y = 1 und 2z = 2. Da f auf der
durch g = 0 gegebenen Ebene beliebig grofle Werte annimmt, liegt in dem
Punkt ein Minimum vor.

M. Auf der kompakten Sphéare S muss f Maximum und Minimum annehmen.
Die Gleichung (1,3, —2) = 2\(x,y, 2) liefert die Kandidaten x; = (1,3, —2)
und xo = (—1,-3,2). Es ist f(x;) = 14 und f(xy) = —14. Ersteres ist der
gesuchte grofite Wert.

N. Die Gleichung Vf = AVg hat hier die Gestalt (2z, —2y) = A(2z,2y). Das
liefert Kandidaten (0,41) und (£1,0). Im ersten Fall erhdlt man Minima, im
zweiten Fall Maxima.

Losungen zu den Aufgaben in 1.4

A. Einfache Rechenaufgabe. Zum Beispiel ist

de2T 22y (] 4 )
(f © g)x - (672:1:7211 _ eZ:vy)2

B. Esist

(fog)u(u,v) = 4(u+v?) cos2u + 2(sin 2u + v) — 2uv?,
und  (fog)y(u,v) = 2(u+v?) + 4v(sin 2u + v) — 2u’v.

C. Es ist det Jp(r, ¢, 1) = aber? sin .
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. Es ist det(A4) = > ; @ijAij, wobei die ,, Adjunkte* A;; nicht von a;; abhéngt.

Odet A

aij

Also ist

= A;;. Dabei ist

Az] = det(Al, e ,Aj,l,eiT,AjJrl, e 7An)

Nun folgt aus der Kettenregel:

f,(t) = ZAZJ ) ’Lj

- Zdet(Al(t),...,Aj,l(t),A;(t),AjH(t),...,An(t)).

. Esist
(foFu)r = (fooFu) cosp+ (fyoF,yu)- sing,
(foFu)e = (fooFuy) (—rsing)+ (fyoF) - (rcose)
und (foFy). = (f.oFy),
sowie

(foFsgpn)r = (faoFgn) - -cospcosy) + (f,oFgpp) - singcosy
+ (f2 o Fepn) - sin),
(foFsgn)y = (faoFgn) - (—rsinpcost) + (fy o Fypn) - (rcosgcosy)
und (f o Fopn)y (fo 0o Fspn) - (—rcospsiny) + (f, o Fypp) - (—rsingsiny)
+ (f. 0 Fypn) - (rcos).

. Es ist

—coshysinx  sinhycosx
Jp = . .
sinh y cos cosh ysin x

und det Jg = cos® & — cosh?y.

Da coshy > 1 und |cosz| < 1 ist, verschwindet die Funktionaldeterminante
nur, wenn cosx = 1 und coshy = 1 ist, also x = k7 und y = 0. Auflerhalb
solcher Punkte ist F lokal umkehrbar.

e“cosy —e’siny
e’ siny e’ cosy
iiberall lokal umkehrbar.

a) Es ist Jp = ) und det Jp = e** # 0. Also ist f

f ist nicht global injektiv, denn es ist z.B. f(z,y + 27) = f(z,y).

b) Es muss nur die Bijektivitéit von f : Rx (0, 27) — B := R*\{(u,0) : u > 0}
gezeigt werden.
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Injektivitat: Ist u = e™ cos(y;) = € cos(y2) und v = €' sin(y; ) = €™ sin(y2),
so ist €272 = u? +v? = ¥ also ¥y = xy. Daraus folgt: cos(y;) = cos(yz) und
sin(y;) = sin(yz), also y; = yo.

Surjektivitiit: Sei (u,v) € B, also v # 0 oder v < 0. Dann ist u* + v? = €%,
fir x := (1/2) In(u® 4+ v?). Ist u = 0 und v > 0, so setze man y := /2. Ist
u =0 und v < 0, so setze man y := 37 /2. Ist schliefllich u # 0, so setze man
y := arctan(v/u). In jedem Fall erhélt man so ein Urbild.

2z 2y
20 —2y
y # 0 ist. Dann ist F lokal invertierbar und

de® ) = gt == (0 ) =1 (Ve 45 )

H. Es ist Jp = und det Jp = —8zy, also # 0, falls  # 0 und

. x4 222%sin(1/x) fiir  # 0,
L Self(x)::{ 0 e fijra:i().

In Band 1, 3.2.28, Aufgabe C, wird gezeigt, dass f in x = 0 differenzierbar
und f/(0) > 0 ist. Allerdings ist f bei 0 nicht stetig differenzierbar. Also ist
die Abbildung F(z,y) := (f(z),y) im Nullpunkt differenzierbar, aber nicht
stetig differenzierbar, und det Jg(0,0) = f’(0) verschwindet nicht. F ist nicht
lokal umkehrbar: Da f stetig und auf keiner Umgebung von x = 0 monoton
ist, kann f auch auf keiner Umgebung von Null injektiv sein.

J. Annahme, F(a) = F(a+h). Setzt man g := F—id, soist h = g(a+h)—g(a),
nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz also

[hl < (| Tgllop - IIh]| = | — Enllop - [ < [[h]].
Das kann nicht sein.

K. Sei k := rgJg(a). Dann gibt es eine k-reihige Untermatrix A(x) von Jg(x),
so dass det A(a) # 0 ist. Da f stetig differenzierbar ist, hingt A stetig von x
ab. Also gibt es eine Umgebung U = U(a), so dass det A(x) # 0 fir x € U
ist. Also ist rg Je(x) > k fiir x € U.
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Losungen zu den Aufgaben in 1.5

A.

Sei f(x,y) := y+1—cosy—=zy. Dann ist f(0,0) = 0 und f, = 14siny—u=z, also
f4(0,0) =1 # 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist f(z,y) =0 in
der Nihe des Nullpunktes nach y auflosbar. Sei y = g(x) die Auflésung. Dann
ist 9(0) = 0 und ¢/(z) = — (e, g(2))/ fy(, 9(x)) = 9(x)/(1 + sing(x) — z),
also ¢’(0) = 0.

. Sei f(p,q,x) := 2*> + px + q. Dann ist f.(p,q,z) = 2z + p. Fiir x # —p/2 ist

die Gleichung nach x auflésbar:

_ pEVP -4
5 .

T

. Sei f(x,y) := x’e¥ + 2z cos(xy) — 3. Dann ist f, = xz*e¥ — 2% sin(zy), also

fy(1,0) = 1 # 0. Das bedeutet, dass man die Gleichung in der Nihe von
(1,0) nach y auflésen kann. Es ist f, = 3z%e¥ + 2 cos(zy) — 2zy sin(zy). Ist
y = g(x) die Auflésung, so ist ¢’(1) = —f»(1,0)/f,(1,0) = —5. Die Tangente
ist gegeben durch y = g(1) + ¢'(1)(z — 1) = —=5(z — 1), also bz +y = 5.

. F:R®> — R? sei definiert durch F(z1, z9, 73, T4, T5) 1=

3 2. .2 2 2
(221 + T2 + w3 + x5 — 1, 2125 + 1103 + T5T; — TyTy, ToX3Ts + T1X5 + T4T5).

Es ist F(a) = 0 und

2 11 0 1
Je(a)=(J,J")=10 2|0 1 -1
1 —-1]1 1 1
1 0 1
Weil det | 0 1 —1 | =1 # 0 ist, ist die Gleichung F(x) = 0 in der
1 1 1
Form (z3, 4, x5) = g(x1, z2) auflosbar. Auflerdem ist
2 1 —1 2 1 -3 =5
Jo(0,)=—-(J)'" ==~ -1 0 1 |-{0o 2]= 1 2
-1 -1 1 1 -1 1 4

. Sei F(z,y,t) := (2%y + xy? + t* — 1, 2% + y* — 2yt), also

T — < 2ay +y? x4 2zy | 2t )

F 2 2u—2t | =2y )
-1 3] 2
-2 0] -2
matrix ist = 6 # 0. Also gibt es in der Nihe von (—1,1,1) eine Auflésung
der Gestalt (z,y) = g(t). Dann ist

g'(l) = ( _?/3 1% ) ' (—22) B CD '

Dann ist Jg(—1,1,1) = (

). Die Determinante der linken Teil-
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F. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist * = x(y, 2), ¥y = y(z, 2) und
z = z(z,y), sowie

Qil.<0f 0f),

V' o \oyas
o ofTh jof of
Vo = =5, (ara:)
o 9fTh jof of
v = =5 (e
Daraus folgt:
oz 0y 0z :[Jﬁlfﬁyyéi3§q.Pii?@q
Jdy 0z Ox ox dy y 0z 0z ox
_ _fy'fz'fx -
fxfyfz

G. Offensichtlich ist ¢ stetig differenzierbar. Aulerdem ist

—(b—acosv)sinu asinvcosu
Jo = (b—acosv)cosu asinvsinu
0 a cos v

Ist sinv = 0, so ist cosv = #£1. Dann sind die erste und die dritte oder
die zweite und die dritte Zeile linear unabhéngig. Ist sinv # 0, so ist die
Determinante der aus den ersten beiden Zeilen gebildeten Untermatrix # 0.
In jedem Fall ist rg J,(u,v) = 2.

Injektivitat: Sei (z,y,z) = @(u1,v1) = @(ug,v2). Dann ist z = asinv; =
a sin vy, also sin vy = sin vy. Weiter ist 22+5y? = (b—acosv;)? = (b—a cosvs)?,
also cosv; = cosvy. Zusammen mit dem ersten Ergebnis zeigt das, dass v; =
vy ist. Aus den Gleichungen z = (b—acosv;) cosu; = (b—a cosvy) cos uy und
y = (b—acosvy)sinu; = (b — acosvy)sinusy folgt, dass auch u; = uy ist.

Sei schlieBlich (u,,v,) eine Folge, so dass ¢(u,,v,) gegen (ug,vy) konver-
giert. Wie oben zeigt man durch iibergang von (z,y,2) zu z und z? + y?,
dass (cosu,,sinu,) gegen cos ug, sin ug) konvergiert und (cosv,,sinv,) gegen
(cos vy, sinvg). Ist etwa cosug # 0, so muss auch cosu, # 0 fir groBes v
gelten. Durch Anwendung des Arcustangens erhilt man dann, dass u, gegen
up konvergiert. Die anderen mdoglichen Félle und auch die Konvergenz von v,
gegen vy erhilt man analog.

Das Bild der Parametrisierung ist ein ,, Torus“ (ein Rettungsring).

H. a) Sei M C R" eine p-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Nach Definition
gibt es zu jedem Punkt xy € M eine offene Umgebung U = U(xy) C R™,
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ein Parametergebiet P C RP und eine Parametrisierung ¢ : P — R" mit
p(P) = M NU. Die Menge M NU ist offen in der Reletivtopologie auf M.
Sind x; = ¢(u;) und x2 = ¢(u2) zwei Punkte aus M N U, so gibt es einen
stetigen Weg a : [0,1] — P mit a(0) = u; und a(1) = uy. Dann verbindet
poa:[0,1] = M NU die Punkte x; und x.

b) Sei € > 0 beliebig, U. := {(z,y) : max(|z|,|y|) < e, y rational}. Dann
liegt (0,0) in U. N X, und fiir gentigend groBes n € N liegt (0,1/n) ebenfalls
in U.NX. Jeder Verbindungsweg von (0, 0) nach (0,1/n) trifft Punkte, deren
2. Komponente irrational ist und die daher nicht in X liegen. Wegen (a) folgt
daraus, dass X keine Untermannigfaltigkeit ist.

. a) Es ist &/(t) = (—sint,3cost) # (0,0) fir alle t € R. Ist a(s) = a(t), so

ist (coss,sins) = (cost,sint) und daher s = ¢ + 2k7. Also ist die Parametri-
sierung injektiv, wenn man sich auf Intervalle der Lénge < 27 beschrénkt.

Konvergiert «(t,) gegen a(t*), so konvergiert auch (cost,,sint,) gegen
(cost*,sint*), und daraus folgt, dass ¢, gegen t* konvergiert.

b) Sei f(z,y) := 92*>+y*—9. Dann ist f(a(t)) = 0 und V f(z,y) = (18z, 2y),
also V f(a(t)) = (18 cost, 6sint) # (0,0) fir alle ¢.

Ist f(z,y) =0, so ist 22 + (y/3)? = 1. Dann gibt es ein ¢ mit x = cost und
y/3 =sint.

. a) Schreibt man f = (fi, f2), so sind die Zeilen von J; die Gradienten V f;

und V fy. Nun ist

2x 2y 0
Jf(“;’y’z):(2a:—2 % 2,2)'

Auf M ist (x,y) # (0,0). Ist x =0, so ist y = £1 und auch z # 0. Dann sind
die beiden hinteren Spalten von J¢ linear unabhéngig. Ist y = 0, soist z = +1
und z # 0. Dann sind die erste und die dritte Spalte linear unabhéngig. Sind
x # 0 und y # 0, so sind die erste und die zweite Spalte linear unabhéngig.
Also ist rg Je(z,y, z) = 2 auf M. Damit sind V f; und V f; linear unabhéngig.
Das zeigt, dass M eine glatte Kurve ist.

b) Sei xg = (zo, Yo, 20) € M. Fiir Punkte auf M ist y*> = 1 — 2% und 2% =
20 — 22 —y? =22 — 1.

1. Fall: zp # 0 und yp # 0. Dann ist 0 < |zg| < 1, und fiir 0 < [t| < 1 ist
a;(t) == (t, V1 — t2,+/2t — 1) eine Parametrisierung einer Umgebung von
Xp-

2. Fall: 2y = 0, also yp = £1. Dann liefert a(t) fiir [¢| < 1 eine Parametri-
sierung einer Umgebung von xj.
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3. Fall: yo = 0 und xy = £1. Dann liefert as(t) := (V1 —2,¢,2v/1 —t2 — 1)
fiir |t| < 1 die gesuchte Parametrisierung,.

In alle 3 Féllen wird M lokal als Graph dargestellt. Daraus folgt, dass man
es wirklich mit glatten Parametrisierungen zu tun hat.

K. a) Sei f(z,y,2) =22 +y?>—2%>—1, M := f~1(0). Dann ist

T(%Z/,O) (M> - Ker Df(ZL’, Y, 0)
= {v=(v1,v2,v3) : (22,2y,0) * (v1, v9,v3) = 0}
{(sy, —sz,t) : s,t € R}.

Das ist eine Ebene, die auf der a-y-Ebene senkrecht steht (und die z-Achse
enthélt).

b) Esist f(1,2) = 3—8-+cos(m(—1)) = —6 und V f(x,y) = (6 — wsin(n(z —
y)), —4dy+msin(m(z—y))), also Vf(1,2) = (6, —8). Die affine Tangentialebene
an den Graphen ist gegeben durch

z=—6+6(x—1)—8(x—2).

Der Tangentialraum an die Untermannigfaltigkeit M = {(z,y,2) : z =
f(z,y)} in (1,2, —6) ist der Raum {(u,v,w) : w = 6u — 8v} = {u(1,0,6) +
v(0,1,—-8) : u,v € R}.

c) Sei g(z,y, z) := zyz—1, also Vg(z,y, z) = (yz,xz,xy). Esist g(1,2,1/2) =
0 und Vg(1,2,1/2) = (1,1/2,2). Also ist

T(LQJ/Q)M = {(Ul,’UQ,’U:;) . 2Ul+U2+4U3 = O} = {S(l, —2, O)—Hf(O, —4, 1) : S,t € R}

L. Es ist Vf = (10x — 12y, —12z). Ein Extremwert im Innern von D muss
ein kritischer Punkt sein. Dafiir kommt nur der Nullpunkt in Frage. Es ist
H(0,0) = ( _1?2 —012 ), also det H¢(0,0) = —144 < 0, also (0,0) kein

Extremwert.

Auf dem Rand von D sucht man Extremwerte unter der Nebenbedingung
g(z,y) == 22 +y?> —1 = 0. Es ist Vg = (2z,2y). Damit ein Extremwert
vorliegt, muss gelten:

Vf=AVg, also bx — 6y = Az und — 6x = \y.

Ist y = 0, so ist auch x = 0 und das kann nicht sein. Also muss y # 0
sein. Setzt man x = —Ay/6 in die Gleichung (5 — \)z = 6y ein und kiirzt
anschliefend y heraus, so erhilt man die Beziehung A\?> — 5\ — 36 = 0, mit
den Losungen Ay = 9 und \, = —4.
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Das fithrt zu den Kandidaten (z,y) = (—(3/2)y,y) und (z,y) = ((2/3)y,y).
Da aulerdem die Gleichung 22 + 3% = 1 erfiillt sein soll, ergibt sich im 1. Fall
y = +2/v/13 und im 2. Fall y = £3/1/13. Es ist

3 2
f<——13,—13> = 9,

3 2
m—m =

2 3
f(—13;—13) = —4,

Die ersten beiden Punkte sind Maxima, die anderen beiden Minima.

M. Hat der gesuchte Quader eine Ecke (u,v,w) mit v > 0, v > 0 und w > 0, so
besitzt er das Volumen V' = Suvw. Wir suchen also das globale Maximum der
Funktion f(z,y,z) := 8zyz unter der Nebenbedingung g(z,y, z) := z?/a* +
Y20 + 2% /2 — 1= 0. Es ist

Vf=8yz8zz8ry) und Vg=(2v/d* 2y/b* 2z/c?).
Das fithrt zu dem Gleichungssystem
S8yz =2\r/a®, 8rz=2\y/b® und Sxy=2)\z/c.

4a? 4b? 4c?
Daraus kann man A eliminieren und erhalt A = vy _ e _ ey
T Y z

, also

a2y2 = b2x2, a’z? =222 und V2P = c2y2.

Soll (z,y,2) € E gelten, so ist 3z2/a®> = 1, also * = #a/+/3, und analog
Y= j:b/\/g und z = j:c/\/g. Damit ist
(4, v, w) = <i b i) 8abe

) ) ﬁ? \/g? \/g

N. Hier gibt es die zwei Nebenbedingungen ¢;(z,y,2) == 2 +y + z = 0 und
go(z,y,2) =22 +9y* + 22— 1=0. Es ist

Vf=(1,2,3), Vg =(1,1,1) und Vgs = (2z,2y,22).

Mit den Lagrange’schen Multiplikatoren A und p ergibt sich das Gleichungs-
system
1=A+2px, 2=A+2uy und 3=X+2uz.

AuBlerdem miissen die Nebenbedingungen erfiillt sein.
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Addition der Gleichungen ergibt A = 2 und daher die Gleichungen
pr=—-1/2, py=0 und pz=1/2.

Alsomuss y = O sein, p # 0, z = —1/2p und z = 1/2u. Wegen 22 +1*+2%2 =1
ist 1/2u% = 1, also p = +1/v/2. Bsist f(1/4/2,0, —1/v/2) = —/2 (Minimum)
und f(—1/v/2,0,1/v/2) = v/2 (Maximum).

O. f(z,y,2) = xy+2z wird unter den Nebenbedingungen g, (z,y, 2) := x+y+z =
0 und go(x,y, 2) := 2% + y? + 22 — 24 = 0 untersucht. Es ist

Vf=(y,z,2), Vgi=(1,1,1) und Vgo = (2z,2y,22).
Das ergibt das Gleichungssystem
y=A+2pux, x=A+2py und 2=A+2uz,

und daraus y — x = 2u(x — y), also (y — z)(1 4+ 2u) = 0. Das liefert die
Bedingung x = y oder = —1/2.

1. Fall: Ist 2 = y, so ist 22+ 2z = 0 und 222+ 2? = 24. Das ergibt die Losungen
(x,y,2) = (2,2,—4) (mit f(2,2,—4) = —4) und (z,y,2) = (—2,—2,4) (mit
f(=2,-2,4) =12).

2. Fall: Ist p=—1/2,s0ist e =A—yund 2=A—z,alsoz+y=A=2+z.
Weil auch noch x +y = —z ist, ist z= —1, A =1 und x +y = 1. Dann folgt:

1+3V5

P+ (1—2)2+1-24=0, alsoz? —x—11=0, dh. x = 5

Das liefert die Losungen (z,y,z) = (#,#,—1) und (z,y,2) =

<#, #, —1). In beiden Punkten nimmt f den Wert —13 an. Also ist
der minimale Wert von f = —13 und der maximale Wert = 12.

Losungen zu den Aufgaben in 1.6

A. Esist o(t) := (t,1 —2¢t,2+1t) und o'(t) = (1, —2,1). Also ist

1
/(z,x,y)-dx = /(2+t,t,1—2t
o 01
- /(3—3t)dt -
0

B. Esist a(t) = (2cos(2t),2sin(2t)) und o) (t) = (1, 2t), also

~—

e (1,-2,1)dt

DO W
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/4
/ (y,x)edx = / (1 — cos2t,sin2t) « (2 cos(2t), 2sin(2t)) dt
o 0

w/4
= / (2cos 2t — 2 cos? 2t + 2sin’ 2t) dt
0

w/4
= 1,

= (sin 2t — cos 2t sin 2t)
0

und

1

(3, 1) (1,2t) dt

/al(y,x)-dx =

3t2dt = 1.

/01
f

o
C. i+ [0.2] — B deniert dweh ) = { 7)) S0

und 3 : [0, 1] — R? definiert durch 3(¢) := (¢, ).

1 2 1
Dann ist/F-dx:/(t,t)-(O,l)dt+/(1,2—t)-(1,1)dt:/ Lt +
a 0 1 0
2
/(B—t)dt:2und
1

/ﬁF-dx=/01(t,O)-(1,1)dt:/Oltdt:1/2.

D. a) Es ist

2m
/F-dx = / —cost,sint, —t/m)«(—sint,cost, 1/7)dt
o 0

(
27
= / (2sintcost —t/7?)dt = —2,
0

und (b)

1
/F-dx = /(t3,t5,t4)-(1,2t,3t2)dt
« 0

27

1
= B2 +2 3t = =— .

E. 1. Weg: Integration iiber die Strecke e(t) := (tx,ty), 0 <t < 1. Dann ist
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(e + 2t2wy, t?2? + cos(ty)) « (z,y) dt

1
= / <a:et"’“" + 3t2xy + y Cos(iy)) dt
0
1
= (em + 2%y + sin(ty)) ’ = e+ 2%y +siny — 1.
0

2. Weg: Schrittweises Integrieren: Wenn es eine Stammfunktion f gibt, so ist
fe = €*+2xyund f, = 2*+cosy. Alsoist f(z,y) = e"+2*y+¢(y) (Integration
nach z) und dann f, = 22+ ¢'(y), also ¢'(y) = cosy und ¢(y) = siny+c. Das
ergibt die Stammfunktion f(z,y) := e” + 2%y +siny+c. Soll etwa f(0,0) = 0
sein, muss ¢ = —1 sein.

F. Das Vektorfeld F besitzt ein Potential f. Schrittweise Integration liefert
f(x,y,2) =zlnx + zy + ¢(y, 2), mit p, = 2, also p(y,2) = zy + P(z).

Weiter ist 1'(z) = 2z, also ¥(z) = 2%+ c. Die Integrationskonstante ¢ braucht
man im Weiteren nicht. Verwenden wir f(z,y,2) := zInz + xzy + 2y + 22 als
Stammfunktion, so ist

/ Fedx = f(a(1))—f(a(0)) = f(1,4,1)—f(1, —1,0) = (4+4+1)—(—1) = 10.

G. a) Fi(z,y) := (v* %) hat kein Potential, denn (y?), = 2y # 2z = (2?),.

b) Fao(z,y) := (e* + 2zy,x* + y*) hat eine Potentialfunktion. Konstruktion
wie in Aufgabe Eb), f(z,y) = €” + 2%y + 3y° + ¢.

c) Fs(z,y) := (x + y,x + y) hat ebenfalls ein Potential, zu ermitteln durch
sukzessive Integration: f(x,y) = %(x +y)? + ¢. Man kann das natiirlich auch
direkt sehen.

H. a) Setze f(z,y,2) = [,V whtythet to(t) dt. dann ist f auBerhalb des Nullpunk-
tes differenzierbar und (fs, fy, f.) = F.

b) Sei p # —2. Dann ist p(t) = t7, also f(z,y,2) = [[ ?*1dt = r*T2/(p +
2)+c Ist p=—2s0ist f(z,y,2) = [{ (1/t)dt =Inr +c.
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Losungen zu den Aufgaben in 2.1

A.a)SeiQ,=1,1x...x1,, firp=1,...,m, und fir jedes i € {1,...,n} sei
Fi={1l,; - p=1,...,m}und E; = {aq,...,ay,} die Menge der Anfangs-
und Endpunkte der Intervalle [, ;,. .., I, ;, aufsteigend sortiert.

Wir halten ein ¢ fest. Es gibt ein Intervall I € _#; mit Anfangspunkt a; und
einem Endpunkt ay. Ist ¢ = 2, so wihlt man das Intervall I aus. Ist ¢ > 2,
so wihlt man alle Intervalle (v, ay,41) mit v = 1,...,¢ — 1 und diejenigen
Punkte aus ai,...,q, aus, die zu I gehoren. Dann geht es rechts von «,
weiter. Entweder ist o oder ag41 Anfangspunkt eines Intervalls aus _#;, und
damit fahrt man fort, wie oben.

Zu jedem 4 gibt es also eine endliche Menge #; von paarweise disjunkten
Intervallen, so dass jedes Intervall aus _#; eine Vereinigung von Intervallen
aus %; ist. Dann ist die Menge der Quader L := J; x ... X J,, J; € A,
paarweise disjunkt, und S ist Vereinigung dieser Quader.

Ist ndmlich L' = J] x ... x J! und gibt es einen Punkt x = (z1,...,2,) €
LNL, so liegt fiir jedes i die Komponente z; in J;NJ!. Also muss J; = J sein,
fir ¢ = 1,...,n. Und ein beliebiger Punkt x € S liegt in einem (), und nach
Konstruktion dann im kartesischen Produkt von Intervallen aus den Mengen
J;, also in einem Quader vom Typ L.

b) Im Buch wird gezeigt, dass die charakteristische Funktion eines Quaders
eine Treppenfunktion ist (Satz 2.1.3, Seite 157), und auch, dass Linearkombi-
nationen von Treppenfunktionen wieder Treppenfunktionen sind (Satz 2.1.1,
Seite 156).

B. a) Druckfehler: () muss als abgeschlossener Quader mit positivem Volumen
vorausgesetzt werden. Sei () ein Quader mit Ecken in T's, @ = [aq,b1] X
...|an, b,]. Dann gibt es ganze Zahlen k; < [;, so dass a; = k;0 und b; = [;0
ist. Offensichtlich ist @ Vereinigung der Wiirfel W,, . := [11d,11d + J] X
[Vnd, 1,0 + 6], mit k; < v; < I;. Es ist vol, (W,

bl — a bn — Qp

.....

.....

= vol,(Q)/o".

dieser Wiirfel betragt

59
b) Sei Q = [a1,b1] X ... X [an, by] ein beliebiger abgeschlossener Quader. Wir
benutzen die GauB-Klammer: Sei m; := [a;/0] und ¢; := m;6 € T's, sowie
ri:=[=b;/0] und d; :== —r;§ € T's. Dann ist ¢; < a; < b; < d;, a; < ¢; +d und

Der Quader Qs := [¢1,d1] X . .. X [¢n, d,] umfasst @, hat Ecken in I's und jeder
Teilwiirfel mit Seitenlénge ¢ trifft (). Aulerdem ist

n n

vol, (@Qs) = [ [(di — i) < [ [ (b — ai + 26) = vol(Q) + 6 - C,
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mit einer geeigneten Konstanten C'. Wahlt man ¢ klein genug, ist 6 - C' < e.

c¢) Das ist ganz einfach nachzurechnen.

C. Ist h(x) konstant (bzw. 0) auf I, so auch sin(h(z)). Also ist sin(h(z)) ei-
ne Treppenfunktion. Damit A(sinz) eine Treppenfunktion sein kann, muss
h(sinz) = 0 fiir |[x| > R, also h(y) = 0 fiir y € [—1,1] sein. Dann ist schon
h(sinz) = 0.

D. a) Ist h auf dem offenen Quader @) konstant, so ist h, auf —a + @) konstant.
Ist Q = (c1,dy) X ... X (¢p,dy) und a = (ay,...,a,), so ist
vol,(—a+ Q) = voln((cl —ay,dy —ay) X ... x (¢, — ap,d, — an))
= (dy—¢1) - (dy —cn) = vol,(Q).

b) Ist h konstant auf @ = (c1,d;y) X ... X (¢,,dy,) und ¢ > 0, so ist h¢ konstant
auf

—ah G dn
Qc.—(c, C)><...><(C, C).
AuBerdem ist vol,(Q.) = (1/c) - vol,(Q).
Ist ¢ < 0, so ist vol,(Q.) = (1/|¢|) - vol,,(Q).

E. Man werfe einen genauen Blick auf die folgende Skizze:

h
c
F. Sei
z;=a+j(b—a)/2, firi € Nund j =0,1,...,2",
und I;; := (245, % j41) fiir 5 = 0,1,...,2° — 1. Dann definiere man h; durch

= inf{f(x) : z € I;;} und

0 firz<a,
f(a) fiir z = a,
fij auf ]Z],

0 firz>0.

Dann ist h;(z) < f(x) auf [a, b].



26

Losungen und Losungshinweise

G.

Weil fz] § min(fzqu’gj, fi+1,2j+l) iSt, st hl S hl’+1. Also konvergiert (hz) mo-
noton wachsend gegen f.

Weil f auf [a,b] gleichméBig stetig ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so
dass gilt: |z — 2| <d = |f(x) — f(2)] <e.

Sei i so groBf gewéihlt, dass (b—a)/2" < ¢ ist. Ist = € [a, b], so liegt = in einem
Intervall [;; und es gibt ein & € I;; mit f(§) = fi;. Dann ist |f(x) — hi(z)| =
[f(z) = f(E)] <e.

Sei h, := v - X(0,1/»). Dann konvergiert (h,) offensichtlich punktweise gegen
Null und I(h,) :=v?- (1/v) = v — +o0.

Losungen zu den Aufgaben in 2.2

A.

Die Aufgabe ist trivial. Man setze K := Q und L := Q. Dann ist L\ K = 0Q
in einer endlichen Vereinigung von Hyperebenen enthalten und daher eine
Nullmenge.

. Esist nur eine Richtung zu zeigen. Ist N Nullmenge, so gibt es zu jedem € > 0

eine Uberdeckung von N durch offene Quader P;, so dass Yo vol,(Py) < e
ist (Lemma 2.2.5). Jeder Quader P; ist disjunkte Vereinigung von abzihlbar
vielen Wiirfeln (vgl. 2.5.40). Vergroert man jeden Wiirfel ein klein wenig, so
kann man offene Wiirfel W, benutzen, deren Gesamtvolumen z.B. < 2¢ ist.

. Seieg,pi=1/(w2"?) firv e Nund k = —v,...,v, sowie I, := (k — e, 1, k +

e,x). Dann ist £(1, ;) = 1/(v2"1). Nun sei

v oautly, k=—-v,...,v,
o () _{ 0 sonst.

Dann ist h, in jedem k € Z stetig, lim h, (k) = +o0 und

v 1 1 1 1 3
Ih) =3 veomm= D =5t <3
k=—v k=—v k=1

. Annahme, Q ist eine Nullmenge. Dann gibt es zu jedem & > 0 eine Uber-

deckung von @ durch offene Quader P, mit ) vol,(F;) < . Der Rand von
(@ ist eine Nullmenge, kann also durch weitere offene Quader @), tiberdeckt
werden, deren Gesamtvolumen ebenfalls < ¢ ist. Zusammen ergibt das eine
offene Uberdeckung des kompakten Quaders . Dann reichen aber endlich
viele Quader (etwa P, ..., P. und Qy,...,Q,), die schon Q iiberdecken. Sei
S die Vereinigung dieser Quader. Dann ist g < xs und

vol,(Q) = I(xq) < I(xs) < Zvoln(Pg) + ZVOln(Qg) < 2e.

e
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Da ¢ beliebig klein gewiihlt werden kann und vol,(Q) = [, (b; — a;) > 0
ist, ergibt sich ein Widerspruch.

E. Sei N eine Nullmenge, so dass f = 0 auf R"\ N gilt.

Annahme, es gibt ein xo mit f(xg) # 0, etwa > 0. Dann gibt es ein € > 0,
so dass f(x) > 0 auf U.(xp) ist, also U. C N. Damit enthélt N einen Quader
mit positivem Volumen, und der kann keine Nullmenge sein. Widerspruch!

F. a) Sei ¢ > 0 vorgegeben. Es gibt Wirfel @, mit M C (J2,Q, und
Yoo vol,(Q,) < e. Ist r, die Seitenlinge von @,, so ist vol,(Q,) = r.

Dann liegt f(MN@Q,) in einem Wiirfel P, mit Seitenlédnge < 2Cr, und f(M) in
der Vereinigung aller P, mit > vol,(P,) <> (2Cr,)" =2"C" ) vol,(Q,) <
2"C"e. Da ¢ beliebig ist, folgt die Behauptung.

b) Zu jedem Punkt x € U mit rationalen Koordinaten gibt es einen Quader
mit rationaler Seitenldnge um x, der in U enthalten ist. Das ergibt insbeson-
dere eine abzéhlbare Quaderiiberdeckung von M. Da eine abzéhlbare Verei-
nigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ergibt, folgt die Behauptung
aus (a).

G. Man betrachte die Erginzungen in 2.5. Die Cantormenge mit [, = 37 ist die
Menge, um die es in dieser Aufgabe geht.

H. a) ist trivial: Die Quader, die N iiberdecken, iiberdecken erst recht M.

) Wenn Z w*(M;) divergiert, ist nichts zu zeigen. Sei also Z W (M;) < 0.

=1
Es sei dann weiter ein € > 0 vorgegeben und Zahlen ¢; > 0 so gewahlt, dass

Yoo, & = ¢ ist. Fiir jedes 7 gibt es Quader @Q;;, so dass gilt:

Mi C U Qij und ZVOln(Qij) S u*(]\/[l) + &;.
j=1 j=1

Dann ist U M; C UQU’ und es gilt:

i=1 i

ZVOIH(QM) = Z (Z VOl Q” )

o0

< Z(/J( ) +&i) ZM

=1

WEeil e beliebig ist, folgt die Behauptung.

c¢) Offensichtlich ist vol,(x + Q) = vol,(Q) fiir jeden Vektor x und jeden
Quader @. Daraus folgt sofort die entsprechende Aussage fiir das duflere Maf.
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Losungen zu den Aufgaben in 2.3

A. a) Da die approximierende Folge nur fast iiberall konvergieren muss, ist die

Aussage trivial.
b) Ist h Treppenfunktion, so nimmt man als approximierende Folge h,, := h.
c) Man konstruiere eine geeignete Folge von Treppenfunktionen. Sei

2 =a+j(b—a)/2, firi € Nund j =0,1,...,2"

und I;; := (245, @ j41) fiir j =0,1,...,2" — 1. Dann definiere man h; durch
0 fir z < a,
hi(z) = ¢ inf{f(z) : z € I;;} auf I,
0 fir x > b.

In den Intervall-Endpunkten kann h; beliebig definiert werden.

Die Vereinigung aller Intervall-Endpunkte fiir alle ¢ bildet eine Nullmenge
Z. AuBerhalb von Z strebt (h;) punktweise gegen f (dazu braucht man die
Stetigkeit). Die Folge der h; ist monoton wachsend, die Integrale sind Dar-
boux’sche Untersummen und beschrinkt durch das Riemann-Integral. Weil
f stetig ist, streben die Darboux’schen Untersummen gegen das Integral.

d) Man konstruiere h; wie in (c). Die Konvergenz von (h;) gegen f kann
dann (aufler in den Unstetigkeitsstellen der h;) nur in den stetigen Punkten
von f bewiesen werden. Weil f durch eine Konstante M beschrankt wird, ist
I(h;) < M(b— a). Damit gehort f zu £+,

. a) f stimmt fast iiberall mit der charakteristischen Funktion von [0, 1] iibe-

rein.

b) g ist beschrénkt und fast tiberall stetig, nach Aufgabe (A) also Element
von Zt.

. a) Sei K die Cantor-Menge aus Aufgabe 2.2.G. Dann ist K C [0, 1] eine

Nullmenge und U := [0, 1]\ K offen. xx stimmt auBlerhalb der Cantor-Menge
mit der Nullfunktion iiberein und ist dort tiberall stetig, weil R\ K offen ist.

b) Die charakteristische Funktion xg stimmt fast tiberall mit der stetigen
Nullfunktion iiberein, ist aber selbst nirgends stetig.

N

hy = oxayvenng = Zn “ X(1/(n+1),1/n)] ist eine Treppenfunktion, und es

. n=1
1st
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Mz
Eﬂz

Yo
I(h) = Z(ﬁ (n+ 1
n=1

Da (h,,) monoton wichst und gegen f konvergiert, liegt f in Z*.

n=1 ’ n=1

Wire auch —f ein Element von £, so miisste es eine Treppenfunktion
h < —f geben, also ein M > 0 und eine Nullmenge N C R, sodass —f > —M
auf R\ NV ist. Sei nun n € N, n > M. Dann ist f(z) > M auf (0,1/n!], also

—f < —M auf (0,1/n!]. Das bedeutet, dass (0,1/n!] C N ist. Aber das kann
nicht sein.

E. Die Aussagen gelten fiir Treppenfunktionen (Aufgabe 2.1.4.D). Der Ubergang
zu Grenzwerten von monotonen Folgen von Treppenfunktionen funktioniert
routineméfig. Man muss ja die Konvergenz nur in jedem Punkt einzeln be-
trachten und kann dabei die iiblichen Grenzwertsétze benutzen.

F. a) Sind f, und g, Treppenfunktionen, die monoton wachsend fast iiberall
gegen [ bzw. g konvergieren, so sind auch f,g, Treppenfunktionen, die mo-
noton wachsend fast iiberall gegen fg konvergieren. Weiter konvergiere I( f,)
gegen I(f). Ist ¢ < C, so ist auch g, < C fiir alle v und f,g, < C - f,, also

N
b) Sei fy = Z V- X(1/(v+1),1/4], fir N € N. Die Folge der fy konvergiert

v=1
monoton wachsend gegen eine Funktion f € £, denn es gilt:

N

1
Z\/_ V+) Zyz/w

und die rechte Seite konvergiert fiir N — oo.

N
1
—(VV_'_ 0 Z Sl konvergiert gegen +o00. Die Funktion

Aber I(f3) =

”MZ

f? liegt nicht in .i” +

G. a) Sei f(x) = ¢. Dann ist g, := f/|[(:,] integrierbar, [ g, du, = nc, g, < f,
also [ fdp, > [ g, dp, = ve. Das ist nicht méglich, wenn f integrierbar ist.

) v firl/(v+1)<z<1/v, 1 <v <n,
b) Sei g, (z) ::{0 sonst/.( ) /

Dann ist [ fdps > [ gndpuy = >_, v fiir jedes n, also = +oo0.

H. Esist f = g—h mit Funktionen g, h € Z". Da die Aussage definitionsgemés
fiir ¢ und h gilt, gilt sie auch fiir f.
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. Esist f(

. Die Vereinigung N aller Hyperebenen {z = r}, r € Q, ist eine Nullmenge

im R?. AuBerhalb von N stimmt f mit der charakteristischen Funktion des
Einheitsquadrates {iberein. Damit ist f L-integrierbar. Jede Untersumme von
fist =0, jede Obersumme = 1. Also ist f nicht R-integrierbar.

. a) Sei M eine Jordan-Nullmenge. Ist £ > 0, so gibt es abgeschlossene Quader

Q1;...,Qr,s0dass M C S:=Q1U...UQ, und vol, (Q1)+- -ivoln(Qr) <e
ist. Sa S abgeschlossen ist, liegt auch M in S. Also ist auch M eine Jordan-
Nullmenge.

b) Sei M :=[0,1] N Q. Dann ist M eine L-Nullmenge, aber M = [0, 1] nicht.

. Der Wert f(&; 5, ;. (3)) liegt zwischen dem Infimum und dem Supremum von

f auf dem Teilquader @Q);,,.. ;.- Da die Unter- und Obersummen gegen das
Integral konvergieren, folgt die Behauptung.

15 67 17 139 39 o1 3
5’4_1)__1_6’f(§’1)__¥’f( ) =~ wd f(5,

_ _ 24 16
Setzt man diese Werte ein, so erhélt man:

/ flz,y)dVy = LN —11.875.
Q 8

7)_ 123
4’ 16

Losungen zu den Aufgaben in 2.4
A. Zerlege f, = ff — ff, mit ff,f7 > 0. Dann ist |f,| = f + f, . Weil

v

So [ dp <X, [1fuldp, < oo (und genauso Y, [ fif du, < o0) ist,
konvergiert Y fF gegen eine Funktion g* € £' und >, f, gegen eine

Funktion ¢~ € Z'. Dann konvergiert Y f, gegen gt — g~ =: f € Z*. Die
Vertauschbarkeit von Summation und Integration folgt dann:

/fdun=/g+dun—/gdun:Z/QJdun—Z/gydun=Z/fydun-

cBsist [ fodp = [" elde = 2 ["e™*dx = 2(1 — e™). Die Folge (f,)

wéchst monoton, die Integrale sind durch 2 nach oben beschrinkt. Also kon-
vergiert (f,) gegen eine integrierbare Funktion (die natiirlich mit f(z) = e~
iibereinstimmt). Es ist [ fdp = lim, oo [ fr dps = 2.

Sei. o (x) = 0 fallsz < 1/noder > 1,
Pl T Ine falls (I/n) <z <1.
lend, und die Folge konvergiert gegen f. Alle ¢, sind integrierbar und es

ist

Dann ist (¢,) monoton fal-

1 _lnn 1

1
/Sﬁndm:/ Inzdr = (zlnz — ) — 4.
1/n

1/n n n

Die Funktion g(x) := Inz/x ist positiv und streng monoton fallend fiir x > e.
Also bleiben die obigen Integrale fiir n — oo nach oben und unten beschrankt.
Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz ist f integrierbar.
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Lsind fir0<ae<1, | . )
Vi ist integrierbar, genauso

D. Die Funktion ¢, (z) := {

- fir0<z<1
wie Y(x) == { \6’? sl(ilst. T Weil (n) gegen f konvergiert und |p,| <

1 ist, folgt aus dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz die Integrierbarkeit von

1.

0 sonst.

1
E. Ist a > 0, so ist z® iiber [0, 1] R-integrierbar und / xdr=1/(a+1).
0

x® fiir x > 1/n,
0 firz<1/n.
konvergiert gegen f(x) := 2 - X017, und es ist

1 1 1 1
dr = Ydr = 1-— )
/O fn(x) T /1/nx L a—|—1( TLoHrl)

Die rechte Seite konvergiert fiir a > —1 und n — oo gegen 1/(a + 1). Mit
dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt die Integrierbarkeit von f.

Sei nun —1 < a < 0, sowie f,(x) := { . Die Folge (f,)

F. Das Ergebnis sieht aus wie der Lebesgue’sche Konvergenzsatz. Der Un-
terschied ist: Nicht die Folge, sondern ihr Grenzwert wird als Lebesgue-

beschrinkt vorausgesetzt. Man definiere g, := max(—g, min(f,,g)). Dann
ist g, integrierbar, |g,| < ¢g und (g,) konvergiert fast {iberall gegen f (weil
—g < f < gist).

G. Klar ist, dass f fiir x # 0 differenzierbar ist, und

fi(x) = 2(368111(%) - 1cos(i))_

T T 2

f ist aber auch in @ = 0 differenzierbar, denn es ist f(z) = z - A(x), mit
A(z) — 0 fir z — 0. Fir die Integrierbarkeit von f” spielt natiirlich der
Wert von f im Nullpunkt keine Rolle.

Wire f” auf einem Intervall der Gestalt [0, n] integrierbar, so auch

g(z) := xsin(%) — %f’(x) = icos(%).

Und dann miisste

/o | - COS<P> | do = /1/n|cos(u2)/u] du = 5 /1/n2|(cos v)/v|dv

existieren. Das ist aber nicht der Fall.
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N

H. Sei oy := Z\/ﬁ * X(1/(n+1),1/n]- Nach 2.3.F konvergiert die Folge der oy

n=1
gegen eine Funktion aus £, und das ist natiirlich f. Aus der Divergenz der
harmonischen Reihe folgt, dass f? nicht integrierbar ist. Die Funktion — f
kann nicht zu £t gehoren, denn dann miisste —f fast iiberall nach unten
beschréankt sein.

. Sei 0 < s < t. Mit der Substitution u = x? erhilt man

t
sin(z¥)de| = = sinu du
| (%) d | ’

1, ,cosu t2 1 t2cosud
52 +§ 52 u3/2 U)|

5“%

1<1+1+1/t2 1 d)
- = — du
s 2 [ ud?

Mit dem Cauchykriterium fiir uneigentliche Integrale folgt die Konvergenz
des Integrals.

Vkmr km :
1 1
Weiter ist / |sin(z?)|dz = —/ |smu| du > —/ Mdu —

1 Vkr—m 2 kr—m \/a -2 km—m \/'/Tk
——, also
vk
1 1
|sin(z?)| dx = / |sin(z?)|dz > —= —,
/0 Z Vkr—1 n k—1 \/E

und dieser Ausdruck divergiert fiir n — oo. Das zeigt, dass sin(z?) - X[o,0)
nicht Lebesgue-integrierbar ist.

. Sei fu(x) == (1/n) - X[=nn)- Dann konvergiert (f,) gleichméBig gegen Null,

und es ist [ f,dps =2n-1/n=2.

. Sei fy = Z]VV:lgl,. Dann konvergiert (fy) fast {iberall gegen g. Weil die

g, > 0 sind, wachst die Folge der fy monoton. Mit ¢ ist dann auch diese
Folge L-beschrankt, und aus dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz folgt:

Z/gydunzjvliinw/fwdunz/]\}iggmfzvdunz/gdun.
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L. a) Wihle eine Folge t, — 0 und setze f, := f;, . Dann konvergiert f,(x)
fiir fast alle x gegen f(z). AuBerdem ist |f,| < g. Nach Lebesgue ist dann
f e wnd [ fdu = limy_o [ f,dus. Da dies fiir jede Folge ¢, gilt, ist
limy_g [ fedps = [ fdp.

b) Sei f € L, xp € R fest und fj, := f - X (—oo,z0+h]- Dann ist fj, integrierbar
und |f| < g :=|f|. AuBerdem ist
fh(x) - fO('x) = f(ZL') ' (X(—oo,xo—i-h] - X(—oo,xo}) = f(l‘) * X(zo,x0+h] "

Fiir h — 0 konvergiert f; gegen fy. Setzt man

Py [ 0= [ 1 xcmdi = [ fisydin

so folgt:
Das zeigt die Stetigkeit von F'.

M. Sei b, > a, b, — o0, f, : R — R definiert durch f, := f - X(as,- Dann liegt
fn in £ und konvergiert gegen f. Folglich konvergiert auch |f,| gegen |f]|.
Weil | f,,| eine monoton wachsende Folge ist und [|f,|du < M fiir alle n gilt,
folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass |f| € £ ist. Aus
dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz folgt die Integrierbarkeit von f und die

Beziehung [ f,dps — [ fdu.

N. Mit L’Hospital zeigt man zunéchst, dass f(z,t) auf [0, 1] x R, stetig ist.
a) Fehler: Man soll nur zeigen, dass = — g(z,t) fiir festes ¢ integrierbar ist.

Ist x > 1, so ist 1/z < 1 und daher |f(z,t)] < e™* + e~ *". Fiir festes t ist
g(x,t) auf [0,1] integrierbar (wegen der Stetigkeit) und auf [1,00) absolut
uneigentlich integrierbar und damit auch L-integrierbar.

b) Wegen (a) existiert F'(¢) fiir jedes t € R,. Der Integrand ist nach ¢ differen-

zierbar, —(x,t) = e~ kann fiir ¢ > a > 0 durch die integrierbare Funktion

ot

x +— e~ abgeschétzt werden. Daher ist F' differenzierbar und

(3] af < 1
(t) /0 5 (z,t)dz /0 e "dx ;

Also ist F(t) =Int+C, mit C = F(1) = 0.
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Losungen zu den Aufgaben in 2.5

A. Wegen der o-Additivitdt des Lebesgue-Mafles ist

> 1 2
L_J 2 ) ql/ V ) S Z ﬁ < 00.
Also kann der Rest in R nicht leer sein.

. Sei X C [0,1], u1(X) = 1. Annahme, X ist nicht dicht in [0, 1].

Dann gibt es ein xy € [0, 1] und eine offene Umgebung U = U(zy) C R, so
dass (U \ {zo}) N X = @ ist. Dann gibt es ein offenes Intervall I € U N[0, 1],
so dass I N X = @ ist. Daraus folgt:

pa(X) + pa(I) = (X U T) < ([0, 1)) = 1,
also p1(X) <1 — py(I) < 1. Widerspruch!
a) Nach Voraussetzung ist x,, integrierbar. Auflerdem ist

Xarn(0) = xulc—a) und  xear(x) = xar(5%)

Mit Aufgabe 2.3.17.E folgt: p,,(a+ M) = p, (M) und p,(c- M) = |e|™- pun(M).
(Achtung, hier ist in der Aufgabenstellung ein Druckfehler).

b) Da Translationen keine Rolle spielen, kann man annehmen, dass eine Ecke
des Dreiecks ABC im Nullpunkt liegt, etwa A. Elementargeometrisch hat
Dreieck ABC' den gleichen Flidcheninhalt wie Dreieck ADC'. Da das eine aus
dem anderen durch Wegnahme und Hinzunahme von Teildreiecken entsteht
(und dazu hochstens Translationen und eine Punktspiegelung gebraucht wer-
den), ist auch das MaBl der Dreiecke gleich.

Mit den gleichen Methoden kann man Dreieck ADC zu einem Parallelogramm
ADEC ergénzen, dessen Flicheninhalt (und dessen Maf}) doppelt so grol wie
das des Dreiecks ist. Schlieflich kann man das Parallelogramm ADFEC in das
achsenparallele Rechteck ADFG verwandeln, ohne fass sich Flacheninhalt
und Mafl dndern. Und bei diesem Rechteck weifl man, dass Fldcheninhalt
und Maf3 iibereinstimmen.

F C
C G -— F
/ /
/ /
/ /
/ /
B
L ;)
A /// A //
Y2
D D
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So erhilt man die Formel: p2(ADC) = 1Grundlinie x Hohe. Bezeichnet man
den elementargeometrischen Inhalt mit /., so erhélt man

p2(ABC) = us(ADC) = I.(ADC) = I[.(ABC).
c) Vgl. ,Mathematik fiir Einsteiger”, 3. Auflage, Kapitel 7, S 167 - 168.

D. Sei A, :={M, : u(M,N[-n,n]) > 1/n} und A =, #,. Wenn Mengen
My, ..., M, in M, liegen, dann ist

) LN

N

< 3 m(M, A [-n.n))

v=1
N

= ,ul(U M, N [_n>n]) < 2n,

v=1

N
n

also N < 2n?. Also ist .#,, endlich und .# abzihlbar.

E. Sei (h,) eine approximierende Folge von f. Dann konvergiert min(h,, x 1) fast
iiberall monoton wachsend gegen min(f, x4), und diese Funktion stimmt fast
iiberall mit y 4 iiberein. Also ist

tn(A) = /XAdMn = lim /min(hl,,XA) dp, < lim /hl,d,un —/fdun < 0.

F. Sei QQ ein kompakter Quader, ¢ € R, ¢ # 0 und £ > 0 vorgegeben. Dann sei
d < g/|c| gewéhlt und E eine messbare Menge mit u,(E) < J. Dann ist

|/E(C-XQ)dun\=|c|-un<EmQ)§|c|-5<g.

Ist h eine Treppenfunktion, so gibt es paarweise disjunkte Quader Q)+, ...,Qn
und reelle Zahlen ¢, # 0, so dass gilt:

N
[ ] = Dlel - m(ENQ) < el E)
E v=1
wenn man ¢ := min(|cy|, ..., |ey|) setzt. Damit kann man die Behauptung fiir

Treppenfunktionen beweisen.

Ist f integrierbar, so gibt es zu jedem e > 0 eine Treppenfunktion A, so dass
0 < h < |fl und [(|f] — h)du, < e ist. Wiahlt man nun § > 0 so, dass
[ hdp, < e fir jede messbare Menge E mit u,(E) < ¢ gilt, so folgt fiir
solche Mengen:

\/Efdﬂn\S/E(Ifl—h)dun+/Ehdun<25.
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G. Esist B,, ={xeR": z2-27" < f(x) < (z+ 1) - 27"}. Fiir festes v sind die

Mengen £, , paarweise disjunkt und ihre Vereinigung ergibt den ganzen R".

Ist v € N und x € R", so gibt es ein z € Z mit x € E,,. Dann ist f,(x) =
z-277 < f(x).

Es ist
[2:277, (241)-27%) = [22-27"1 (22 +1)- 27 HU[(22+1)-27 71 (241)-277),

also E,, = Eo,pi1 U Eoy1p41. Seinun v € N, x € R” und in E,,. Ist
X € EQZ,V_H, So ist fy+1<X> =22.27v 1l =4.27v = fy(X). Ist x € E23+171,+1,
soist foii1(x)=(2z+1)-27" 1 =z.27"+ 2771 > f (x).

Ist x € R™ und v fest, so gibt es ein z mit x € E, . Dannist f,(x) = 2-27" und
227" < f(x) < (241)-27%,also 0 < f(x)—f,(x) < (24+1)-277 =227V =277,
Das zeigt, dass (f,) monoton wachsend und gleichméfig gegen f konvergiert.

. Bemerkung: f wird nicht als messbar vorausgesetzt! Mit M, ist auch die

Komplementérmenge {f < ¢} messbar. Das gilt dann auch fiir {f > ¢} =
N, {f > c—1/v}. Und dann ist {f = ¢} = {f > ¢} N {f < ¢} messbar.
Schlielich ist

{f =00} =({f>v}und {f = -0} = [ {f < —v}

messbar.

. Die Menge A := {x : f(x) = 1} ist messbar und daher auch

R"\A={x:0< f(x) <1}U{x : f(x) > 1}.

Ist f(x) > 1, so ist lim f(x)” = +oo. Das kann auf keiner Menge von
positivem Mafl gelten. Also ist 0 < f(x) < 1 fast iiberall auf R™ \ A und
damit auch lim f(x)” = 0 fast iiberall auf R” \ A. Aus dem Lebesgue’schen

Konvergenzsatz folgt, dass ¢, = (x)” du, fir v — oo gegen Null
R™\A
konvergiert.

Nun ist ¢ = /f(x)” dp, = / dpt, + f(x)" dpn = pn(A) + €, fir alle
A R™\ A

v, also ¢ = p,(A) und damit €, = 0 fiir alle v.

Ist p,(R"\ A) =0, so ist f(x) = 1 fast iiberall. Das kann nicht sein (denn
dann wére ¢ = +00).

Also ist p,(R™\ A) > 0. Weil alle £, = 0 sind, muss f = 0 fast iiberall auf
R™\ A gelten. Also ist f = x4 fast tiberall.
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J. Sei ¢ € R. Dann gibt es eine Folge ¢; > ¢ > ¢3 > ... von rationalen Zahlen,
die gegen ¢ konvergiert. Also ist {x : f(x) > ¢} = U{X c f(x) > g}
v=1
messbar. Da dies fiir reelle Zahl ¢ gilt, ist f messbar.

K. Die Funktion g := f-x4 ist messbar und durch f L-beschrénkt, also integrier-
bar. Da [|g| du, = 0 ist, ist g = 0 fast iiberall, also auf R™\ N (wobei N eine
Nullmenge ist). Auflerdem gibt es eine Nullmenge M, so dass f > 0 auf R"\ M
ist. Dann ist A\M C {x : g(x) > 0} C N und damit A = (A\M)U(ANM)

eine Nullmenge.

L. a) Da 1/y/x iiber I = (0, 1] uneigentlich integrierbar ist, liegt f in .£*(I) und
ist insbesondere messbar. f?(z) = 1/x ist nicht iiber I integrierbar (sonst
wére 1/x auch uneigentlich integrierbar).

b) Druckfehler: g sollte f genannt werden!

Offensichtlich ist f messbar. Da 1/x? iiber I := [1, 00) uneigentlich integrier-
bar ist, ist f2 € ZY(I), also f € £*(I). Andererseits ist f nicht integrierbar
(gleiche Begriindung wie in (a)).

c) Mit f und g ist auch f - g messbar. Aulerdem ist |f-g| < (f? + ¢%)/2.
Also ist f - g integrierbar und

(af +Bg)* = a*f* +2a8fg + Fg* € L.
Damit liegt af + Bg in £*(I).
d) wurde schon in (c) gelost.

M. a) Die Integrierbarkeit von f ist trivial (integriere zunéchst iiber endliche
Intervalle).

b) Sei v, () := g(x) - X[—nn)(z). Dann ist ¢, integrierbar und lim,, . ¢, = g.

Weiter ist

1 1
e = 1+ 22

= f(x)

und damit auch [p,| = |g] - X[—nn < f. Nach dem Lebesgue’schen Konver-
genzsatz liegt g in £*.

l9(x)] <

N. Die Messbarkeit von f - g ist trivial (und wird schon im Buch erwihnt).

1

Sei a(x) = i%f (=f(x) + ¢). Dann ist a eine messbare Funktion. Ist x ein
9+ g

fester Punkt, so gibt es eine Folge ¢, von nicht-negativen rationalen Zahlen,

so dass f(x)/q, +q, gegen a(x) konvergiert. Die Folge (g, ) ist beschrankt und
besitzt daher eine Teilfolge (die wir wieder mit ¢, bezeichnen), die gegen eine
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reelle Zahl g konvergiert. Es ist dann ¢® —qa(x )+ f ( )=0. Diese quadratische
Gleichung hat nur eine Losung, und es folgt: a(x) = 24/ f(x). Somit ist /f
messbar.

O. a) Mit g und f ist auch f - g messbar. Ist |g| < C, soist |fg| < C|f|. Weil f
integrierbar ist, ist auch fg integrierbar.
b) Sei f eine integrierbare Funktion auf R.
1.Fall: Ist I ein beschrianktes Intervall mit den Grenzen a und b und f = yy,
SO ist
b
- b
}/f(x) sinnx dz | = |/ sinna da | = | cos(na) — cos(nb) ;
“ n
und dieser Ausdruck strebt fiir n — oo gegen Null.
2. Fall: Ist f eine Treppenfunktion, so folgt die Behauptung trivial aus (1).
3. Fall: Ist f € #! und ¢ > 0, so gibt es eine Treppenfunktion h mit
[1f = hldus < e. Dann ist
|/f(a:)sinnxdx| < / smnxda:‘—i—|/ )sinnzx dx
< /|f — hldp + | /h(a:)sinmcdx}
< e+efiirn > ny.
P.

Sei F; := {x : 271 < f(x) < 2} und m; := p,(E;), fiir ¢ € Z. Definiere
N

YN = Z 2iXEi- Das sind messbare Funktionen, die fast iiberall monoton
i=—N
wachsend gegen eine messbare Funktion ¢ konvergieren. Offensichtlich ist

o> f.

a) Sei f integrierbar. Da ¢y < 2f ist, ist

Z 2im; = hm on dit, < 2/fd,un < 00.

i=—00

e¢]
b) Sei umgekehrt Z 2'm; < oo. Dann streben die Funktionen ¢y gegen
die integrierbare Far_lktion w. Weil f messbar und 0 < f < ¢ ist, ist f
integrierbar.
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Losungen zu den Aufgaben in 2.6

: o 0 auf D,, :=[0,1/n) x [0,1/n)
A. Seip,(x,y) == { @+y) auf Q\ Dy, D_nl

©n > 01ist messbar und auf () durch n nach oben beschrinkt, also integrierbar.
Auflerdem ist

1/(x + Yy auf Dn Dn 5
(;Dn+1(x7y) - @n(m,y> = { /< O ) sonst. \ "

Also konvergiert die Folge (¢,) monoton wachsend gegen f. Es ist

1
nd :/ d
/90 2 o\b, T+ 2
1/n 1 1 d
:/ / )dm+/ (/ y)dx
0 /n$+y 1nNo TTY

1 1
= / n(z+y) dm—l—/ In(z +y) dx
y=1/n

1/n y=0

1/n 1
= /ln dx—/ ln(a:—i—l/n)dx—/ Inzdx
0 0 1/n
1/n

= ((x+1 lnx+1)—$> );—((azﬂ/n)ln(ﬁl/n)—x) .

1

- (:z:lnac —x) n

2
= 2In2—-—1n2.
n

Da die Integrale beschréankt bleiben, ist f integrierbar. Und dann ist
. , 2
/ fdus = lim /gpndm = lim (21n2 — —ln2) =2In2 =1In4.
Q n—oo n—oo n

B. Esist

//fxydxdy_/<x2+y
//fxydydx—/<x2+y

Da die Integrale verschieden sind, kann f nicht integrierbar sein.

1 1
) dy = — arctany ‘ =—7/4
0

un

1

) dx = arctan x
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C. Es soll der Satz von Tonelli benutzt werden. Dazu berechnet man

[ [l —/1| |/1 AR
7y y_ 71y 71$2+y2 y

Fiir y # 0 ist

! || b 2 2
e, e = )

Da yIny nach I’'Hospital fiir y — 0 gegen Null konvergiert, existiert

1 1 |£L’|
———dx dy.
/0 y/1$2+y2 v

Nach Tonelli ist f integrierbar.

1

=In(1+y%) — In(y?).

=0

. a) Sind 1, J zwei Intervalle, so ist xr(z) - xs(y) = Xrxs(z,y). Damit ldsst

sich sofort ableiten: Sind f und g Treppenfunktionen, so ist auch h(z,y) =
f(z)g(y) eine Treppenfunktion. Betrachtet man Grenzwerte von Folgen von
Treppenfunktionen, so erhélt man die entsprechende Aussage fiir messbare
Funktionen.

b) AuBerhalb der durch x = y oder x = 0 gegebenen Nullmenge ist f auf
dem R? stetig, also messbar. Auflerdem ist f > 0. Man kann also versuchen,
Tonelli anzuwenden. Nun ist

[ [rwnais = [7([ e miy) o
= /0w<—xe_xyoo )dx

y=x
o0
.2 1 -
= ze ¥ dr = ——e "
0 2

Weil das iterierte Integral endlich ist, ist f integrierbar.

E. Man nennt 7, ein n-dimensionales Simplex:

T, T;
T E | '
— — y

a) Klar ist, dass p,(T,,) C T,-1 ist. Ist x = (21,...,2,-1) € Tp,_1, s0 ist
X :=(T1,...,Tp1,Tn_1) € T, und p,(X) = x. Also gilt sogar ,=*.
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b) Offensichtlich ist vol,(71) = 1.

Eine echte Induktion braucht man garnicht.

Nn(Tn) =

/ / dxn dxy ...

1 — Tp— 1) dl’n 1) dl’n,Q Ce dl’l

Es ist

dxnfl

d(L’l

1
= —/ (1_1771 2) d[L‘n_Q...dfﬁl
2 Tn 2

F. Esist

voly(Q) = /Q ( /0 I dz) djis

G. Druckfehler: Gemeint ist

G:{(%yaz)$20,y20und0§z§1_$_y}

Das ist ein Normalbereich tiber T := {(x, y)

und es gilt:
l-z—y
( / dz) dpio

/ / dz dy dx
0 0

V013 (G) =

Il
S~ — 35—

0<zx<1lund0<y<1-—zx},

1 11 x2 1
l—o—y)dyde = | = [ (r—2+Z)de = =
A A AR
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dus berechnet werden,

1
Urspringlich sollte das Integral
P & & /G (:L’ +y+z+ 1)3

das Ergebnis ist dann = %an — %.

H. Esist

1 Vima? py/1-a2—y2
/zdug = // / zdzdydx
M o Jo 0
1 1 V1—z2
— _// (1—2°—y*) dydx
2 Jo Jo
1 /1

= —/(1—x2)3/2dx
3 Jo

1 7r/2
= —/ cos*udu = 1.
3 Jo 16

I. Day-e %" >0 auf {(z,y) : >0,y >0} und als (fast iiberall) stetige
Funktion messbar ist, folgt die Integrierbarkeit und die Vertauschbarkeit der
Integrale schon aus der Existenz eines iterierten Integrals.

Nun ist

SR gy g — _/ (e tn?) ) J
/0 /0\ ye yaxr 9 ; 1+x2€ 0 Xz
11
= —/ dx
2/, 1422

1 © T
= —arctan(z) ’
2 0

1

Mit der Substitution v = zy erhélt man fiir das andere iterierte Integral

/OO /Oo ye_(l-‘er)yQ dx dy _ /OO €—y2 /OO ye—($y)2 do dy
o Jo 0 0
= / 692/ e " du dy
0 0
o0 2
= (/ e dm) )
0

Da die beiden Integrale gleich sind, folgt: / e dy = ﬁ .
0

J. Sei a gegeben, A := {x : f(x) > a}. Dannist A x [0,a] C {(x,t) € AXR :
0< f(x)<t}=M N(AxR).

Also ist [ fdu, > [, fdpn = pni(M?7 N (A XR)) > ppi1(A x [0,a]) =
a- pn(A).
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Losungen zu den Aufgaben in 3.1

1 V1—x?
/ / 2} (2 +y*) P dyde = / / r? cos® t)r® dr dt
-1Jo

A. Esist

= /( CcOS t)dt

0 8 0
_ 1<t+1 275) T
= e\ Tgsm2) | = 15

,2), (3,4) und (1,2). Die

B. P ist das Parallelogramm mit den Ecken (0,0), (2
) = (u—wv,2u — v) bildet
0,

Transformation 7' : R? — R? mit (z,y) = T(u

P* :=[0,1] x [—2,0] diffecomorph auf P ab (mit (0,0) — (0,0), (0,-2) —
(2,2), (1,-2) — (3,4) und (1,0) — (1,2)). Dabei wird 7" durch die Matrix
A= ( ; :1 ) beschrieben, mit det A = 1. Daher ist

/nydm - /(u—v)(Zu—v)dug

= //2u +v? — 3uw) du dv
—2
3
= /_2(3+v—§v)dvz7.

C. Das Gebiet sieht etwa folgendermafien aus:

?=cy 2*=dy

Wir definieren einen Diffeomorphismus ® durch (u,v) = @7 (z,y) :=
(y*/z,x%/y). Das geht in der Nihe von G, weil dort z > 0 und y > 0 ist. Es
folgt, dass ®(u,v) = (W, m) und ®((a,b) x (¢,d)) = G ist (denn wenn
ar < y* < br und cy < z* < dy ist, ist 7 (z,y) € (a,b) X (c,d)).

123203 2,1/3,-1/3
Nun ist det Jg(u,v) = —1/3 = det ( 3u71/3vl/3 iuwgvﬁ/g > = —1/3 in
3

3
(a,b) x (c,d), also
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G):/Gdugz/ab/cd%dvdu:%(d—c)(b—a).

D. Setzt man r(t) := 2 — 2sint, so ist a(t) = (r(t) cost,r(t)sint). Das ist die
Beschreibung der Kurve in Polarkoordinaten.

Yy
t=m t=20
x
t=m/2
r=2—-2sint
t=3m/2

Die gesuchte Fliche ist

2T 2—2sint 2 7"2
wo(G) = / / rdrdt = / —
2(C) 0 (2

= / (1 —sint)?dt = 6.
0

2—2sint
) it

r=0

E. Sei F(z,vy, 2) := (az, by, cz). Wir kénnen annehmen, dass a, b, ¢ > 0 ist. Dann
ist det Jp(z,y,2) = abc > 0. Auerdem ist F(B;(0)) = F und daher

ma(B) = [ dmy = [ abeduy
E B1(0)

4
= —Wabc

3
F. Das Volumen des Rotationsparaboloids (ohne Bohrung)
R={(z,y,2) : 0<2’+¢y* <V1-2 z€[0,1]}

ist nach der Formel fiir Rotationskorper gegeben durch

voly(R) = w/olu —2)dz =

Wir berechnen nun das Volumen des herausgefrasten Teils. Dazu parametri-
sieren wir die Kreisscheibe

Li={(ry) : (=5l 497 < )



Grundkurs Analysis 2 45

durch F : Q :=[0,1/2] x [0, 27r] — R?, mit

(x,y) =F(r,p) := (1/2 + rcos(p), rsin(p)).

Dann ist Jg(r,¢) = r, und es gilt:

voly(Z) — /Lu—x?—y?)dﬂg:/Q {1—(%+TCOS(¢))2—(Tsin(gp))2} rdg dr

/2 om g 1/2 g
= / / (—7‘ —r?cos(p) — 7’3) dodr = 27r/ (Sr —r®)dr
0 0o \4 o 4
2

_2<37’ r4) /2 5
- s T )l T o™

Damit ergibt sich fiir das Restvolumen:

) 11
- —T = —T.

volz(R \ Z) = vol3(R) — vol3(Z) = 32 32

b |

G. Wegen der Translationsinvarianz des Integrals kénnen wir das Tetraeder so
verschieben, dass eine Ecke im Nullpunkt liegt. Das erledigt die Translation
F: (z1,29,23) — (21 — 1,29 — 1,23 — 1). Das durch die Punkte

0=1(0,0,0), by =(1,1,2) by = (2,0,—1) und b3 = (3,1, 2)

gegebene Tetraeder

3 3
T=A{x: X:Z%‘bz‘, Zaigl, a; >0}
i=1 i=1

hat das gleiche Volumen wie das Ausgangstetraeder.

Die Menge B = {(1,1,2),(2,0,—1),(3,1,2)} ist eine Basis des R3, die Matrix
des Basiswechsels von B zur Standardbasis ist damit gegeben durch

1 2 3
B=11 0 1
2 -1 2

Esist det(B) =4—-3+1—4=-2.
Die lineare Abbildung L, die durch B gegeben ist, bildet das sogenannte
, Einheitssimplex®

3

3
S = {XX:ZA’LeZ?ZAZSlJ)\ZZO}
i=1 i=1
= {(z,y,2) : z,y,2>0und x +y + 2z < 1}

bijektiv auf das Tetraeder T ab.



46 Losungen und Losungshinweise

Das Volumen des Einheitssimplex ist nach der Formel fiir Kegel

1 1
= vol3(9) = 3 voly (Grundfliche) - Hohe = 3 1=,

6

1

3
und die Funktionaldeterminate von L ist Ji,(x) = det B = —2. Damit erhal-
ten wir mit der Transformationsformel:

vol3(T) = /d,ug :/ dus = /|det L| dus
T L(S) s
1 1

= |detB|- [ dus=2-- = —.
|de ’/SM?) 6 3

H. Man benutze Kugelkoordinaten r, ¢, 6, wobei § der Winkel gegen die z-Achse
ist.

Kegel

Der Radius lduft jeweils zwischen 0 und 2 cosf. Das liefert

2 pmw/4  p2cosf
volg(V) = / / / 2 sin 0 dr d de
o Jo 0

1 w/4

= ﬁ cos® 6 sin 6 df
3 Jo
16 1/\/5

- 7 2dr = 7.

3

I. Es werden Polarkoordinaten verwendet.
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AR
&

s 2
/ ety dus = / e rdr dy
a o Ji

J. Man berechne zunéchst

2m 1
/ —In(z? + ) doedy = / / (—Inr?)rdrdy
Di\D. 0 €

1 1
= —7r/ mudu = —7m(ulnu — u)

2 €2

= 7w+ 7(e®In(e?) — &2).

Dieser Wert strebt fiir ¢ — 0 gegen .

Losungen zu den Aufgaben in 3.2

A. a) Parametrisierung des Randes:

alt) = (4,0), fir 0 <t < g
Blt) = (g,t), fiir 0 <t < 1,
y(t) = (%(1 —t),1—¢), fir0<¢ < L.

Dann ist a4+ 3+ = 0A. Setzen wir f(z,y) := y—sinz und g(z,y) := cosz,
SO ist
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w/2

/2
/ fdetgdy = [ fla)el(t)di + / g(at))al(t) dt

0

w/2
= —/ sintdt = —1,
0

/ﬁfd:}c—I—gdy = /Olcos(g)dt = 0,
Afdx+gdy - /0 ([1—t—sin(g(1—t))](—g)+cos(g(1—t))(—1)> dt

m 2
= —S4+1-2.
4 * s
. T 2
Zusammen ergibt das: / fdr+gdy=————.
9A 4 T

b) Nach Green ist

/fdyc+gdy = /(gx—fy)dxdy
dA A

1 w/2
= / </ (—sinx—l)dz) dy
0 (7/2)y

1
= COST — T
/0 ( ) z=(m/2)y

_ (T T 2T
= (4y 5Y Wsm(2y)>

T 2

4 7

w/2

y=0

Das Ergebnis muss natiirlich mit dem von (a) tibereinstimmen.

1

. a) Es ist voly(G) = —/ (xdy — ydx).
oG

2

Der Rand von G setzt sich aus den beiden parametrisierten Kurven

alt) = (t,t*) (fir0<t<1)
und  fB(t) = (1—-t,1—t) (fir0<t<1)

zusammen. Es ist

/Q(xdy—ydx) = /a(—y,x)-dx

und
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1
/(xdy—yda:) _ /(t—l,l—t)o(—l,—l)dt ~ 0.
B 0
Also ist voly(G) = 1/4.

b) Da G auch ein Normalgebiet ist, folgt:

1 x 1
voly(G) = // dydx = / Y
01 x 0

_ /O(x—x3)da: = (2% - 32 1

x

C. B ist ein Greenscher Bereich, dessen Rand C' durch die folgende Parametri-
sierung beschrieben wird:

V3
7 (t) (¢,,0), 0<t<2
72(25) = (2,t—2), 2<t<4 - -
u(t) = (6-t2), 4<t<6
74(25) = (0,8—25), 6<t<8§
§a!

Es sei F(z,y) = (P,Q) = (y*, ), dann ist

/C(y dx + zdy) = /CF’dX
= > [ Pyl
_ /2(o,t)-(1,0)dt+/4((t—2)2,2)-(0,1)dt

+/6(4,6—t)-(—1,0) dt+/8((8—t)2,0)-(0,—1)dt

4 6
_ /2dt+/(—4)dt: 4
2 4

Mit dem Greenschen Integralsatz lasst sich das Integral ebenfalls berechnen,
denn es ist
oQ 0P
2d dy) = / — ——)d
[ = [(22-00)
2 2
= / / (1 —2y)dzdy
0o Jo
2 2
= / / (1 —2y)dydx
0o Jo
2

- /0(2—4)dx = 4
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D. Sei M := Ty — ¢*™® und N := 15z — sin(y® + 8y), sowie D das berandete
Gebiet. Nach Green ist

/F-dx = /de—i—Ndy
c c

ON OM

= 8/ dups = T2m.
D

E. C = 0P besteht aus zwel Strecken und einem Parabelstiick. Nach Green ist
/(372 + yg) dx + 3xy2 dy = /(33/2 — 3y2) dps = 0.
C R

F. C berandet ein Teilgebiet B C D5(0). Liegt der Nullpunkt nicht in B, so
kann man Green anwenden und erhélt als Wert des Integrals die Null.

Liegt der Nullpunkt in B, so kann man ihn umgehen, z.B. wie im folgenden
Fall:

Es bleibt dann der Wert des Integrals iiber einen kleinen Kreis um den Null-
punkt (im Uhrzeigersinn).

G. Sei N := (a}, —a}) und n := N/||N||. Dann ist
[ardm = [ (0= )i = [ (<fydo fody
b
= [ (~thoatain) + (o ayan) di
= / (fxoa(t),fyoa(t))-Noa(t)dt
_ /b(Vf.N)oa(t)dt

b
~ [ Vuneawla@ld = [ s
a oG
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Losungen zu den Aufgaben in 3.3
A. Sei S ={(z,y,2) € R® : 22+y? <1 und 2 = y?}. Das ist ein Graph, den man
am besten durch ¢(u,v) := (u,v,v?) parametrisiert (iiber der Menge aller

(u,v) € R mit u?+0? < 1). Esist bS = C und ¢, xp, = (1,0,0)x(0, 1,2v) =
(0, —2v,1). Mit Stokes folgt nun:

/F-dx = /rotF-dO = /(O,y,—z)-dO
c S S
= / (0,v, —v?)+ (0, —20v, 1) du dv
u2+4+02<1

2 1
= / / (=3(rsin 0)*r) drdf
o Jo
1

- _3</0 d) (/Ogﬂsin26d9>

3 1 . 2
= —é (9—5811’1(29)) 0
_ 3

Esist bS = {(z,9,2) : 2> +y*=1und z = 1}
= {(cost,sint,1) : t € [0, 27|},

parametrisiert durch a(t) = (cost,sint, 1).
Das Flichenstiick S wird parametrisiert durch ¢ : {u? + v* < 1} — R3, mit
p(u,v) == (u,v,2 —u* —v?).

Flachennormale ist ¢, X ¢, = (1,0, —2u) x (0,1, —2v) = (2u, 2v,1). Aufler-
dem ist F(z,y,2) = (2,z,y*) und rot F(z,y, z) = (2y,0,1).

Das Randintegral:

2m
/F-dx = / (2, cost, (sint)?)«(—sint, cost,0) dt
bS 0

2
= / (—2sint + cos®t) dt
0

27
= T.
0

_ (2 cost + %(t + %sin(%)))

Das Flichenintegral (muss nach Stokes das Gleiche ergeben):
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/rotF-dO = / (2v,0,1) « (2u,2v,1) dudv
S u?+v2<1

= / (duv + 1) dudv
uZ+v2<1

2 1
= / / (4r® cos @sin @ + 1)r dr df
o Jo

1 27 1 2
= 4(/ rgdr) (/ COSQSiH@d@)—l——/ do
0 0 2 Jo

1 2T
= —1 cos(20) | +m = 7.

0

C. Parametrisierung ¢(u,v) = (u, v, v* — 4u). Dann ist

1 0
17 —8v
Jp = 01 |, J;.sz(_&] 1+4U2)
—4 2v

und Gy, = det(J) - J,) = 17+ 40?, also

A(S)

2 v
/\/17+4U2dudv = / / V17 + 40?2 du dv
P
2 10 330
= /v\/17+402dv = g/ VY dy
0

17

= iy3/2 % =

1
5 —2(333/2— 173/2) ~ 9.956.

17 1

D. a) Esist h = R(1 — cos 3).

b) Es ist

p,(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, —Rsinu),

p,(u,v) = (—=Rsinusinv, Rsinucoswv,0),

0, (u,v) x @, (u,v) = (R?sin®ucosv, R?sin®usinv, R?sinu cosu)
und [, (u,v) x @, (u,v)]| = R’sinu,
also
A(S) = / / R? sinu du dv
= 27R? —cosu ‘ 27 R*(1 — cos 3) = 2nRh.

0

c) Ist B <7/2und 0 < u < f3, so zeigt ¢, X ¢, nach oben (und damit nach
auBen). Der Fluss von F durch S ergibt damit
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27
/F-dO = / / * (p,(u,v) x @, (u,v)) dudv
s
27
= RB/ /sin2ucosududv
o Jo

sin 3 2
= 27TR3/ 2 dr = §R37TSiIl3 0.
0

Ist 0 < B <, so zeigt ¢, X ¢, nach unten und damit auch in diesem Falle
nach auflen. Die Formel bleibt dafiir also richtig. Ist h = 2R, soist § =7
und der Fluss = 0.

E. Sei M :={(z,y,2) e R® : 0 <z < hund 2% +y? = 22/2}.

Im Querschnitt sieht der Kegel folgendermafien aus:

Wir kénnen M als den Graphen der Funktion f(x,y) := v/2+/x2 + y? iiber
der Kreisscheibe D := {(z,y) : 2* +y? < Lh?} auffassen Wenn wir D durch
ebene Polarkoordinaten F(u,v) := (vcosu,vsinu) parametrisieren, erhalten
wir auch eine Parametrisierung von M :

@ :Q :=10,27] x |0, %] —R3  (u,v) = (veosu,vsinu, vV20).
—vsinu  cosu
Es ist ¢'(u,v) = veosu sinu |, also rg¢’(u,v) # 0, fiir v # 0. Auf
0 V2
dem Inneren von @ ist ¢ injektiv. Dabei wird die untere Seite von () auf die
Spitze (0,0,0) abgebildet, die obere Seite von @) auf das regulire Randstiick
{(z,y,h) : 2* +y* = $h?}, und die anderen beiden Seiten von @ werden zu
der Kante {(t,0,v/2t) : 0 <t < 2 } zusammengeklebt. Die Tangentialvek-
toren an M sind

O B : O B :
%(u,v) = (—vsinu,vcosu,0) und %(u,v) = (cos u, sinu, v/2).

Daraus ergibt sich der Normalenvektor
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0 0
a—i(u,v) X a—f(u,v) = (V2v cos u, V2v sin u, —v)
. Op oy . . )
der Linge Ha—(u,v) X a—(u,v)H — V/3v. Der Flicheninhalt von M ist
u v

h/\/i 2
AM) = /\/gvdudv = \/5/ / vdu dv
Q 0 0
h/V2
= 27r\/§/ vdv = gth.
0

Die Lange der Mantellinie s des geraden Kreiskegels mit Radius r berechnet

sich mit dem Satz von Pythagoras zu s = v/h? + 2. In diesem Fall ist r = \%,

also s = \/gh. Das Ergebnis entspricht somit der aus der Schule bekannten
Formel fiir die Mantelfliche A(M) =7 -r - s.

. Sei M = {(2,y,2) : 2?2+ y?+ 22 = 1und —V2/2 < z < V/2/2}. Die

Einheitssphére 0B;(0) wird durch
P [0,27] x [-7/2,7/2] — R?,  p(u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv)

parametrisiert. Es gilt —v/2/2 < z = sin(v) < v/2/2 und v € [-7/2,7/2]
genau dann, wenn —7/4 < v < 7/4 ist. Damit erhalten wir direkt eine
Darstellung von M als parametrisiertes Flachenstiick:

@ :10,27] x [-7/4,7/4] — R (u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv).

Dabei wird die untere Seite 0Q, von @ := [0,27] x [—m/4,7/4] auf das
regulire Randstiick

{(w,y.v2/2) : 2+ +1/2=13
und die obere Seite @), auf das reguldre Randstiick
{(z,y,—V2/2) : 2 +y>+1/2 =1}
abgebildet. Die anderen beiden Seiten werden zu der Kante
{(,0,2) : 22+ 22 =1und —Vv2/2 <z <V?2/2}
verklebt. Die Tangentialvektoren an M sind

0
_go(% v) = (—sinucos v, cosu cos v, 0)

ou

und

0
_90(% v) = (— cosusinv, — sinusin v, cos v),
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und die Flachennormale zu M ist

0 0
—Lp(u,v) X ﬁ(u,v) = (cos u cos? v, sin usin? v, cos v sinv).
0 ov
S, Op 72 B
Damit ist die Linge des Normalenvektors ||a—(u,v) X 8_(U’U>H = cosv.
u v

und der Flacheninhalt von M ist gegeben durch

w/4 2w
AM) = /cosvdudv:/ / cos v du dv
Q —m/4J0

w/4
= 27T/ cosvdv = 2m(sin(r/4) — sin(—mn/4)) = 27V/2.

—m/4

G. P = {(z,y,2) : 2+ y* = zund 0 < 2 < 1} ist Graph der Funktion
f(z,y) = 2% + y? {iber der Kreisscheibe D = {(z,y) : 2* +y* < 1}. Wir
parametrisieren D durch

F:[0,27] x [0,1] — R?  F(u,v) = (vcosu,vsinu),
dann ist f o F(u,v) = v%. Daraus erhilt man als Parametrisierung fiir P:
@ :[0,27] x [0,1] — R?

mit
p(u,v) = (vcosu,vsinu,v?).

Die Tangentialvektoren an P sind

0 0
a—i(u,v) = (—vsinu,vcosu,0) und a—f(u,v) = (cosu,sinu, 2v),
und die Flachennormale im Punkt ¢(u,v) ist gegeben durch
0 0
a—i(u,v) X 8—f(u,v) = (20? cos u, 2v* sin u, —v).

Speziell ist (7, v) = (—v,0,v?), und es ist
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Das ergibt einen nach ,auflen“ weisenden Vektor, und da das Einheitsnor-
malenfeld stetig ist und nirgends verschwindet, erhilt man in jedem Punkt
einen nach , auflen“ weisenden Vektor.

Sei F(x,vy,2) := (y, —,2?). Dann ist F(¢(u,v)) = (vsinu, —v cosu, v*) und
0 0
F(p(u, ) + (5o (,v) x 2 (u,0)) = =07
Fiir das Flachenintegral erhélt man damit
/F-dO = / —v° du dv
P Q
1 2m
= / / P dudy = — 2.
0o Jo 3
Man konnte das Paraboloid P z.B. auch durch
W [0,1] x [0,27] — R®,  ap(u,v) = (ucosv,usinv, u?)
parametrisieren. Dabei wiirde man aber eine nach ,,innen“ weisende Flachen-
normale bekommen. Mit der orientierungsumkehrenden Parametertransfor-
mation
® :[0,27] x [0,1] — [0,1] x [0,27], ®(u,v) = (v,u),
erhdlt man dann die obige Parametrisierung ¢ = 1 o ®.
H. Sei £ :={(x,y,2) : * +y+ z = 1}. Dann gilt:

S = ENnZ = {(z,y,2) : 2 +y*<lund z = 1 —z —y}
und C = ENOZ = {(v,y,2) : 2° +y*=1und 2 =1— 2 —y}.

Die direkte Berechnung der Zirkulation von V entlang C' wird sehr kompli-
ziert. Mit Hilfe des Satzes von Stokes kéonnen wir aber schreiben:

/Vodx:/rotV-dO.
c s

S ist der Graph der Funktion f(x,y) = 1 — x — y iiber der Kreisscheibe
D :={(z,y) : 2* + y*> < 1}. Die Parametrisierung

o :[0,1] x [0,27] — D C R?,  a(u,v) = (ucosv,usinv),
der Kreisscheibe liefert die Parametrisierung
@ :[0,1] x [0,27] = R*  (u,v) = (ucosv,usinv, 1 — u(cosv + sinv),

von S. Die Tangentialvektoren und die Fldchennormale an S sind
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gi(u,v) = (cosw,sinv, —(cosv + sinv)),
u
aa_cp(u’ v) = (—usinv,ucosv,u(sinv — cosv) und
v
Op Op B B
%(U,U) X %(U,U) - (u,u,u) =u (1717 1)

Es ist rot V(z,y,2) = (0,0, 3(z* + y?)), also

rot V(p(u,v)) e (g—i(u,v) X g—f(u, v)) =(0,0,3u?) s u(1,1,1) = 3u”.

Wir erhalten fiir die Zirkulation von V entlang C"

1 2m
/rotV-dO = / / rot V(ep(u,v)) e (&P (u,v) X ai(u,v)) dv du
g o Jo du v

1 27 3
= / / 3udvdu = =r.
0 Jo 2

I. (z,y,2) liegt genau dann im Bild von ¢, wenn /2% + y? = f(z) ist. Also ist
S die Mantelfliche eines Rotationskorpers. Es ist

@, (1, 0) X @, (u,v) = (—f(u) cosv, — f(u) sinv, f'(u) f(u)),

also
lu X @l = f(u)V/1+ f'(u)?

und

4= [ [ s TE P avae =2 [ 50y T PR

Genauer kann man den Fldacheninhalt nicht berechnen, solange f nicht nédher
bekannt ist.

J. Die Parametrisierung der Oberfliche des Torus T' wird durch ¢ : [—m, 7] X
[—m, 7] — R3 mit

¢(u,v) = ((R—rcosv)cosu, (R—rcosv)sinu, rsinv)
gegeben.
Die Tangentialvektoren an 7" sind

a—so(u, v) = (—=(R —rcosv)sinu, (R — rcosv)cosu,0)

ou

und
8_<p
ov

(u,v) = (rsinvcosu, rsinvsinu, r cosv).
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Die Flachennormale ist

Jp Op B : :
%(u,v) X %(u,v) =r(R —rcosv) - (cosucosv,sinucosv, —sinv),
Op Op B
also H%(u,v) X %(u,v)H =7r(R —rcosv).

Damit ergibt sich fiir den Flacheninhalt des Torus 7"
AT) = /T(R—rcosv)dudv = / / r(R — rcosv) dudv
Q -7 J =7

= 271'7’/ (R—rcosv)dv = 47°rR.

—T

Losungen zu den Aufgaben in 3.4
A. Zunichst (b). Mit dem Satz von Gauf} geht’s einfacher:

/ F.dO = /(divF)d,ug = /ZZd/Lg
oG G G

5
= / (/ 2zdz) dz dy
z2+y2<4 0

= / 25dxdy = 100m.
z24y2<4

a) Fiir die direkte Berechnung parametrisiert man den Zylindermantel
Sm ={(2cosu,2sinu,v) : 0 <u<2m 0<v <5}

mit Normalenfeld N, = (—2sinu,2cosu,0) x (0,0,1) = (2cosu,2sinu,0),
den Boden

Sy = {(u,v,0) : u*+v* < 4}, mit Normalenfeld N, = (0,0, —1),
und den Deckel
S, = {(u,v,5) : u*+v? < 4}, mit Normalenfeld N, = (0,0, 1).

Dann ist

/ F.dO = / (v*,u%,0)+(0,0,—1)dudv = 0,
' u24v2<4
/F-dO = / (v*,u?,25)+(0,0,1)dudv = 1007
o u24v2<4
5 2w
und/ F.dO = // (4sin® u, 4 cos® u, v?) « (2 cos u, 2sinu, 0) du dv
Sm 0o Jo

5 2T
= 8 / / (sin® u cos u + cos® usinu) du dv
o Jo

8 5 27
= § / (sin3 u — cos® u)
0

dv = 0.
0
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Der Fluss durch 0G ergibt sich als Summe der 3 Integrale. Dies stimmt mit
dem Ergebnis von (b) iiberein, so wie es sein soll.

B. Esist G={(7,9,2) : -1<2<1,0<2<1-2und 0<y <2— 2z} und

divF = 3y, also

/ F.dO
e

/ divF dus
G
1 pl-2? p2—z
/ / / 3ydydzdx
-1J0 0
1 pl—g? 9
/ / (§y2 ) dz dx
—1Jo 2 y=0
1 pl—a?
5 / / (4—4z+
-1J0
3

1
Ay — 22 4 =
/(z z—|—3)

2

2*)dzdx
3 2

11—z

2 1 z=0
3 (17 1
5/_1(§—x2—x4—§x6)d:ﬂ
1 27 3 184
7___ hpts) 3 =
AN N v

C. a) p(u,v) = (u,v,u® + v?) liefert die falsche Orientierung, benutze daher
stattdessen @ (u,v) := (v, u, u® + v?).

Dann ist ¢, = (0, 1,2u), ¢, = (1,0,2v) und ¢, X ¢,

(2v,2u, —1).

b) ¥ (u,v) := (u,v,4). Dann ist ¢, = (1,0,0), ¥, = (0,1,0) und 9, x ¢, =

(0,0, 1).

c) Es ist

/F-dO
S

und

/F-dO
T

Der Gesamtfluss durch 9f2

/ F(v,u,u® +v?) (20, 2u, —1) du dv
D

2m 2
/ / (2r* = 3)rdrdp = 4.
o Jo

/ F(u,v,4)+(0,0,1) dudv
D

2w 2
/ / 3rdrdp = 12m.
o Jo

betragt daher 16m.
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d) Nach Gau8 ist

4
/‘F%O::/dwFﬂf: /(/ 2M>Mdy
o0 Q D N zx24y2

27 2
= / /(8—27“2)7“d7“d90 = 16m.
o Jo

e) Sukzessive Integration von f, = 4ze* (= f(z,y,2) = 22%e*+¢(y, 2)), von
fy =gy =cosy (= g(y,z) =siny + h(z)) und f, = 22%¢* (= h(z) =0)
liefert: f(z,y, z) = 2x%e* + siny.

(/Fdx:ﬂme—f@Qm:Z
C

f) Das Integral von F iiber geschlossene Kurven ist Null. Nach Stokes ist dann

/rotF-dO:/ Fedx=0.
S bS

. Es sei S die geschlossene Fliche, die den Zylinder G := {(z,y,2) : 0 < 2z <

H und z2+y* < R?} berandet. Der Zylindermantel wird parametrisiert durch
w; Q1 :=[0,27] x [0, H] — R? mit ¢, (u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), der ,,Bo-
den® durch ¢, : Qq := [0,27] x [0, R] — R3 mit ¢,(u,v) = (vcosu,vsinu,0)
und der ,Deckel® wird durch ¢ : Q3 := [0,27] x [0,R] — R*® mit
@y(u,v) = (vcosu,vsinu, H) parametrisiert. Damit haben wir S als Ver-
einigung der drei parametrisierten Flichenstiicke S; = ¢,(Q1), S2 = ¢5(Q2)
und S3 = 4(Q3) dargestellt.

Der Fluss des Vektorfeldes F durch S ist gegeben durch

/F-dO: F-d0+/ F-d0+/ F.dO.
S S Sa S3

Wir berechnen zuerst den Fluss durch S;: Die Tangentialvektoren an S sind

0 0
%(u,v) = (—Rsinu, Rcosu,0) und %(u,v) =(0,0,1),
und die nach auflen weisende Flachennormale ist
0 0
ﬂ(u,v) X ﬂ(u,v) = (Rcosu, Rsinu,0).

ou ov

Da F als zylindersymmetrisch vorausgesetzt wird, ist

F(p(u,v)) = (f(R) cosu, f(R)sinu,0)

und damit
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Flipn (1, 0)+ (222, 0) x 224 u,0)) = R+ f(R)

Der Fluss eines zylindersymmetrischen Vektorfeldes F durch den Zylinder-
mantel ist

/SF-dO:/Q Rf(R)dudv:/OH/O%Rf(R)dudv:QWHRf(R).

Wir vermuten natiirlich, dafy der Fluss eines zylindersymmetrischen Vektor-
feldes durch die ,,Deckflachen* Null ist. Uberpriifen wir das beispielsweise am
,Boden“: Die Tangentialvektoren an S, sind

0 0
%(u, v) = (—vsinu,vcosu,0) und %(u, v) = (cosu, sinu, 0).
0 0
Als Fldchennormale erhalten wir %(u,v) X %(u,’u) = v(0,0,—1), die
U v
wegen v > 0 nach auflen zeigt. Fiir ein zylindersymmetrisches Vektorfeld F
ist dann

Flipaln )+ (222(0,) x %22u,0)) =0,

und somit ist auch der Fluss gleich Null.
Analog verhélt es sich beim ,,Deckel“ S3, unabhéngig davon, ob die Flachen-

normale nach innen oder auflen zeigt. Bei der angegeben Parametrisierung

0
zeigt die Flachennormale ﬁ(u, v) X —=(u,v) = v(0,0, —1) nach innen!

ou

E. Man soll natiirlich den Satz von Gaufl verwenden. Das Prisma ist die Menge
P={(z,y,2) €[0,1] x [0,2] xR : 0 < 2z <2—2z}. Damit ist

/F-dO = /dide,u3
oP P
1 2 p2-22
= /// (2y — 1)dzdy dx
o Jo Jo
12
= //(2y—1)(2—2x)dydx
o Jo
1
= 4/(1—x)dm = 2.
0

F. Esist Q@ = {(z,9,2) : 2*+ 3> <4und 0 < 2 <4 —2>—4*} und divF =
3(z* + y? + 2%), also (unter Verwendung von Polarkoordinaten)
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/F-dO = /diVFd,ug

oQ Q

/ // (r* + 2H)rdzdr dp
0

2 —7'
= 67r/ (r*z + 2°r/3) )dr
0 z=0

- 67T/ —12r3 4 3¢ +(64/3)7‘—r7/3> dr
0

Il
w

2
- 67r<( 312 414 /2 4 32/3 — 15 /24)r )‘ — 967
0

Losungen zu den Aufgaben in 3.5

A. Esist oA = (xz+yz?) de Ady Adz und ¥ Ap = 0 (siehe dazu auch Aufgabe
B).

B. a) Ist a eine 1-Form, so ist
aNax;v,w) =a(x;v) a(x;w) — a(x;w) - a(x;v) = 0.
Alsoist a, A(ar AL Aay) = Ao A A Ao ANa, =0ftirv=1,...,p
b) Man ergénze aq, . . ., o, durch a,41, . . ., a, zu einer Basis. Ist a = Z A0y,

v=1
eine beliebige 1-Form, so ist

alN(ar AN hay) = Z Aoy, Nag Ao Aoy, = 0
v=p+1

= A1 .=XA, = 0

M@ ||

“— a= AL Qv

1

N
Il

c) In der Aufgabenstellung fehlt die Bedingung « # 0.

Ist aA(a1 AL Aay) =0, s0ist a = Z M, . Einer der Koeffizienten )\, ist
v=1
# 0, etwa sei Ay # 0. Dann kann man 3 := (1/A1)as A ... A o, setzen.

C. Auch wenn es nicht explizit gesagt wird, kann man davon ausgehen, dass w
und © Formen auf dem R? sind. Dann ist

dw = —-2ydrNdy und d2=—coszdxANdyAdz.
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D. Esist dw =ndzy A ... Ndzx,.

E. Es ist F'w = FydFy AN dF5 + FydF3 A dFy, + F3dF; A dF,. Nach langerer
Rechnung erhélt man

F*w = rcos 9(7"2 dp N\ d@).

Etwas einfacher geht es mit den Formeln fiir krummlinige Koordinaten. Dazu
sollte man die Bezeichnungen wechseln:

B(r,¢,0) := (rcospcosb,rsinpcosf, rsinf) und Fy =z, Fy:=vy, F3:=z.

Dann ist h; = 1, hy = rcosf und hs = r, sowie

e, = (cospcosf, singpcosh, sinb),
e, = (—sinyp,cosyp,0)
und ey = (—cospsinf, —singsinf, cosb).

Damit ist

E = ((F1, Fy, F3) 0 ®@)ee, =1,

FQ = ((Fl,FQ,Fg)O(ﬁ)'ew = 0,

F3 = ((Fl,FQ,F:g)O@)'eg = O
und

®'w = (Fihohs)dp Adf + (Fahshy)dO A dr + (Fshihs) dr A dy
= r3cosfdp A db.
F. Esist dw = —xdz Ndy — 3dy A dz und
p*w = (9u® + duv + v*v?) du + (u'v — u?) dv.

Berechnet man nun ¢*(dw) und d(¢*w), so erhélt man in beiden Féllen das
gleiche Ergebnis, ndmlich (2u3v — 6u) du A dv.

G. Hier ist
dw = (1+cosy+sinz)de Ady A dz

und (mit (z,y,2) = ®(u,v,w) = (u,v — vw, vw))

P'w = (—uw’—wsin(v—uw) — cos(vw)) du A dv
+ (—uvw — vsin(v — ww) + ucos(vw)) du A dw + (uv + w*w) dv A dw.

Dann ist
& (dw) = d(P'w)
= ((v + uw) (1 4 cos(v — uw) + Sin(vw))> du A dv A dw.

®*(dw) ist etwas leichter zu berechnen.
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H. Sei

B(r,p,0) = Fyn(r, v, 0) = (rcospcosb,rsinpcosb, rsinb)
und F = (F, I, F3) ein Vektorfeld.

Es ist hy = 1, ho = rcos und hz = r. Damit ergibt sich:

a)
(leF)Oq)—m' E(T F151n9>+%(7'F281n0)+%(TF:;) ,

mit

5
|
N TN N N
]
(@]
LS}
S~—
L]
o
>

)
=
(o

M
[

= —(Fio®)sinp + (Fyo ®)cosg.

(rotF)o® = Rie, + Ryey + Rze,

mit

R - 2 P(@mg)-%(@}

e

und Ry = —[—(TFQ)

I. Hier sollen die Kugelkoordinaten in der Form

®(r,p,0) = (rcosesinb, rsinpsind, rcos )
verwendet werden, es ist also

hi =1, hy=r und hs=rsinf.

M ~ M ~

Ist Fod® = —Y—5€r, SO ist ] = Y= Fy; = 0 und F5 = 0. Setzt man dies
r r

in die entsprechenden Formeln ein, so erhélt man

(divF)o® =0 und (rotF)o® =0.
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J. Esist Vo ® = ‘Zer + ‘72e9 + 173%, also nach Voraussetzung ‘71 = wrsind,
Vo=0und V5 =0.

Dann ist (rot V) o ® = Rye, + Roep + }N?,ge@ mit
El = 2w cosb, §2 = —2wsinfd und ég =0.
Mit

e, = (cospsinf, sinpsinf, cosb)

und eg = (cospcosf,sinpcosf, —sinb)

ist dann (rot V) o ® = (0,0, 2w).



