
Lösungen und Lösungshinweise
zum Grundkurs Analysis 2 (2. Auflage)

Kapitel 3:

Lösungen zu den Aufgaben in 3.2

H. Sei ω = x dy + y dz + z dx und σ : [0, 2π] × [0, 1] → R2 definiert durch
σ(u, v) := (cosu, sinu, v).

Es ist dω = dx ∧ dy + dy ∧ dz + dz ∧ dx und

σ∗(dω) = (− sinu du) ∧ (cosu du) + (cosu du) ∧ dv + dv ∧ (− sinu du)

= (sinu+ cosu) du ∧ dv,

also (mit R := [0, 2π]× [0, 1])∫
σ

dω =

∫
R

σ∗(dω) =

∫
R

(sinu+ cosu) du ∧ dv

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

(sinu+ cosu) dv du = (sinu− cosu)
∣∣∣2π
0

= (0− 1)− (0− 1) = 0.

Das Integral
∫
∂+σ

ω muss natürlich den gleichen Wert haben. Man kann es
aber auch explizit berechnen. Dazu braucht man die Randabbildungen

σu1 (v) = (0, v), σo1(v) = (2π, v), σu2 (u) = (u, 0) und σo2(u) = (u, 1).

Dann ist

f(v) := σ ◦ σu1 (v) = σ(0, v) = (1, 0, v),

g(v) := σ ◦ σo1(v) = σ(2π, v) = (1, 0, v),

h(u) := σ ◦ σu2 (u) = σ(u, 0) = (cosu, sinu, 0)

und k(u) := σ ◦ σo2(u) = σ(u, 1) = (cosu, sinu, 1).

Es folgt:
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∫
∂+σ

ω =
2∑
i=1

(−1)i−1
(∫

σ◦σo
i

ω −
∫
σ◦σu

i

ω
)

=
(∫

[0,1]

g∗ω −
∫
[0,1]

f ∗ω
)
−
(∫

[0,2π]

k∗ω −
∫
[0,2π]

h∗ω
)

= (0− 0)−
(∫ 2π

0

(cos2 u− sinu) du−
∫ 2π

0

cos2 u du
)

= −
∫ 2π

0

sinu du = cosu
∣∣∣2π
0

= 1− 1 = 0.

Lösungen zu den Aufgaben in 3.3

A. Ist F = (F1, F2, F3), so ist

rot F =
(
(F3)y − (F2)z, (F1)z − (F3)x, (F2)x − (F1)y

)
.

Damit erhält man:

rot A = (0, 0, y),

rot B = (x− x, y − y, z − z) = (0, 0, 0)

und rot C = (0, 0, 3x2 − 3x2) = (0, 0, 0).

B. Es genügt, für a und b Einheitsvektoren einzusetzen. Ist F = (F1, F2, F3), so
ist

ei · (JF − J>F ) · e>j = (Fi)xj − (Fj)xi , für i < j,

und andererseits

− det(rot F, ei, ej) = det(rot F, ej, ei)

=
3∑

k=1

(rot F)k · det(ek, ej, ei) = (Fi)xj − (Fj)xi .

Ist nämlich {k, j, i} 6= {1, 2, 3}, so ist det(ek, ej, ei) = 0. Ist {k, j, i} = {1, 2, 3}
und (k, j, i) eine zyklische Vertauschung von (1, 2, 3), so ist det(ek, ej, ei) = 1
und (rot F)k = (Fi)xj − (Fj)xi . Ist (k, j, i) keine zyklische Vertauschung von
(1, 2, 3), so ändert sich bei beiden Termen das Vorzeichen.

C. Die Aufgabe ist so, wie sie gestellt wurde, zu schwer. Es liegt ein Druckfehler
vor, gemeint war

S := {x = (x, y, z) ∈ R3 : ‖x‖ = 1}.

Die Kugeloberfläche S wird durch ϕ(u, v) := (cosu cos v, sinu cos v, sin v) mit
0 ≤ u ≤ 2π und −π/2 ≤ v ≤ π/2 parametrisiert. Es ist
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Jϕ = det

 − sinu cos v − cosu sin v
cosu cos v − sinu sin v

0 cos v


und daher Gϕ = det(J>ϕ · Jϕ) = det

(
cos2 v 0

0 1

)
, also

√
Gϕ = cos v (auf

[−π/2, π/2]).

Sei P := [0, 2π]×[−π/2, π/2]. Mit f(x, y, z) = x2 ist f ◦ϕ(u, v) = cos2 u cos2 v
auf P , also∫

S

x2 do =

∫
P

f(ϕ(u, v))
√
Gϕ(u, v) dµ2 =

∫ 2π

0

∫ π/2

−π/2
cos2 u cos3 v dv du.

Nun ist ∫ π/2

−π/2
cos3 v dv =

4

3
,

also ∫
S

x2 do =
4

3

∫ 2π

0

cos2 u du =
4

3
π.

Mit den Ergebnissen des Abschnitts 3.5. wäre noch eine andere Lösung
möglich: Setzt man B := B1(0), F := (x, 0, 0) und berücksichtigt man, dass
N := (x, y, z) das Einheitsnormalenfeld auf S = ∂B ist, so erhält man:∫

S

x2 do =

∫
S

F • N dO =

∫
B

div F dµ3 =

∫
B

dµ3 =
4

3
π.


