Losungen und Loésungshinweise
zum Grundkurs Analysis 2 (2. Auflage)

Kapitel 2:

Losungen zu den Aufgaben in 2.3

E. Sei D := D,(x¢) C R* und D, := {(z,y) € D : y > 0}. Dann reicht es zu
zeigen, dass D, J-messbar und voly (D, ) = r?m/2 ist.

Die Menge D, ist ein Normalbereich (und deshalb J-messbar):
D, ={(z,y) € [-r,r] xR :0<y <Vr?2—a2}.

Ist x die charakteristische Funktion von D, so ist

r o iT—a? .
vola(Dy) = /XdVQ = // dydr = / Vr2 —x?dx
—-r JO0 -r
w/2
= / V12 —r2gin®t - rcostdt
—7/2
w/2
= 7“2/ cos?tdt = Erg.
—7/2 2

F. Boden, Deckel und auch die Mantelfliche des Rotationskorpers sind Hy-
perflichen und daher Nullmengen. Damit ist OR eine Nullmenge und R J-
messbar. Das bedeutet, dass die charakteristische Funktion yz R-integrierbar
ist. Weiter ist

(er)e(x) 1= (. 1) = {

1 fallst € [a,b] und ||x|| < f(?)
0 sonst.

9

also (Xr)t = XDy, (0) R-integrierbar fiir alle ¢ € [a, b].

Jetzt kann man die Folgerung 2.3.14 aus dem Satz von Fubini benutzen. Setzt
man P = [-C,C| x [-C,C] und Q := [a, b], so ist

wl(R) = [ RGOS /Q ( / m(x,t)cm) av;

b b
= / (/ XD 4(4(0) dVg) dt = / vola(Dy)(0)) dt

= w-/ab;(t)th.
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G. EHsist

2
/y sin(zy) dVy = / Y / sin(zy d:z:) dy
Q 0

cos(2y) — cos( )) dy

™

= —(5sin(2y) —siny) | = 0
——(2smy—smy , =0

K. Sei () C R" ein Quader, so dass M C @ X [a, b] ist. Man wende den Satz von
Fubini (bzw. die Folgerung 2.3.14) auf f = x an. Weil M, fiir alle t € R
J-messbar oder leer ist, ist die Funktion x — xu(X,t) = xa(x) fir alle
t € [a,b] eine R-integrierbare Funktion.

Dann ist die Funktion I f : [a,b] — R mit

vol, (M;) falls M, # &
Iof(t) = /QXM(X’ t)dvi = { (<) ! sonst. 7

R-integrierbar, und es gilt:

b b
V01n+1(M):/ X (x,1) an+1:/ Inf(t) dt:/ vol, (M;) dt.

Q@x[a,b]

L. Sei M C R™ J-messbar und r > 0. Mit M ist auch r - M beschriankt. Da die
Abbildung x + r - x ein Homoomorphismus ist, kann man schlieffen, dass
r-OM = O(r- M) ist. AuBerdem gilt fiir ¢ > 0 und a € R”, sowie den Quader

Q.(a):={x=a-+ Ztiei ] < e}y
i=1
dass r-Q.(a) = Q,-(ra) wieder ein Quader ist. Offensichtlich ist vol,(r-Q) =

r™ - vol,(Q).

Sei nun € > 0 vorgegeben und § := ¢/r™. Weil 9M eine Nullmenge ist, gibt
es eine Folge von Quadern @, so dass OM C |J, Q; und ), vol,(Q;) < 0 ist.
Dann ist O(r - M) =r-0M C |J,rQ; und >, vol,(r@;) = 1", vol,(Q;) <
r"d = €. Das bedeutet, dass O(r - M) eine Nullmenge und r - M J-messbar ist.

Zum Beweis der Volumen-Formel kann man Induktion nach n fiihren.
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n=1:
Liegt M in dem Intervall [a,b], so liegt M in [ra,rb]. Mit Hilfe der Substi-
tutionsregel erhéilt man:

rb b 1
vol;(rM) = / X (t) dt = 7‘-/ XrM(t);dt

a

rb 1 1
= 7"/ X (=)= dt

(n—1) = (n):
Es ist

1
(TM)t:{X: (X,t)ET‘M}:T"{YI (Y7;t)€M}:r'Mt/r'
Daraus folgt:

vol,(r- M) = VOln 1((rM),) dt  (Cavalieri)

a

r"1vol,_1(M,)dt  (Induktionsvoraussetzung)

= / vol,_1(r - My,)dt  (siche oben)

1
= ”/ vol,,_ 1(Mt/r) dt

b
= r"/ vol,_1(M)ds = r"-vol, (M) (Cavalieri).



