Losungen und Loésungshinweise
zum Grundkurs Analysis 1

Losungen zu den Aufgaben in 1.1

A.
B.

(a) ist falsch, (b) ist falsch, (c) ist wahr, (d) und (e) sind falsch.
(a): 1,2, 3,4, 6,8, 12.

(b) Mit quadratischer Erweiterung erhélt man: |z —4/3| < 1/3, also 2 < 1
oder x > 5/3.

(c): Auflésung der quadratischen Gleichung 2x — 3 = (3z — 5)? liefert z = 2
und z = 14/9. Aber damit 3z—5 = /2x — 3 > 0ist, mussx > 5/3 = 1.666. ..

sein. Nur = 2 ist eine passende Losung.
(d): Die Menge enthélt nur 1 und 2.

(e): Man muss etwas knobeln. Die gesuchte Menge ist = {1,2,3,5,10}.

. Es ist zu zeigen, dass die Aussagen ,(z € A)oder ((z € B)und (z € C))*

und ,,((z € A)oder (z € B)) und ((z € A) oder (z € C))“ #quivalent sind.
Man macht das am besten mit Hilfe von Wahrheitstafeln.

Hier ist versehentlich nur nach einer vollig trivialen Eigenschaft gefragt wor-
den (esist ja AUB = BUA und AN B = BN A). Zur Rettung der Aufgabe
kann man noch versuchen, die Formel (AAB)AC = AA(BAC) zu beweisen,
und zeigen, dass aus AAB = AAC die Aussage B = C folgt.

. Diese Aufgabe kann nur sinnvoll gelost werden, wenn die Axiome der reel-

len Zahlen und Satz 1.1.3 behandelt wurden. Weil a/b hier als die eindeu-
tig bestimmte Losung der Gleichung bz = a definiert wurde und b(b~'a) =
(bb~')a =1-a = a ist, muss a/b = b~'a sein.

a) Die erste Aussage folgt aus der Definition. Weil 1-1 = 1 ist, ist 17! = 1,
alson/l1=1"1-n=1-n=n.

b) Ist a/b = c¢/d, so ist b~'a = d~'¢, also
be = b(dd ')e = (bd)(d"'c) = (bd)(b"'a) = (bd)(ab™') = ... = ad.
Ist umgekehrt ad = be, so ist
b la=b"(ad)d™ = b (be)d ' = (b7 'b)(cd ) = d e

c¢) Es ist (ax)b = (za)b = b(za) = (bx)a, also (azx)/(bx) = a/b.
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Esist (zy)(z7ly™) = y(za )y ! = yy~! =1, also (zy)~' = 27 'y~!. Daraus
folgt
(a/b) - (c/d) = (b ta)(d'e) = b ad')e = b (d " a)c
= (b'd Y (ac) = (bd) '(ac)
= (ac)/(bd)
und

(a/b)+ (c¢/d) = b la+d e = bla+ (b7'b)(d ¢
= b '(a+b(d "))
= b ((d'd)a+d ' (bc))
= (b'd Y (da +be) = (bd)"*(ad + be)
= (ad+ bc)/(bd).

Losungen zu den Aufgaben in 1.2
A. a) Es gibt ein z, fiir das nicht die Aussage A(z) gilt.
b) Es gibt ein x, so dass die Aussage A(x,y) fir kein y gilt.

B. Die Aussagen sind nicht dquivalent. Beispiel: ,,Jeder Mensch besitzt eine Mut-
ter* und ,,Es gibt eine Frau, die die Mutter von jedem Menschen ist®.

C. Man fiihrt die Aussagen auf die entsprechenden logischen Sachverhalte zuriick.
Dann muss man allerdings noch die folgenden Regeln beweisen:

(32 : A(z))und B <= 3z : (A(z)und B)
und
(Va : A(z))oder B <= Vuz : (A(z) oder B)

Die erste Regel kann man folgendermaflen einsehen: Die Aussage ,,(Hx :
A(z)) und B* bedeutet, dass fiir ein spezielles zo die Aussage ,,A(zo) und B¢
wahr ist. Dann ist aber auch die Aussage , 3z : (A(z) und B)“ wahr, und
die Umkehrung gilt genauso. Die zweite Regel erhéilt man aus der ersten durch
Verneinung.

Bei der dritten Regel kann man ein x € X betrachten. Dann muss man nur
zeigen:

nicht (3i€ ] : z € A;) < (Vi: nicht(z € 4;)).

Das ist aber klar, wegen der Verneinungsregeln fiir Quantoren.
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D. Sei N(n) := n®+2n. Dann ist N(3k) = 3- (9k° +2k), N(3k+1) = (3z+1) +
2(3k+1) = 3(z+2k+1) und N(3k+2) = (3y+8)+2(3k+2) = 3(y+2k+4),
also N(n) immer durch 3 teilbar.

E. a) n® + 11n ist immer gerade, also durch 2 teilbar. Und wie bei der obigen
Aufgabe folgt die Teilbarkeit durch 3.

b) Hier kann man Induktion benutzen. Fiir n = 1 kommt 0 heraus, das ist
durch 27 teilbar. Ist die Behauptung fiir n bewiesen, also N := 10"+ 18n — 28
durch 27 teilbar, so ist

10" +18(n+1) —28 = 10" — 10" + 18+ N =9 - (10" + 2) + N.

Weil 10" + 2 = 9z + 1 + 2 (mit einer ganzen Zahl x) durch 3 teilbar ist, folgt
die Behauptung fiir n + 1.

F.Ist 0 < a < b, so ist auch 0 < a®> < ab < b%. Mit einem trivialen In-
duktionsbeweis folgt die allgemeine Aussage. Betrachtet man auch negative
Zahlen, so wird die Aussage falsch. Zum Beispiel ist —2 < —1 < 1 und
(—2)% > (—1)? = 12. Allerdings gilt: Ist a < b < 0, so ist 0 < b* < a?.

G.Ist0<a<l1 soistauch0 <1—a < 1und 0 < 1—a? < 1. Mit der
Bernoulli’schen Ungleichung ist dann

(1—a)"(1+na)<(1—a)"(14+a)"=(1-a*)"<1<n.
Daraus folgt die Behauptung.

H. Fiir a,b € R und n € N ist die Formel

(a+b)" = i <Z> a"F ok

k=0
zu beweisen. Wir fithren Induktion nach n.
Der Fall n = 1 ist trivial, auf beiden Seiten erh&lt man den Ausdruck a + b.

Die Formel sei nun fiir n > 1 schon bewiesen. Dann folgt:
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(a 4 b)n+1

(a+b)"-(a+Db)

n

E:(Z)d“%k«a+b)

k=0

(nach Induktionsvoraussetzung)
n

N\ t1—kpk ~ (n n—kyk+1
S ()t 2 ()t
k=0 k=0
(distributiv ausmultipliziert)

n n—1

a4 Z (Z) Q" ikpk 4 Z <Z> Q" hpktl 4 et
k=1 k=0

a4 Z ((”) 1 ( n )) anHikpk 4 gt
— k k—1

(Umnummerierung in der 2. Summe, Zusammenfassung)

an-i—l + (n )an—i—l—kzbk + bn—l—l
(Additionsformel fiir Binomialkoeffizienten)

n+1
Z n+1 gk pk
k .

k=0

. a) Der erste Beweis ist simpel. Der Induktionsanfang ist trivial, und es ist

an _n(n+1) _(n+1)(n+2)
Y. =—5 - tm+1)= > .

k=1

b) Auch bei der zweiten Formel ist der Induktionsanfang trivial. Induktions-

schluss:

ﬂ%;9@n+n+aﬁ4f

" on 4 1) 1 6(n+ 1)

nT—H(%Q +Tn+6) = nT—H(Qn(n +2) +3(n+2))
”gﬂn+m@n+$.

. Wir verwenden Induktion nach n und miissen 1 < k& < n voraussetzen.

Ist n = 1, so steht links eine 1 und rechts ebenfalls.

Nun sei die Formel fiir n bewiesen. Dann ist
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] '(nzl)1—1>+<(n+;)—l) _ (n—]:l)

Damit ist die Induktion abgeschlossen.

K. Es ist
"1 1 1 n
S (I P P S
z::k k+1 n+l n+1
L. Es ist »
= (P-(i-1%) =) (2i-1)=) (2i+1).
i=1 i=1 i=0
. 1 -1 (k-1k+1)
M.Esmtl—ﬁ: S ok , also
p_1:32:4 35 (n—1)(n+1)
" 2.2 3.3 4-4 n-n ‘

Ohne allzu genau hinzusehen, rat man jetzt schon, dass P, = (n+ 1)/2n ist.
Der genaue Beweis kann mit Induktion gefiithrt werden.

N. a) Ist x > 0, so ist 22 = x - x > 0, nach dem 3. Axiom der Anordnung.
Ist z < 0, so ist —z > 0 und 2? = (—z)(—x) > 0. Insbesondere ist dann
1=1-1>0.

b) Die Menge M := {1} U{x € R : = > 2} enthéilt definitionsgemaf die 1.
Sei nun x € M ein beliebiges Element. Ist x = 1, soist x+1=1+1=2¢€ M.
Ist x #1,s0ist © > 2,alsox+1>24+1 > 2 und wieder x +1 € M. Also
ist M induktiv. Da N in jeder induktiven Menge liegt, muss N C M gelten.
Also enthélt N keine reelle Zahl x mit 1 < z < 2.

¢) Wir zeigen durch Induktion: Ist n € N und n > 2, so gibt es ein m € N mit
m+1 = n. Der Induktionsanfang ist der Fall n = 2, und der ist klar, weil 2 =
1+1 ist. Der Induktionsschluss ist trivial, denn n+1 hat schon die gewiinschte
Gestalt. Die Induktionsvoraussetzung wird hier gar nicht gebraucht.

Wir zeigen zunéchst: Sind n,m € N und ist m —n > 0, so ist m —n € N.
Der Beweis wird durch Induktion nach n gefiihrt.

en = 1:Ist m—1 > 0, soist m > 1 und besitzt einen Vorgénger,
m=m'~4+1mit m" € N. Alsoist m — 1 =m’' € N.

e Ist die Behauptung fiir n bewiesen und m — (n+1) > 0, alsom —n > 1.
Dann ist m —n € N (nach Induktionsvoraussetzung), und es gibt ein k
mit kK 4+ 1 =m —n. Also ist auch m — (n+1) =k € N.
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Zuriick zur urspriinglichen Aufgabe! Sei n < m + 1. Ware m = 1, so wére
n < 2, also n = 1 und nichts mehr zu zeigen. Ist nun m > 2 und nicht n < m,
so muss m < n und auflerdem m = m’ + 1 (mit m’ € N) sein. Daraus folgt
m'+1<n<m'+2,also1l < n—m' < 2. Das kann nicht sein, weil n—m’ € N
ist. Widerspruchl

Losungen zu den Aufgaben in 1.3

A. a) Nach der 2. Dreiecksungleichung ist |a|—|b| < |a — bl und |a| = |b— (b —a)| >
|b| — |a — b, also —|a — b| < |a|] — |b].

b)Ist x < —1,s0ist s —3 <z —1<xz+1<0. Die Gleichung
—(z+1)—(x—1)—(z—3)=3+=x, alsodr=0,

hat in diesem Bereich keine Lsung.

Ist —-1<z<1,s0istx —3<x—1<0<z+ 1. Die Gleichung
(x+1)—(x—1)—(x—3)=3+=z, also2z=2,

hat die Losung x = 1.

Istl<zx<3,s0istx—3<0<x—1<ux+ 1. Die Gleichung
(x+1)+(x—1)—(x—3)=3+xz, alsox=u,

wird in dem angegebenen Bereich von allen Zahlen erfiillt.

Ist 2 >3,s0ist 0 <z —3 <x—1<x+ 1. Die Gleichung
(x+1)+(z—-1)+(r—3)=3+=x, also2x=06,

hat im angegebenen Bereich keine Losung.

Also ist [1, 3] die Losungmenge.

c)Istz <1/2,s0ist 2r—1 < 0und x—1 < 0. Dann hat man die Ungleichung

1—2rx<1—x, alsox>0.

Ist 1/2 <2 <1,s0ist 2z —1 > 0 und z — 1 < 0. Das ergibt die Ungleichung
20 —1 <1 —x, also 3z < 2.

Ist x > 1,s0ist 2r —1 > 0 und x — 1 > 0, und wir haben die Ungleichung
2r — 1 < x — 1, also x < 0. Das kann nicht sein.

Die Losungsmenge ist also die Menge {x € R : 0 < z < 2/3}.
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B. a) inf(M;) =0 ¢ M; und sup(M;) =1 € M;.

b) Weil 1 =1/1 > 1 —1/1 = 0 ist, gehoren 0 und 1 nicht zu M,. Es ist aber
inf(Ms) = 0 und sup(M,) = 1.

)Esist Ms ={reR: 2<2?-1<2}={reR:0<2?<3}=

(—V/3,+v/3), also inf(Ms) = —/3 und sup(Ms) = /3.
C. Ansatz: |a,| <e <= (Bn—-1)/2>1/ce <= n>2/(3¢)+1/3.

Dann schreibt man den Beweis richtig auf: Sei ¢ > 0. Ist ng > 2/(3¢) + 1/3
(was nach Archimedes moglich ist), so folgt fir n > ny die Ungleichung

lan| < e.
1
D. Esist b, =1 — L , und das ist offensichtlich eine Nullfolge.
n+1l n+1
1+2+--- 1 1 1 1 1
E. Esist ¢, = tet —i—n:n(n—l— ):n—l— :—(1+—)Z—.Alsokann
n? 2n? 2n 2 n 2

¢, keine Nullfolge sein.
F. Ist 0 < ay,, b, < ¢, so ist

al+v ela, +0by)
0< < = €.

Diese Ungleichungen kann man verwenden, um zu zeigen, dass (¢,) eine Null-
folge ist.

G. Ist a > 0, so ist \/a die eindeutig bestimmte Zahl x > 0 mit 2? = a.

a) Sei u := \/z und v := /y, so ist u* = x und v* = y, also (uv)?* = uv*v* = xy

und daher uwv = /xy.

b) Zum Beispiel ist 3 = v9 = 4+ 5, aber V4 + V5 =2+ v5 =4.236. ..

¢) Wire 0 < /z < VY, 80 wire auch 0 < x < y. Letzteres ist aber falsch.
Also muss \/z > |/ sein.

d) Esist 2 +y — 2/zy = (Vo — /y)* > 0, also /7y < (z +y)/2.
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Losungen zu den Aufgaben in 1.4

A\[l A\[2

% \ M,

/

Mit Ausnahme von M; sind alles Funktionsgraphen.

B. Eine affin-lineare Funktion hat die Gestalt f(x) = ma + c. Setzt man die
vorgeschriebenen Werte ein, so kann man m und c ausrechnen. Das ergibt in

diesem Fall
2+ 2z fir —1<x<1,

fm:{ 116 — 4x) fiir 1 <z < 4.
Eine quadratische Funktion ¢, die eine nach unten gedffnete Parabel mit
Scheitelpunkt (z,ys) beschreibt, hat die Gestalt g(z) = a(r — x4)* + ys,
mit einer reellen Zahl a < 0. Schreibt man noch einen Wert vor, so kann «
ausrechnen. Hier ergibt sich

g(x) = —g(a: — 1) +4.

C. Zunéchst muss ein Druckfehler korrigiert werden. Es soll natiirlich g(z) =
x4 1 fiir z > 2 sein.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass

<0 firx<1/2, <2 firz<-1/2,
(x){ >0 fire>1/2 4 f(‘”>{ >2 falls x> —1/2
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ist. Daraus folgt:

dr +1 fir v < 1/2,
fog(x) = 472 — 4z + 4 fir 1/2<x <2,
2?2+ 2x+4 firz>2

und
dr +5 fir z < —1/2,
gof(r):=4¢ 2v4+4 fir —1/2 <2 <0,
x> +4 firz>0.

D. Ist F(x1) = F(x3), so ist (z1, f(x1)) = (22, f(x2)), also x; = z5. Der Injekti-
vitatsbeweis ist also trivial. Dennoch ist das Ergebnis nicht unwichtig.

E. Esist
Xunn(z) =1 <<= ze€MNN < z€MundzeN
< xu(@)=1lund xn(z) =1 <= xu(@) xn(z)=1
Und es ist
reMUN
(xe€ M\ N)oder (xt € N\ M) oder (xt € MNN)
(xm(z) = 1und xy(x) =0) oder

XMUN(x) =1

(N

(xn(z) =1 und yu(z) = 0) oder
(xm(z) = xn(z) =1)
= xum(®)+xn(@) — xm(@)  xn(z) = 1.

F. a) f und g seien beide injektiv. Ist go f(z1) = go f(xs), soist f(x1) = f(x2)
und daher auch x; = x5. Also ist g o f injektiv.

b) Seien f und g beide surjektiv. Ist z € C' vorgegeben, so gibt es ein y € B
mit g(y) = z und dann ein = € A mit f(z) = y.

G. Sei yo € R beliebig. Ist yo < 3, soist zg := (yo+1)/2 < 2 und f(xg) = 2x¢ —
1 = yo. Fiir beliebiges z < 2 und x # ¢ ist f(x) =2x —1# 220 — 1=y —0.
Fir x > 2 ist f(x) = x4+ 1 > 3 und damit erst recht # yp.

Ist yo > 3, soist kg := yo — 1 > 2 und f(xg) = x¢ + 1 = yo. Fiir beliebiges
x >2und x # xgist f(z) = 2+ 1 # 20+ 1 = yp, und fir x < 2 ist
f(z) =22 — 1 < 3 und damit ebenfalls # yj.

Alles zusammen zeigt, dass jedes y ein Urbild besitzt (also f surjektiv ist)
und dass jedes y nur einmal als Bild vorkommt, also f injektiv ist. Damit
ist f sogar bijektiv, und die Umkehrabbildung ergibt sich aus dem Surjekti-
vitatsbeweis: . '
Fy) = { Q(y:rll) ?_lr z <3,
Y ir y > 3.
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H. a) f(z) = g(x) = = ist streng monoton wachsend auf R, nicht aber f(z) -

g(x) = a*.

b) Zusatzvoraussetzung: f > 0 und g < 0 auf R. Ist z; < x9, so ist 0 <
f(z1) < f(x2) und 0 < g(x1) < g(x2). Deshalb ist

fla1)g(er) < f(x2)g(21) < fla2)g(x2),

also f - g streng monoton wachsend.

. Der Beweis wird schrittweise gefiihrt.

1) Weil f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) ist, muss f(0) = 0 sein.
2) Wegen 0= £(0) = f(x — ) = f(x) + f(—) ist f(—2) = —(x).
3) Fir k e Nist f(kx) = f(x +---+x) = f(x) +---+ f(x) = k- f(x).

4) Sei a := f(1). Dann gilt fiir n,m € N
am =m - f(1) :f(m):f<n_> :n-f<—>,

m m
also f<g> :a-;.
5) Wegen (2) und (4) ist f(q) = aq fiir jede rationale Zahl gq.
6) Sei x reell und beliebig. Wir nehmen an, es ist f(z) # az.

a) Ist f(x) < ax, so gibt es ein ¢ € Q mit f(x) < ag < ax. Weil jetzt ¢ < x
und f(q) = aq > f(x) ist, kann dieser Fall nicht eintreten.

b) Den Fall f(z) > ax fithrt man genauso zum Widerspruch.

Also muss f(z) = ax sein.

Losungen zu den Aufgaben in 1.5

A. Esist x = (—14,73,42).

B. Esist ||a]| = v14, ||b]| = V74 und ||c|| = pv/134, sowie

dist(b, c) = |lc — b|| = /74 + 36p + 134p2.

C. Seia:=(0,1,1) und v := (4,1,0). Gesucht ist p = a+tv mit (p—xp)+v = 0.
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Die Gleichung liefert 0 = (4¢ — 10,t — 3,—4)+(4,1,0) = 17t — 43, also t =
43/17. Damit ist p = :=(172,60,17).

D. Es soll (¢1,¢9,¢3)+(1,—=1,0) = (¢1,¢2,¢3)+(0,1,—1) = 0 sein. Das liefert die
Gleichungen ¢; — ¢g = ¢o — ¢3 = 0, also ¢ = (z, z, x) mit einem beliebigen z €
R. Die Aufgabe ist iibrigens nicht besonders gut gestellt, denn der Nullvektor
kann sofort ohne Rechnung als Losung erkannt werden. Gemeint ist aber wohl
eine Losung # 0.

E. Esist (7,3) — (—1,1) = (8,2) und (3,—-3) — (1,5) = (2, —8). Zufillig stehen
die beiden Geraden aufeinander senkrecht.

Ein Punkt auf L; hat die Gestalt x = (=1 + 8¢, 1 + 2t). Liegt x auch auf L,
so hat x die Gestalt x = (1 4 25,5 — 8s). Gleichsetzen liefert 8t = 2 + 2s
und 2t =4 — 8s, also s =4t — 1 und t = 2 — 4s. Es gibt genau eine Losung,
némlich ¢ =2 — 16t +4 = 6 — 16t, also t = 6/17 und x = £-(31,29).

F. Esist

la—b|* = (a—b)e(a—b) = ara—asb—bea+b:b
= |al*—2a-b+|b|*

und a«b = ||a]| - ||b]| cos Z(a, b).

G. Hier ist eine Skizze:

2\

X0

1 1
Sei € := 5(2 —|Ixol]) =1 — §||X0||. Ist x € B.(xp), so gilt:

1
Iell < [l = xoll + lxoll <1 = Fllxoll +2 < 2.
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. Unter Verwendung der Formel (z — w)(z + w) = 2? — w? kann man Nenner

leicht reell machen. Dann erhalt man:

z71=14+1, 2=0 und 23=3+4i.

. a) Offensichtlich ist w; = 2 und dann auch |w;| = 2.

b) Esist |14 i| =+1/1 — i? = /2, also |w2|:\/§3:2\/§.

. Bsist (1—i)(2—=1)(3—i) = (1-31)(3—i) = —10i, also z = —5/(10i) = i /2.

. Sei z =2+ iy. Dann ist

0<|z—i|<|z+ i 0<(z=—1)Z+i)<(z+1)z—1)
0<zz—iZz+iz+1l<zz4+iz—iz+1
—1-2z2<i(z—2)<i(z—2)
—1—-22< 2y <2y
y>0und 1+ 2> +y* > 2y

y>0,

[ A

denn 1+ 2% +y* —2y = 22+ (y—1)? > 0 ist immer erfiillt. Die Losungsmenge
der Ungleichung ist also die obere Halbebene H := {z =z + iy : y > 0}.

CIst 22 = —2i, so ist |z = 2, also |z| = V2. Damit ist z = wy/2 mit
einer komplexen Zahl w, deren Quadrat = —i ist. Es gibt ein ¢ € [0, 2m)
mit cost + isint = w, also cos’t — sin?t + 2i sintcost = —i. Dafiir muss
cos?t —sin*t = 0 und costsint = —1/2 sein.

Ist cost = sint, so ist costsint = cos®>t > 0, und das kommt nicht in Frage.
Also muss cost = —sint sein, das ist fiir ¢ = 37/4 und ¢t = 57/4 der Fall. Bei
beiden Stellen ist costsint = —1/2. Das ergibt die beiden Losungen

z1=—14+1 undz=1-—1.

Die Probe zeigt, dass dies tatsdchlich Losungen sind.

Losungen zu den Aufgaben in 1.6

A. Esist ¢, = a, und ¢; = a; + acjy1, also

co = ap + ala + alay + af...))) = f(a).

Ist f(x) =a2° -T2 + 922 + 2+ 3 und a = 2, s0ist n =5, ¢c5 = 1, ¢4 =
O+a-cs=2,c3=—-T4+a-cs=-3,c0=94a-cs=3,ci=14+a-c=7
und schliefllich ¢ =3+ a - ¢ = 17.
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B. Esist
(32° — 2+ 827 — 1) : (2® +2® +2) = 32> — 4w + 1, Rest 112° —x — 1,
und

(=o' +2d =2+ —1): (2*—22+2) =2+ 2+ 21, Rest —3z+1.

C. Ist f(x) = Zaixi und g(y) = Z bjy’, so ist
i=0 =0

go flx) = }:%ﬂ@j

= Z b; ((Terme vom Grad <n — 1) + anx”)j

=0
= Z bj((Terme vom Grad < nj —1) + (anavn)j)
=0

= (Terme vom Grad < nm — 1) + ba,x™™.

Weil a,, # 0 und b,, # 0 ist, folgt die Behauptung.

D. a) Ist f(z) = > ,_,arz”, so ist

\E

flx+h)— f(x) = ai((z 4+ h)* — 2*)

k=0

3 |

= ap(z" + k" th4 o+ BF — 2F)

i
3 <

|
VD

akkxk’1> h+h?-g(h)
k=1

= Df(a)-h+ 1> g(h),

wobei ¢ ein Polynom in h ist, mit Koeffizienten, die von (dem festen) x
abhéngen.

Speziell ist (z—a+h)"—(z—a)” = n(z—a)* Th+h?-(...), also D(x—a)" =
n-(z—a)"

b) Sei

flx+h) = f(x)+Df(x)-h+h-ph)
und  g(x+h) = g(z)+ Dg(x)-h+h*-q(h).
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Dann ist
(fo)@+h) = (f(z)+ Df(x)h+h*p(h))(g(x) + Dg(x)h + h*q(h))

= (fo)(@) + (Df(2)g(x) + f(x)Dg(x)) b+ h*(...),
also D(fg)(x) = Df(x)g(x) + f(x) Dy(x).
c) f besitzt genau dann eine Nullstelle av der Vielfachheit > 2, wenn f(z) =
(x — a)® - g(x) mit s > 2 und g(a) # 0 ist.
Trifft das zu, so ist

Df(z) = s(x—a)'g(x)+ (z —a)*Dy(z)

= (z—a)-[s(z —a)*?g(z) + (z — a)* ' Dg(z)],

also a auch Nullstelle von D f(z).

Sei umgekehrt o gemeinsame Nullstelle von f und D f. Wir nehmen an, dass
f(z) = (x —a)® - g(xr) mit s = 1 und g(a) # 0 ist. Dann ist Df(x) =
1-g(x)+ (r —a) - Dg(z) und daher 0 = Df(a) = g(a) + 0 - Dg(«). Das ist
ein Widerspruch, es muss s > 2 sein.

. Ist p ungerade, soist p > 1 und f(1) =1+4+---+1=p #0. Sei nun a # 1

eine Nullstelle von f. Dann ist
O0=(a—1)f(a) =a? —1, alsoa?=1.

Weil p ungerade ist, muss a = 1 sein, und das hatten wir schon ausgeschlos-
sen. Also kann f keine (reelle) Nullstelle besitzen.

. Esist k:=grad(f) > 1. Ist g := 1/f ein Polynom, so ist auf jeden Fall g # 0

und grad(g) > 0. Dann ist 0 = grad(1) = grad(fg) = grad(f) + grad(g) > 1.
Das kann nicht sein, d.h., 1/f kann kein Polynom sein.

. Sei f(x) =ap+ a1z + -+ aa”.

a) Sei f(—x) = f(z) fiir alle x. Dann ist a1z + azz® + -+ = 0 und daher
CL1:CL3:...:0.

b) Sei ag,1 = 0 fiir k¥ > 0. Dann ist f(z) = ag + asz? + ayx* + - - und das
ist offensichtlich eine gerade Funktion.

. Polynomdivision ergibt

T+ 2 x+2
R(x) = 1 = 1 .
() =+ +x2—1 x + +(:c—1)(x+1)
b 2
Der Ansatz — + = Tt liefert das Gleichungssystem

r—1 z+1 (x—=1)(x+1)
a+b=1und a—b=2 also a =3/2 und b = —1/2. Damit ist
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3/2  1/2

Rlz)=z+1 .
(w)=ztl+ -7

I. Durch Zerlegung des Nenners erhélt man den komplexen Ansatz

A B C D
-+ -+ + .
T — | T+ r—1 x+2

R(z) =

Multipliziert man jeweils R(z) mit der Nullstelle # — o und setzt man dann
« ein, so erhélt man den gesuchten Koeffizienten. Zum Beispiel ist

4 — 22° 4 32 + 2 2043042
(D@2t —2) =i 2i(=14+i-2)
240 (2+1)(2-6i)

—=2-6i  (2+6i)(2—6i)
10 — 10i 1.
= o gt
Genauso erhalt man
1 : 7 4
B__Z_l(1+|)7 C—é und D—g
Nun ist
(i-1D/4 1+ (-DeE+i)-Q+i)@—i) -z-1
T — i r+i 4(x2 +1) S 2(a2 4+ 1)
also R(x) = —z—1 7/6 N 4/3

222 4+1) -1 x+2°

J. (etwas trickreich!) Es gibt ganze Zahlen ¢ und d, so dass alle Zahlen cq;
und db; in Z liegen. W&hlt man |c| und |d| minimal, so kann man erreichen,
dass jeweils cay, . . ., ca,_ teilerfremd und dby, . . ., db,,_1 teilerfremd sind. Sei
D := cd. Wir nehmen an, dass es einen Primteiler p von D gibt. Der kann
dann nicht alle ca; und auch nicht alle db; teilen. Also gibt es minimale Indizes
1o und jo, so dass p kein Teiler von ca;, und kein Teiler von sb;, ist.

Es ist (¢f)(dg) = ...+ (ca;,dbj, + pg)x™*7° 4+ ... (mit einer ganzen Zahl q).
Das zeigt, dass D - (fg) einen Koeffizienten besitzt, der nicht durch p teilbar
ist. Weil fg nach Voraussetzung ganzzahlige Koeffizienten hat, ist das ein
Widerspruch. Also muss D = +1 (und dann auch ¢ = +1 und d = +1) sein.
Das bedeutet, dass schon alle a; und b; ganzzahlig waren.

K. a) Ist u® +v® = g und uwv = —p/3, so ist

(u+v)? +plu+v) = v+ 3u’v+ 3uv® +0° + plu+0)
= q—plutv)+plutv) = q
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b) Ist u® + v* = ¢ und wv® = —p3/27, so sind u* und v3 nach Vieta die
Nullstellen des quadratischen Polynoms y? — qy — p®/27.

1 1
Also ist u® = §(q+ V@2 + 4p3/27) und v* = i(q— V ¢* + 4p3/27). Die Zahlen

w und v erhilt man durch Ziehen der 3. Wurzel.

¢) Man verwendet (a) und setzt hier p = 63 und ¢ = 316. Dann ist ¢/2 = 158
und p/3 = 21, also

_ ¢4 V2 (By3 _ ¢ 3 918 — ¢ _

u = \/2+,/(2) +(3) \/158+\/158 +213 = V158 + 185 =7
q q p

wd v = i’/g—w/(§)2+(§)3=6/158—\/1582+213:\3/158—185:—3

Eine Losung der kubischen Gleichung ist dann ©x = u + v = 4.
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Losungen zu den Aufgaben in 2.1

A. a) Esist |a,| =1/(3-4---(n—1)) <1/(n—1), und das ist offensichtlich eine
Nullfolge.

b) Die Teilfolge by, = 1/k konvergiert gegen 0, die Teilfolge bgri 1 = 0 ist
konstant und konvergiert ebenfalls gegen 0. Also ist (by) beschriankt und
besitzt nur einen Haufungspunkt, ist also konvergent.

B. Sei |b,| < C fiir alle n, ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein ng, so dass
la,| < ¢/C fiir n > ng ist. Es folgt, dass |a,b,| < (¢/C) - C = ¢ fir n > ny
ist.

C. a, = (3/5)™+ (2/5)" konvergiert gegen Null.
b, = (6n® +2)/n* = 6 + 2/n* konvergiert gegen 6.

Cp = Up+ v, mit u, = 3n/3" und v,, = 2+1/n. Offensichtlich konvergiert (v,,)
gegen 2. Bei (u,) ist es etwas schwieriger. Per Induktion kann man zeigen,
dass n? < 2" fiir n > 5 gilt. Also ist erst recht n? < 3" und damit 3n/3" <
3n/n? = 3/n. Das bedeutet, dass (u,) gegen Null und ¢, gegen 2 konvergiert.

D. Esist

la, — al la, — al
Van —\Val = >~ )
| Vel Van +/a Va

und die rechte Seite strebt fiir n — oo gegen Null.

E. Es ist

2n—5 S 2n — 7

n+5" 3n+2

<~ (2n-5)3Bn+2)> 2n—T)(3n+5)
(denn es ist 3n +2 > 0 und 3n +5 > 0)

<= 6n*—11n —10 > 6n* — 11n — 35.

pi1 = A <

Weil 10 < 35 ist, muss auch a, 1 > a, sein.

Es ist a; = —]_, Ay = —3/8, as = —1/]_1, Ay = ]_/].4,, aip0 = 193/302 ~
0.64. Vielleicht ist ¢ = 1 eine obere Schranke? Tatsachlich ist

ap, <1 < 2n—-7<3n+2 < n> -9

Da die rechte Aussage trivialerweise fiir alle n € N erfiillt ist, gilt auch die
linke Aussage.

F. In 1.3 wurde gezeigt, dass die rationalen Zahlen dicht in R liegen. Es gibt
also zu jedem n € N eine rationale Zahl ¢, mit |¢, — a| < 1/n. Dann ist klar,
dass (¢,) gegen a konvergiert.
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G. Nach der Bernoullischen Ungleichung ist 1 > u, >1—n-(1/n?) =1—1/n,
also lim,,_,~ u, = 1.
Sei a, := (1+1/n)". Dann ist u,/a, = ((n—1)/n)" = x,, also lim, . T, =
1/e.
Esist ¢y 2, - (1 +1/(n+1)) = any1, also lim, .y, = €2.
H. Wir betrachten nur den Fall, dass (a,) monoton wéchst und zeigen, dass

a dann sogar obere Schranke von (a,) ist. Wenn nicht, dann miisste es ein
an, > a geben. Dann wére aber a, > a,, > a fiir fast alle n und a kein
Héaufungspunkt.

Es folgt, dass (a,) konvergiert, und der Grenzwert ist dann der einzige
Héufungspunkt. Also konvergiert (a,) gegen a.

. Die Aussage ist eigentlich trivial. In jeder Umgebung von a liegen fast alle

Glieder der Folge und damit auch fast alle Glieder einer beliebigen Teilfolge.

. Bsist a, = n(n+1)(2n+1)/(6n*) = (1 +1/n)(2 4+ 1/n)/6, und diese Folge

konvergiert gegen 1/3.

Sei € > 0. Dann gibt es ein ng, so dass |a, — a| < €/2 fiir n > ng gilt. Und es
a1 —af |an, —a| _ €

gibt ein nq > ng, so dass +---+—<§fﬁr n> ny ist. Dann
n n
gilt:
bo—al = |G
n
_ |(a1—a)+-~-+(an—a)|
n
—a Apy — @ G, —a ap — @
C el el e el el
n n n n
€ € mn—ny .
< -+ < ¢ fiirn > ny.
2 2 n

. Zunéchst ist a, > 0 fiir alle n. Ist ndmlich a; > 0 fiir alle 7 < n, so ist auch

an =1/(a1 + -+ an_1) > 0.

Daraus folgt, dass a,+1/a, > 1/a, und damit a,,y1 = 1/(1/an+a,) < a, ist.
AuBerdem ist (a,) nach unten durch Null beschrinkt, also konvergent gegen
eine Zahl a > 0.

Wir nehmen an, es sei a > 0. Da a,, > a fiir alle n gilt, ist dann a;+- - -+a, >
n-aund a,,1 < 1/(na). Fiir n > 1/a? ist aber 1/(na) < a. Das ergibt einen
Widerspruch, es muss a = 0 sein.
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M. a) (z,) besitzt die Teilfolge 22 = (—1)* mit den Hiufungspunkten 1 und —1
und kann daher nicht konvergieren.

b) Es ist |1+ i| = v/2, also |w,| = 27/2. Damit ist (w,) eine Nullfolge.

N. Konvergiert z, = z,, + iy, gegen zo = o + iy, so konvergiert (x,) gegen

xo und (y,) gegen yo. Aber dann konvergiert auch z, = x, — iy, gegen
To — iyo = Zo und |z,|* = 22 + y? gegen 23 + y32 = |20|>. Daraus folgt, dass
|zn] = v/|2n]? gegen +/|20]? = |20] konvergiert.

O. Die Beweise funktionieren genauso wie bei den Grenzwertséitzen fiir skalare
Folgen. Als Beispiel sei hier nur Aussage (c¢) betrachtet.

Sei ¢ > 0 vorgegeben und ein ny gewihlt, so dass ||a, —a|| < ¢ und
IIb, —bl|| < € fir n > ng gilt. Insbesondere ist dann ||la,| durch eine po-
sitive Konstante ¢ beschrankt und daher fiir fast alle n

|a,+b, —a<b| = |a,+(b,—b)+ (a, —a)+b]
< lan|| - [[bn — b]| + ||a, — a|| - ||b]] (Cauchy-Schwarz)
< coetble,

und das wird beliebig klein.

P. a) Ist § > 0 gegeben und x € Us(xg), o ist

|z, — 2| < \/(.771—IE(IO))2+"'+(ZL’TL—IE;O))2<(5fiil"V:1,...,n,

also Us(x0) C Qs(Xo).

Ist umgekehrt ein € > 0 gegeben, 6 := ¢/y/n und x € Qs5(xq), so ist

|x — %ol = \/(xl — 22+ (2, — 22 < Vnd? =€,

n

also Qs(x0) C U(xo).

b) Qs(xp) ist ein Wiirfel, und das kartesische Produkt von Wiirfeln ist wieder
ein Wiirfel.

Q. Sei (x,) eine Folge von Punkten in A, die gegen ein xy € R" konvergiert. Da
die Punktfolge in jeder Menge A, liegt und da die A, abgeschlossen sind,
muss auch der Grenzwert xy in jedem A,, und damit in A liegen.

R. a) (x,) und (y,) besitzen jeweils die Null als Haufungspunkt. Die Folge (z,)
setzt sich aus den beiden Teilfolgen zo, = (1/k, k) und z9,41 = (k,1/k) zu-
sammen. Hitte (z,) einen Haufungspunkt z, so miissten in jeder Umgebung
von X, wenigstens von einer der beiden Teilfolgen unendlich viele Glieder
liegen. Aber das geht nicht.
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b) Die Folge (z,) konvergiere gegen z,, die Folge (y,) habe den Héufungs-
punkt yo. Dann ist (zg,yo) ein Haufungspunkt von (z,,).

. Die Menge A besitzt keinen Haufungspunkt, enthélt also alle ihre Haufungs-

punkte. Damit ist sie abgeschlossen.

Die Menge B hat 0 = (0,0) als Haufungspunkt, aber der Nullpunkt gehort
nicht zu B. Daher ist B nicht abgeschlossen.

Losungen zu den Aufgaben in 2.2

A. Im 1. Schritt teilt man das Intervall von 0 bis 1 in n gleiche Teile und markiert

im Intervall I; := [0, (n —m)/n| die ersten m Teile. Das geht, weil 2m < n ist,
also m < n —m, und liefert den Beitrag m/n. Der markierte Teil entspricht
genau m/(n —m) des Intervalls 1.

Im zweiten Schritt teilt man das Rest-Intervall von (n—m)/n bis 1 (der Lange
m/n) wieder in n gleiche Teile und markiert im Intervall Iy, das aus den
ersten (n —m)/n des Restintervalls besteht, die ersten m davon. Das ergibt
den Beitrag (m/n)?, und der markierte Teil entspricht genau m/(n —m) des
Intervalls 5. So geht es weiter.

. Sei x := 0.123123123.. ., also 1000z — z = 123. Dann ist z = 123/999 =

41/333.

. Eine Majorante ist die geometrische Reihe

oog_l_goo .
2 g gzgg '

n=1

a) (k+1)/k?* = 1/k + 1/k?* ist eine monoton fallende Nullfolge. Man kann
das Leibniz-Kriterium anwenden.

b) Die zweite Reihe konvergiert gegen exp(—3 — i) — 1.

¢) Das Quotientenkriterium hilft! Es ist a,1/a, = (n/(n + 1))", und diese
Folge konvergiert gegen 1/e < 1.

. a) Teleskopreihe:

0 N
11 1 1 1
=5 lim >( - )=-5.
;;Mﬁ—l 2N9&222k—1 2k+ 1) 2

b) Summe zweier geometrischer Reihen, Grenzwert =1 —1/4 = 3/4.

c) Kombination zweier geometrischer Reihen, Grenzwert =1+ (1/2) i.
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F. >>  1/n? ist konvergente Majorante.
G. a) Wegen der Monotonie ist 2"agn > agn + agnyq + -+« + agnt1_1.

b) Ist 7 € N, so ist 2" > 2° = 1. Mit dem Widerspruchsprinzip folgt dann,
dass auch 27/¢ = /2" > 1 ist.

c) Sei a, = 1/n? mit ¢ > 1. Dann ist 2"ag: = (2'79)". Also ist die Reihe
> o 2"asn eine konvergente geometrische Reihe und daher Y7  a, auch
konvergent.

H. Wenn a, /b, gegen 1 konvergiert, dann gibt es ein ny, so dass a, /b, > 1/2 fiir
n > ny ist. Deshalb ist b,, < 2a,, fir n > n;. Ist 270;1 a, konvergent, so ist
nach dem Majorantenkriterium auch ), b, konvergent.

Genauso gibt es ein ng, so dass a, /b, < 3/2 fir n > ny ist, also a,, < 3b,,/2.
Ist >, b, konvergent, so konvergiert auch Y > | a,.

I. a) Aus den Voraussetzungen folgt, dass 1/2 < a, /b, < 3/2 fiir n > nq gilt,
also b, < 2a, < 3b,. Mit dem Majorantenkriterium (und dem Widerspruch-
sprinzip) folgt die Behauptung.

b) Es ist

| | n 1
Jn(n 1 10) /5 ~ /amt10) It 10/n’

und dieser Ausdruck strebt gegen 1. Der Vergleich mit der harmonischen
Reihe liefert die Divergenz der zu untersuchenden Reihe.

J. a) Esist n!l/(n+2)! =1/((n+1)(n+2)) < 1/n? Die Reihe konvergiert.

b) Sei a > 0, b > 0 und a,, := 1/(an + b), sowie b, := 1/n. Dann konvergiert
an /by, = 1/(a+ b/n) gegen 1/a. Es gibt also ein ng, so dass a, /b, > 1/(2a)
fir n > nyg gilt, also a,, > b,/(2a). Daraus folgt, dass > - | a, divergiert.

¢) Ist a,, := (3" n!)/n"™, soist any1/a, = 3(n+1)n"/(n+1)"! = 3-(n/(n+1))".
Dieser Ausdruck konvergiert gegen 3/e > 1. Also divergiert die Reihe.

K. Die Behauptung folgt ganz einfach aus dem Beweis des Leibniz-Kriteriums.
L. Esist > > ,¢" =1/(1—q), also

(1 —1q)2 N (Z qn> ' (i qm) = i gt =D (k4 1)~

n=1 m=0 k=0 n+m=k k=0
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Losungen zu den Aufgaben in 2.3

A. a) lim, 33z +9)/(2* — 9) = lim,_.3 3/(x — 3) existiert nicht.
b) lim,__5(3z +9)/(2% — 9) = lim,_._53/(z — 3) = —1/2.
o) lim,_o_ z/|z| = —1 und lim,_o, z/|z| = 1.
d) lim,_ (22 + 2)/(2® — 2 — 2) = lim,_._, 2/(x — 2) = 1/3.
e) lim,_3(2® — 5z + 4)/(2? — 2) = 16/7.
) lim, o(vVE T2 — v2)/z = lim, o 1/(VTT2+v2) = 1/(2/2).

B. Es ist limg g f(2) = limgqy f1(2) = fi(z0) = fo(wo) = lim,y, fo(z) =

lim, ..+ f(z). Nach Satz ...existiert dann auch der beidseitige Limes von
f(z) fir  — 2o und stimmt mit f(xg) iiberein.

C. Offensichtlich ist f(z) stetig fiir z # 1. Weil lim,_;(z* + 22 — 3)/(z — 1) =
lim,_1(x + 3) = 4 ist, kann f durch Einsetzen dieses Wertes stetig ergéinzt
werden.

Die Funktion g(x) ist nicht definiert fiir z = —1 und = = 4, in allen anderen
Punkten stetig. Weiter ist lim, 1 g(z) = lim, , (2% —2? —22+2)/(z—4) =
—2/5, wihrend lim, 4 g(x) = 42/0 nicht existiert. Also kann g bei z = —1
stetig ergédnzt werden, nicht aber bei z = 4.

D. Esist

4a* — 2z + 1 — 4a?
lim (V42?2 —2x+1—2z) = lim - v -
T—00 =00 \/4x? — 2 + 1 4 2x

. —2r+1
= lim
r—00 \/4x? — 20 + 1+ 2x
—2+1
— lim + 1z - —1/2.

2=00 2 + (/4 — 2/x + 1 /a2

E. Division mit Rest liefert

4a% +5 2 7 5+492/9

6 -T2 3 0 Ter—ta
Also ist L(z) = (=2/3)x + 7/9 und g(x) := (5 + 492/9)/(—62* — Tz) strebt
fiir x — oo gegen 0.

F. Die Graphen von y = x und y = z? treffen sich bei (0,0) und bei (1,1). Dort
ist f offensichtlich stetig. In jedem anderen Punkt zq ist zo # x3, und es gibt
Folgen (x,), (y,) mit z, — o, y, — To, f(z,) — xo und f(y,) — x3. Daher
kann f dort nicht stetig sein.
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G. a) Ist x = x9 + h, so ist |22 — 23| = |h? + 2xoh|. Ist 7y > 0 und |h| <
§, so ist |22 — 22| < |h|? + 2x0|h|. Damit dieser Ausdruck < e wird, muss
|h|? + 2xg|h| — e < 0 sein, also |h| < § := —xg + /22 + .

b) Ist zo = 0.2, so ergibt sich fiir ¢ = 0.01 die Zahl § ~ 0.023.
Ist xg = 20. so ergibt sich 6 ~ 0.00024.

H. Fiir reelle Zahlen ist | |a| — [b] | < [a — b], denn es ist
lal =16l = [(a = ) + 0] = [b] < '|a = b] + |b] — [b] = |a — O]
und (wegen der Ungleichung |a — b| > |a| — |b|)
—la—b] = —[b—al < —(|b| — |a]) = [a] — [B].

Ist zy € I := [a,b] und ¢ > 0 vorgegeben, so gibt es ein § > 0, so dass
|f(z) — f(xo)] < € fiir € I und |z — x| < § ist. Aber dann ist erst recht
|1f(2)] = | f(x0)] | < e fiir diese z, also |f| in zq stetig.

Es ist max(f, g) = 3(f +9g+|f — g|). Mit f und g ist auch |f — g| und damit
max(f, g) stetig.

I. Sei f(z) = (v — 20)* - f*(x) und g(z) = (z — 20)° - g*(x), mit k > s und
Polynomen f*, ¢g*, die in xy keine Nullstelle besitzen. Dann ist f(x)/g(x) =
(x — 20)%* - f*(x)/g*(x), und der Limes fiir x — x existiert offensichtlich.

J. Esist p(0) = ag < 0, und fiir k € Nist p(k) = k" (agk™+ -+ a,_1k™" +a,).
Fiir £ — 400 strebt die Klammer auf der rechten Seite gegen a,, > 0. Also
ist p(k) > 0 fiir geniigend groBes k. Nach dem Zwischenwertsatz muss p eine
positive Nullstelle besitzen.

K. Esistp(l) =1-7—-24+14-3+21 =36—12 =24 > 0 und p(2) =
32—-7-16—-16+56 —-6+21 = —6-16+ 71 = —25 < 0. Nach dem
Zwischenwertsatz muss zwischen 1 und 2 eine Nullstelle liegen.

Tatsdchlich ist p(z) = (z — 7)(z* + 1)(2? — 3), die gesuchte Nullstelle ist

z=1/3.

L. Ist f(0) = 0 oder f(1) = 1, so ist man fertig. Es sei also f(0) > 0 und
f(1) < 1. Wir definieren g(z) := f(x)—x. Dann ist g stetig auf [0, 1], g(0) > 0
und ¢(1) < 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ zwischen 0 und 1 mit
g(c) =0, also f(c) =rc.

M. Seizg € R, sowie € > 0 beliebig vorgegeben, ¢ := f(xg) —c und d := f(x¢)+-e¢.
Dann ist (zg,c¢) € U- und es gibt ein d_ > 0, so dass Us_(xg,c) C U_ ist.
Analog folgt die Existenz einer Zahl 6, > 0, so dass U, (z,d) C Uy ist.
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Sei nun ¢ := min(d_,dy). Ist |z — x| < 9, so liegt (x,¢) in Us_(z,c) und
(z,d) in Us, (w9, d). Das bedeutet, dass f(xg) —¢ < f(x) < f(xo) + ¢ ist, also
|f(x) = f(zo)| <&

a) Fir (z,y) # (0,0) und ¢t # 0 ist f(tx,ty) =t- f(x,y), und dieser Ausdruck
strebt fir festes (z,y) gegen Null.

b) Sei (a,) eine Nullfolge und b, := —(1 — a?)a,. Dann ist auch (b,) eine
Nullfolge und

a? an

f(ambn> - -

an—(l—ai)anzl—(l—a%)_an

strebt fiir n — oo gegen Unendlich. Also ist f im Nullpunkt nicht stetig.

. Annahme, es gibt Folgen x, € K und y, € B mit dist(x,,y,) — 0. Dann

gibt es eine Teilfolge (x,,), die gegen einen Punkt x, € K konvergiert. Es
ist dist(xg,yn,) < dist(xg,X,,) + dist(X,,,¥n,), und das strebt gegen Null.
Also konvergiert (y,,) gegen xo, und weil B abgeschlossen ist, muss x zu B
gehoren. Das ist ein Widerspruch.

Sei S die Menge der Unstetigkeitsstellen von f. Es kann sich nur um Sprung-
stellen handeln. Ist z € S und y_(x) = f(x—), yo(x) = f(x+). Wegen
der Monotonie muss y_(x) < y,(z) sein und im Falle einer echten Sprung-
stelle sogar y_(z) < y,(z). Dann kann man eine rationale Zahl ¢(z) mit
y_(z) < ¢q(z) < yi(x) finden. Sind x; < my zwel Sprungstellen, so ist
yi(z1) < y_(z2), also q(z1) < g(xq). Damit ist {g(z) : = € S} eine Teil-
menge von Q, und jedem Element s € S wird genau ein ¢(s) € Q zugeordnet.
Also ist S hochstens abzéhlbar.

. M ist nicht einmal abgeschlossen.

M, ist nicht beschréankt.

M3 ist nicht abgeschlossen, denn der Grenzwert der Folge (1/n) gehort nicht
zur Menge.

My ist abgeschlossen und beschrénkt, also kompakt.

Ms ist nicht abgeschlossen, weil die irrationalen Punkte fehlen.

Mg ist zwar abgeschlossen, aber nicht beschrankt.

Endliche Vereinigungen und Durchschnitte von abgeschlossenen Mengen sind
wieder abgeschlossen. Aulerdem bleiben beschrénkte Mengen bei diesen Ope-
rationen beschrankt. Daraus folgt die Kompaktheit.

. Auch hier ist klar, dass K7 x ... x K,, wieder abgeschlossen und beschrénkt

ist, wenn die einzelnen K; es sind.

. a) Klar ist, dass K eine beschrinkte Menge ist. Sei nun (x,,) eine Folge von

Punkten in K, die im R"™ gegen ein x, konvergiert. Da die Glieder der Folge
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in jeder Menge K, liegen, gehort auch xq zu jedem K, und damit zu K. Also
ist K auch abgeschlossen und damit kompakt.

b) W&hlt man in jedem K, einen Punkt y,,, so erhdlt man eine beschrinkte
Folge. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt diese einen Grenzwert
yo. Da yo auch Grenzwert der in K, enthaltenen Folge (y,,),>, ist, gehort yq
zu jedem K, und damit zu K.

U. a) Ist f stetig, so ist Gy abgeschlossen und beschrankt.

b) Sei Gy kompakt und zy € [a,b]. Ist f in z( nicht stetig, so gibt es
ein ¢ > 0 und eine Folge (z,) in [a,b], die gegen z, konvergiert, so dass
|f(zn) — f(xg)] > ¢ fiir alle n ist. Die Folge (x,, f(z,)) besitzt aber eine
Teilfolge (zy,, f(xn,;)), die gegen ein Element (g, yo) € Gy konvergiert. Dann
muss Yo = f(zo) sein und daher (f(z,,)) gegen f(zo) konvergieren. Das ist
ein Widerspruch. Also ist f iiberall stetig.

V. Sei M C [-R,R]. Da f gleichméfBig stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass
|f(z1) — fz2)] < 1 fiir alle x1, 29 € M mit |21 — 23] < § ist. Ist nd > 2R, so
muss f(M) in einem Intervall der Lange n liegen. Damit ist f beschrénkt.

Losungen zu den Aufgaben in 2.4

A. Ist 2 < 1, soist f,(z) = 0 fiir alle n.

Ist z > 1, so gibt es genau ein n € N mit © € [n,n + 1). Dann ist f,(z) =
1/n und f,(z) = 0 fiir m # 0. Also konvergiert die Reihe ) >, f,, iiberall
punktweise absolut gegen Null.

Es ist Y 2 |Ifull = >°02,1/n divergent. Die Reihe konvergiert also nicht
normal.

Sei ¢ > 0 vorgegeben. Ist ng > 1/, m > ng und = € R, so ist entweder
fu(x) =0 fir alle n mit ng + 1 < n < m, oder es gibt ein n zwischen ng + 1
und m, so dass f,(xr) = 1/n < e und fp(z) =0 fiir k # n ist. Auf jeden Fall
ist dann [Y°7" ) fu(r)| < € fiir alle 2 € R.

B. a) |cn/coy1| =nF/(n+ 1)k = (1 —1/(n + 1)) strebt gegen R = 1.

n+1)n" 1 .
b) |cni1/cnl = ((n n 1))n+1 = TESVOR strebt gegen 1/e. Also ist R = e.

c) |en/Cnsr] = 27/27T = 1/2. Also ist auch R = 1/2.

d) Es ist exp(inm) = cos(nw) + isin(nm) = (—1)", also |¢,/chi1] = (n +
2)/(n+1)=14+1/(n+1)und R=1.
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e) Hier ist ¢opr1 = 0 und

co | 22PP((k+1))?
Cok+2 N 22k<l{3|>2

=4(k +1)%,

und das strebt gegen Unendlich. Also ist R = oc.

2 |cn1//c§+1| = (1/3)y/(n+2)/(n+1) = (1/3)\/1+ 1/(n+ 1) strebt gegen

. a)Esist P(z) =Y a,(z—4)" mit a, = 2"/3. Das Quotientenkriterium lie-

fert den Konvergenzradius R = 1/2; also das Konvergenzintervall (7/2,9/2).

P(7/2) = 3-> 0" ,2" - (—=1/2)" = 3 - > 7 (—1)" divergiert, und genauso
P(9/2) =330, 1.

b) Hier ist P(z) = > o calz — (=3))", mit ¢, = n® und c,/chqy1 =
(n/(n + 1))3. Also ist der Konvergenzradius R = 1 und das Konvergenz-
intervall (—4, —2).

P(—4) =32 (=1)"n* und P(-2) = Y > n® divergieren.

. a) Die erste Reihe ist eine geometrische Reihe, die fiir |z — 1| < 2 konvergiert,

gegen 3/(1 — (2 = 1)/(=2)) = 6/(1 + 2).

b) Die zweite Reihe konvergiert aus dem gleichen Grund fiir |z| < 1/v/3 gegen
—1/(4(1 — 32%)) = 1/(122* — 4).

c) Hier handelt es sich um die Reihe Y 07 (—=1)"2?"/n! = > (=2*)"/n! =

n=0
exp(—z?). Der Konvergenzradius ist Unendlich.

. Ist 2 =log,(b), so ist b = a® = exp(xIna), also x = (Inbd)/(Ina). Dabei muss

a # 1 sein.
a) Offensichtlich ist dann log, b - log, a = 1.

b) Die Gleichung bedeutet, dass logs(4z?) = 2 ist, also 42? = 3% = 9 und
x = 3/2 (das negative Vorzeichen kommt nicht in Frage).

1
c) Es ist log,.(z™) = mlnaz - log, x.
nlna n

. Sei s :=sinx, ¢ :=cosz und ¢ := tanz. Dann ist ¢ = s/c und ¢ = V1 — s2.

Aus der Gleichung s/v/1— s = t erhilt man s* = t*(1 — s?), also s =
t/+/1+ t2. Daraus ergibt sich ¢ = 1/v/1 + 2.
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G. Es ist sin(n/2) = 1 und cos(7/2) = 0. AuBlerdem sind beide Funktionen
zwischen 0 und 7/2 positiv.

Sei s := sin(n/4) und ¢ := cos(w/4). Dann ist i = exp((7/2)i) =
exp((m/4)i)?* = (c+ si)? = > — s* + 2sci, also (¢ — s)(c+ s) = 0 und
2cs = 1. Daraus folgt: ¢ = s und ¢* = 1/2, also

sin(m/4) = cos(mw/4) = %\/5

Nun sei s := sin(7/6) und ¢ := cos(7/6). Dann ist s> +¢?> = 1 und (c+si)® =
exp((m/6)i)® = i, also ¢ — 3cs* = 0 und 3c¢?*s — s* = 1. Daraus folgt, dass
¢ 4+ 3¢® — 3¢ =0 ist, also ¢ = 3/4 und ¢ = /3/2. Zusammen ergibt das

sin(m/6) = L und  cos(w/6) = 1\/g

2 2
SchlieBlich ist exp((7/3)i) = exp((7/6)i)? = (V34 i)?/4 = 1/2+(1/2)V/31,
also
sin(7/3) = %\/g und  cos(mw/3) = %
H. Sei Dy(z) := Z e'™ . Dann gilt:
(eix_ 1)DN($) _ Z ei(n-i—l)x_ Z eine

e|(N+1)a: o e_le.

Multiplikation mit e~ "2 ergibt:
(eig _ e—ig) - Dy(z) = el (N+3)z 6—i(N+%)x’

also N
. L1
Dy(z) = M fiir = # 2km.
S1n 5

Daraus folgt:

R 1 N
3 + ; cos(nz) = 3 (1 + ; 2 COS(TLZL‘))
1 N
_ 5 <1+;<€|nx+e—lnr>>
N
1 inr
S
n=—N
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I st0<z<2soistz—23/6 <sinzx <zund 1 —2%/2 <cosw <1—1x?/2+
x1/24. Daraus folgt:
x sin r T 1 —cosz

x
1—— 1 —— < < —.
6< . < und 5 24< . <2

Daraus folgt die Behauptung.

J. Sei z, := 1/(n7) und y, = 1/(2n7 + 7/2). In beiden Fillen handelt es
sich um Nullfolgen. Es ist aber sin(1/z,) = sin(nm) = 0 und sin(1/y,) =
sin(r/2 + 2nmw) = 1. Aus dem Folgenkriterium kann man nun entnehmen,
dass lim,_,gsin(1/z) nicht existiert.

K. Es ist

sinh z cosh y + cosh xsinhy =

= }l((ez —e ) +e )+ (e +e7)(e¥ — e_y)>
1 Ty -z -y

= 5(6 e —e e V)

= sinh(z + y).

L. Nach der Methode der quadratischen Ergénzung erhéalt man:

22— (34+4i)z—1+5i =0
— (z—(3+4i)/2)*=(4i —3)/4
= z—(3+4i)/2=2£(1+2i)/2.

Das ergibt die beiden Losungen z; =2+ 3i und 250 =1+ i.

Losungen zu den Aufgaben in 2.5

A. 1) Sei f integrierbar, also I.(f) = I*(f) = I.»(f). Dann gibt es zu jedem
e > 0 Zerlegungen 3’ und 3" von I = [a, b] mit
£

und  O(f,3")— L, < 5

Ia,b - U(fv 3/) <

DO ™

Ist 3 eine gemeinsame Verfeinerung von 3’ und 3", so ist

O(f,3) = U(f.3) < (O(f,3") = Lp(f)) + (Lp(f) = U(f.3)) <e.

2) Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt. Ist € > 0 und 3 eine Zerlegung, so
dass O(f,3) — U(f,3) < ¢ ist, so ist auch

0<I°(f) = L(f) < O(f,3) - U(f,3) <e.
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Da das fiir jedes ¢ gilt, ist I*(f) = L.(f).

3) Sei f : [a,b] — R beschrénkt und monoton wachsend, m < f(z) < M
fir alle z € [a,b]. Ist &€ > 0 vorgegeben, so gibt es ein n € N, so dass
(b —a)(M —m)/n < e ist. Wahlt man eine dquidistante Zerlegung 3 =
{zo,x1,...,2,} von [a,b], soist x; —x;_1 = (b—a)/n, und aus der Monotonie
folgt:

O(f,3) = U(f,3) = > (Mi—mi)(zi—mi1) = b_aZ(Mz‘—mi)

IN

B. 1) Sei f(z) = 2x — 222 Teile [0, 1] in n gleiche Teile der Lénge 1/n und wéhle
& :=1i/n = x;. Dann ist

©(f,3.6) = > fGi/n)-1/n

= ) (2i/n—2(i/n)*) - 1/n

=1

n n
2 .2 2
= —E z——E l
2 3
n n
i=1 i=1

2 nn+1) 2 nr+1)2n+1)

n? 2 ns 6
_on+1 (n+1)2n+1)
N n 3n?
1 -1 1 1
_ (n+1)(n ) _ _(1__)7
3n2 3 n?

und dieser Ausdruck konvergiert gegen 1/3.

2) Sei f(x) = x* — 2x. Teile [0, 2] in n gleiche Teile der Linge 2/n und wihle
& = x; = 2i/n. Dann ist
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S(f,3,8) = Zf(%/n) -2/n

= 2(41'2/712 —4i/n) - 2/n

=1

n n
= — —— 7
n3 4 n? 4
i=1 i=1

8 nn+1)@2n+1) 8 n(n+1)

ns 6 n? 2
A+ 1D(2rn+1) 4(n+1)
N 3n2 n
A(n+1) 4, 1
- M = 0

und das konvergiert gegen —4/3.

3) Sei f(xz) = e”. Teile [0,1] in n gleiche Teile der Lange 1/n und wéhle
& = (i—1)/n = x;_1. Dann ist

i
L

Q)
.
<
3
S|

%(f,3.8) =

©
Il
3 ©
I
—_

~
Il
o
—~
)
—
~
3
~—
<

el/n—1
1/n
Cel/n 17

T SI= 3e
Q
|
—_

—1)

Da (e* — 1)/x fur x — 0 gegen 1 konvergiert, strebt X(f,3,&) fiir n — oo
gegen e — 1.

. Da rationale und irrationale Zahlen dicht liegen, ist U(f,3) = 0 und

O(f,3) =1 fiir jede Zerlegung 3.

Wiire xq integrierbar, so miisste O(f, 3)—U(f, 3) bei geeigneten Zerlegungen
beliebig klein werden. Das ist nicht der Fall.

. a) Sei f ungerade, [ := flo.a, [~ = flj—a0 und € > 0 vorgegeben.

Wir wihlen eine geniigend feine Zerlegung 3 = {zg,1,...,2,} von [0,d]
(mit zp = 0 und z, = a), so dass fir jede Wahl von Zwischenpunkten
1X2(f*,3,8) — Loa(fT)| <eist. Sei 37 :={—xn, —Tp_1,..., —T1, —Zo}. Dann

1st
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5(f7,37,-8)

Also ist |X(f~,37,-€&) —

n

= 2SO = (o)

_ —Zf& zi—xi1) = —2(f,3,8).

(=loa(f))| = 15(f7,3,€) — loa(fT)| < €. Daraus

fOlgt7 dass ]—a,O(f) = _IO,a(f) und I—a,a(f) = I—a,O(f) + IO,a(f) = 0 ist.

b) Sei f gerade und f : [—a, a] — R definiert durch

Dann ist fungerade und

[ @i = [ s

—f(z) fuirz <0

flw) = { f(z) firz>0.

)d:c—l—/oaf(:c)dx

- —/_Zf(x)dx—i—/oaf(a:)dx
_ (/_if(x)dﬁ/oaf(x)dx)—/_if(x)dﬁ/oaf(x)dx
_ 2/0af(x)dx

E. a)Seig: [a+c, b+c] — Rdefiniert durch g(x) := f(z—c). Ist 3 = {0, ..., z,}
eine Zerlegung von [a,b] und §; € [x;_1,2;], so ist 3* = {xg+¢,...,z, + ¢}
eine Zerlegung von [a + ¢,b + ¢] und & + ¢ € [z;—1 + ¢,x; + ¢]. Wir setzen

&E=E+c....5+o).

%(9.3%.€")

Dann ist

n

= Y g6+ ((@mi+0)— (w1 +0))

i=1

= Zf& vi—wi1) = %(£,3,€).

Also miissen auch die Integrale iibereinstimmen.

b) Sei h : [ca,cb] — R definiert durch h(z) := f(z/c). Ist 3 = {xo,..., 2.}

eine Zerlegung von [a,b] und §; € [x;—1,x;], so ist 3* := {cxg,...,cx,} eine
Zerlegung von [ca, cb] und c&; € [cx;—1, cx;]. Wir setzen € := (¢, ..., c,).
Dann ist

X(h, 3%, €7)

- Z h(c&) (e — cxir))

- ch@ z;—xiq) = cX(f,3,8).



32 Losungen und Losungshinweise
Daraus folgt die Behauptung.
F. a) Es ist
(n+ 1Pt —pptt P (p+ DnP + - 4 (p+ Ln 4+ 1 — nPt!
p+1 B p+1

= nP + positive Terme > nP
und wegen der Beziehung 297 — y?™ = (z —y) 10 27 y" ist
p . .
(n+ 1P —pPtt = ((n+1) —n) Z(n +1)P'n’

=0

< 1'§:(n+1)p = (p+Dn+1)"

b) Induktionsanfang: Ist n = 1, so ergeben sich die Ungleichungen
0<1/(p+1)<1,
die offensichtlich erfiillt sind.

Der Schritt von n nach n + 1:

(n+1)—1 n—1
S K= Y
k=1 k=1
nptl (n,+-1)p+1-—-np+1
<
p+1 p+1
_ (n4 1t
B p+1
und
n+1 n
S K= SRy
k=1 k=1
nptl 014_1)p+1__np+1
>
p+1 p+1
_ (n4 1)t
N p+1

¢) Multipliziert man die in (b) bewiesenen Ungleichungen mit a’*!/nP*! so
erhdlt man:
Pt

n—1 n
Sy <Ly
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Sei nun f : [0,a] — R definiert durch f(x) := 2P. Wir teilen das Intervall in
n gleiche Teile der Lange a/n. Dann ist x; = ak/n, fir k = 0,1,...,n. Es
folgt:

3
—

U(f,3) = flo) < 23 <0 > flaw) = O(f,3).

a
n
0 k=1

e
Il

Weil f stetig und monoton ist, strebt O(f,3) — U(f,3) fir n — oo gegen
Null. Also ist [« dz = a?*'/(p + 1).

G. Sei f(z) = 1/x. Man verwende die Zerlegung 3 := {xg, 21,290,235} =
{1, 4/3, 5/3, 2}. Dann erhélt man die Untersumme

1 3 3 1 37
VU3 =5 G5 =6

und die Obersumme

1 3 3

— . (1+24+2y= 22

Der Mittelwert zwischen Untersumme und Obersumme betrigt (37/60 +
47/60)/2 = 84/120 = 7/10. Also ist In(2) ~ 0.7, mit einem Fehler von

(O(f,3)=U(f,3))/2 =1/12 < 0.09.
Tatséachlich ist In(2) ~ 0.69314718. . ..

H. a) Ist f(x¢) =0, soist f(z) = f(xo+ (x — x0)) = f(xo) - f(x — x9) = 0 fiir

alle . Das kann nicht sein.

b) Es ist f(0) # 0 und £(0) = f(0 + 0) =

f£(0) - f(0), also f(0) = 1. Sei
a:= f(1). Dann ist a = f(1/2+1/2) = f(1/2)?
f0) =

> 0, also sogar > 0.

Esist f(n)=f(1+---+1)=a"und 1 = f(n+(—n)) =a"- f(—n),

also f(—n) =a™".

Weiter ist a = f(1) = f(n-(1/n)) = f(1/n+---+1/n) = f(1/n)" und damit
f(1/n) = {/a. Das bedeutet, dass f(q) = a? fiir jede rationale Zahl ¢ gilt.

Wegen der Stetigkeit von f ist auch f(z) = a® fiir jede reelle Zahl z.
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Losungen zu den Aufgaben in 3.1

A. Offensichtlich handelt es sich um rationale Funktionen von zusammengesetz-
ten Funktionen von elementaren differenzierbaren Funktionen. Also sind f, ¢
und h iiberall dort differenzierbar, wo sie definiert sind. Wer schlau ist, fithrt
bei f(x) zunéchst eine Polynomdivision aus und vermeidet so die Quotienten-
regel. Auf jeden Fall ist f'(z) = 2z, fiir x # £1. Bei g(x) kommt (auBlerhalb
x = 0) die Quotientenregel ins Spiel, aber auch Ketten- und Produktregel.
Das Ergebnis ist

_ 6cos(3z)  4sin(3z)

g(x) = = T 3 Tcesr—g sin z..

Die dritte Funktion stellt man am besten in der Form h(z) = exp(y/x - Inx)
dar. Dann ist b/(z) = zV* - (Inz 4 2)/(2/7).

Bei k(w) muss mehrfach Ketten- und Produktregel angewandt werden. Um
die Ubersicht zu behalten, kann man z.B. die drei vorkommenden Exponen-
tialfunktionen mit verschiedenen Bezeichnungen versehen:

Dann ist
W (x) = h(x) - Bz - y(2?)) - [1+ 2 y(2?) - {1+ 227}].

B. Esist f'(x) = asinz+(az+b) cos x+ccos z—(cz+d) sinx = (a—d—cx) sin x+
(b+ ¢+ ax) cosz. Also muss man a = d und ¢ = 0 setzen, sowie b = —c und
a=1.Dasergibt a=d=1und b=c=0, also f(z) = xsinz + cosz.

C. Offensichtlich sind beide Funktionen auflerhalb = = 0 differenzierbar. Die
Berechnung der Ableitung sei dem Leser iiberlassen. Was ist aber bei x =07
Fiir f ergibt sich als Differenzenquotient

f(@) = f0) _ f(=)

o1
z—0 T g :sm(g).

Diese Funktion hat keinen Grenzwert fiir x — 0. Damit ist f in 0 nicht diffe-
renzierbar. Die Funktion f ist allerdings im Nullpunkt stetig, denn |sin(1/x)|
bleibt durch 1 beschriankt und z - sin(1/z) strebt dann fiir x — 0 gegen Null.
Jetzt sieht man, dass der Differenzenquotient von g(z) fiir x — 0 gegen 0
konvergiert. Damit ist g in = 0 differenzierbar und ¢’(0) = 0.

D. Man sollte sich erst mal die Aufgabenstellung klarmachen. Dass f'(zg) > 0
ist, bedeutet, dass die Tangente an den Graphen von f bei x( ansteigt. Dann
liegt es natiirlich nahe, dass die Werte von f links von xy unterhalb von
¢ = f(xo) liegen, und rechts von zy oberhalb. Aber das gilt sicher nur in der
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Néhe von xy. Wie nahe? Hier wird behauptet, dass es eine komplette (wenn
auch sicher sehr kleine) e-Umgebung von z gibt, auf der sich f wunschgeméf
verhélt. Das erscheint plausibel, aber es bleibt dennoch der Verdacht, dass f
in der Ndhe von z zu stark ,,wackeln* kénnte. Ein Widerspruchsbeweis kénn-
te Klarheit bringen, aber er wiirde in diesem Fall doch zu recht umsténdlichen
Uberlegungen fiihren.

Wagen Sie doch einmal einen direkten Beweis! Dass f in xq differenzierbar
ist, liefert eine Darstellung f(z) = f(zo) + (z — x0) - A(z), mit einer in
stetigen Funktion A. Nach Voraussetzung ist A(zg) = f'(x¢) > 0. Dann gibt
es eine ganze e-Umgebung von xg, auf der A > 0 ist. Fiir jedes x aus dieser
Umgebung gilt: Ist © < xg, so ist f(x) — f(xg) = (x — x0) - A(z) < 0, also
f(z) < f(xo). Ist x > x, so folgt analog, dass f(x) > f(xg) ist.

Zur Ubung konnen Sie ja einen Widerspruchsbeweis fithren und ihn mit dem
direkten Beweis vergleichen.

E. Es liegt nahe, Induktion zu verwenden. Im Falle n = 1 erhélt man die schon
bewiesene normale Produktregel, beim Schluss von n auf n + 1 kommt eben-
falls die Produktregel zum Einsatz. Man beachte die Ahnlichkeit zur binomi-
schen Formel!

F. Am Rand des Intervalls nimmt f die Werte f(—1/2) = 1/8 und f(4) = 17
an. Wenn f seinen kleinsten oder grofiten Wert in einem Punkt x im Innern
des Intervalls annimmt, so muss dort ein lokales Maximum oder Minimum
vorliegen, also f’(zg) = 0 sein. Esist f'(x) = 322—6z = 3x(x—2). Kandidaten
fiir lokale Extremwerte sind die Punkte z; := 0 und x5 = 2. Nun ist f(x;) =1
und f(x2) = —3. Also nimmt f seinen kleinsten Wert im Innern des Intervalls
bei x5 und seinen grofiten Wert am Rande des Intervalls bei x = 4 an.

G. f: Minimaler Wert bei z = j:\/§, maximaler Wert bei x = —3.
g : Minimaler Wert bei x = —7 /6, maximaler Wert bei = = 7.

H. Man zeige, dass f/'(x) = —2(2sinz — 1)(sinx + 1) ist. Daraus ldsst sich alles
ableiten.

I. Es ist 2yy’ = 322 + 2z, also ¥ = (32% + 22)/2y, sofern y # 0 ist. Liegt
eine waagerechte Tangente vor, so muss y' = 0, also z(3z + 2) = 0 sein. Die
Moglichkeit 2 = 0 scheidet aus. Also muss z = —2/3 sein. Dann ist y* = 4/27,

also y = £(2/3)V/3.

J. Die Losung ist sehr einfach. Interessanter sind die Konsequenzen. Uberlegen
Sie sich, in welche Richtung die Produktionszahlen verdndert werden sollten,
wenn die Grenzkosten niedriger als die Durchschnittskosten sind.
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Losungen zu den Aufgaben in 3.2

A. Definiert und stetig ist f, auf M, := {z : x > —a/2}, differenzierbar nur fiir
x > —a/2. Weiter ist

B 5x% + 2ax

fo() Nerzi

1522 + 12ax + 2a>
und ") = )
Jo(@) (2x 4+ a)V2x +a

Das liefert ein lokales Minimum bei x = 0 und ein lokales Maximum bei x =
—(2/5)a. Am Rand des Definitionsbereiches, bei © = —a/2 liegt ebenfalls ein
lokales Minimum vor. Obwohl f! zwei Nullstellen hat, kommt nur eine davon
als Wendepunkt in Frage (warum?), némlich = = (—(2/5) + /2/75)a. Man
bestétige, dass dort tatsédchlich ein Wendepunkt vorliegt, nach Mdoglichkeit
ohne Verwendung der dritten Ableitung.

B. a) Ist 2o Nullstelle k-ter Ordnung von p(z) und deg(p) = n, so ist p(z) =
(z —10)*- q(x) mit einem Polynom ¢ der Ordnung n — k. Differenzieren ergibt
die Behauptung.

b) Durch Probieren erhélt man die Nullstelle x; = 1. Daher ist
p(z) = (v — 1)(2® — 112% + 352 — 25).

Nochmaliges Probieren ergibt p(x) = (r—1)?(2?—102+25) = (z—1)*(z—5)%
Insbesondere sind dann z; = 1 und x5 = 5 Nullstellen von

p'(z) = 42 — 362 + 922 — 60 = 4(z — 1)(z — 5)(x — 3).

Man ermittelt, dass bei x; und zs Minima und bei z3 = 3 ein Maximum
vorliegen muss. Wendepunkte gibt es bei den beiden Nullstellen von p”(x) =
1222 — 72z + 92.

Als Zusatzaufgabe sollte man sich iiberlegen, ob es sich um isolierte bzw.
globale Extremwerte handelt.

C. Man schreibe f in der Form f(x) = f(0) + = - A(x) und zeige, dass A(x) fiir
x — 0 gegen 1 konvergiert. Zur Losung des zweiten Teils berechne man f'(z)
fiir z # 0 und untersuche das Verhalten von f’ in den Punkten z, := 1/(27v).
Es zeigt sich, dass f in diesen Punkten fillt. Indirekt kann man nun auch
folgern, dass f nicht stetig differenzierbar ist.
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y =+ 0.22?sin(10/x)

D. Die Existenz des Minimums zeigt man durch Betrachtung der Werte von f,
ohne Benutzung von Ableitungen. Es zeigt sich dann allerdings, dass f'(0) = 0
ist. Der zweite Teil ergibt sich daraus, dass eine Folge von Punkten x, mit

x, — 0 und f'(x,) = 0 existiert.

Y

y = 0.222 4+ 0.1z sin(10/x)

]
—O.Il 0.1

T

Weil f(x) = 2?(2+sin(1/z)) > z? ist, liegt sogar ein isoliertes Minimum vor.

E. a) Die Voraussetzungen sind erfiillt, es ist

iﬂ(m - i)

r—1In(1+ x)
im ———=
a—0 x-In(l+ )
1-1/(1

lim /(1 +2)

e—0In(1+2z)+z/(1+ x)

(I+x)In(l+2x)+=z
1
5

lim
x—0

1
lim —————
a—0In(1+4z) + 2

b) Man verwende die Formel a® = exp(x - Ina). Dann ist

r—0

X

1\sinz
lim(—) = lirr(l)exp(—sinyc-lna:)

= limexp((—sinz/z)- (zInz)).

r—0

Wir wissen schon, dass sin z/x fiir  — 0 gegen 1 und z In x fiir z — 0 gegen 0
strebt. Also geht das Produkt gegen Null und die zu untersuchende Funktion

gegen e’ = 1.
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c) Es ist
. xr—tanz . 1—1/cos’z
lim —— = lim —————
z—0 r —sinx z—0 1 —cosx
cos’z — 1
= lim —
z—0 cos? (1 — cos )
. l+cosx
= —lim = -2

F. Esist —C < f'(z) < C fiir z € I, nach dem Schrankensatz also

< fly) — f(=)
y—x
Daraus folgt: |f(y) — f(z)| < C - (y — z).

<(Cfirr<y.

Ist z > y, so erhédlt man | f(y) — f(z)| < C-(x—y). Beide Resultate zusammen
ergeben die Behauptung.

. Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass fiir x € Us(zg) und

T # xo gilt:
c—sﬁf’(ﬂﬂ)ﬁc—}-e,

also |(f — c¢-1d)'(z)| < € auf Us(xo) \ {xo}. Aus dem Schrankensatz folgt nun:

|f(x) = f(zo) —c-(x —zo)| e |r—zo|, filr € Us(xo),

also
@)
T — Tg
Das bedeutet, dass lim M = c ist. "

T—g T — X

Ein alternativer Beweis (ohne Schrankensatz) kénnte folgendermafien ausse-
hen:

Sei (z,) eine beliebige Folge in I, die gegen xy konvergiert. Aulerdem sei
ein € > 0 vorgegeben. Es gibt dann ein § > 0, so dass |f'(z) — ¢| < ¢ fiir
|z — xo| < 6 ist. Ist v so groB, dass |z, — x| < ¢ ist, sowie ¢, ein Punkt

zwischen z, und xy mit D(x,,x¢) = f'(c,) (Mittelwertsatz!), so ist auch
lc, — xo| < 6 und daher |D(x,,x¢) — c| = |f'(c,) — ¢| < €. So folgt, dass die
Differenzenquotienten D(z,,zq) gegen ¢ konvergieren. "

Etwas allgemeiner kann man aus dem obigen Ergebnis folgern:

Sei f : I — R stetig, xg ein innerer Punkt von I und f in jedem Punkt x # xg
differenzierbar. Auflerdem sei
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lim f'(z)= lim f'(z)=:c

T—xTo— T—xo+
Dann ist [ in xo differenzierbar und f'(zq) = c.

Klar, wenn linksseitiger und rechtsseitiger Limes existieren und beide gleich
sind, dann existiert auch der gewohnliche Limes.

H. Die Funktion ist stetig und links und rechts vom Nullpunkt beliebig oft dif-
ferenzierbar, mit Ableitungen 1 + z — 423 und e®. Beide Ausdriicke streben
fiir x — 0 gegen 1. Also ist f differenzierbar und

14z —42® fiirz <0,
f(z) = 1 inx =0,
e’ fiir z > 0.

Offensichtlich ist f’ stetig. Leitet man nochmals ab, so erhédlt man die Terme
1 — 1222 und e®. Wieder erhilt man einen gemeinsamen Grenzwert. Also ist
f zweimal differenzierbar und

1—122% fiirz <0,
f(z) = 1 inx =0,
e’ fiir > 0.

Diese Funktion ist wieder stetig und links und rechts vom Nullpunkt dif-
ferenzierbar, aber der Grenzwert hH(l) f"(x) existiert nicht. Schreibt man

f(x) = f"(0) + z - A"(x), so ist hr(I)l_ A(xz) = 0 und lir&A(:c) = 1. Al-

so ist f in 0 nicht dreimal differenzierbar.

Y / Yy / Yy /
1 y=f / y=['(z) y = f"(x)

i T X

Wie man sieht, passen die beiden Teile von f(z) bei z = 0 gut zusammen und
ergeben einen glatten Funktionsgraphen. Mit jedem Differentiationsvorgang
verliert man aber etwas von dieser Glétte.

I. Die Losung ist sehr einfach. Der Wendepunkt von f(z) = az® +bx? +cx +d
liegt bei x = —b/3a.

J. Die Ableitung der gesuchten Funktion muss die drei Nullstellen x = 0 und
x = £1 aufweisen. Also machen wir den Ansatz

fr)=a-z-(z—Dx+1)=a-(2*—2).
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Eine mégliche Funktion f ist dann gegeben durch f(z) = %a* — $a2? + 6.
Damit f(0) = 1 ist, muss 3 = 1 gesetzt werden. Dann ist f(£1) = ¢ —§+1.
Damit sich hier der Wert —1 ergibt, muss o = 8 gesetzt werden. Tatsdchlich
leistet f(x) = 2z% — 422 + 1 das Gewiinschte.

. Es werden elementare Kenntnisse aus der Geometrie vorausgesetzt.

& &

Die Grundfliche des Kreiskegels betrigt F' = r?m, wobei r der Radius ist.
Die Hohe h ist durch r? + h? = R? gegeben. Der Umfang der Grundfliche
des Kreiskegels muss mit der Grenzlinie des Kreissektors iibereinstimmen:
2rm = o - R (wenn « im Bogenmaf} angegeben wird). So erhélt man r als
Funktion von R und «, und damit auch das Volumen V = %F ~h:

R? a?
V=—=a0%1-—.
VT are

Jetzt kann man — bei festem R — ein Maximum bestimmen. Es zeigt sich,
dass das Ergebnis nur von o abhéngt, nicht von R.

. a) Die Funktion ist auf ganz R definiert und gerade. Sie hat offensichtlich

keine Nullstellen und ist sogar iiberall positiv.

Fiir x — to0 strebt f(z) gegen Null. Die z-Achse tritt in beiden Richtungen
als horizontale Asymptote auf.

Es ist f/(z) = —2x/(2* + r)®. Eine Nullstelle gibt es nur bei z = 0. Da
f(0) =1/r und f(z) < 1/r fiir alle x € R gilt, besitzt f bei z = 0 ein lokales
und zugleich globales Maximum. Andere Extremwerte kann es nicht geben.

Weiter ist f”(z) = (—2(z?47)2+82%(22+7)) /(2% +r)? = (622 —2r) /(% +71)>.
Nullstellen treten bei ay = £4/7/3 auf. Ist © < a_ oder z > ay, so ist
f"(x) > 0, also f konvex. Fiir |x| < a, ist f konkav. Insbesondere liegen bei
+a Wendepunkte vor.

b) f(z) := 2?/v/a? — 4 ist fiir [z| > 4 definiert und fiir |z| > 4 differenzierbar.
Es handelt sich um eine gerade und positive Funktion, die fiir z < —2 und
x — —2 (bzw. fir z > 2 und  — 2 gegen +o0o strebt. Wir haben also
vertikale Asymptoten bei x = +2.
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Esist f'(x) = 2(22—8)/(2?—4)*2. Da f in 2 = 0 nicht definiert ist, muss man
nur die Nullstellen x = +2v/2 betrachten. Da f”(z) = (422 + 32) /(2 — 4)%/2
iiberall positiv ist, liegen zwei Minima vor, und es gibt keine Wendepunkte.

Man kann sogar zeigen, dass y = x und y = —x schrige Asymptoten sind.

¢) f(x) :=x+1/z ist fiir z # 0 definiert und ungerade. Fiir z > 0 und z — 0
strebt f(x) gegen +o0, fiir r < 0 und x — 0 gegen —oo.

Es ist f/(z) =1 —1/2% und f"(z) = 2/23. Die erste Ableitung verschwindet
bei x = £1. Da f”(—1) < 0 ist, liegt dort ein lokales Maximum vor. Da
f"(1) > 0 ist, haben wir bei = 1 ein lokales Minimum. Wendepunkte kann
es nicht geben.

f(x) —x = 1/x strebt fiir x — 400 und z — —oo gegen Null. Also ist durch
y = x eine schrige Asymptote gegeben.

d) f(z) := 2%+1/z ist auch fiir alle z # 0 definiert. Die Funktion ist allerdings
weder gerade noch ungerade.

Fiir x — +o0 und fiir z > 0 und = — 0 strebt f(z) gegen +oo. Fiir z < 0
und x — 0 strebt f(z) gegen —oo, fiir x — —oo gegen +00.

Es ist f'(z) = 2z — 1/2* und f”(z) = 2 + 2/23. Eine Nullstelle von f’ gibt
es nur bei 79 = 1/3/2. Da f"(x0) = 6 > 0 ist, liegt dort ein lokales Minimum
vor. Andere Extremwerte gibt es nicht. Die 2. Ableitung verschwindet genau
bei x; = —1. Es ist f"(z) = —6/2%, also f”(x1) = —6 # 0. Das zeigt einen
Wendepunkt bei x;.

Losungen zu den Aufgaben in 3.3

A. Die Funktion nimmt positive Werte auf den Intervallen (0,2) und (3,4)
an. Das Integral iiber f(z) und diese beiden Intervalle liefert den gesuch-
ten Fldacheninhalt. Zum Integrieren benutzt man am besten die Darstellung

f(x) = x® — 52% + 6x.

x firz <1 . .
B. a) F(z) := { 2z firr>1 ist Stammfunktion von f.
1
b) Die Funktion G mit G(z) = nx — % firn <z < n+1 ist

Stammfunktion von g.

C. 2y/z ist Stammfunktion von 1/y/z. Etwas kniffliger ist es beim zweiten Inte-
gral. Mit etwas Uberlegen und Probieren kann man aber herausfinden, dass
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. Es ist tan(t) =

2
ng\/E Stammfunktion von x+/z ist. Im néchsten Paragraphen werden Me-

thoden vorgestellt, wie man solche Stammfunktionen etwas systematischer
finden kann.

. Man erhélt sehr einfach eine stetige Funktion I, so dass F’ = f auflerhalb

des Nullpunktes gilt. Dass die Ableitung f in 2 = 0 eine Sprungstelle besitzt,
zeigt, dass F' dort nicht differenzierbar sein kann.

_cos'(1)

cos(t)
nur berechnen, wenn cos(t) im Integrationsintervall keine Nullstelle besitzt!

= (Ino|cos|)'(t). Allerdings kénnen wir das Integral

1
u/(1+ u?) ist die Ableitung von 5 In(1 + u?).

Yy »(z)

Tst Gy) = / gt dt und F(z) = G(p(x)) = / g()dt, so ist F'(z)

G'(p(x)) - gp/((:)v) = g(p(z)) - ¢'(x). Im Vorliegenc(i)en Fall ist g(t) = €' und
(x) = sin(z).

. Man sieht sofort, dass pu(f’) der Differenzenquotient (f(b) — f(a))/(b—a) ist.

Damit lassen sich alle Fragen sehr leicht beantworten.

. Es handelt sich um eine DGL mit getrennten Variablen: ¢ = f(x)g(y) mit

f(z) =1/(22) und g(y) = (1+y?)/y. Wegen der Anfangsbedingung betrachte
1
man alles auf R_. Dann ist G(y) = 3 In(1 +y*) Stammfunktion von 1/g und

1
F(z) = 5 In|z| Stammfunktion von f. Man erhilt:

o(r) = —v—2x — 1.

. Hier liegt eine lineare DGL vor: ¢ + a(x)y = b(x) mit a(z) = 1/x und

b(z) = 3. Die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Gleichung hat
die Gestalt y,(z) = ¢/x. Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung

1
ist y,(z) = 5x4. Die Losung zur Anfangsbedingung y(1) = 0 ist dann

pla) = g~ 1)

Losungen zu den Aufgaben in 3.4

A. Aus der Gleichung 42% = 1 — u folgt 8x dz = —du, also

T 1 du 1
——dr=— | — =—-V1—-422+C.
/—1_4$2x 3 \/ﬂ 1 T4 +
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B. Esist 2z dzr = du und z* = (u — 1)?, also
/\/1+x2-a:5da: = /\/_u—l

2 1
— 7(1—|—£L’ )7/2 5(1+£L’2)5/2+§(1+$2)3/2+C.

C. Esist x = 1/u, also dv = —u?du und

1/x
/22 d:c:—/e“du:—el/’”—l—C.

D. Setze v := z und v := sinhz. Dann ist udv = 2 coshzdr und vdu =
sinh x dx, also

/3mcoshxdx = 3/udv = 3uv—3/vdu

= 3z sinhx—?)/sinhxdx = 3x sinhz — 3coshz + C.

E. a) Setze u = ¢€”, also v = Inu und dz = du/u.
Damit ergibt sich [ e”/(1 + €**) dz = arctan(e®) + C.
b) Verwende Substitution u = ¢(z) = z*, mit ¢'(z) = 32°.
Damit ergibt sich [ z?sin(2?) dx = (1/3) [ sinudu = — cos(2?)/3.

c) Es ist ' + 2 = (52 + 10)/5. Setze also o(x) := z° + 10z, mit ¢'(z) =
5a* + 10. Das ergibt

ot +2 1 [ ¢(x) 1
v dr=c | Gdv=— .
(25 + 10z) 5) ¢(x) 20(2® + 10x)

d) Setze p(x) := 23 + 322 + 1. Dann ist ¢'(z) = 3(2? + 2x) und

242 1
vt dr = —(2% 4 322 +1)*/3.

T = -
\3/ 3+ 3224+ 1 3 2/ @(x) 2

e) Setze u = ¢(r) = 2% Dann ist x = \/u und du = 2z dz, also

/5 T p 1 /25 du 1 /30 dv 1
xr = — —_— = — _— = —
1 x4+ 1022+ 25 2/, (u+5?2 2/, 2 15

f) Setze u = \/y/r+ 1. Dann ist v* = /z + 1, also z = (u* — 1)? und
da: = 4u(u® — 1). Es folgt
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/mdx _ 4/(u4—u2)du

— 4<u_5_u_3>
5} 3

= % VT + 103z — Vo —2)+ C.

g) Mit t = p(z) = 2? erhiilt man

/;1:\3/4—:E2d:1::%/gp’(az)\3/4—gp(az)d;v:%/\3/4—tdt:—g(4—x2)4/3.

h) Setzt man u = ¥/z, so ist x = v* und dz = 3u? du, also

/(m+2)\3/5dx: /(u3+2)u-3u2du: 3/(u6+2u3)du: §x7/3+;x4/3.

i) Man verwendet die Beziehung

1 — tan?(z/2)

O + tan?(z/2)’

sowie die Substitution u = tan(z/2), = 2 arctan v und dz = (2/(1+u?)) du.
Dann ist

/d—xd:v —/ ! 2 du
5+3cosz B 5+3(1—wu?)/(1+u?) 1+u?

1
= d
/4+u2 “
1 1
- _/ it
2 1+t

1 1 T
= = arctan(— tan(—)).
2 2 2

F. Esist ¢ =7/2 und ¢; = 1. Fiir n > 1 ist

/2
Cni1 = / sin™ ¢t sint dt
0

/2

w/2
= sin" t(— cost) +n / sin” !t cos® t dt
0

0

/2
= n/ sin" ' #(1 — sin t) dt
0

= MNCp—1 — NCp+1,

also ¢, 11 = Cp—1.

n+1
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Daraus folgt:

T 122k 1)
T2 204 (2k)
2-4---(2k
undc%H WQ;—F?{)

Losungen zu den Aufgaben in 3.5

A. (z,vy,2) liegt genau dann auf C', wenn (z,y) auf dem ebenen Kreis um (0, 0)
mit Radius 3 liegt und z = 2—y ist. Da bietet sich folgende Parametrisierung
an:

aft) ;== (3cost,3sint,2 — 3sint), mit a'(t) = (—3sint,3cost, —3 cost).

B. Diese Aufgabe ist eigentlich unsinnig und nur aus Versehen stehen geblie-
ben. Was ist das Problem? Um Punkte auf dem Einheitskreis verniinftig zu
beschreiben, braucht man Winkel, und um mit Winkeln verniinftig rechnen
zu konnen, braucht man Winkelfunktionen und das Bogenmaf}. Damit steckt
man aber die Losung der Aufgabe mit hinein, denn das Bogenmafl beruht auf
der Annahme, dass die Lange des Einheitskreises = 27 ist.

Ignoriert man die Einwénde, so kann man den Kreis in n gleiche Sektoren
einteilen. Verbindet man die Endpunkte der Wénde eines Sektors auf der
Peripherie miteinander, so entsteht ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Basis
wir mit b, bezeichnen wollen. Elementargeometrisch ist b,/2 = sin(w/n),
und daher die gesuchte Lénge des (einbeschriebenen) Polygonzuges = U, :=
n-b, = 2n-sin(r/n) = 27 - sin(n/n)/(r/n). Weil (sinz)/z fiir x — 0 gegen
1 strebt, konvergiert U, fiir n — oo gegen 2.

C. Esist o/(t) = (—3cos®tsint, 3sin’t cost) und ||a’(t)|| = 3|costsint|, also

(— cost, smt) fir 0 <t < m/2,

( ) firn/2<t<m,

(— Cost ,sint) fir 7 <t < 3m/2,

(cost, —smt) fir 3m/2 <t < 2.

T, (1) =

Es ist B'(t) = (=2¢7%,2,0) und ||B'(t)|| = 2V/1 + e~%, also

e 2 1
Ts(t) = (_ = T o).

D. Esist &/(t) = (1,sint + tcost,cost — tsint) und ||a/(t)|| = V2 + t2, also
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:/ Ha’(t)Hdt:/ VIT Rt
0 0

Dieses Integral ist nicht so leicht auszuwerten, aber es geht.

1. Schritt: ¢ = v/2sinh u, also dt = ﬂcoshudu, liefert
1 1
/\/2 +t2dt =2 / cosh® udu = 5 /(62“ +e %" +2)du = §(sinh(2u) + 2u).

Weil sinh(2u) = 2sinhu coshu = 2sinh uy/1 4 sinh? u und u = arsinh(¢/v/2)
ist, folgt:

/\/2+t2dt = sinhwuV'1 4+ sinh®>u + u

2 ¢ 2
- 1+ 2 +h%——+ 1+—>

f V2 2
1
= ?m+ﬂ+m@+V%uﬂ—§mz

1
Also ist L(ax) = gv2+7r2+ln(7r+\/2+7r2) - 51n2.

E. Esist a’(t) = (sinht,cosht, 1) und daher

salt) = [l ir
= /\/smh 7+ cosh? 7 + 1dr
:\f/\ﬁiﬁﬁ7m
= \/5/0 coshTdr = v/2sinht.

F. Es ist o/(t) = (1,sinht), &”(t) = (0,cosht) und ||&/(t)|| = V1 4 sinh?t =

cosh t.

Dann ist die Kriimmung gegeben durch

oy~ 43—ty
“ [’ (2) [
_ cosht 1
cosh®t  cosh’t

. Hier hat sich ein Fehler eingeschlichen! Die Aussage stimmt nur fiir die ,,ab-

solute* Kriimmung || T.,(s(¢))||, bei der orientierten Kriimmung sieht das Er-
gebnis ein wenig anders aus:
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Es ist /(t) = (1,cost) und & (t) = (0, —sint). Daher ist

—sint
VI+costt
also k' (7/2) = —1 und k2 (37/2) = 1.

Fo (t) =

H. Da es sich um Raumkurven handelt, braucht man die Definition der Kriimmung
von Raumkurven von Seite 269.

a) Es ist o/(t) = (1,2,3) und ||/(t)| = V14, also

Tolt) = ——(1,2,3) wnd  T.L() = (0,0,0).

V14

Daher verschwindet die Kriimmung von o iiberall.

b) Es ist 3'(t) = (cost — sint,sint + cost, 1)e’, und

18'(t)]| = e'\/(1 — 2sintcost) + (1 + 2sintcost) + 1 = e'V/3.

Also ist
1
Tg(t) = ——=(cost—sint,sint + cost, 1
a) = )
1
und T4(t) = ——=(—sint —cost,cost —sint,0),
50 = )
und daher 10|
1
B —t
%ol) = Tan ~ 3V

I. a) Durch r = a wird der Kreis um (0,0) mit Radius a beschrieben. Die
Gleichung r = 2sint ist dquivalent zu der Gleichung r? = 2rsint, also 2% +
y? = 2y bzw. 2% + (y — 1)? = 1. Das ist der Kreis um (0, 1) mit Radius 1.

b) Betrachten wir zunéchst die logarithmische Spirale r = e'. Hier ist 7/(t) =
r(t) = €', also

o' (t) = (r'(t)cost —r(t)sint,r'(t)sint + r(t) cost)

= ¢'(cost —sint,sint + cost).

Dabher ist
Sa(t) = /o &/ (7)|| dT = \/5/0 e"dr = V2(et = 1).

Im Falle der archimedischen Spirale ist
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a/(t) = (acost — atsint, asint + at cost),

also

t
sa(t):a/ V1+72dr.
0

Wie man dieses Integral auswertet, kann man in Aufgabe (D) nachlesen.

Losungen zu den Aufgaben in 3.6

A.

Druckfehler! Gemeint ist: ... die Koeffizienten aus den Werten p(D)[f] ge-
winnen kann.*

Es ist p(D)[1] = ap und p(D) — agid = a1 D + asD* + - - - + a, D™.

k! firn =k,

0 firn >k ist, folgt:

Weil D"[2"] = {
(p(D) — apid)[z] =a; und  (p(D) — apid)[z™] = 0 fiir m > 1.
Entsprechend ist

(p(D)—apid—a,D)[z?] = 2a; und  (p(D)—agid—a,D)[z™] = 0 fiir m > 2.

Hat man schliellich ag, a1, ..., a,_1 bestimmt, so ist
1 : n—1\[,n
a, = ﬁ(p(D) —aoid —a1D — ... —a,_1D 1)[35 ].

a) Das charakteristische Polynom p(z) = 2® — 7z + 6 hat die Nullstellen 1, 2
und —3. Also bilden die Funktionen e, e?* und e~* ein Fundamentalsystem.

b) Das charakteristische Polynom p(z) = x* — 2* — 8 + 12 hat die Null-
stellen 2 (mit Vielfachheit 2) und —3 (mit Vielfachheit 1). Das ergibt das
Fundamentalsystem e%*, x - €2* und e=3%.

c¢) Das charakteristische Polynom p(z) = 23 — 42% + 13z = z(2? — 4z + 13)
hat die Nullstellen x = 0 und z = 2+ 3i. Das ergibt zunéchst die komplexen
Losungen 1, e?39)2 und e(2=31)7 yund daher die reellen Losungen 1, 2* cos(3z)
und €?® sin(3z).

. Ein Fundamentalsystem bilden 1, e~ und e32.

. Das charakteristische Polynom ist p(z) = 2* + 423 + 62? + 4o + 1 = (v + 1)L

Also erhiilt man als Fundamentalsystem e~%, ze™®, x2e~* und x%e 7.

. Das charakteristische Polynom p(z) = x® — 1 hat die komplexen Losungen 1

und z = (—1£i+/3)/2. Das ergibt die reellen Losungen e, e=*/? cos((v/3/2)x)
und e~*?sin((v/3/2)z).
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F. a) ist trivial, denn p(D) ist ein linearer Operator.

b) Es ist D[g+ ih] = D|[g|+ i D[h] und daher auch p(D)[g+ ih| = p(D)[g] +
i p(D)[h] fur jedes Polynom p(z) (mit reellen Koeffizienten). Daraus folgt:

Q(t) = p(D)[Re(Y) + i Im(Y)] = p(D)[Re(Y)] + i p(D)[Im(Y)].

Vergleich der Real- und Imaginérteile ergibt die Behauptung.
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Losungen zu den Aufgaben in 4.1

A. 1) Die Reihe sei gleichméfig konvergent, es sei S, :== >""'_, f,. Zu jedem e > 0
gibt es ein nyg, so dass | f(z) — Su(x)| < € fur n > ny und alle x € I gilt.

Beginnt man etwa mit e = 1, so sieht man, dass a,, := || f — S,|| < oo fiir fast
alle n ist. Aulerdem ist |f(z) — S,(z)| < a, fiir alle x € I. Und es ist auch
klar, dass (a,) eine Nullfolge ist. Dabei spielen die ersten Terme der Folge
keine Rolle.

2) Das Kriterium sei mit der Nullfolge (a,) erfiillt. Ist £ > 0, so gibt es ein
no, so dass a, < ¢ fiir n > ny ist. Dann ist aber auch |f(z) — S,(z)| < €
fir n > no und alle € I. Das bedeutet, dass (S,) gleichmifig gegen f
konvergiert.

B. Esist

1 - 1 1
(x+v)(x+v+1) - = (x—l—y a x—i—y—l—l)
1 1
r r4n+1
Also konvergiert die Funktionenreihe punktweise gegen f(z).

o

v=0

Ist z > 0, so ist
1 1
- S, = < )
’f(m) ($)| r+n+1 n+1

Mit dem Kriterium aus der vorigen Aufgabe (oder direkt) folgt die gleichméfi-
ge Konvergenz.

C. Offensichtlich konvergiert (f,,) punktweise gegen die Nullfunktion.

Es ist f,,(0) = 0 fiir alle n. Ist x # 0, so ist
1 1
- - < -
f(z) n+1/z2 —n
Daraus folgt die gleichméfiige Konvergenz.
D. a) Ist zy > 0, so gibt es ein ng, so dass 1/n < xy und daher f,(z¢) = 0 fiir
n > ng ist. AuBerdem ist f,(0) = 0 fiir alle n.

b) Es ist
1 1/(2n) 1/n
/ folx)de = / An’r dr + / (4n — 4n’z) dx
0 0 1/(2n)
, o |L/2n) 5 oy |17
= 2n°x +(4nx—2n:c)
0 1/(2n)

1 1
— —y(4-2-9 —):1.
s +(t-2-2+3
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c) Die Reihe kann nicht gleichméfBiig konvergieren, weil Limes und Integral
nicht vertauschen.

E. Sei z > a (fir z < a &ndern sich nur ein paar Vorzeichen). Dann ist
lim f,(z) = lim (fu.(z) = fu(a))+c

= lim fr(t)dt+c

= /jg(t)dt—i—c.

Also konvergiert (f,,) punktweise gegen eine Funktion f mit

o) = / o(t) dt +c.
Offensichtlich ist dann f differenzierbar und f’ = g.

Es bleibt noch die gleichméfiige Konvergenz von (f,,) auf abgeschlossenen
Teilintervallen zu zeigen. Dazu sei J C [ ein abgeschlossenes Intervall der
Lange ¢, das a enthilt. Fir x € J ist

f@) - h@) = [ awirse— [ fwd— i
_ / (o) = L0 dt + (c— fula)).

also

[f (@) = fu@)| < €-[lg = foll + (¢ = fula)).
Weil (f.(a)) gegen ¢ und (f!) gleichméBig gegen g konvergiert, folgt die
gleichméBige Konvergenz von (f,,) gegen f auf J.

F. a) f,(0) = 0 konvergiert natiirlich gegen 0.

b) Ist 0 < |z| < 1, so konvergiert (z*") gegen Null und daher auch (f,(z))
gegen Null.

c) Ist |z| = 1, so ist auch " = 1 und (f,,(z)) konvergiert gegen 1/2.

d) Ist |z| > 1, so wiichst 2?" iiber alle Grenzen. Daher konvergiert f,(z) =
1/(1+1/(z*)) gegen 1.

e) Wir haben gezeigt, dass (f,) punktweise gegen die Funktion

0 fir |z| < 1,
flz) =< 1/2 fir|z| =1,
1 fur 2| > 1

Da diese Funktion unstetig ist, ist die Konvergenz nicht gleichméafig.
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G. Sei f(z) := lim, o fn(z). Dann ist f(z) = 0 fiir 0 < =z < 1 und f(1) = 1.
Diese Funktion ist integrierbar (die Funktion F' : R — R mit F(z) := 1
fir x <1 und F(z) := z fir x > 1 ist Stammfunktion), es ist fol f(t)dt =

F(1) = F(0) = 0.
1 1n 1
/Ofn(t)dt:/o Pt = ——

und daher auch lim,, .o, [ f,(t)dt = 0.

Andererseits ist

Die Folge (f,,) konvergiert nicht gleichméfBig auf [0, 1], weil ihre Grenzfunktion
nicht stetig ist.

H. Aus dem Leibniz-Kriterium folgt, dass die Reihe punktweise gegen eine Funk-

tion f konvergiert. Aus den Voraussetzungen folgt (mit uy := Son_1 und
UN ‘= SQN):
fo =0, o8y <oyt < ..o <ungr < uy und uy — vy. Die Folgen (uy) und

(vn) konvergieren monoton fallend bzw. wachsend gegen f. Dann ist
[f(x) —on(2)] = f(x) —on(2) < un(r) —on(z) = fon(2) fir alle z,

also || f — vn|| < ||fan||- Daraus folgt, dass (vy) gleichméfig gegen f konver-
giert. Genauso zeigt man, dass (uy) und schliefilich Sy gleichméfig gegen f
konvergiert.

I. Die Reihe konvergiert punktweise gegen f(x) := 1/(1 — x). Da die Grenz-
funktion fiir x — +1 unbeschrinkt ist, iibertrigt sich das auf die Partial-
summen. Die Reihe konvergiert zwar auf jedem abgeschlossenen Teilintervall
gleichméBig, kann aber nicht auf dem ganzen Intervall (—1,1) gleichméBig
konvergieren.

Losungen zu den Aufgaben in 4.2

A. Da f(x) eine abbrechende (und daher iiberall konvergente) Potenzreihe mit
Entwicklungspunkt zy = 0 ist, ergibt sich dort nichts Neues.

Esist f(2) =7, f/(2) =5, f(2) =2 und f®(2) = 0 fiir k > 3, also
fl@)=T+5(x—2)+ (z —2)%
Das Ergebnis erhélt man auch ohne Berechnung von Ableitungen:

(@) = 1+(2—242)+(2—2+2)* = 3+(2—2)+(2—2)*+4(z—2)+4 = T+5(x—2)+(z—2)>.
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B. s st f(s) = (1/20 17, f'(a) = —(1/4)55%, f"(x) = (3/8)0~* und
fW(x) = —(15/16)2~7/2. Dann ist

1 1 1 5)
und -
(c) 5 7 —9/2 5
— _ —_ 1

mit einem c¢ zwischen 1 und z.

C. Aus der Definition der hyperbolischen Funktionen und der Exponentialreihe
folgt die Darstellung

. © 2kt o 2k
smha:zzm und cosh:v:z 2h)! .
k=0 k=0

Mit dem Satz iiber den Konvergenzradius von Potenzreihen mit Liicken erhilt
man die Konvergenz der Reihen auf R. Das ist aber nicht nétig.

D. Induktionsanfang: Es ist f(z) = f(x¢) + Ro(x), also

Ro(a) = f(a) -z = 0) = | S Pt

Induktionsschluss von n — 1 nach n: Nach Induktionsvoraussetzung ist

Rosle) = 0 [ - 0

(7’L - 1) o

() e

_ oo m) xO)nf(") (o) + /m @=o" ;!t)nf("“) (t) dt.

n! 0

Damit folgt:

Ri(x) = flo)=Tuf(2) = f(2) = Toaf(a) = == (x — 20)
" (1,
B / . Zyt)nﬂ”m(wdt

E. a) Es ist
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h(z) = In(l+z)—In(l —2)

o0 o0

_ o V+1x_l/ . 1\l <_$)V
= ;( "7 ;( D"
_ S _1\v+1 x_u
= Z;1+(m )=

g2kl

— 2k +1°

b) Wir brauchen noch die Ableitungen von h:

1 1 1 1

W) =t h//(x):_(1+x)2+ 1-2)?

und schlie3lich
24 24

Trap  (1-2p
Es ist h(1/11) = In((1+1/11)/(1 — 1/11)) = In(1.2). Weiter ist

h®)(z) =

2 1 1
= 9r + =3 — 5
I'yh(x) T 3:c und  Ry(x) <5<1 o + 501 c)5>:c ,

mit einem c¢ zwischen 0 und z.

Jetztist 1+¢>1und 1 —¢>1—-1/11=10/11, also

1 11,5y 1,1 1
1/11 (1 = ): —(— —) . .
[Ra(1/11)] < =3 +(10) =155 + 705 < 0000005

AuBerdem ist Tyh(1/11) = 2/11 +2/(3 - 11%) ~ 0.18181818 + 0.00050087 =

0.182319056. Die ersten vier Stellen hinter dem Komma sind gesichert, es ist
In(1.2) ~ 0.1823.

. Esist
1 - a2 - —1/2 _p2)n
vy Rl I M G (S
Dabei ist
(—;/2) _ (—5)(—5—1)7'1'!'(—5—n+1) _ (7;;21”3.5...(271_1).

Wegen n!2" =2-4-6---2n ist

1-3-5---(2n—1) ,
2.4-6---(2n)

n

arcsin’ ()

1
CVI—a22

n=0
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1-3-5---(2n— 1)

Setzen wir a,, := 216 (2n) , so folgt:
. /m dt
arcsinx = e
0 V1—12
= Zan/ 2" dt
n=0 0
e l,2n+1
- S
e 2n+1
1 1-3 1-3-5
= o4+ ——2°+ z° + T

23" T4t Taa61"
G. 1) Sei f(z) = o(g(z)) und h(z) = o(g(z)). Dann strebt

flo) £ hia) _ (@) | h)
o) ) )

fiir x — 0 gegen Null.

gegen Null.
3)Esist 1 —u+u-(u/l+u)=(1—u?>+u?)/(1+u)=1/(1+u),also

1 g(z)
1—|—g(x) =1 _g($)+g($) ’ 1+g(l‘)

Da lim, o g(x) = 0 ist, ist

1+ g(x)
H. Esist
f'(x) = 5sin*zcosa,
f"(x) = 20sin®zcos® x — 5sin’ x,
f"(x) = 60sin’zcos®r — 65sin z cosz,
fW(z) = 120sinz cos® z — 440sin® z cos®  + 65 sin® «
und f® (x) 120 [cos5 x — 4 cos®  sin’ x} — 440 [3 sin?  cos® 2 — 2sin* z cos x}

+ 325sin* z cos .
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Es ist

f'()=0 <= sinz=0 oder cosx=0
< x=ux:=kr oder x:yk::(2k+1)g.

Weiter ist f”(z;) = 0 und f”(yx) = —5sin®(z) = 5 (=1)*L. Ist k gerade, so
liegt in y; ein Maximum vor. Ist k& ungerade, so liegt dort ein Minimum vor.
Fiir z;, kann noch keine Entscheidung getroffen werden.

Es ist auch noch f"”(x;) = f®(z) = 0, aber f®(x;) = 120 - (—1)*. Also
besitzt f in z; kein lokales Extremum.

Losungen zu den Aufgaben in 4.3

A. Esist f(2) = —1 < 0und f(3) =16 > 0, also muss es in [2, 3] eine Nullstelle

geben. Man kann zg := 2 setzen. Mit f'(x) = 3z? — 2 erhilt man:

f (o)
T1 = Tg (o) und f(x;) = 0.061 > 0,
_ Sl ~
vy =2 — LU~ 909456812 und f(zy) ~ 0.000185711 > 0,
f'(x1)
IR i) ~
T3 = Tg — () ~ 2.09455148 und f(x3) =~ —0.000000017 < 0.

Die gesuchte Nullstelle z* muss im Intervall (x3,z5) liegen, d.h. es ist z* =
2.09456 ...+ 0.00001, also z* = 2.0945. . ..

. Sei f(z) :=x*+2—€", also f'(z) = 2z — e*. Wegen f(1) =3 —e > 0 und

f(2) =6—¢*=6—17.389... < 0 muss eine Nullstelle in [1,2] liegen. Wir
setzen xo := 1.5 (mit f(x¢) =~ —0.231689 < 0). Dann ergibt sich:

x1 = 1xo — f,(xo) ~ 1.3436 und f(z;) =~ —0.027555879 < 0,
f' (o)
Ty = 1 — ]{f(xl)) ~ 1.3195 und f(xs) ~ —0.00046988 < 0,
sl
L3 = Zg — fl<“’2) ~ 1.3191.
f'(x2)

Die gesuchte Nullstelle ist * = 1.3193 £ 0.0003.

Zunichst ist festzustellen, dass eine Plausibilitdtsbetrachtung zur Existenz
einer Nullstelle fehlt. Es ist f'(z) = 5z* — 42® — 1. Mit dem Startwert z¢ = 1,
f(zg) =1 > 0und f'(z9) = 0 (waagerechte Tangente in z() kann man die
[teration x1 = xg — f(x0)/f'(x¢) nicht durchfiihren.
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Der Startwert xo = 2 liefert

Iy
T2
T3
Ty

und z5

1.65957,
1,37297,
1.0686,
—0.52934
169.5250.

Q

Q

Q

Q

Q

Die Folge konvergiert nicht oder zumindest zu langsam.

flx)=a% -2t — 2z +2

p(r) = —(4/7%)z* + (4/7)x. Dann ist

m™ T

|f(m/4) —p(n/4)| = - —

3m  cos(m/4)
4 6

E. (#*/4+2% —22/2+ 2)|} =025+ 105+ 1= 1.75.

~ 0.005524271.

Nach Fassregel [~ (1/6)(f(0) +4f(1/2) + f(1)) =(1+1/2+3—-2+4+

143—-1+1)/6=10.5/6 = 1.75. Das muss so sein, nach Konstruktion.

F. Sei f(z):=1/(1 + 2?). Dann ist
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£(0) = 1.00000,

£(0.25) = 16/17 = 0.94118,

£(0.5) = 4/5 = 0.80000,

F(0.75) = 16/25 = 0.64000

und  f(1) = 1/2 = 0.50000.

—2x ” 622 -2 r— 23

AuBlerdem ist f( ) m f (.T) = m, f (QJ) =24 m
5zt — 1022 + 1

und fW(z) =24 - e

Sei N;(z) := (1 + 2?)". Weil f"”(z) = 24 - (1 — 2?)/Ny(z) auf (0,1) positiv
ist, wichst f”(z) dort streng monoton von —2 nach 0.5. Also ist |f”(x)| < 2
auf [0, 1].

Weil (1 + 2?)° — (52* — 1022 + 1) = 2'° + 52% + 102° + 52* + 1522 > 0 fiir
alle x ist, ist 52° — 102° + 1 < 1und [f®(z)| < 24 auf [0, 1]

’ (14225 — - T
Bei der Trapezregel kann daher der Fehler durch 1/96 = 0.01041666 . .. (bei
4 Teilintervallen) abgeschétzt werden, und bei der Simpson’schen Regel (bei
2 Teilintervallen) durch 24/(2880 - 16) = 1/1920 = 0.000520833. . ..

Die Trapezregel ergibt nun

e 1(1 +0.94118 + 0.80000 + 0.64000 + 1) — 0.78 £ 0.02.
4 4\2 4

Bei der Simpson’schen Regel konnen wir die Teilpunkte 0, 0.5 und 1, also

h = 1/2 benutzen, dann miissen keine neuen Teilungspunkte beriicksichtigt

werden und der Rechenaufwand ist der Gleiche wie bei der Trapezregel. Es

ergibt sich

1
g 19 (1 +05+2-0.8+4-(0.94118 + O.64000)> — 0.7854 -+ 0.0006.

. Wert ist tabelliert, wird in der Fourier-Theorie gebraucht.

n=2a=0b=m h=m/2 also

S(h) =

singf)ﬁing(ijf)) 1+_+M ~ 1.852211.

2
140+2- 4(
[++ + 53

12
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Losungen zu den Aufgaben in 4.4

A. a) Es ist sinz/z® = (sin x/x) - 1/z*7, wobei der erste Faktor stetig und
durch 1 beschrinkt ist. Fiir a < 2 konvergiert fol 1/z 1 da.

b) Weil [sinz/z*| < 1/z* ist, konvergiert [ sinz/z® dz fiir a > 1 absolut.

c) Fir @ > 0 kann man wie in 4.4.6, Beispiel C, vorgehen und partielle
Integration benutzen. Mit den dortigen Bezeichnungen ist flx sint/t*dt =
[T F/(t)/tdt, und |F(t)/t*T] < 2/t

Das liefert die Konvergenz fiir o > 0.

N 1 _ 1
Vitat a3 +1/z 232

Weil 3/2 > 1 ist, konvergiert das Integral.

B. Firxz > 1 ist

C. a) Eine Stammfunktion von 1/4/1 — 2?2 ist die Funktion arcsin(x). Damit
erhélt man sehr schnell den Wert 7.

b) Mit der Substitution u = arcsinz erhélt man

=% arcsinz aresin(1-¢) arcsin(x)? 1= 7% .
dz = uduy = ————— — — fliire — 0.
0 0 8

Vi 2 o

¢) Mit der Substitution z = e’ erhélt man

Ool oo
/ n_2x dx = / te tdt =T(2) = 1.
1 T 0

Eigentlich miisste man erst iiber endliche Intervalle integrieren und dann
den Grenziibergang vornehmen. Mit etwas Ubung schafft man das in einem
Schritt.

D. Fir 0 <z < 7/2 ist

Insinz| = ‘ln(smx -x) | =|In o +Inz| < g(z) + [Inzl
T
mit lim, ¢ g(z) = 0.
1
Weiter ist fol Inzdr = (z-Inz — x) ‘ = —1 (wobei lim, oy zlnz = 0 be-
0

nutzt wird). Also konvergiert das Integral. Man kann zeigen, dass der Wert
= —(7/2)In2 ist.
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E. a) Esist |(sinz)/(1 + 2?)] < 1/(1 + 2?) und

/°° 1 0
dx = arctan ’ = —.
o 1+ a2 o 2

1
b) Fiir x > 1 ist v _i:—,also
14+22 = 222 2

R R

1 1 1 R

/ v dxz—/ —d:nz—ln:r‘—>ooﬁ'1rR—>oo.
1 1422 2/, «x 2 1

Wegen (a) kann dann auch [~ (z + sinz)/(1 + ) dz nicht konvergieren.

"x+sinzx

.
O ) T

r—oo [ _

dz = 0 gilt, weil der Integrand eine ungerade Funktion
ist. '

. Esist fi(z) =1/(xInz) und f.(x) = (1 —a)/(x(Inx)*).

Fiir a £ 1 ist

/ da = (Inz)t
2

r(lnx)> -« 2

= 5 i - [(Ink)'~* — (In2)'~°]

{ 400 falls a < 1,
-

Grenzwert falls o > 1.

Wir betrachten noch den Fall o = 1. Es ist

k
d
/ Y~ gz
9 rlnz 2

= Inln(k) —Inln(2) — +oo fir k — oc.

k

Als Folgerung ergibt sich:

- 1 . . .
E (o) ist konvergent fiir o > 1, sonst divergent.
nn)®

3

n=2

5—¢ dl‘ 5—¢

=25 —2)Y?| =-2e+4
S (5—2)"" | Ve

konvergiert fiir ¢ — 0 gegen 4.

Ist b > 0 und a = V/2b, so ist (2% — az + b)(z® + az + b) = z* + b2, also
(22 — 22 + 2) (22 + 22 + 2) = 2* + 4. Der Ansatz
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Ax + B n Cx+D 8
224+20+2  22—920+2 xt44

liefert A=1, B=2,C = —1und D = 2. daher ist
" 8dx "ox+2 Tox—2
e L . S R [t —;

o Th+4 0o 242z +2 0o 2 —2x+2

"t+1 "t—1
- / - dt—/ dt

o 241 o t2+1
(mit den Substitutionen z =t — 1 bzw. x =t + 1)

= 2arctan(r),

und das konvergiert fiir r — oo gegen 7.

° 3
H. a) / dr =3Inlnx
, xrlnx r
+00. Das Integral divergiert.

5
= 3(InIn(5) — Inln(r)) strebt fiir r — 14 gegen

b) Hier ist aus Versehen eine Dublette hineingeraten. In Aufgabe C wurde

“Inx
schon gezeigt, dass / — dx gegen 1 konvergiert.
L

c¢) Dieser Teil ist etwas unfair, weil der Tangens hyperbolicus im Buch nicht

definiert wurde. Es ist

inh 1
SIIT nd tanh'(x) =

tanhz :=

cosh x cosh?z

Wir setzen tanh z = w. Dann ist u?> = 1 —1/ cosh® z, also cosh? 2 = 1/(1 —u?)

und

1—
/(1—tanhx)dx = /1_52du

d
= /1fu = In(1 + tanh ).

Also konvergiert / (1 —tanhz)dz = In(14tanhr) gegen In(2) (fiir r — 00).
0

Losungen zu den Aufgaben in 4.5

A. f, =2zcos(x®+ €Y+ 2), f, = e¥cos(z? + €Y + z) und f, = cos(z? + €Y + 2).

B. fo=0+vy")/1+2*>+y*+2%?) und f, = (1 +22)/(1 +2* + 3 + 2%y?).

C. fo=2z/(a*+v), f, =2y/(x* + ).

9r = 2/ (@® + y?)32, g, = —zy/(a® + y?)*2
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Losungen und Losungshinweise

. Esist

/2 5 . 9 w/2 9
F(z) = zosintdt = z*(—cost) | = a7,
0 0

also F'(z) = 2z. Andererseits ist

/2 /2
/ fa(z,t) dt:/ 2rsint dt = 2x.
0 0

. Natiirlich sollte auch noch a < b sein.

Esist f.(z,y) :=1/y/1— a:2y23,

/ mdt / du/vV1 —u? = arcsin x

(bei Verwendung der Substitution v = zt) und daher F'(z) = 1/v/1 — a2,
und andererseits

1 1 5 " 1 1
= | f@tdt= | a/VT—a22 == | =
/Of( ) /0 / V1—a%t2 lo /1 — 22

. Esist

1
z+1

)

F'(z) = / —@ Dt g =
0
also F(z) = In(z 4+ 1).

. Sei f(z,t) := In(1+xsin®t). Dann ist f,(x,t) = sin®¢/(1+xsin®t) und daher

) w/2 1
0 1+ xsin“t
w/2

arctan(v/1 + x tant)
0
).

1
= 7/2—
/ V1+x
T 1

=30

Das Integral wurde hier ausnahmsweise der Formelsammlung entnommen.
Man kann es aber auch mit den bekannten Methoden rational machen und
dann integrieren.

TvV1+x—1

Also ist F'(z) = 2 a/iTs sowie F'(0) = 0. Bei der Integration verwende

Substitution u? = 1 + z. Dann ist

ey —1 1+v1+x
F(z) = - ———— 2udu=7ln —————.
(x) /1 =1 udu = 7ln 5
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H. Mit der Leibniz-Formel erhilt man

Fl(z) = [T emdt + e*%cotx + ¢*“Ttanz = e"52%(cotx + 1/z) +

er ST (tan xaixl/x)

I.
F'(z) = isin(xt) j/ +sin(xe®) + sin(1)/z = sin(ze”)(1 4+ 1/x).
J. Esist
F<x+h}1_F<x> - /fa:+h+tdt——/f:z:+t
b+h
= E o f(a:—l—tdt——/fx—l—t

und das konvergiert gegen f(z + b) — f(z + a), fiir h — 0.

K. Esist

0=

dt t3 t
Also ist ¢ genau dann kritisch, wenn ¢”(t)t = 3¢/(t) ist, also (In¢')'(t) = 3
d.h. In¢'(t) = 3Int + Cy, bzw. ¢'(t) = Cy - t3 (mit Cy = €“1) und (t)
(Cy/4)t* + C5. Mit den Anfangsbedingungen erhilt man ¢(t) := (t*+14)/15.

d (2@( )) _ 2" = 3¢(1)



