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1 Grundbegriffe der Maß und Integrationstheorie

1.1 Maßräume

Die folgenden Begriffe, Definitionen und Konstruktionen werden als bekannt vorausgesetzt.

Definition 1.1. Sei Ω eine nicht-leere Menge. Ein Dynkin-System ist ein Mengensystem D mit
den folgenden Eigenschaften

• Ω P D.

• Ist A P D, so folgt Ac P D.

• Ist pAnqnPN Ă D mit An XAm “ H (paarweise disjunkt), so folgt
Ť

nPNAn P D.

Beispiel 1.2. Sei Ω eine nicht-leere Menge. Dann ist 2Ω “ tA Ă Ωu ein Dynkin-System. Ist A
ein beliebiges Mengensystem auf Ω, so ist

dpAq “
č

A1 ist ein Dynkin-System mit AĂA1
A1

das kleinste Dynkin-System welches A enthält.

Die nächste Definition ist zentral für die Maß und Integrationstheorie.

Definition 1.3. Sei Ω eine nicht-leere Menge. Eine σ-Algebra ist ein Mengensystem F mit den
folgenden Eigenschaften

• Ω P F .

• Ist A P F , so ist auch Ac P F .

• Ist pAnqnPN Ă F , so ist auch
Ť

nPNAn P F .

Man beachte, dass jede σ-Algebra somit auch ein Dynkin-System ist.

Beispiel 1.4. Sei Ω eine nicht-leere Menge. Dann heisst 2Ω “ tA Ă Ωu Potzenz-σ-Algebra. Ist
A ein Mengensystem auf Ω, so ist

σpAq “
č

F ist eine σ´Algebra mit AĂF
F

die kleinste σ-Algebra welche A enthält.

Ein Mengensystem A heisst X-stabil, falls A,B P A bereits AXB P A impliziert. Der nächste
Satz ist zentral für viele Maßtheoretische Argumente.

Satz 1.5. Sei Ω eine nicht-leere Menge und A ein X-stabiles Mengensystem. Dann gilt

dpAq “ σpAq.
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Definition 1.6. Sei Ω eine nicht-leere Menge. Ein messbarer Raum ist ein Tupel pΩ,Fq wo
F eine σ-Algebra auf Ω ist. Ein Maß auf einem messbarem Raum pΩ,Fq ist eine Abbildung
µ : F ÝÑ r0,8s mit den folgenden Eigenschaften

• µpHq “ 0.

• µ ist σ-additiv, d.h. ist pAnqnPN Ă F eine Folge paarweise disjunkter Mengen, so gilt

µ

˜

ď

nPN
An

¸

“
ÿ

nPN
µpAnq.

In diesem Fall heisst pΩ,F , µq Maßraum.

Bemerkung 1.7. Sei pΩ,F , µq ein Maßraum und sei pAnqnPN Ă F eine Folge von Mengen.
Dann gilt

µ

˜

ď

nPN
An

¸

≤
ÿ

nPN
µpAnq.

Zum Schluss wollen wir die Konstruktion von Maßen mittels dem Satz von Caratheodory
angeben.

Satz 1.8. Sei Ω ein nicht-leere Menge und sei A ein Mengensystem mit den Eigenschaften

• H P A.

• Ist A,B P A , so gilt AYB P A und AzB P A.

Sei µ : A ÝÑ r0,8s eine Abbildung mit den Eigenschaften

• µpHq “ 0.

• Ist pAnqnPN Ă A eine Folge von paarweise disjunkten Mengen mit
Ť

nPNAn P A, so folgt

µ

˜

ď

nPN
An

¸

“
ÿ

nPN
µpAnq.

Definiere eine Abbildung µ˚ : 2Ω ÝÑ r0,8s durch

µ˚pAq “ inf

#

8
ÿ

n“1

µpAnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pAnqnPN Ă A, A Ă
ď

nPN
An

+

mit infpHq “ `8 und sei

Fµ “ tA Ă Ω | µ˚pBq “ µ˚pAq ` µ˚pB X pΩzAqq, @B Ă Ωu.

Dann gelten die folgenden Eigenschaften
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• µ˚pAq “ µpAq für alle A P A und

µ˚pBq “ µ˚pAq ` µ˚pB X pΩzAqq, B Ă Ω, A P A.

• Fµ ist eine σ-Algebra mit A Ă Fµ.

• µ˚ ist ein Maß auf pΩ,Fµq.

Gilt zuätzlich: Es gibt eine Folge pAnqnPN Ă A mit µpAnq ă 8 für alle n P N, so ist µ˚|Fµ
eindeutig durch die Forderung µ˚pAq “ µpAq für alle A P A festgelegt.

Das wichtigste Beispiel ist das Lebesguemaß auf Rd.

Beispiel 1.9. Setze

m˚pAq “ inf

#

ÿ

nPN
mpQnq : A Ă

ď

nPN
Qn, Qn “ pa

pnq
1 , b

pnq
1 s ˆ . . . pa

pnq
d , b

pnq
d s, a

pnq
i ă b

pnq
i

+

wo mpQnq “
d
ś

j“1
pb
pnq
j ´ a

pnq
j q. Eine Menge A Ă Rd heisst Lebesgue messbar, falls

m˚pAq “ m˚pAXBq `m˚pAzBq, @B Ă Rd.

Sei Fm das Mengensystem aller Lebesgue messbaren Mengen. Dann ist Fm eine σ-Algebra und
m˚ ein Maß auf Fm (das Lebesgue Maß).

Sei BpRdq die Borel-σ-Algebra auf Rd erzeugt durch die offenen Mengen, d.h.

BpRdq “ σpA Ă Rd | A ist offen q.

Es lässt sich zeigen, dass BpRdq Ă Fm und dass Fm echt grösser ist als BpRdq. Die Einschränkung
vom m˚ auf BpRdq wird häufig als Lebesgue-Borel-Maß bezeichnet. Für unsere Zwecke wird eine
solche Einschräkung häufig ausreichen.

1.2 Messbare Abbildungen und Elementarfunktionen

Definition 1.10. Seien pΩ,Fq sowie pΩ1,F 1q zwei messbare Räume. Eine Abbildung f : Ω ÝÑ
Ω1 heisst messbar (bezüglich F ´ F 1), falls

f´1pAq “ tω P Ω | fpωq P Au P F , @A P F 1.

Auf R betrachten wir die σ-Algebra der Borel-Mengen BpRq. Es sei r´8,8s :“ RYt8,´8u
die erweiterte Zahlengerade. Diese ist ausgestattet mit der σ-Algebra

BpRq :“ tB Ă R | B X R P BpRqu.

Wir setzen ˘8 ¨ 0 :“ 0 sowie ˘8 ¨ 8 :“ ˘8 und a ` 8 “ 8 für a P R etc. Auf diese Weise
lassen sich messbare Funktionen f : Ω ÝÑ R definieren.
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Bemerkung 1.11. Sei pΩ,Fq ein messbarer Raum. Eine Funktion f : Ω ÝÑ R ist messbar,
falls

tω P Ω | Xpωq ă au P F , @a P R.
Eine analoge Aussage gilt für eine Funktion f : Ω ÝÑ R.

Satz 1.12. Seien f, g : Ω ÝÑ R messbar. Dann gilt

tf ă gu, tf ≤ gu, tf “ gu, tf ‰ gu P F .

Satz 1.13. Seien f, g : Ω ÝÑ R messbar. Dann gilt

• Ist tf “ `8u X tg “ ´8u “ H “ tf “ ´8u X tg “ `8u, dann ist f ` g wohldefiniert
und messbar.

• f ¨ g ist messbar. Insbesondere ist f ¨ a messbar für alle a P R.

Satz 1.14. Seien fn : Ω ÝÑ R messbar. Dann gilt

• supnPN fn, infnPN fn, lim supnÑ8 fn, lim infnÑ8 fn sind messbar.

• Existiert der Grenzwert limnÑ8 fnpωq “: fpωq P R für alle ω P Ω, so ist f messbar.

Korollar 1.15. Ist f : Ω ÝÑ R messbar, so sind insbesondere auch

|f | :“ suptf,´fu,

f` :“ suptf, 0u,

f´ :“ ´ inftf, 0u

messbar.

Für die Konstruktion des Lebesgue Integrales ist die Klasse der Elementarfunktionen von
besonderer Bedeutung.

Definition 1.16. Eine messbare Funktion f : Ω ÝÑ R heisst Elementarfunktion, falls

f “
n
ÿ

k“1

ak1Ak

wo ak P r0,`8s und Ak P F paarweise disjunkt mit Ω “
Ťn
k“1Ak.

Man beachte, dass eine solche Darstellung nicht notwendigerweise eindeutig ist.

Lemma 1.17. Sei f : Ω ÝÑ r0,`8s. Dann ist f genau dann messbar, wenn es eine Folge von
Elementarfunktionen fn gibt mit

fnpωq ≤ fn`1pωq, lim
nÑ8

fnpωq “ fpωq, @ω P Ω.

Wir schreiben kurz: fn Œ f . Ist f zusätzlich beschränkt, so konvergiert fn gleichmässig gegen f .

Beweis. Idee: Ist f Grenzwert von Elementarfunktionen, so ist es messbar nach vorhergehendem
Satz.
Ist f gegeben, so erfüllt

fn :“ n1f≥n `
n2n´1
ÿ

i“0

i

2n
1 i

2n
≤fă i`1

2n

das gewünschte.
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1.3 Lebesgue Integral

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Skizze zur Konstruktion des Lebesgue Integrales.
Diese Skizze ist ohne Beweise wobei einige technische Feinheiten unterschlagen werden. Die
Grundidee dieser Konstruktion wird später immer wieder in Beweisen verwendet werden. Hier
und im folgenden sei pΩ,F , µq ein Massraum

Schritt 1. Indikatiorfunktionen

Für eine Funktion der Form f “ 1A, wo A P F definieren wir

ż

Ω

fdµ :“ µpAq.

Schritt 2. Elementarfunktionen

Sei f eine Elementarfunktion der Form

f “
n
ÿ

k“1

ak1Ak

wo ak P r0,`8s und Ak P F paarweise disjunkt mit Ω “
Ťn
k“1Ak. Dann definieren wir

ż

Ω

fdµ :“
n
ÿ

k“1

akµpAkq.

Diese Definition ist sinvoll in dem Sinne, dass wir Schritt 1 linear auf Summen erweitern. In
diesem Zusammenhang ist es wichtig die folgenden Punkte zu überprüfen:

• Dieses Integral ist wohldefiniert, d.h. es hängt nicht ab von der genauen Wahl der Darstel-
lung der Elementarfunktion ab.

• Das so definierte Integral ist linear auf Elementarfunktionen.

Schritt 3. Erweiterung auf nicht-negative Funktionen

Sei f : Ω ÝÑ r0,`8s messbar. Dann definieren wir

ż

Ω

fdµ :“ sup

$

&

%

ż

Ω

gdµ : g ≤ f Elementarfunktion

,

.

-

.

Das so definierte Integral sieht nicht notwendigerweise linear aus, dieses muss daher bewiesen
werden.

Satz 1.18. Seien f, g : Ω ÝÑ r0,`8s messbar. Dann gelten die folgenden Eigenschaften
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• Für alle a, b P r0,`8s ist
ż

Ω

paf ` bgqdµ “ a

ż

Ω

fdµ` b

ż

Ω

gdµ.

• Ist f ≤ g, so gilt
ż

Ω

fdµ ≤
ż

Ω

gdµ.

Für das Rechnen mit Integralen ist der nächste Satz zentral.

Satz 1.19. (Beppo-Levi, Satz der monotonen Konvergenz) Seien fn : Ω ÝÑ r0,`8s messbar
und monoton wachsend, d.h. fnpωq ≤ fn`1pωq für alle ω P Ω. Definiere fpωq “ limnÑ8 fnpωq “
supnPN fnpωq. Dann ist f messbar und es gilt

ż

Ω

fdµ “ lim
nÑ8

ż

Ω

fndµ “ sup
nÑ8

ż

Ω

fndµ.

Satz 1.20. (Lemma von Fatou) Seien fn : Ω ÝÑ r0,`8s messbar. Dann gilt
ż

Ω

lim inf
nÑ8

fndµ ≤ lim inf
nÑ8

ż

Ω

fndµ.

Schritt 4. Erweiterung auf integrierbare Funktionen

Bisher haben wir das Integral lediglich für nicht-negative Funktionen definiert. Im letzten Schritt
erweitern wir dieses messbare Funktionen f : Ω ÝÑ R.

Definition 1.21. Eine messbare Funktion f : Ω ÝÑ R heisst integrierbar, falls
ż

Ω

|f |dµ ă 8.

Schreiben wir |f | “ f` ` f´ so sehen wir, dass f genau dann integrierbar ist, falls
ż

Ω

f`dµ,

ż

Ω

f´dµ ă 8.

Sei f integrierbar. Dann definieren wir
ż

Ω

fdµ :“

ż

Ω

f`dµ´

ż

Ω

f´dµ.

Für A P F setzen wir
ż

A

fdµ “

ż

Ω

1Afdµ.
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Häufig schreiben wir
ż

Ω

fdµ :“

ż

Ω

fpωqdµpωq

sofern wir hervorheben wollen bezüglich welcher Variable integriert wird.

Bemerkung 1.22. Ist f : Ω ÝÑ r0,`8s, so ist f integrierbar genau dann, wenn
ż

Ω

fdµ ă 8.

Satz 1.23. Seien f, g integrierbare Funktionen. Dann gelten die folgenden Aussagen

• af ist für alle a P R integrierbar und es gilt
ż

Ω

afdµ “ a

ż

Ω

fdµ.

• Ist f ` g wohldefiniert, d.h. tf “ `8uX tg “ ´8u “ H “ tf “ ´8uX tg “ `8u, so ist
auch f ` g integrierbar und es gilt

ż

Ω

pf ` gqdµ “

ż

Ω

fdµ`

ż

Ω

gdµ.

• Ist f ≤ g, so gilt
ż

Ω

fdµ ≤
ż

Ω

gdµ.

• Es gilt die Dreiecksungleichung
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

fdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
ż

Ω

|f |dµ.

• suptf, gu sowie inftf, gu sind integrierbar.

Die Bedingung, dass f ` g wohldefiniert ist, kann fallengelassen werden. Dieses werden wir
später für den Fall von ”Zufallsvariablen” zeigen.

1.4 Der Satz von Fubini und Tonelli

1.5 Der Satz von Radon-Nikodym

2 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Wahrscheinlichkeitsräume und Verteilungen

Definition 2.1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Maßraum pΩ,F ,Pq mit PpΩq “ 1.
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Hier und im Folgenden bezeichnet pΩ,F ,Pq einen Wahrscheinlichkeitsraum.
Notation:

• Ω – Ereignisraum

• ω P Ω – Elementarereignis

• A P F – Ereignis

• P – Wahrscheinlichkeitsmaß

• PpAq – Wahrscheinlichkeit von A.

• Ac – Ereignis A tritt nicht ein.

• AYB – A oder B treten ein.

• AXB – A und B treten ein.

• A Ă B – A impliziert B.

Man beachte
0 ≤ PpAq ≤ PpAq ` PpAcq “ PpAYAcq “ 1

sowie
PpAcq “ PpΩzAq “ PpΩq ´ PpAq “ 1´ PpAq.

Bemerkung 2.2. Für eine Folge von Mengen pAnqnPN Ă F

• P p
Ť

nPNAnq ≤
ř8
n“1 PpAnq.

• P p
Ť

nPNAnq “ limNÑ8 P
´

ŤN
n“1An

¯

.

• P p
Ş

nPNAnq “ limNÑ8 P
´

ŞN
n“1An

¯

.

Die Folgende Definition ist zentral für die Wahrscheinlichkeitstheorie.

Definition 2.3. Eine Zufallsvariable, ist eine messbare Abbildung X : Ω ÝÑ R.

Definition 2.4. Sei X eine Zufallsvariable. Die Verteilung von X ist definiert durch

µXpAq “ PpX P Aq “ Pptω P Ω | Xpωq P Auq.

Wir schreiben häufig auch µX “ P ˝X´1.

Satz 2.5. Sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt:

(a) µX ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf BpRq.
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(b) Ist h : R ÝÑ r0,8s messbar, so gilt
ż

Ω

hpXqdP “
ż

R

hpxqdµXpxq. (2.1)

Hierbei ist die linke Seite endlich genau dann, wenn die rechte Seite endlich ist.

(c) Ist h : R ÝÑ R messbar und ist eine der Seiten in (b) endlich für |h| so gilt (b) immernoch.

Diesselbe Aussage gilt auch wenn wir R durch R ersetzen.

Beweis. (a) Übung.
(b) Sei zunächst h “ a818 `

řN
k“1 ak1Ak , ak, a8 P r0,`8s und Ak P F . Dann gilt

ż

Ω

hpXqdP “ a8PpX “ `8q `

N
ÿ

k“1

akPpX P Akq

“ a8µXpt`8uq `
N
ÿ

k“1

akµXpAkq “

ż

R

hpxqdµXpxq,

wobei die linke Seite endlich ist genau dann, wenn die rechte Seite endlich ist. Ist h ≥ 0 beliebig
messbar, so finden wir eine Folge von Elementarfunktionen hn wie oben mit hn Õ h für nÑ8.
Dann gilt

ş

Ω hnpXqdP “
ş

R hnpxqdµXpxq und die linke Seite ist endlich genau dann, wenn die
rechte Seite endlich ist. Wegen hnpXq Õ hpXq fast sicher folgt mit dem Satz der monotonen
Konvergenz (2.1).
(c) Ist h : R ÝÑ R messbar, so ist auch |h| ≥ 0 messbar und es gilt

ż

Ω

|hpXq|dP “
ż

R

|hpxq|dµXpxq.

Sind diese Integrale endlich, so erhalten wir die Behauptung durch Zerlegen in Positiv und
Negativteil.

Folglich können wir zu jeder Zufallsvariable eine Verteilung µX assozieren. Die Umkehrung
ist im folgenden Satz angegeben.

Satz 2.6. Sei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R. Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum
pΩ,F ,Pq und eine Zufallsvariable X mit µX “ µ.

Beweis. Sei Ω “ R, F “ BpRq sowie P “ µ. Dann definiert

X : Ω ÝÑ R, ω ÞÝÑ Xpωq “ ω

eine Zufallsvariable mit µX “ P ˝X´1 “ P “ µ.

Man beachte, dass die Wahl von X im obigen Beweis nicht eindeutig ist. Folglich enthält
eine Zufallsvariable mehr Informationen als lediglich deren Verteilung µX . Um Verteilungen auf
R zu untersuchen ist das nachfolgende Konzept nützlich.
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Definition 2.7. Sei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R. Die Verteilungsfunktion Fµ ist defi-
niert durch

Fµptq :“ µpr´8, tsq, t P R.

Satz 2.8. (a) Sei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf R. Dann ist die Verteilungsfunktion Fµ
monoton wachsend, rechtsstetig und es gilt

lim
tÑ´8

Fµptq “ 0, lim
tÑ8

Fµptq “ 1. (2.2)

(b) Sei F : R ÝÑ r0, 1s monoton wachsend, rechtsstetig mit (2.2). Dann gibt es genau ein
Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf R mit Fµ “ F .

Diskreter Wahrscheinlichkeitsräume

Wir beginnen mit dem einfachsten Beispiel einer ”diskreten” Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel 2.9. (Punktmaß) Es sei Ω eine nicht-leere Menge und ω0 P Ω fest. Dann defininiert

δω0pAq :“

#

1, ω0 P A

0, ω0 R A

ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω. Die σ-Algebra F kann hierbei beliebig gewählt werden. Für
eine Zufallsvariable X mit Xpω0q P R gilt

ż

Ω

Xpωqδω0pdωq “ Xpω0q.

Der folgende Satz erweitert obiges Beispiel auf abzählbar viele Punktmaße.

Satz 2.10. Sei pωnqnPN Ă Ω und ppnqnPN Ă r0, 1s. Dann definiert für jede σ-Algebra F auf Ω

P “
8
ÿ

n“1

pnδωn , (2.3)

ein Maß auf Ω. Dieses ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß genau dann, wenn
ř8
n“1 pn “ 1. Es gelte

ř8
n“1 pn “ 1. Sei X eine Zufallsvariable mit

ř8
n“1 |Xpωnq|pn ă 8. Dann ist

ż

Ω

XdP “
8
ÿ

n“1

Xpωnqpn. (2.4)

Beweis. P ist eine positive Linearkombination von Maßen und damit wieder ein Maß. Die zweite
Behauptung ist offensichtlich. Für die letzte Behauptung zeigen wir zuerst (2.4) für alle nicht-
negativen, messbaren Funktionen.
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Fall 1: Sei X “
N
ř

k“1

ak1A mit Ak P F und ak ≥ 0. Dann gilt

ż

Ω

XdP “
N
ÿ

k“1

ak

ż

Ω

1AkdP “
N
ÿ

k“1

akPpAkq

“

N
ÿ

k“1

ak

8
ÿ

n“1

pnδωnpAkq “
8
ÿ

n“1

pn

N
ÿ

k“1

ak1Akpωnq “
8
ÿ

n“1

Xpωnqpn.

Fall 2: Sei X ≥ 0 messbar, dann gibt es eine Folge von Zufallsvariablen pXnqnPN wie in Fall 1
mit Xn Õ X für nÑ8. Folglich gilt

ż

Ω

XndP “
8
ÿ

k“1

Xnpωkqpk, n ≥ 1.

Da beide Seiten monoton steigend in n sind ist folgt aus dem Satz der monotonen Konvergenz

ż

Ω

XdP “ lim
nÑ8

ż

Ω

XndP “ lim
nÑ8

8
ÿ

k“1

Xnpωkqpk ≤
8
ÿ

k“1

Xpωkqpk.

Sei ε ą 0 und N P N derart, dass
ř8
k“N`1Xpωkqpk ă

ε
2 . Ferner gibt es n0pεq P N mit

řN
k“1Xpωkqpk ≤

řN
k“1Xnpωkqpk `

ε
2 für n ≥ n0. Daraus folgt

8
ÿ

k“1

Xpωkqpk ≤
N
ÿ

k“1

Xnpωkqpk ` ε ≤ ε`
8
ÿ

k“1

Xnpωkqpk “ ε`

ż

Ω

XndP, n ≥ n0pεq.

Bilden wir den Grenzwert nÑ8 auf beiden Seiten so ergibt sich

8
ÿ

k“1

Xpωkqpk ≤ ε`
ż

Ω

XdP, ε ą 0.

Folglich gilt (2.4) für alle Zufallsvariablen X ≥ 0. Insbesondere ist die linke Seite endlich genau
dann, wenn die rechte Seite endlich ist.
Fall 3: Es sei X eine beliebige Zufallsvariable. Zerlegen wir X “ X` ´ X´ mit X˘ ≥ 0 in
Positiv- und Negativteil, so folgt

ż

Ω

XdP “
ż

Ω

X`dP´
ż

Ω

X´dP “
8
ÿ

n“1

X`pωnqpn ´
8
ÿ

n“1

X´pωnqpn “
8
ÿ

n“1

Xpωnqpn.

Das folgende Beispiel ist ein Spezialfall von (2.3).
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Beispiel 2.11. (diskrete Gleichverteilung) Sei Ω ist eine endliche Menge mit Potenz-σ-Algebra
F “ 2Ω. Die diskrete Gleichverteilung ist dadurch festgelegt, dass jedes Elementarereignis dies-
selbe Wahrscheinlichkeit hat, d.h. Pptωuq “ a für ein geeignetes a P r0, 1s und alle ω P Ω gilt.
Wegen PpΩq “ 1 folgt a “ 1

|Ω| , d.h.

Pptωuq “
1

|Ω|
, ω P Ω,

wo |Ω| :“
ř

ωPΩ 1 die Anzahl der Elemente in Ω bezeichnet. Für eine Menge A Ă Ω gilt demnach

PpAq “
ÿ

ωPA

Pptωuq “
|A|

|Ω|
.

Das so definierte Maß hat die Darstellung

PpAq “
1

|Ω|

ÿ

ωPΩ

δωpAq.

Für eine Zufallsvariable X gilt demnach

ż

Ω

XdP “
1

|Ω|

ÿ

ωPΩ

Xpωq.

Das Nachfolgende ist eine Verallgemeinerung der Gleichverteilung und folgt aus Satz 2.10.

Korollar 2.12. Sei Ω eine höchstens abzählbare Menge und F die Potenz-σ-Algebra of Ω. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Sei p : Ω ÝÑ r0, 1s mit
ř

ωPΩ ppωq “ 1. Dann definiert

PpAq “
ÿ

ωPA

ppωq, A Ă Ω (2.5)

ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω.

(b) Jedes Wahrscheinlichkeitsmaß P auf Ω ist von der Form (2.5) für eine geeignete Funktion
p : Ω ÝÑ r0, 1s.

Für eine Zufallsvariable X mit
ř

ωPΩ |Xpωq|ppωq ă 8 gilt

ż

Ω

XdP “
ÿ

ωPΩ

Xpωqppωq. (2.6)

Beweis. (a) P gegeben durch (2.5) hat die Darstellung

PpAq “
ÿ

ηPΩ

ppηqδηpAq.
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Die Behauptung folgt aus Satz 2.10
(b) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω und A Ă Ω. Dann gilt

PpAq “ P

˜

ď

ωPA

tωu

¸

“
ÿ

ωPA

Pptωuq.

Also gilt (2.5) mit ppωq :“ Pptωuq. Die Identität (2.6) folgt aus Satz 2.10.

Beispiel 2.13. (Münzwurf) Sei Ω “ t0, 1u mit F “ 2Ω. Hierbei steht 0 für Kopf und 1 für
Zahl. Unter der Annahme, dass die Münze fair ist (beide Ausgänge sind gleich wahrscheinlich),
wählen wir P als diskrete Gleichverteilung auf Ω, d.h.

P “
1

2
δ0 `

1

2
δ1.

Beispiel 2.14. (n Münzwürfe) Führen wir n ≥ 1 Münzwürfe mit derselben Münze aus, so
wählen wir F “ 2Ω mit

Ω “ t0, 1un “ tω “ pω1, . . . , ωnq | ωk P t0, 1u, k “ 1, . . . , nu.

Das Wahrscheinlichkeitsmaß ist demnach gegeben durch die Gleichverteilung auf Ω, d.h.

Pptωuq “
1

2n
,

siehe (2.5). Wir betrachten die Zufallsvariable

Xpωq “
n
ÿ

k“1

ωk,

welche die absolute Häufigkeit angibt Zahl zu werfen. Diese definiert die disjunkte Zerlegung

Ω “
n
ď

k“0

Ak, Ak “ tω P Ω | Xpωq “ ku.

Es gilt |Ak| “
`

n
k

˘

und demnach PpAkq “ 1
2n

`

n
k

˘

. Die Verteilung von X ist somit gegeben durch

µX “
n
ř

k“0

PpAkqδk. Das Integral von X bezüglich P lässt sich wie folgt berechnen:

ż

Ω

XdP “
1

2n

ÿ

ωPΩ

Xpωq “
1

2n

n
ÿ

k“0

ÿ

ωPAk

Xpωq “
1

2n

n
ÿ

k“0

k

ˆ

n

k

˙

“
n

2
.

Diesselbe Rechnung lässt sich auch in einer anderen Notation kürzer führen

ż

Ω

XdP “
n
ÿ

k“0

PpX “ kqk “
n

2
.
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Beispiel 2.15. (unfairer Münzwurf) Führen wir n ≥ 1 Münzwürfe mit derselben Münze aus,
so wählen wir F “ 2Ω mit

Ω “ t0, 1un “ tω “ pω1, . . . , ωnq | ωk P t0, 1u, k “ 1, . . . , nu.

Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit Kopf (also 0) zu werfen gegeben ist durch p P r0, 1s.
Die Wahrscheinlichkeit Zahl (also 1) zu werfen, ist demnach 1´p. Das Wahrscheinlichkeitsmaß
ist gegeben durch

Pptωuq “ p

n
ř

k“1
p1´ωkq

p1´ pq

n
ř

k“1
ωk
, ω P Ω.

Wir betrachten die Ereignisse

Ak “

#

ω P Ω |

n
ÿ

j“1

ωj “ k

+

, k “ 1, . . . , n.

Dann gilt |Ak| “
`

n
k

˘

. Die Wahrscheinlichkeit k-mal Zahl zu werfen ist gegeben durch

PpAkq “
ÿ

ωPAk

p

n
ř

j“1
p1´ωjq

p1´ pq

n
ř

j“1
ωj
“

ˆ

n

k

˙

pn´kp1´ pqk.

Sei Xpωq :“
n
ř

j“1
ωj. Dann ist die Verteilung von X gegeben durch

µXptkuq :“ PpX “ kq “

ˆ

n

k

˙

pn´kp1´ pqk, k P t1, . . . , nu.

Diese ist die sogenannte Binomialverteilung.

Beispiel 2.16. (Poisson Verteilung) Sei Ω “ R` mit F “ BpR`q. Die Poisson Verteilung mit
Parameter λ ą 0 ist gegeben durch

P “ e´λ
8
ÿ

k“0

λk

k!
δk.

Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsräume

Wir wollen uns einige wichtige Beispiele von Verteilungen auf Rd ansehen.

Beispiel 2.17. (uniforme Verteilung) Es sei V Ă R messbar mit 0 ă mpV q ă 8 und

F “ tA P BpRq | A Ă V u

die Menge aller Borel messbaren Mengen in V . Die uniforme Verteilung auf V ist gegeben durch

µpAq :“
1

mpV q

ż

V

1Apxqmpdxq “
mpAq

mpV q
.

Obige Definition kürzen wir ab mit µpdxq “ 1
mpV q1V pxqmpdxq.
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Beispiel 2.18. (Cauchy Verteilung) Es sei µpdxq “ ppxqmpdxq mit c ą 0, a P R und

ppxq “
1

π

c

c2 ` px´ aq2
, x P R,

d.h. µpAq “
ş

A

ppxqmpdxq für A P BpRq. Dann ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß und es gilt

ż

R

|x|kµpdxq “ 8, k ≥ 1.

Beispiel 2.19. (Normalverteilung auf R) Es sei νpdxq “ ppxqmpdxq mit µ P R, σ2 ą 0 und

ppxq “
1

?
2πσ2

e´
px´µq2

2σ2 , x P R.

Dann ist ν ein Wahrscheinlichkeitsmaß mit
ż

R

xppxqνpdxq “ µ

und
ż

R

px´ µq2ppxqνpdxq “ σ2.

Man beachte dass obige Beispiele absolut stetig bezüglich dem Lebesgue-Maß auf R sind. In
diesem Fall sagen wir auch, dass µ eine Dichte hat.

Definition 2.20. (multivariate Normalverteilung)

(a) Die Standardnormalverteilung auf Rd ist gegeben durch ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf
Rd mit Dichte

ppxq :“ p2πq´
d
2 e´

|x|2

2 , x P Rd.

(b) Es sei A eine reelle dˆ d-Matrix und b P Rd. Sei T pxq :“ Ax` b die dazugehörige affine
Abbildung. Dann heißt µ ˝ T´1 (multivariate) Normalverteilung, wo µ gegeben ist wie in
(a).

Satz 2.21. Es gelten die folgenden Aussagen.

(a) Sei A invertierbar. Dann hat µ ˝ T´1 eine Dichte gegeben durch

dpµ ˝ T´1q

dm
pxq “ p2πq´

d
2 pdetpAAtqq´

1
2 e´

1
2
xpx´bq,pAAtq´1px´bqy, x P Rd.

Hierbei bezeichnet At die zu A transponierte Matrix und x¨, ¨y das Skalarprodukt im Rd.

(b) Ist A nicht invertierbar, so ist ImpT q eine Nullmenge bezüglich m und µ ˝ T´1 ist nicht
absolut stetig bezüglich m.
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(c) Die Klasse der Normalverteilungen ist invariant unter affin linearen Transformationen
Rd ÝÑ Rd. Genauer, sei T pxq “ Ax ` b mit A eine d ˆ d-Matrix, b P Rd und sei ν eine
(multivariate) Normalverteilung. Dann ist ν ˝ T´1 eine (multivariate) Normalverteilung
auf Rd.

Beweis. (a) Sei A invertierbar. Dann ist auch Σ :“ AAt invertierbar mit Σ´1 “ pAtq´1A´1 und
es gilt T´1pyq “ A´1py ´ bq “ A´1y ´ A´1b. Aus der Translationsinvarianz von m und dem
Transformationssatz folgt für jedes Rechteck im Rd

pm ˝ T´1qpRq “ mpT´1pRqq “ detpA´1qmpRq “ detpAq´1mpRq.

Da Rechtecke einen X-stabilen Erzeuger der Borel-σ-Algebra bilden folgt

pm ˝ T´1qpBq “ detpAq´1mpBq, B P BpRdq.

Also ist m ˝ T´1 absolut stetig bezüglich m und es gilt mit dem Determinanten Produktsatz

dpm ˝ T´1q

dm
“ detpA´1q “ pdetpΣqq´

1
2 .

Die Behauptung folgt aus

pµ ˝ T´1qpBq “

ż

Rd

1Bpxqpµ ˝ T
´1qpdxq “

ż

Rd

1BpT pxqqPpdxq

“

ż

Rd

1BpT pxqqp2πq
´ d

2 e´
1
2
|T´1Tx|2mpdxq

“

ż

Rd

1Bpyqp2πq
´ d

2 e´
1
2
|T´1y|2pm ˝ T´1qpdyq

“

ż

B

p2πq´
d
2 e´xy´b,Σ

´1py´bqypdetpΣqq´
1
2mpdyq

wo wir T´1pyq “ A´1py ´ bq und

|T´1y|2 “ xT´1y, T´1yy “ xA´1py ´ bq, A´1py ´ bqy “ xy ´ b, σ´1py ´ bqy

benutzt haben.
(b) Ist A nicht invertierbar, so ist B :“ ImpT q Ă Rd ein höchstens d´1-dimensionaler Unterraum
und folglich eine Nullmenge bezüglich m, d.h. mpBq “ 0. Wegen 1BpT pRdqq “ 1 erhalten wir

µ ˝ T´1pBq “

ż

Rd

1Bpxqpµ ˝ T
´1qpdxq “

ż

Rd

1BpT pxqqµpdxq “ µpRdq “ 1.

(c) Verknüpfungen affin linearer Funktionen sind affin linear.
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2.2 Erwartungswert und Varianz

Definition 2.22. Für eine nicht-negative Zufallsvariable ist der Erwartungswert definiert über

EpXq :“

ż

Ω

XdP :“

ż

Ω

XpωqdPpωq P r0,8s. (2.7)

Eine Zufallsvariable X heißt integrierbar, falls

Ep|X|q “
ż

Ω

|X|dP ă 8.

Für eine integrierbare Zufallsvariable definieren wir den Erwartungswert durch (2.7).

Man beachte, dass für X “ 1 gilt Ep1q “ PpΩq “ 1.

Bemerkung 2.23. Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und µX deren Verteilung. Dann gilt

EpXq “
ż

R

xdµXpxq.

Allgemeiner, ist Ep|X|nq ă 8 für ein n ≥ 1, so gilt

EpXnq “

ż

R

xndµXpxq.

Um Erwartungswerte und Momente zu berechnen reicht es also aus die Verteilung der Zufalls-
variable zu bestimmen.

Die Nachfolgende Ungleichung ist hilfreich für verschiedene Konvergenzargumente.

Lemma 2.24. (Markovsche Ungleichung) Sei X eine Zufallsvariable und h ≥ 0 monoton stei-
gend. Dann gilt für alle c ą 0

hpcqPpX ≥ cq ≤ EphpXqq. (2.8)

Insbesondere gilt die Markovsche Ungleichung für p ą 0

Pp|X| ≥ εq ≤ 1

εp
Ep|X|pq, ε ą 0. (2.9)

Beweis. Die Ungleichung (2.8) folgt aus

hpcqPpX ≥ cq ≤ hpcqPphpXq ≥ hpcqq “ Ephpcq1hpXq≥hpcqq ≤ EphpXqq.

Die Ungleichung (2.9) ist eine Folgerung für den Spezialfall hpxq “ |x|p.

Eine Menge N P F heißt Nullmenge, falls PpNq “ 0 gilt. Wir sagen, dass eine Eigenschaft
fast sicher gilt, falls es eine Menge Nullmenge N P F gibt und die Eigenschaft für alle ω R N
erfüllt ist. Daraus lassen sich einige einfache Folgerungen ableiten.
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Satz 2.25. Sei X eine Zufallsvariable.

(a) Ist X ≥ 0 fast sicher und gilt EpXq “ 0, so gilt auch X “ 0 fast sicher.

(b) Ist X eine integrierbare Zufallsvariable, so ist X fast sicher endlich.

(c) Sei N eine Nullmenge. Dann ist 1NX integrierbar und es gilt

Ep1NXq “ Ep1N |X|q “ 0.

Beweis. (a) Aus (2.9) mit p “ 1 und ε “ 1
n folgt für alle n ≥ 1

P
ˆ

X ≥ 1

n

˙

≤ nEpXq “ 0.

Daraus folgt

PpX ą 0q “ P

˜

ď

n≥1

"

X ≥ 1

n

*

¸

≤
8
ÿ

n“1

P
ˆ

X ≥ 1

n

˙

“ 0

und somit PpX “ 0q “ 1.
(b) Es gilt Pp|X| ≥ nq ≤ 1

nEp|X|q für alle n ≥ 1. Lassen wir nÑ 8 folgt mit der Stetigkeit des
Maßes von oben

PpX P t˘8uq “ Pp|X| “ `8q “ 0.

(c) Es reicht X ≥ 0 zu betrachten, ansonsten betrachte die Zerlegung X “ X` ´X´.
Fall 1: Ist X “

řN
k“1 ak1Ak mit ak ≥ 0 und Ak P F , so folgt aus PpAk XNq ≤ PpNq “ 0

Ep1NXq “
N
ÿ

k“1

akPpAk XNq “ 0.

Fall 2: Ist X ≥ 0 eine beliebige Zufallsvariable, so finden wir eine Folge von Zufallsvariablen
Xn wie in Fall 1 mit Xn Œ X. Dann ist Ep1NXq “ limnÑ8 Ep1NXnq “ 0 nach dem Satz der
monotonen Konvergenz.

Dieses liefert uns das nächste Korollar.

Korollar 2.26. (a) Sei X eine Zufallsvariable mit X ≥ 0 fast sicher. Dann gilt EpXq ≥ 0.

(b) Seien X,Y integrierbare Zufallsvariablen mit X ≤ Y fast sicher. Dann gilt EpXq ≤ EpY q.

(c) Sind X,Y integrierbar und a, b P R, so ist auch aX ` bY integrierbar und es gilt

EpaX ` bY q “ aEpXq ` bEpY q.

Beweis. (a) Sei N eine Nullmenge mit Xpωq ≥ 0 für alle ω P ΩzN . Definiere X 1 :“ 1ΩzNX.
Dann ist X 1 ≥ 0 eine Zufallsvariable und es gilt

EpXq “ Ep1ΩzNXq “ EpX 1q ≥ 0.
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(b) Folgt direkt aus (a), da Y ´X ≥ 0 fast sicher.
(c) Wegen |aX`bY | ≤ |a||X|`|b||Y | ist aX`bY integrierbar. Folglich ist Pp|aX`bY | ă 8q “ 1
und somit

EpaX ` bY q “ Ep1|aX`bY |ă8paX ` bY qq
“ aEp1|aX`bY |ă8Xq ` bEp1|aX`bY |ă8Y q “ aEpXq ` bEpY q.

Definition 2.27. Seien X,Y integrierbar derart, dass X ¨ Y integrierbar sind. Die Kovarianz
ist definiert durch

covpX,Y q :“ EppX ´ EpXqqpY ´ EpXqqq.
Für X “ Y bezeichnen wir mit varpXq :“ covpX,Xq die Varianz von X.

Satz 2.28. Es seien X,Y Zufallsvariablen mit Ep|X|2q,Ep|Y |2q ă 8. Dann gelten folgenden
Eigenschaften.

1. varpXq ≥ 0 und varpXq “ 0 genau dann wenn X fast sicher konstant ist.

2. covpX,Y q ist symmetrisch und bilinear.

3. varpX ` Y q “ varpXq ` varpY q ` 2covpX,Y q.

Beweis. Übung.

2.3 Räume integrierbarer Zufallsvariablen

Wir definieren die Räume der integrierbaren Funktionen. Es sei p P r1,8q und setze

}X}Lp :“ pEp|X|pqq
1
p .

Dann bezeichnet

Lp :“ LppΩq “ LppΩ,F ,Pq “ tX : Ω ÝÑ R | X Zufallsvariable mit }X}Lp ă 8u

den Raum der p-fach integrierbaren Zufallsvariablen. Für p “ 8 sei L8 der Raum der wesentlich
beschränkten Zufallsvariablen. Eine Zufallsvariable heißt wesentlich beschränkt falls

}X}L8 :“ ess sup
ωPΩ

|Xpωq| :“ inf
NPF , PpNq“0

sup
ωPΩzN

|Xpωq| ă 8.

Beispiel 2.29. Sei Ω “ r0, 1s, F “ Bpr0, 1sq, P “ m das Lebesgue Maß und für r P R sei

Xpωq :“

#

1
ωr , ω ‰ 0

0, ω “ 0
.

r ≤ 0: Dann ist X P Lp für alle p P r1,8s.
r ą 0: Dann ist X R L8. Für p P r1,8q gilt

Ep|X|pq “
ż

p0,1s

ω´rpmpdωq.

Das rechte Integral ist endlich genau dann, wenn rp ă 1, d.h. X P Lp falls rp ă 1.
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Lemma 2.30. Sei h : R ÝÑ R eine konvexe Funktion mit hpXq P L1. Dann gilt X P L1 sowie

hpEpXqq ≤ EphpXqq.

Beweis. Wir betrachten zuerst X ≥ 0. Da h konvex ist, gibt es eine affin lineare Funktion g mit
g ≤ h und gpEpXqq “ hpEpXqq (Stützgerade). Es folgt

hpEpXqq “ gpEpXqq “ EpgpXqq ≤ EphpXqq

welches in diesem Fall die Behauptung zeigt. Ist X nun beliebig, so ergibt obiger Fall angewand
auf |X|, dass X P L1. Diesselbe Argumentation zeigt dann die Behauptung.

Korollar 2.31. Für alle 1 ≤ p ≤ q ≤ 8 gilt

}X}Lp ≤ }X}Lq

und somit ist Lq Ă Lp ein Teilvektorraum.

Beweis. Die Funktion hpxq :“ |x|
q
p ist für 1 ≤ p ≤ q ă 8 konvex. Es folgt mit Y :“ |X|p

pEp|X|pqq
q
p “ hpEpY qq ≤ EphpY qq “ Ep|Y |

q
p q “ Ep|X|qq

und somit die Behauptung im Fall q ă 8. Für 1 ≤ p ă q “ 8 folgt aus der Monotonie des
Erwartungswertes

}X}Lp “ pEp|X|pqq
1
p ≤ }X}L8 .

Lemma 2.32. Sei 1 ≤ p ≤ 8. Dann ist Lp ein Vektorraum und } ¨ }Lp eine Halbnorm auf Lp.
D.h. für X,Y P Lp und a P R gilt

(a) }aX}Lp “ |a|}X}Lp

(b) }X ` Y }Lp ≤ }X}Lp ` }Y }Lp.

(c) Ist }X}Lp “ 0 so ist X “ 0 fast sicher.

Beweis. Eigenschaft (a) folgt aus der Linearität des Erwartungswerts. Eigenschaft (b) ist die
Minkowski Ungleichung, siehe Maßtheorie oder Funktionalanalysis. Aus Teil (b) lässt sich ins-
besondere leicht zeigen, dass Lp ein Vektorraum ist. Wir zeigen (c).
p ă 8: In diesem Fall folgt aus }X}Lp “ 0 auch Ep|X|pq “ 0. Damit folgt |X|p “ 0 fast sicher
und somit X “ 0 fast sicher.
p “ 8: In diesem Fall gibt es zu jedem n P N ein Nn P F mit PpNnq “ 0 und

sup
ωPΩzNn

|Xpωq| ă
1

n
.

Es sei N :“
Ť

nPNNn, dann ist N P F und es gilt PpNq ≤
ř8
n“1 PpNnq “ 0. Ferner gilt für alle

ω P ΩzN bereits |Xpωq| ă 1
n , @n ≥ 1 und damit X “ 0 fast sicher.
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Also nächstes wollen wir aus Lp normierte Räume definieren. Es sei

N :“ tX Zufallsvariable mit X “ 0 fast sicher u .

Dann definiert
X „ Y ðñ X ´ Y P N

eine Äquivalenzrelation auf Lp für alle 1 ≤ p ≤ 8 (Übung). Es sei Lp :“ Lp{N der Raum
der Äquivalenzklassen von Zufallsvariablen. Jedes rXs P Lp hat demnach einen Repräsentanten
X P Lp und es ist

rXs “ tY P Lp | Y „ Xu “ tY P Lp | X “ Y fast sicher u.

Warnung: Eine Äquivalenzklasse rXs kann (im Allgemeinen) nicht punktweise ausgewertet
werden. D.h. rXspωq macht (im Allgemeinen) keinen Sinn.

Da der Erwartungswert invariant gegenüber Nullmengen ist, sind die folgenden Definitionen
sinvoll

EprXsq :“ EpXq

und
}rXs}Lp :“ }X}Lp .

Da keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir oft auch X anstelle von rXs, wo X ein
Repräsentant von X ist.

Satz 2.33. Sei 1 ≤ p ≤ 8. Dann ist pLp, } ¨ }Lpq ein Banachraum. Ist p “ 2, so ist L2 ein
Hilbertraum mit Skalarprodukt

xrXs, rY syL2 :“ EprX ¨ Y sq.

Satz 2.34. (Cauchy-Schwartz Ungleichung) Sind X,Y P L2, so gilt X ¨ Y P L1 und

Ep|X ¨ Y |q ≤
a

Ep|X|2q
a

Ep|Y |2q.

Diesselbe Aussage gilt für L2 und L1 anstelle von L2 und L1.

Satz 2.35. (Hölder Ungleichung) Seien 1 ≤ p, q ≤ 8 mit 1
p `

1
q “ 1 ( wo 1

8
:“ 0 ) und

X P Lp, Y P Lq. Dann gilt X ¨ Y P L1 und

}X ¨ Y }L1 ≤ }X}Lp}Y }Lq .

Diesselbe Aussage gilt für Lp, Lq, L1 anstelle von Lp,Lq,L1.

2.4 Zufallsvariablen mit Werten in Rd

Es sei |a| :“
b

řd
k“1 a

2
k die euklidische Norm von a “ pa1, . . . , adq P Rd. Eine messbare Abbildung

X : Ω ÝÑ Rd heißt Rd-werige Zufallsvariable. Häufig lassen wir den Zusatz Rd-wertig weg,
sofern dieses aus dem Zusammenhang hervorgeht. Eine solche Abbildung hat eine Darstellung
in Komponenten über

Xpωq “ pX1pωq, . . . , Xdpωqq,

wo Xj : Ω ÝÑ R Abbildungen sind.
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Bemerkung 2.36. Sei X “ pX1, . . . , Xdq : Ω ÝÑ Rd eine Abbildung. Dann sind äquivalent:

(a) X ist eine Rd-wertige Zufallsvariable.

(b) X1, . . . , Xd sind Zufallsvariablen.

Lemma 2.37. Es sei X “ pX1, . . . , Xdq eine Rd-wertige Zufallsvariable und p P r1,8s. Dann
gilt

|X| P Lp ðñ Xk P Lp, k “ 1, . . . , d.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass

ż

Ω

|X|pdP ă 8 ðñ
ż

Ω

|Xk|
pdP ă 8, k “ 1, . . . , d.

Es gilt |X|p “
´

řd
k“1 |Xk|

2
¯

p
2
. Daraus folgt

|Xk|
p “ p|Xk|

2q
p
2 ≤

˜

d
ÿ

k“1

|Xk|
2

¸

p
2

“ |X|p.

Andererseits gilt auch

|X|p ≤

˜

d

ˆ

max
k“1,...,d

|Xk|

˙2
¸

p
2

“ d
p
2

ˆ

max
k“1,...,d

|Xk|

˙p

≤ d
p
2

d
ÿ

k“1

|Xk|
p.

Für p P r1,8q sei LppΩ,F ,P;Rdq “ LppΩ;Rdq der Vektorraum der Rd-wertigen Zufallsvaria-
blen mit

}X}Lp :“ Ep|X|pq ă 8.

Für p “ 8 sei L8pΩ,F ,P;Rdq “ L8pΩ;Rdq der Vektorraum der Rd-wertigen Zufallsvariablen
mit

}X}L8 :“ inf
NPF , PpNq“0

sup
ωPΩzN

|Xpωq| ă 8.

Analog zu dem eindimensionalen Fall lassen sich die Räume LppΩ;Rdq definieren. Diese sind
Banachräume.

Bemerkung 2.38. Es sei X P L2pΩ;Rdq. Dann gilt

|Xk ¨Xj | ≤
|Xk|

2 ` |Xj |
2

2
≤ 1

2

g

f

f

e

d
ÿ

k“1

|Xk|
2 “

1

2
|X|2 P L1.

Also gilt Xj ¨Xk P L1 für alle j, k “ 1, . . . , d. Umgekehrt, gilt Xk ¨Xj P L1 für alle j, k “ 1, . . . , d,
so ist offensichtlich X P L2pΩ;Rdq.
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Definition 2.39. Sei X “ pX1, . . . Xdq eine Rd-wertige Zufallsvariable mit X P L1pΩ;Rdq.
Dann ist der Erwartungswert definiert durch

EpXq :“ pEpX1q, . . . ,EpXdqq.

Ist X P L2pΩ;Rdq so ist die Kovarianzmatrix Σ “ pσijqi,j“1,...,d ist definiert durch

σij “ covpXi, Xjq :“ EppXi ´ EpXiqqpXj ´ EpXjqqq.

Der nächste Satz zeigt dass die Eigenwerte von Σ reellwertig und nicht-negativ sind.

Satz 2.40. Σ ist symmetrisch und es gilt

d
ÿ

i,j“1

λiλjσij “ E

¨

˝

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

d
ÿ

i“1

λipXi ´ EpXiqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
˛

‚≥ 0

für alle λ “ pλ1, . . . , λdq P Cd.

Beweis. Übung.

2.5 Konvergenz von Zufallsvariablen

Wir wollen einige Resultate aus der Integrationstheorie bezüglich der Konvergenz wiederholen.
Im folgenden Betrachten wir Eigenschaften welche fast sicher gelten. Daher können wir uns ohne
Einschränkung der Allgemeinheit auf Zufallsvariablen mit Werten in R zurückziehen.

Definition 2.41. Seien pXnqnPN und X Zufallsvariablen.

(a) pXnqnPN konvergiert fast sicher gegen X, falls es eine Nullmenge N gibt mit

lim
nÑ8

Xnpωq “ Xpωq, @ω P ΩzN.

(b) pXnqnPN konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, falls für alle ε ą 0

lim
nÑ8

P p|Xn ´X| ≥ εq “ 0.

(c) pXnqnPN konvergiert im p-ten Mittel (bzw. in Lp) gegen X (wo p P p0,8s), falls

}Xn ´X}Lp ÝÑ 0, nÑ8.

Bemerkung 2.42. (a) Gilt Xn ÝÑ X in L1, so konvergiert auch die Folge der Erwartungs-
werte pEpXnqqnPN gegen EpXq. Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

(b) Gilt Xn ÝÑ X in Lq, so gilt auch Xn ÝÑ X in Lp für alle 1 ≤ p ≤ q ≤ 8.

Der nächste Satz zeigt, dass unter der zusätzlichen Bedingung, dass die Folge pXnqnPN eine
Majorante besitzt, fast sichere Konvergenz die Konvergenz in L1 impliziert.
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Satz 2.43. (Satz von Lebesgue, Satz der dominierten Konvergenz) Sei pXnqnPN Ă L1 eine Folge
von Zufallsvariablen und X P L1. Es gebe Y P L1 mit

|Xn| ≤ Y, n ≥ 1 fast sicher

und Xn ÝÑ X fast sicher. Dann gilt Xn ÝÑ X in L1.

Korollar 2.44. (Satz von Lebesgue für Lp) Sei pXnqnPN eine Folge von Zufallsvariblen mit
Xn ÝÑ X fast sicher. Es gebe ein Y P Lp mit p P r1,8q und |Xn| ≤ Y fast sicher. Dann gilt
Xn ÝÑ X in Lp.

Beweis. Es gilt |Xn ´X|p ÝÑ 0 fast sicher. Folglich gibt es M P F mit PpMq “ 1 und n0 P N
mit

|Xpωq| ≤ |Xpωq ´Xnpωq| ` |Xnpωq| ≤ 1` Y pωq, ω PM, n ≥ n0.

Somit gilt für n ≥ n0, ω PM mit pa` bqp ≤ 2p´1pap ` bpq

|Xn ´X|
p ≤ p|Xn| ` |X|q

p ≤ p1` 2Y qp ≤ 2p´1p1` 2pY pq P L1.

Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue.

Satz 2.45. (Satz von Beppo-Levi, Satz der monotonen Konvergenz) Sei pXnqnPN eine Folge
nicht-negativer Zufallsvariablen mit Xn ≤ Xn`1 und Xn Õ X fast sicher, wo X eine weitere
Zufallsvariable ist. Dann gilt

EpXnq ÝÑ EpXq, nÑ8.

Korollar 2.46. Sei pXnqnPN eine Folge nicht-negativer Zufallsvariablen. Dann gilt

E

˜

8
ÿ

n“1

Xn

¸

“

8
ÿ

n“1

EpXnq. (2.10)

Hierbei ist 8 “ 8 zugelassen und die linke Seite ist endlich genau dann, wenn die rechte Seite
endlich ist. Ist pXnqnPN eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen mit

ř8
n“1 Ep|Xn|q ă 8 so gilt

(2.10) und beide Seiten sind endlich.

Beweis. Übung.

Lemma 2.47. (Lemma von Fatou) Sei pXnqnPN eine Folge nicht-negativer Zufallsvariablen.
Dann gilt

E
´

lim inf
nÑ8

Xn

¯

≤ lim inf
nÑ8

EpXnq.

Satz 2.48. Seien pXnqnPN und X,Y Zufallsvariablen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Angenommen Xn ÝÑ X fast sicher, dann gilt Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit.

(b) Angenommen Xn ÝÑ X in Lp für p P r1,8s, dann gilt Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit.

(c) Angenommen Xn ÝÑ X und Xn ÝÑ Y in Wahrscheinlichkeit. Dann gilt X “ Y fast
sicher.

24



Beweis. (a) Sei Yn :“ 1|Xn´X|≥ε mit ε ą 0 fest. Dann gilt Yn ≤ 1 und Yn ÝÑ 0 fast sicher. Aus
dem Satz von Lebesgue folgt

Pp|Xn ´X| ≥ εq “ EpYnq ÝÑ 0, nÑ8.

(b) Die Markovsche Ungleichung impliziert

Pp|Xn ´X| ≥ εq ≤
1

εp
Ep|Xn ´X|

pq ÝÑ 0, nÑ8

sofern p P r1,8q. Für p “ 8 betrachten wir

Pp|Xn ´X| ≥ εq ≤
1

ε
Ep|Xn ´X|q ≤

1

ε
}Xn ´X}L8 .

(c) Für alle ε ą 0 gilt

Pp|X ´ Y | ≥ εq ≤ Pp|Xn ´X| ` |Xn ´ Y | ≥ εq

≤ P
´!

|Xn ´X| ≥
ε

2

)

Y

!

|Xn ´ Y | ≥
ε

2

)¯

≤ P
´

|Xn ´X| ≥
ε

2

¯

` P
´

|Xn ´X| ≥
ε

2

¯

ÝÑ 0, nÑ8.

Beispiel 2.49. Alle anderen Implikationen sind im Allgemeinen falsch. Sei hierzu pΩ,F ,Pq “
pr0, 1s,Bpr0, 1sq,mpdxqq.

(a) Sei Xn “ n
1
p1r0, 1

n
s. Dann ist Xn P Lp mit Xn ÝÑ 0 fast sicher und damit auch in Wahr-

scheinlichkeit. Aber Ep|Xn|
pq “ 1

npn
1
p qp “ 1 zeigt, dass pXnqnPN nicht in Lp konvergiert.

(b) Sei
Xn :“ 1rk2´m,pk`1q2´mq, n “ 2m ` k, m P N0, 0 ≤ k ă 2m.

Dann gilt
Pp|Xn| ≥ εq ≤ Pp|Xn| ą 0q “ 2´m ÝÑ 0, nÑ8

und
Ep|Xn|

pq “ Pp|Xn| ą 0q “ 2´m.

Folglich gilt Xn ÝÑ 0 in Lp und in Wahrscheinlichkeit. Wir zeigen, dass pXnpωqqnPN für
kein ω P r0, 1q konvergiert. Sei ω P r0, 1q fixiert. Für jedes m P N finden wir genau ein
k “ kpω,mq mit ω P rk2´m, pk ` 1q2´mq. Also gilt Xkpω,mq`2mpωq “ 0. Für alle anderen
0 ≤ k1 ă 2m ist Xk1`2mpωq “ 0. Damit kann pXnpωqqnPN nicht konvergieren.

Im Folgenden betrachten wir die Konvergenz in Wahrscheinlihkeit und fast sichere Konver-
genz genauer.
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Lemma 2.50. (Erstes Borel-Cantelli Lemma) Sei pAnqnPN Ă F mit
ř8
n“1 PpAnq ă 8. Dann

gilt
Pplim sup

nÑ8
Anq “ 0.

Hierbei ist lim supnÑ8An “
Ş

n≥1

Ť

k≥nAk.

Beweis. Seien Bn :“
Ť

k≥nAk. Dann ist Bn eine fallende Folge (d.h. Bn`1 Ă Bn für alle n ≥ 1)
und es gilt

Ş

n≥1Bn “ lim supnÑ8An, d.h. Bn Œ lim supnÑ8An. Es folgt

Pplim sup
nÑ8

Anq “ lim
nÑ8

PpBnq ≤ lim
nÑ8

8
ÿ

k“n

PpAkq “ 0.

Satz 2.51. Sei pXnqnPN mit Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit. Dann gibt es eine Teilfolge
pnkqkPN mit Xnk ÝÑ X fast sicher.

Beweis. Da Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit, finden wir zu jedem k P N ein nk P N mit

P
ˆ

|Xnk ´X| ≥
1

k

˙

≤ 1

k2
.

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei nk ă nk`1 für alle k. Setze M :“ lim supkÑ8Ak mit
Ak :“

 

|Xnk ´X| ≥ 1
k

(

. Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma folgt PpMq “ 0. Für ω PM c “
Ť

n≥1

Ş

k≥nA
c
k, d.h. es gibt ein npωq ≥ 1 sodass für alle k ≥ npωq gilt: |Xnkpωq ´ Xpωq| ă 1

k .
Also gilt

lim
kÑ8

Xnkpωq “ Xpωq, ω PM c.

Satz 2.52. (Vollständigkeit bei fast sicherer Konvergenz) Sei pXnqnPN eine Folge von Zufalls-
variablen mit

|Xn ´Xm| ÝÑ 0, n,mÑ8 fast sicher. (2.11)

Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit Xn ÝÑ X fast sicher.

Beweis. Sei M P F mit PpMq “ 1 derart, dass (2.11) für jedes ω PM gilt. Da R vollständig ist,
gibt es für jedes ω P M einen Grenzwert Xpωq :“ limnÑ8Xnpωq. Für ω R M setze Xpωq :“ 0.
Wir zeigen, dass X messbar ist, dann folgt Xn ÝÑ X fast sicher und somit die Behauptung.

Sei X|M : M ÝÑ R, ω ÝÑ Xpωq “ lim
nÑ8

Xnpωq. Dann ist X|M als Grenzwert messbarer

Abbildungen messbar bezüglich

F XM :“ tAXM | A P Fu.

Wegen M P F gilt F XM Ă F und damit ist X|M auch messbar bezüglich F . Die Darstellung

X “ 1MX|M ` 1Mc ¨ 0

zeigt, dass X messbar ist.
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Satz 2.53. (Vollständigkit bei Konvergenz in Wahrscheinlichkeit) Sei pXnqnPN mit

lim
n,mÑ8

Pp|Xn ´Xm| ≥ εq “ 0, @ε ą 0.

Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Sei pXnkqkPN eine Teilfolge mit

P
ˆ

|Xnk ´Xnk`1
| ≥ 1

k2

˙

≤ 1

k2
.

Setze Ak “ t|Xnk ´ Xnk`1
| ≥ 1

k2
u und M :“ lim supnÑ8An. Nach dem ersten Borel-Cantelli

Lemma gilt PpMq “ 0, also PpM cq “ 1. Für jedes ω PM c “
Ť

n≥1

Ş

k≥nA
c
k gibt es ein npωq ≥ 1

sodass für alle k ≥ npωq
|Xnkpωq ´Xnk`1

pωq| ă
1

k2
.

Damit ist pXnkpωqqkPN eine Cauchy Folge in R. Sei Xpωq :“ limkÑ8Xnkpωq für alle ω P M c.
Für ω P M setze Xpωq :“ 0. Dann ist X eine Zufallsvariable mit Xnk ÝÑ X fast sicher. Es
bleibt zu zeigen, dass Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Sei n P N und nk ≥ n, dann
ist

Pp|Xn ´X| ≥ εq ≤ Pp|Xn ´Xnk | ` |Xnk ´X| ≥ εq

≤ P
´!

|Xn ´Xnk | ≥
ε

2

)

Y

!

|Xnk ´X| ≥
ε

2

)¯

≤ P
´

|Xnk ´X| ≥
ε

2

¯

` P
´

|Xn ´Xnk | ≥
ε

2

¯

.

Mit n, k Ñ8 folgt die Behauptung.

2.6 Stochastische Unabhängigkeit

Definition 2.54. Sei I eine beliebige Indexmenge und tAi | i P Iu Ă F eine Familie von
Ereignissen.

(a) Die Familie heißt unabhängig, wenn

P

˜

č

jPJ

Aj

¸

“
ź

jPJ

PpAjq

für alle endlichen Teilmengen J Ă I gilt.

(b) Die Familie heißt paarweise unabhängig, wenn

PpAi XAjq “ PpAiqPpAjq, @i, j P I, i ‰ j.

Bemerkung 2.55. Unabhängigkeit impliziert paarweise unabhängigkeit. Die Umkehrung ist im
Allgemeinen falsch.
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Beispiel 2.56. (a) Sei Ω “ t1, 2, 3, 4u mit F “ 2Ω und Gleichverteilung P auf Ω. Seien

A “ t1, 2u, B “ t2, 3u, C “ t1, 3u.

Dann gilt

PpAq “ PpBq “ PpCq “
1

2

und

PpAXBq “ PpAX Cq “ PpB X Cq “
1

4
.

D.h. die Ereignisse sind paarweise unabhängig. Die Ereignisse sind nicht unabhängig, da

PpAXB X Cq “ 0 ‰

ˆ

1

2

˙3

“ PpAqPpBqPpCq.

(b) Sei I “ t1, 2u mit Mengen A1, A2. Dann ist Unabhängigkeit äquivalent zu

PpA1 XA2q “ PpA1qPpA2q.

(c) Sei I “ t1, 2, 3u mit Mengen A1, A2, A3. Dann ist Unabhängigkeit äquivalent zu PpA1 X

A2q “ PpA1qPpA2q, PpA1 XA3q “ PpA1qPpA3q, PpA2 XA3q “ PpA2qPpA3q und

PpA1 XA2 XA3q “ PpA1qPpA2qPpA3q.

Definition 2.57. Sei I eine Indexmenge und für i P I seien Mengensysteme Ei Ă F gegeben.
Die Familie tEi | i P Iu heißt unabhängig, wenn für jede Wahl Ai P Ei die Familie tAi | i P Iu
von Ereignissen unabhängig ist.
Äquivalent: Für jede endliche Teilmenge J Ă I und jede Wahl Aj P Ej mit j P J gilt

P

˜

č

jPJ

Aj

¸

“
ź

jPJ

PpAjq.

Bemerkung 2.58.

(a) Seien pΩi,Fi,Piq mit i “ 1, . . . , n Wahrscheinlichkeitsräume. Setze Ω “ Ω1ˆ ¨ ¨ ¨ ˆΩn mit

F “
n
Â

i“1
Fi und P “

n
Â

i“1
Pi. Seien Mengen Ai gegeben durch

A1 :“ B1 ˆ Ω2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωn, B1 P F1

¨ ¨ ¨

An :“ Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆBn, Bn P Fn.

Dann ist die Familie tA1, . . . , Anu unabhängig unter P.

(b) tEi | i P Iu ist unabhängig genau dann, wenn tEi | i P Ju für alle endlichen Teilmengen
J Ă I unabhängig ist.
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(c) Ist Ai Ă Ei für alle i P I, so gilt

tEi | i P Iu ist unabhängig ùñ tAi | i P Iu ist unabhängig.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Satz 2.59. Sei tEi | i P Iu eine unabhängige Familie. Dann ist auch die Familie der erzeugten
Dynkin-Systeme tdpEiq | i P Iu unabhängig.

Beweis. Wegen Bemerkung 2.58 sei ohne Einschränkung I endlich mit I “ t1, . . . , nu. Für i0 P I
sei

Di0 :“ tA P F | tE1, . . . , Ei0´1, tAu, Ei0`1, . . . , Enu ist unabhängige Familieu.

Wir zeigen, dass Di0 ein Dynkin-System ist. Hierfür sei ti1, . . . , iku Ă Izti0u beliebig und wähle
Aiν P Eiν , wo ν “ 1, . . . , k.

1. Da die kleinere Auswahl von Mengen auch unabhängig ist, folgt

PpAi1 X ¨ ¨ ¨ XAik X Ωq “ PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikq ¨ 1.

Also ist Ω P Di0 .

2. Sei A P Di0 . Dann ist

PpAi1 X ¨ ¨ ¨ XAik XA
cq “ PpAi1 X ¨ ¨ ¨ XAik X Ωq ´ PpAi1 X ¨ ¨ ¨ XAik XAq
“ PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikqp1´ PpAqq “ PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikqPpA

cq

und folglich Ac P Di0 .

3. Seien Bl P Di0 mit l P N disjunkt. Dann ist

P

˜

Ai1 X ¨ ¨ ¨ XAik X
8
ď

l“1

Bl

¸

“ P

˜

8
ď

l“1

Ai1 X ¨ ¨ ¨ XAik XBl

¸

“

8
ÿ

l“1

PpAi1 X ¨ ¨ ¨ XAik XBlq “
8
ÿ

l“1

PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikq ¨ PpBlq

“ PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikqP

˜

8
ď

l“1

Bl

¸

und folglich
8
Ť

l“1

Bl P Di0 .

Damit ist Di0 ein Dynkin System und tE1, . . . , Ei0´1,Di0 , Ei0`1, . . . , Enu ist eine unabhängige
Familie. Es gilt Ei0 Ă Di0 und da Di0 ein Dynkin System ist, folgt Ei0 Ă dpEi0q Ă Di0 . Nach
Bemerkung 2.58 ist tE1, . . . , Ei0´1, dpEi0q, Ei0`1, . . . , Enu eine unabhängige Familie. Da i0 P I
beliebig war, folgt die Behauptung durch Induktion.

Korollar 2.60. Sei tEi | i P Iu eine unabhängige Familie von X-stabilen Mengensystemen mit
Ei Ă F . Dann ist tσpEiq | i P Iu eine unabhängige Familie von σ-Algebren.
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Korollar 2.61. Sei tAi | i P Iu unabhängig mit Ai P F . Für jedes i P I seien A˚i P tH, Ai, A
c
i ,Ωu.

Dann ist tA˚i | i P Iu auch unabhängig.

Beweis. Sei Ei “ tAiu, dann ist nach Voraussetzung tEi | i P Iu eine unabhängige Familie
von X-stabilen Mengensystemen. Nach Korollar 2.60 ist auch tσpEiq | i P Iu unabhängig. Die
Behauptung folgt aus σpEiq “ tH, Ai, Aci ,Ωu.

Korollar 2.62. (Gruppieren) Sei tEi | i P Iu unabhängig und X-stabil mit Ei Ă F . Sei I “
Ť

jPJ

Ij

eine disjunkte Zerlegung und Aj “ σ

˜

Ť

iPIj

Ej

¸

. Dann ist tAj | j P Ju eine unabhängige Familie.

Beweis. Für k P J sei

Dk “ tAi1 X ¨ ¨ ¨ XAin | Ail P Eil , i1, . . . , in P Ik, n P Nu

die Menge aller endlichen Schnitte von Mengen aus
Ť

iPIk

Ei. Dann ist Dk per Definition X-stabil.

Weiterhin ist tDk | k P Ju unabhängig, da die Ei unabhängig sind. Wegen

Ak “ σ

˜

ď

iPIk

Ei

¸

“ σpDkq, k P J

und Korollar 2.60 ist tAk | k P Ju unabhängig.

Satz 2.63. (Kolmogorovsches 0-1-Gesetz) Sei pFnqnPN eine Folge unabhängiger σ-Algebren mit
Fn Ă F . Sei

An :“
ł

k≥n
Fk :“ σ

˜

ď

k≥n
Fk

¸

und T8 :“
Ş

n≥1
An die terminale σ-Algebra. Dann gilt

A P T8 ùñ PpAq P t0, 1u.

Notation: E1 K E2 ðñ tE1, E2u unabhängige Familie.

Beweis. Idee: A P T8, dann ist A unabhängig von A, d.h. PpAq2 “ PpAq.
Nach Korollar 2.60 und Korollar 2.62 gilt für n P N

An`1 K

n
ł

k“1

Fk.

Insbesondere wegen An`1 Ă An`2 folgt T8 “
Ş

k≥n`1

Ak K
n
Ž

k“1

Fk. Daraus folgt

T8 K
ď

n≥1

n
ł

k“1

Fk,
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da zu jeder Menge aus
Ť

n≥1

n
Ž

k“1

Fk es ein n P N gibt, sodasss diese in
n
Ž

k“1

Fk liegt. Korollar 2.60

impliziert

T8 K
8
ł

n“1

Fn “ σ

˜

ď

n≥1

n
ł

k“1

Fk

¸

.

Es ist T8 Ă Ak Ă A1 “
8
Ž

k“1

Fk und somit T8 K T8.

Satz 2.64. Sei T Ă F eine σ-Algebra mit PpAq P t0, 1u für alle A P T . Sei Z : Ω ÝÑ RYt˘8u
eine T messbare Zufallsvariable. Dann gibt es ein c P RY t˘8u mit PpZ “ cq “ 1.

Beweis. Nach Voraussetzung ist tZ ≤ tu P T für alle t P R. Also ist F ptq :“ PpZ ≤ tq monoton
wachsend mit F ptq P t0, 1u für alle t.

Fall 1. F ptq “ 0 für alle t P R. Dann ist PpZ ą nq “ 1 für alle n P N und somit

PpZ “ `8q “ lim
nÑ8

PpZ ą nq “ 1.

Also c “ `8.

Fall 2. F ptq “ 1 für alle t P R. Dann ist

PpZ “ ´8q “ lim
nÑ8

PpZ ≤ ´nq “ 1.

Also c “ ´8.

Fall 3. Es gibt ein t0 P R mit

F ptq “

#

0, t ă t0

1, t ≥ t0
.

Dann ist

1 “ F

ˆ

t0 `
1

n

˙

´ F

ˆ

t0 ´
1

n

˙

“ P
ˆ

t0 ´
1

n
ă Z ≤ t0 `

1

n

˙

, n P N.

Also gilt

PpZ “ t0q “ lim
nÑ8

P
ˆ

t0 ´
1

n
ă Z ≤ t0 `

1

n

˙

“ 1.

Definition 2.65. Sei I eine Indexmenge und seien Xi : pΩ,Fq ÝÑ pEi, Eiq messbar, wo pEi, Eiq
Massräume sind für alle i P I. Die Familie tXi | i P Iu heißt unabhängig, falls die σ-Algebren

σpXiq :“ X´1
i pEiq “ tX´1

i pAq | A P Eiu

eine unabhängige Familie tσpXiq | i P Iu bilden.
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Bemerkung 2.66. (a) Falls Xi messbar bezüglich Di-Ei sind und tDi | i P Iu unabhängig
sind, so ist tXi | i P Iu unabhängig.

(b) Seien tXi | i P Iu unabhängig und ϕi : Ei ÝÑ Wi messbar. Dann ist tϕi ˝ Xi | i P Iu
unabhängig.

(c) tXi | i P Iu ist eine Familie von unabhängigen Zufallsvariablen genau dann, wenn für alle
n P N, i1, . . . , in P I paarweise verschieden und Ai1 P Ei1 , . . . , Ain P Ein gilt

PpXi1 P Ai1 , . . . , Xin P Ainq “
n
ź

j“1

PpXij P Aij q. (2.12)

Wegen PpXi1 P Ai1 , . . . , Xin P Ainq “ P ˝ pXin , . . . , Xinq
´1pAi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ainq ist folglich

tXi | i P Iu genau dann unabhängig, wenn alle endlich dimensionalen Verteilungen P ˝
pXin , . . . , Xinq

´1 Produktmaße sind, d.h.

P ˝ pXin , . . . , Xinq
´1 “ P ˝X´1

i1
b ¨ ¨ ¨ b P ˝X´1

in
.

Satz 2.67. Seien Xi Zufallsvariablen. Genau dann ist tXi | i P Iu unabhängig, wenn für alle
n P N, alle paarweise verschiedenen i1, . . . , in P I und alle t1, . . . , tn P R

PpXi1 ≤ t1, . . . , Xin ≤ tnq “
n
ź

j“1

PpXij ≤ tjq. (2.13)

Beweis. Ist tXi | i P Iu unabhängig, so folgt (2.13) direkt aus der Definition. Es gelte also (2.13).
Sei n P N, i1, . . . , in P I paarweise verschieden. Es reicht (2.12) zu zeigen. Diese gilt wegen (2.13)
für alle Mengen der Form Aik “ r´8, tks mit tk P R und k “ 1, . . . , n. Da Mengen dieser Form
ein X-stabiles Erzeugendensystem bilden, folgt die Behauptung.

Lemma 2.68. Seien X “
řN
n“1 an1An sowie Y “

řM
m“1 bn1Bn mit an, bn ≥ 0 und An, Bm P F

derart dass die an sowie bm paarweise verschieden sind und An sowie Bn disjunkt. Dann sind
äquivalent

• X,Y sind unabhängig.

• PpAn XBmq “ PpAnqPpBmq für alle 1 ≤ n ≤ N sowie 1 ≤ m ≤M .

Beweis. Übung.

Lemma 2.69. Seien X,Y unabhängige Zufallsvariablen. Sei X “ X`´X´ und Y “ Y `´Y ´

die Zerlegung in Positiv und Negativteil. Dann sind unabhängig:

• X`, Y `.

• X´, Y ´.

• X`, Y ´.

• X´, Y `.
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Beweis. Wegen X` “ maxt0, Xu und X´ “ maxt0,´Xu sind X˘ messbar ist bezüglich σpXq.
Also gilt σpX˘q Ă σpXq. Analog sehen wir σpY ˘q Ă σpY q. Da σpXq K σpY q folgt die Behaup-
tung.

Satz 2.70. Seien X,Y P L1.

(a) Sind X,Y unabhängig, so gilt X ¨ Y P L1 und EpX ¨ Y q “ EpXq ¨ EpY q.

(b) Sind X,Y unabhängig mit X,Y P L2, so gilt covpX,Y q “ 0 und

varpX ` Y q “ varpXq ` varpY q.

(c) X,Y sind genau dann unabhängig, wenn für alle messbaren, beschränkten Funktionen f, g :
R ÝÑ C gilt

EpfpXqgpY qq “ EpfpXqqEpgpY qq. (2.14)

Beweis. Teil (b) folgt direkt aus (a). Wir zeigen zunächst (a). Wir zeigen die Behauptung für
X,Y ≥ 0. Der allgemeine Fall ist eine Konsequenz aus Lemma 2.69 und der Zerlegung in Positiv-
und Negativteil.
Fall 1. X “ 1A und Y “ 1B. Dann gilt 0 ≤ X ¨ Y ≤ 1, also X ¨ Y P L1. Ferner gilt

EpX ¨ Y q “ Ep1AXBq “ PpAXBq “ PpAqPpBq “ EpXqEpY q.

Fall 2. X “
N
ř

n“1
an1An und Y “

M
ř

m“1
bm1Bm an, bn ≥ 0 und An, Bm P F derart dass die an sowie

bm paarweise verschieden sind und An sowie Bn disjunkt. Dann gilt

X ¨ Y “
N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

anbm1AnXBm P L1.

Ferner gilt

EpX ¨ Y q “
N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

anbmPpAn XBmq “
N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

anbmPpAnqPpBmq

“

˜

N
ÿ

n“1

anPpAnq

¸˜

M
ÿ

m“1

bmPpBmq

¸

“ EpXqEpY q.

Fall 3. Seien 0 ≤ X,Y P L1, Xn, Yn Folgen von Elementarfunktionen wie in Fall 2 mit Xn Õ X
und Yn Õ Y . Dann gilt Xn ¨ Yn P L1, Xn ¨ Yn Õ X ¨ Y und EpXn ¨ Ynq “ EpXnqEpYnq. Aus dem
Satz der monotonen Konvergenz folgt

EpX ¨ Y q “ lim
nÑ8

EpXn ¨ Ynq “ lim
nÑ8

EpXnqEpYnq “ EpXqEpY q ă 8.

Fall 4. Sind X,Y P L1 unabhängig, so zerlegen wir X “ X` ´X´ sowie Y “ Y ` ´ Y ´. Dann
gilt

X ¨ Y “ X`Y ` `X´Y ´ ´X`Y ´ ´X´Y `
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und wegen X`Y ``X´Y ´`X`Y ´`X´Y ` “ |X ¨ Y | P L1 zusammen mit Schritt 3 sind alle
Terme integrierbar. Die Behauptung folgt in diesem Fall aus einer einfachen Rechnung.

Es bleibt (c) zu zeigen. Sind X,Y unabhängig, so sind auch fpXq, gpY q unabhängig und
folglich gilt (2.14). Umgekehrt gelte (2.14). Seien A P σpXq und B P σpY q, dann gibt es A1 und
B1 mit A “ X´1pA1q und B “ X´1pB1q. Es gilt 1A1pXq “ 1A und 1B1pY q “ 1B und folglich

PpAXBq “ Ep1A1pXq1B1pY qq “ Ep1A1pXqqEp1B1pY qq “ PpAqPpBq.

2.7 Bedingte Erwartungswerte

Im folgenden betrachten wir stets R-wertige Zufallsvariablen. Für Rd-wertige Zufallsvariablen
lassen sich alle Resultate durch komponentenweise Anwendung übertragen.

Definition 2.71. Seien A,B P F und PpBq ą 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben
B ist definiert über

PpA|Bq :“
PpAXBq
PpBq

.

Bemerkung 2.72. A ÞÝÑ PpA|Bq ist für festes B mit PpBq ą 0 ein Wahrscheinlichkeitsmaß.
Für eine Zufallsvariable X P L1 ist der bedingte Erwartungswert von X gegeben B definiert über

EpX|Bq :“

ż

Ω

XpωqPpdω|Bq.

Satz 2.73. (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit) Sei pBnqnPN Ă F eine Folge disjunkter
Mengen mit

Ť

n≥1
Bn “ Ω und PpBnq ą 0 für alle n ≥ 1. Dann gilt für alle A P F

PpAq “
8
ÿ

n“1

PpA|BnqPpBnq.

Beweis. Es gilt

PpAq “ P

˜

ď

n≥1

AXBn

¸

“

8
ÿ

n“1

PpAXBnq “
8
ÿ

n“1

PpA|BnqPpBnq.

Definition 2.74. Sei X eine Zufallsvariable mit höchstens abzählbar vielen Werten txkukPN.
Definiere

PpA|X “ xkq “

#PpAXtX“xkuq
PpX“xkq , PpX “ xkq ą 0

0, sonst
.

Der bedingte Erwartungswert einer weiteren Zufallsvariable Y gegeben X “ xk ist in diesem Fall
definiert als

EpY |X “ xkq “

ż

Ω

Y pωqPpdω|X “ xkq,

sofern Y bezüglich Pp¨|X “ xkq integrierbar ist.
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Wir wollen diese Definition auf Zufallsvariablen mit kontinuierlichem Bild erweitern. Ist
PpX P Bq ą 0, so ist

PpA|X P Bq “
PpAX tX P Buq

PpX P Bq

wohldefiniert. Für B “ txu mit x P Rd ist jedoch in vielen Fällen PpX “ xq “ 0. Die Idee ist

PpA|X “ xq “ lim
hÑ0

PpAX tX P px´ h, x` hquq

PpX P px´ h, x` hqq
.

Problem: Der Limes muss nicht existieren!
Lösung: Wir benutzen den Satz von Radon-Nikodym.

Definition 2.75. Sei A Ă F eine Teil-σ-Algebra und X P L1. Der bedingte Erwartungswert von
X gegeben A wird mit EpX|Aq bezeichnet. Dieser ist definiert über die folgenden Eigenschaften

• EpX|Aq P L1pΩ,A,Pq.

• Für alle A P A gilt

Ep1A ¨Xq “ Ep1AEpX|Aqq (2.15)

Kurz: Der bedingte Erwartungswert ist die bezüglich A messbare Zufallsvariable mit (2.15).

Satz 2.76. (Existenz und Eindeutigkeit vom bedingten Erwartungswert) Sei A Ă F eine Teil-σ-
Algebra und X P L1. Dann gibt es den bedingten Erwartungswert EpX|Aq. Dieser ist eindeutig
in dem folgenden Sinn:

Ist g P L1pΩ,A,Pq gegeben mit

Ep1A ¨Xq “ Ep1A ¨ gq, A P A,

so gilt g “ EpX|Aq fast sicher.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Existenz.
Fall 1: Sei X ≥ 0 fast sicher. Dann definiert

A Q A ÞÝÑ
ż

A

XdP “ Ep1A ¨Xq ≥ 0

ein Maß auf A. Ist A derart, dass PpAq “ 0. So gilt auch Ep1A ¨Xq “ 0. Der Satz von Radon-
Nikodym liefert die Existenz einer Zufallsvariable EpX|Aq P L1pΩ,A,Pq mit

Ep1A ¨Xq “ Ep1A ¨ EpX|Aqq, A P A.

Dieses zeigt die Existenz in diesem Fall.
Fall 2: Sei X P L1 beliebig. Betrachte die Zerlegung X “ X` ´X´ in Positiv- und Negativteil.
Dann sind X˘ P L1 nicht-negativ. Aus Fall 1 folgt die Existenz vom bedingten Erwartungswert
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EpX˘|Aq P L1pΩ,A,Pq. Setze EpX|Aq :“ EpX`|Aq´EpX´|Aq. Dann gilt EpX|Aq P L1pΩ,A,Pq
und für alle A P A

Ep1A ¨Xq “ Ep1A ¨X`q ´ Ep1A ¨X´q “ Ep1AEpX`|Aqq ´ Ep1A ¨ EpX´|Aqq “ Ep1AEpX|Aqq.

Dieses zeigt die Existenz im allgemeinen Fall. Wir zeigen die Eindeutigkeit. Seien dazu g1, g2 P

L1pΩ,A,Pq gegeben mit

Ep1A ¨ g1q “ Ep1A ¨Xq “ Ep1A ¨ g2q, A P A. (2.16)

Dann ist A1 :“ tg1 ´ g2 ą 0u P A und A2 :“ tg2 ´ g1 ą 0u P A. Aus (2.16) folgt Ep1Aj ¨ g1q “

Ep1Aj ¨ g2q mit j “ 1, 2. Daraus folgt

Ep1A1pg1 ´ g2qq “ 0 “ Ep1A2pg2 ´ g1qq.

Da die Integranden nicht-negativ sind, sind diese fast sicher Null. Wegen der Wahl der Mengen
Aj ist 1A1 “ 0 “ 1A2 fast sicher, d.h. PpA1q “ PpA2q “ 0. Insbesondere ist

Ppg1 ‰ g2q “ PpA1 YA2q “ PpA1q ` PpA2q “ 0.

Bemerkung 2.77. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym und hätte daher
nicht gesondert gezeigt werden müssen.

Das nächste Lemma sammelt einige wichtige Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes.

Lemma 2.78. Sei A Ă F eine Teil-σ-Algebra und X P L1. Es gelten die folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) Ist X messbar bezüglich A, so gilt EpX|Aq “ X.

(b) Ist X unabhängig von A, so gilt EpX|Aq “ EpXq.

(c) Es gilt EpX|tH,Ωuq “ EpXq.

(d) Für A P F mit PpAq P p0, 1q sei G “ tA,Ac,H,Ωu. Dann gilt

EpX|Gq “ EpX|Aq1A ` EpX|Acq1Ac .

(e) Ist Y P L1 und a, b P R so gilt

EpaX ` bY |Aq “ aEpX|Aq ` bEpY |Aq.

(f) Sei G Ă A eine weitere Teil-σ-Algebra. Dann gilt

EpEpX|Aq|Gq “ EpX|Gq.

(g) Es gilt EpEpX|Aqq “ EpXq.
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(h) Sei Y P L1 mit Y ≤ X. Dann gilt EpY |Aq ≤ EpX|Aq.

(i) Es gilt |EpX|Aq| ≤ Ep|X||Aq.

Beweis. Übung.

Wir schreiben EpX|Y q für EpX|σpY qq für zwei Zufallsvariablen X,Y .

Satz 2.79. Sei A Ă F eine Teil-σ-Algebra. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Sei 0 ≤ Xn P L1 und 0 ≤ X P L1. Es gelte Xn Õ X fast sicher für nÑ8. Dann gilt auch

EpXn|Aq Õ EpX|Aq, nÑ8

fast sicher.

(b) Sei Xn P L1 und X P L1. Sei ϕ P L1 mit |Xn| ≤ ϕ für alle n ≥ 1 und es gelte Xn ÝÑ X
fast sicher. Dann gilt

EpXn|Aq ÝÑ EpX|Aq, nÑ8

fast sicher.

(c) Seien X,Y Zufallsvariablen mit X ¨ Y, Y P L1. Ferner sei X messbar bezüglich A. Dann
gilt

EpX ¨ Y |Aq “ XEpY |Aq

fast sicher.

Beweis. (a) Aus der Monotonie des bedingten Erwartungswertes folgt 0 ≤ EpXn|Aq ≤ EpXn`1|Aq.
Es sei Y :“ limnÑ8 EpXn|Aq “ supnPN EpXn|Aq P RY t˘8u. Dann ist Y messbar bezüglich A.
Für jedes A P A gilt

Ep1A ¨Xnq “ Ep1A ¨ EpXn|Aqq, n ≥ 1.

Aus dem Satz der monotonen Konvergenz folgt

Ep1A ¨Xq “ Ep1A ¨ Y q, A P A.

(b) Wir betrachten zuerst den Fall Xn ≥ 0 fast sicher. In diesem Fall ist auch X ≥ 0 fast
sicher. Angenommen Xn ist monoton. Wir betrachten den Fall, dass Xn monoton steigend
ist. Der Fall einer monoton fallenden Folge geht analog. Ist Xn monoton steigend, so folgt
aus (a) EpXn|Aq Õ EpX|Aq für n Ñ 8. Ist Xn nicht monoton, so betrachten wir X 1n :“
infm≥nXm und X2n “ supm≥nXm. Dann gilt X 1n, X

2
n ≤ ϕ. Diese Folgen sind monoton mit

X 1n Õ lim infnÑ8Xn “ X und X2n Œ lim supnÑ8Xn “ X fast sicher. Aus dem ersten Fall folgt

lim
nÑ8

EpX 1n|Aq “ EpX|Aq “ lim
nÑ8

EpX2n|Aq.

Wegen X 1n ≤ Xn ≤ X2n folgt in diesem Fall die Behauptung aus

EpX 1n|Aq ≤ EpXn|Aq ≤ EpX2n|Aq, n ≥ 1.
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Im allgemeinen Fall, sei Xn “ X`n ´ X´n sowie X “ X` ´ X´ die Zerlegung in Positiv- und
Negativteil. Dann folgt

EpXn|Aq “ EpX`n |Aq ´ EpX´n |Aq ÝÑ EpX`|Aq ´ EpX´|Aq “ EpX|Aq

fast sicher.
(c) Fall 1. Sei X “ 1B mit B P A. Dann gilt für jede Menge A P A

Ep1AX ¨ Y q “ Ep1AXBY q “ Ep1AXBEpY |Aqq “ Ep1AXEpY |Aqq.

Fall 2. Aufgrund der Linearität obiger Gleichung gilt die Behauptung für alle Elementarfunk-

tionen X “
N
ř

n“1
an1Bn mit an P r0,8q und Bn P A.

Fall 3. Seien X,Y ≥ 0. Dann gibt es eine Folge von Elementarfunktionen Xn mit Xn Õ X.
Dann gilt Xn ¨ Y Õ X ¨ Y und wir erhalten aus (a)

EpX ¨ Y |Aq “ lim
nÑ8

EpXn ¨ Y |Aq “ lim
nÑ8

XnEpY |Aq “ XEpY |Aq.

Fall 4. Seien X,Y wie in der Behauptung. Durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil erhalten
wir

EpX ¨ Y |Aq “ XEpY |Aq.

Satz 2.80. (Jensen Ungleichung für bedingte Erwartungswerte, [Bil99]) Sei ϕ : R ÝÑ R konvex
und X eine Zufallsvariable mit X,ϕ ˝X P L1. Sei A Ă F eine Teil-σ-Algebra. Dann gilt

ϕpEpX|Aqq ≤ Epϕ ˝X|Aq.

3 Wahrscheinlichkeitsmaße auf metrischen Räumen

Bisher haben wir lediglich Zufallsvariablen mit Werten in R bzw. R betrachtet. In vielen An-
wendungen ist es jedoch notwendig den Wertebereich allgemeiner zu wählen, z.B.

• Matrizen (Zufällige Matrizen)

• Räume von Funktionen (stochastische Prozesse)

• Räume von (Punkt-)Maßen (Interagierende Teilchensysteme).

Um solchen Anforderungen gerecht zu werden betrachten wir im Folgenden metrische Räume.

Definition 3.1. Sei E eine nicht-leere Menge. Eine Metrik auf E ist eine Abbildung d : E ˆ
E ÝÑ R` mit den Eigenschaften

• dpx, yq “ 0 genau dann, wenn x “ y.

• dpx, yq “ dpy, xq.
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• dpx, yq ≤ dpx, zq ` dpz, yq.

Ist d eine Metrik auf E, so heisst pE, dq metrischer Raum.

Im folgenden ist pE, dq stets ein metrischer Raum. Für x P E und ε ą 0 setze

Uεpxq “ ty P E | dpx, yq ă εu, Bεpxq “ ty P E | dpx, yq ≤ εu.

Eine Menge A Ă E heißt offen, falls für alle x P A es ein ε ą 0 gibt mit Uεpxq Ă A. Eine
Menge B heisst abgeschlossen, falls Bc offen ist. Die Borel-σ-Algebra ist definiert als die kleinste
σ-Algebra, welche die offenen Mengen enthält, d.h.

BpEq “ σ pA Ă E | A ist offen q .

Wir bezeichnen mit PpEq den Raum aller (Borel-)Wahrscheinlichkeitsmaße auf pE,BpEqq.

Definition 3.2. Es sei pΩ,F ,Pq ein Wahrscheinlichkeitsraum und pE, dq ein metrischer Raum.
Für eine messbare Abbildung X : Ω ÝÑ E ist das Bildmaß definiert durch

µXpAq :“ Pptω P Ω | Xpωq P Auq, A P BpEq.

Dann heißt µX auch Verteilung von X.

Wir benutzen häufig die folgende Notation

µpAq “ pP ˝X´1qpAq :“ PpX´1pAqq “ PpX P Aq.

Der nächste Satz bildet das Kernstück für das Rechnen mit Bildmaßen.

Satz 3.3. Sei pΩ,F ,Pq ein Wahrscheinlichkeitsraum, pE, dq ein metrischer Raum X : Ω ÝÑ E
eine messbare Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) µX ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf pE,BpEqq.

(b) Für jede messbare Abbildung h : E ÝÑ r0,8s gilt
ż

E

hpxqµXpdxq “ E phpXqq (3.1)

wobei `8 “ `8 möglich ist und die linke Seite endlich ist genau dann wenn die rechte
Seite endlich ist.

(c) Sei h : E ÝÑ R messbar derart dass eine der beiden Seiten in (3.1) endlich ist für |h|.
Dann gilt (3.1) auch für h.

Beweis. Übung.

Beispiel 3.4. Sei E “ R, X eine Zufallsvariable und µX die Verteilung von X. Dann ist

EpXkq “

ż

R

xkdµXpxq

sofern die rechte Seite endlich ist für |x|k.
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Der nächste Satz zeigt, dass jede Verteilung realisiert werden kann durch eine Zufallsvariable.

Satz 3.5. Sei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf einem metrischen Raum pE, dq. Dann gibt es
einen Wahrscheinlichkeitsraum und eine Zufallsvariable X derart, dass µX “ µ.

Beweis. Übung.

Aus diesem Grund beschränken wir uns in diesem Kapitel darauf Eigenschaften von Wahr-
scheinlichkeitsmaßen auf einem metrischen Raum E genauer zu studieren.

3.1 Reguläre Wahrscheinlichkeitsmaße

Der Begriff der Kompaktheit ist für die nächsten zwei Kapitel von zentraler Bedeutung.

Definition 3.6. Sei pE, dq ein metrischer Raum und K Ă E.

(i) K heisst kompakt, falls es für jede offene Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung gibt.
D.h. für jede Indexmenge I und jede Wahl von offenen Mengen pUiqiPI Ă E mit K Ă
Ť

iPI Ui, gibt es n P N und i1, . . . , in P I mit K Ă
Ťn
j“1 Uij .

(ii) K heisst folgenkompakt, falls jede Folge in K eine konvergente Teilfolge in K hat. D.h. für
jede Folge pxnqnPN Ă K gibt es x P K und eine Teilfolge pxnkqkPN derart dass xnk ÝÑ x
für k Ñ8.

Bemerkung 3.7. K Ă E ist genau dann kompakt wenn, es folgenkompakt ist.

Der nächste Satz charakterisiert die kompakten Mengen in vollständigen metrischen Räumen.

Lemma 3.8. Sei pE, dq ein vollständiger metrischer Raum und K Ă E abgeschlossen. Dann ist
K genau dann kompakt, wenn es total beschränkt ist, d.h. für jedes ε ą 0 gibt es endlich viele
Punkte x1, . . . , xm P E mit

K Ă

m
ď

k“1

Bεpxkq. (3.2)

Beweis. Sei K kompakt und ε ą 0. Dann ist

K Ă
ď

xPK

Uεpxq

eine offene Überdeckung von K. Es gibt daher endlich viele Punkte x1, . . . , xm P K mit (3.2).
Umgekehrt gelte (3.2) für jedes ε ą 0. Wir zeigen, dass jede Folge in K eine konvergente

Teilfolge enthält. Sei pxnqnPN Ă K. Für jedes m ≥ 1 gibt es endlich viele Bälle mit Radius 1
m ,

welche K überdecken. Mindestens einer dieser Bälle enthält unendlich viele Folgenglieder von
pxnqnPN. Für m “ 1 sei B1 der Ball mit der Eigenschaft, dass N1 :“ tn | xn P B1 unendlich
viele Elemente hat. Sei n1 P N1 beliebig. Für m “ 2 sei B2 der Ball mit der Eigenschaft, dass
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N2 :“ tn ą n1 | xn P B1 X B2u unendlich viele Elemente hat. Wähle n2 P N2 beliebig. Durch
Iteration erhalten wir Folgen Bm, Nm und pnmqmPN sodass

Nm`1 “

#

n ą nm | xn P
m
č

k“1

Bk

+

unendlich viele Elemente enthält und nm`1 P Nm`1. Dann ist pxnmqmPN eine Teilfolge und es
gilt xnk P Bm für alle k ≥ m. Insbesondere gilt

dpxnk , xnlq ≤
1

m
, k, l ≥ m,

d.h. pxnmqm≥1 ist eine Cauchy Folge. Da E vollständig ist, hat diese einen Grenzwert x P E. Da
K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in K.

Als nächstes definieren wir die zentrale Eigenschaft für diesen Abschnitt.

Definition 3.9. µ P PpEq heißt regulär, falls für jedes A P BpEq

µpAq “ suptµpKq | K Ă A kompaktu “ inftµpUq | A Ă U offen u.

Eine äquivalente Definition ist gegeben durch: Für jedes A P BpEq und jedes ε ą 0 gibt es
eine kompakte Menge Kε und eine offene Menge Uε mit Kε Ă A Ă Uε und

µpUεzKεq ă ε. (3.3)

Satz 3.10. Sei E ein metrischer Raum. Dann gilt für jedes µ P PpEq

µpAq “ suptµpKq | K Ă A abgeschlossen u “ inftµpUq | A Ă U offen u.

Für den Beweis ist die folgende Funktion hilfreich. Sei A Ă E. Der Abstand von x P E zu A
ist definiert über

dpx,Aq :“ inftdpx, aq | a P Au.

Es gilt
|dpx,Aq ´ dpy,Aq| ≤ dpx, yq, x, y P E

und dpx,Aq “ 0 genau dann, wenn x P A. Hierbei bezeichnet A den Abschluss von A.

Beweis. Es sei

K “ tA P BpEq | @ε ą 0 DUε offen, DKε abgeschlossen mit Kε Ă A Ă Uε und (3.3)u .

Dann enthält K alle abgeschlossenen Mengen. Denn ist A abgeschlossen, so wählen wir

Un :“

"

x P E | dpx,Aq ă
1

n

*

.

Dann ist A Ă Un und A “
Ş

n≥1 Un. Folglich gilt limnÑ8 µpUnq “ µpAq, also A P K.
Wir müssen zeigen, dass K “ BpEq. Hierfür reicht es zu zeigen, dass K ein Dynkin-System

ist.
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• E P K. Da E offen und abgeschlossen ist können wir Uε “ E “ Kε wählen.

• Sei A P K und ε ą 0. Seien Kε, Uε die dazugehörigen Mengen. Dann ist K 1 :“ EzK offen,
U 1 :“ EzU abgeschlossen und es gilt U 1 Ă EzA Ă K 1 und

µpK 1zU 1q “ µpUzKq ă ε.

• Sei pAnqnPN Ă K eine Folge disjunkter Mengen. Sei ε ą 0. Dann gilt

0 ≤
8
ÿ

n“1

µpAnq “ µ

˜

8
ď

n“1

An

¸

≤ µpEq ≤ 1,

d.h. pµpAnqqn≥1 ist summierbar. Folglich gibt es ein n0 ≥ 2 mit
ř8
n“n0

µpAnq ă
ε
2 . Wähle

abgeschlossene Mengen Kn
e und offene Mengen Unε mit Kn

ε Ă An Ă Unε und

µpUnε zK
n
ε q ă

ε

2n`1
, n P N.

Dann ist Kε :“
Ťn0´1
n“1 Kn

ε abgeschlossen und Uε :“
Ť8
n“1 U

n
ε offen. Ferner gilt

Kε Ă
8
ď

n“1

Kn
ε Ă

8
ď

n“1

An Ă Uε

und

µpUεzKεq ≤
8
ÿ

n“1

µpUnε zKεq “

n0´1
ÿ

n“1

µpUnε zKεq `

8
ÿ

n“n0

µpUnε zKεq

≤
n0´1
ÿ

n“1

µpUnε zK
n
ε q `

8
ÿ

n“n0

µpUnε q ≤ ε
n0´1
ÿ

n“1

1

2n`1
`

8
ÿ

n“n0

´ ε

2n`1
` µpKn

ε q

¯

≤ ε

2

8
ÿ

n“1

1

2n
`

8
ÿ

n“n0

µpAnq ≤ ε.

Damit ist
Ť8
n“1An P K.

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass jedes µ P PpEq regulär ist.

Definition 3.11. Ein metrischer Raum E heisst seperabel, falls er eine abzählbar dichte Teil-
menge enthält; d.h. es gibt eine Folge panqnPN Ă E derart dass für jedes x P E finden wir eine
Teilfolge pnkqkPN mit dpank , xq ÝÑ 0 für k Ñ8.

Satz 3.12. Sei E ein vollständiger, seperabler metrischer Raum. Dann ist jedes µ P PpEq
regulär.
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Beweis. Sei panqnPN Ă E eine abzählbar dichte Teilmenge. Dann gilt für jedes δ ą 0
ď

n≥1

Bδpanq “ E.

Damit folgt

1 “ µpEq “ µ

˜

ď

n≥1

Bδpanq

¸

“ lim
nÑ8

µ

˜

n
ď

k“1

Bδpakq

¸

.

Sei ε ą 0. Dann gibt es für jedes m ≥ 1 ein nm P N mit

µ

˜

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq

¸

≥ 1´ 2´mε.

Sei

K :“
č

m≥1

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq.

Dann ist K abgeschlossen. Für jedes δ ą 0 sei m ≥ 1 mit 1
m ≤ δ. Dann gilt

K Ă

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq Ă

nm
ď

k“1

Bδpakq.

Also ist K nach Lemma 3.8 kompakt. Dann gilt

µpKcq “ µ

˜

ď

m≥1

nm
č

k“1

B 1
m
pakq

c

¸

≤
8
ÿ

m“1

µ

˜

nm
č

k“1

B 1
m
pakq

c

¸

“

8
ÿ

m“1

˜

1´ µ

˜

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq

¸¸

≤ ε
8
ÿ

m“1

2´m “ ε,

wo wir
nm
č

k“1

B 1
m
pakq

c “

nm
č

k“1

pEzB 1
m
pakqq “ Ez

˜

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq

¸

benutzt haben.
Wir haben gezeigt, dass für jedes ε ą 0 es eine kompakte Menge Kε Ă E gibt mit µpKc

εq ă ε.
Daraus folgern wir jetzt die Behauptung. Sei ε ą 0 fest und wähle Uε offen, Aε abgeschlossen
mit Aε Ă A Ă Uε und

µpUεzAεq ă ε.

Wähle Kε wie oben und setze A1ε “ Aε XKε. Dann ist A1ε kompakt, es gilt

A1ε Ă Aε Ă A Ă Uε

sowie
µpUεzA

1
εq ≤ µpUεzAεq ` µpUεzKεq ≤ ε` µpKc

εq ≤ 2ε.
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Zum Schluss geben wir eine hinreichende Bedingung an, dass ein metrischer Raum seperabel
ist.

Definition 3.13. Ein metrischer Raum pE, dq heisst σ-kompakt, falls es eine Folge kompakter
Mengen Kn Ă E mit

Ť

n≥1Kn “ E.

Lemma 3.14. Sei pE, dq ein σ-kompakter metrischer Raum. Dann ist pE, dq seperabel.

Beweis. Schritt 1. Angenommen pE, dq ein ein kompakter metrischer Raum. Für jedes n ≥ 1
gilt E “

Ť

xPE U 1
n
pxq und wegen kompaktheit gibt es xn1 , . . . , x

n
Nn P E mit Nn P N und

E “
Nn
ď

k“1

U 1
n
pxnkq.

Dann ist D :“ txnk | k “ 1, . . . , Nn, n ≥ 1u abzählbar und erfüllt das gewünschte.
Schritt 2. Sei pE, dq ein σ-kompakter Raum. Wähle kompakte Mengen Kn Ă E mit E “
Ť

n≥1Kn. Dann ist pKn, dnq, wo dn : Kn ˆ Kn ÝÑ R` die Einschränkung auf Kn bezeich-
net, ein kompakter metrischer Raum. Nach Schritt 1 gibt es eine abzählbar dichte Teilmenge
Dn Ă Kn. Dann ist D :“

Ť

n≥1 ebenfalls abzählbar. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass D dicht
in E liegt.

3.2 Polnische Räume

Letzer Abschnitt zeigt, dass Wahrscheinlichkeitsmaße auf vollständigen metrischen Räumen stets
regulär sind. In vielen Anwendungen begegnen wir jedoch Räumen wo nicht direkt ersichtlich
ist, wie diese metrisiert werden können. Hierfür hat sich das nachfolgende Konzept als nützlich
erwiesen.

Definition 3.15. Sei E eine nicht-leere Menge. Eine Topologie auf E ist ein Mengensystem T
auf E mit den Eigenschaften

• H, E P T .

• Sind A1, . . . , An P T , so ist auch
Şn
k“1Ak P T .

• Sind pAiqiPI Ă T wo I eine beliebige Indexmenge ist, so ist auch
Ť

iPI Ai P T .

Das Paar pE, T q heisst dann topologischer Raum und Elemente A P T heissen offene Mengen.

Jeder metrische Raum pE, dq ist auch ein topologischer Raum mit

Td :“ tA Ă E | A ist offen bezüglich der Metrik du.

Definition 3.16. Ein Polnischer Raum E ist ein topologischer Raum pE, T q derart dass eine
Metrik d auf E gibt mit

• Es gilt Td “ T .

• E ist seperabel und vollständig bezüglich dieser Metrik.
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Beispiel 3.17. Kontinuierliche Polnische Räume sind E “ R` und E “ Rd. Diskrete Polnische
Räume sind E “ Z` oder E “ Zd mit d ≥ 1. Die Metrik ist in allen Fällen gegeben durch

dpx, yq :“

g

f

f

e

d
ÿ

k“1

|xk ´ yk|2, x, y P E.

Beachte, dass im diskreten Fall jede Teilmenge A Ă E offen ist. Abzählbare Produkte von Pol-
nischen Räumen sind wieder Polnisch, sofern diese mit der Produkttopologie versehen sind.
Insbesondere ist also

RZ` :“ tpxnqn≥0 | xn P Ru
ein Polnischer Raum.

In diesem Abschnitt betrachten wir wichtige Beispiele für Polnische Räume.

Räume stetiger Funktionen

Von besonderem Interesse sind Funktionenräume. Zufallsvariablen mit Werten in solchen Räumen
können als stochastische Prozesse bzw. stochastische Felder interpretiert werden. Im folgenden
betrachten wir als Beispiel verschiedene Räume stetiger Funktionen.

Sei pE, dq ein kompakter metrischer Raum. Dann ist

CpEq “ tf : E ÝÑ R | f ist stetig u

ein Vektorraum. Da jedes f P CpEq beschränkt ist, ist

}f}8 :“ sup
xPE

|fpxq|

wohldefiniert. Dieses definiert eine Norm auf CpEq.

Satz 3.18. Es gelten die folgenden Aussagen.

• pCpEq, } ¨ }8q ein ein vollständiger, normierter Raum, d.h. ein Banachraum.

• pCpEq, dq ist bezüglich der Metrik

dpf, gq “ }f ´ g}8

ein Polnischer Raum.

Beweis. Siehe Funktionalanalysis, z.b. [Wer00].

Beispiel 3.19. Man wähle zum Beispiel E “ r0, 1s. Zufallsvariablen mit Werten in Cpr0, 1sq,
d.h. X : Ω ÝÑ Cpr0, 1sq können somit als zufällige Funktionen Xt : Ω ÝÑ R aufgefasst werden.

Beispiel 3.20. Der Raum Cpr0,8qq mit der durch die Metrik

dpf, gq :“
8
ÿ

k“1

1

2k
dkpf, gq

1` dkpf, gq
, dkpf, gq :“ sup

xPr0,ks
|fpxq ´ gpxq|

erzeugten Topologie ist ein Polnischer Raum.

Später werden wir weiter Räume stetiger Funktionen einführen und betrachten.
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Raum endlicher Punktmaße

Zufallsvariablen mit Werten in Räumen von Maßen treten in der Theorie der Punktprozesse
häufig auf. Genauer betrachten wir den Raum der endlichen Punktmaße (bzw. der Raum aller
endlichen Punktkonfigurationen) auf Rd definiert durch

:Γ0 :“ tη : BpRdq ÝÑ N0 | η ist endliches Maßu.

Satz 3.21. Jedes η P :Γ0 hat eine eindeutige Darstellung der Form

η “
N
ÿ

k“1

nkδxk ,

wo N P N, n1, . . . , nN P N und x1, . . . , xN P Rd paarweise verschieden sind.

Die Punkte x1, . . . , xN heissen Atome von η.

Beweis. Sei A :“ tx P Rd | ηptxuq ≥ 1u. Angenommen A enthält unendlich viele Elemente.
Dann gibt es eine Folge paarweise verschiedener Elemente pxnqnPN Ă A. Für diese Folge gilt

8 “

8
ÿ

n“1

ηptxnuq “ ηttxn | n P Nuq ≤ ηpRdq ă 8.

Also enthält A nur endlich viele Elemente. Sei A “ tx1, . . . , xNu für paarweise verschiedene
x1, . . . , xN P Rd und N P N0. Definiere

µ :“ η ´
N
ÿ

k“1

nkδxk

mit nk :“ ηptxkuq. Dann folgt für B P BpRdq aus ηpB X txkuq “ nkδxkpBq bereits

µpBq “ ηpBq ´
N
ÿ

k“1

nkδxkpBq ≥ ηpAXBq ´
N
ÿ

k“1

nkδxkpBq

“

N
ÿ

k“1

ηpB X txkuq ´
N
ÿ

k“1

nkδxkpBq “ 0.

Damit ist µ ≥ 0 und folglich ein Maß mit Werten in N0 derart dass µptxuq “ 0 für alle x P Rd
gilt. Wir zeigen

µpBq “ 0, B P BpRdq

woraus die Behauptung folgt. Es gilt µpBq “ lim
RÑ8

µpB X BRq, wo BR “ tx P Rd | |x| ≤ Ru.

Da µpB X BRq P N0, gibt es ein R ą 0 derart dass µpBq “ µpB X BRq. Für jedes x P Rd
gilt µpBεpxqq Œ µptxuq “ 0 für ε Ñ 0. Wegen µpBεpxqq P N0 gibt es ein εpxq ą 0 derart,
dass µpBεpxqpxqq “ 0 gilt. Da B XBR beschränkt und abgeschlossen ist, ist diese Menge auch
kompakt. Wegen

B XBR Ă
ď

xPBXBR

Uεpxqpxq
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mit Uεpxqpxq “ ty P Rd | |y ´ x| ă εpxqu gibt es endlich viele Punkte x1, . . . , xm derart, dass

B XBR Ă
m
ď

j“1

Uεpxjqpxjq Ă
m
ď

j“1

Bεpxjqpxjq.

Daraus folgt

µpBq “ µpB XBRq ≤ µpB XBRq ≤
m
ÿ

j“1

µpBεpxjqpxjqq “ 0.

Der Raum der endlichen Teilmengen von Rd (bzw. der Raum der endlichen Konfigurationen)
ist gegeben durch

Γ0 :“

#

η Ă Rd | |η| :“
ÿ

xPη

1 ă 8

+

.

Jedes η P Γ0 kann vermöge
ř

xPη δx mit einem Element in :Γ0 identifiziert werden.

Raum der lokal endlichen Punktmaße

Es sei CcpRdq der Raum der stetigen Funktionen f : Rd ÝÑ R mit kompaktem Träger. Eine
Funktion f : Rd ÝÑ R hat kompakten Träger, falls es ein R ą 0 gibt mit fpxq “ 0 für alle |x| ≥
R. Der Raum aller lokal endlichen Teilmengen von Rd (bzw. lokal endlichen Konfigurationen)
ist definiert durch

Γ :“ tγ Ă Rd | |γ XK| ă 8 K Ă Rd kompakt u.

Jedes γ P Γ kann vermöge
ř

xPγ δx mit einem lokal endlichen Punktmaß auf Rd identifiziert

werden. Für jedes f P CcpRdq sei

If pγq :“
ÿ

xPγ

fpxq “

ż

Γ

fpxqγpdxq

das Integral von f bezüglich des Punktmaßes γ. Die Topologie auf Γ ist definiert als die kleinste
Topologie derart, dass alle Abbildungen If stetig sind. Es lässt sich zeigen, dass Γ bezüglich
dieser Topologie ein Polnischer Raum ist, siehe [KK06].

Die Erweiterung auf alle lokal endlichen Punktmaße wird im nächsten Beispiel behandelt.
Der Raum aler lokal endlichen Punktmaße ist gegeben durch

:Γ :“ tpγ : BpRdq ÝÑ N0 Y t8u | pγpKq ă 8, K Ă Rd kompakt u.

Satz 3.22. Jedes pγ P :Γ hat die Darstellung

pγ “
ÿ

xPγ

nxδx,

wo nx P N0 und γ P Γ.

47



Beweis. Sei BN :“ tx P Rd | |x| ≤ Nu wo N P N. Dann ist

Rd “
8
ď

N“0

pBN`1zBN q

eine disjunkte Zerlegung von Rd, wo B0 :“ H. Folglich gilt für jedes B P BpRdq

pγpBq “
8
ÿ

N“0

pγppBN`1zBN q XBq.

Sei pγN pBq :“ pγppBN`1zBN qXBq. Dann ist pγ “
ř8
N“0 pγN und es ist nicht schwer zu sehen, dass

pγN P :Γ0 für alle N ≥ 0. Folglich gibt es n
pNq
1 , . . . , n

pNq
kpNq P N0 sowie x

pNq
1 , . . . , x

pNq
kpNq P BN`1zBN

mit kpNq P N und N P N0 derart, dass

pγN “

kpNq
ÿ

j“1

n
pNq
j δ

x
pNq
j

, N ≥ 0.

4 Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen

Sei pE, dq ein metrischer Raum. In diesem Kapitel widmen wir uns der Konvergenz von Folgen
von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf E.
Idee: Mengenweise Konvergenz, d.h.

µnpAq ÝÑ µpAq, A P BpEq, nÑ8. (4.1)

Problem: Für viele praktische Anwendungen ist diese Art der Konvergenz zu stark. Dazu
betrachten wir die Folge µnpdxq “ n1r0, 1

n
spxqmpdxq und A “ p0, 1s. Dann gilt µnpAq “ 1. Es

liegt nahe anzunehmen, dass µn ÝÑ δ0 konvergiert. Es gilt jedoch δ0pAq “ 0. Eine mengenweise
Konvergenz liegt in diesem Beispiel nicht vor.

Wir brauchen daher eine abgeschwächte Form von (4.1). Die Idee ist es Konvergenz über
die Konvergenz der dazugehörigen Momente bzw. Erwartungswerte zu beschreiben. Genauer sei
MpEq eine Familie von messbaren Funktionen auf E. Dann sagen wir µn ÝÑ µ in MpEq, falls

ż

E

fpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, nÑ8 (4.2)

für alle f PMpEq.

Bemerkung 4.1. Es sei pµnqnPN Ă PpEq und µ P PpEq. Genau dann gilt (4.1), wenn (4.2) für
alle beschränkten messbaren Funktionen f : E ÝÑ R gilt.
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Beweis. Gilt (4.2), so wählen wir f “ 1A für A P BpEq. Umgekehrt gelte (4.1). Dann gilt (4.2)
für alle Indikatiorfunktionen f “ 1A und mittels Linearität auch für alle Elementarfunktionen.
Es reicht (4.2) für alle f ≥ 0 zu zeigen. Sei dazu f ≥ 0 beschränkt und messbar und ε ą 0
beliebig. Dann gibt es eine Elementarfunktion g mit 0 ≤ g ≤ f und sup

xPE
pfpxq ´ gpxqq ă ε.

Daraus folgt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµpxq ´

ż

E

fpxqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµpxq ´

ż

E

gpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

gpxqdµpxq ´

ż

E

gpxqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

gpxqdµnpxq ´

ż

E

fpxqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ 2 sup
xPE

|fpxq ´ gpxq| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

gpxqdµpxq ´

ż

E

gpxqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ 2ε`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

gpxqdµpxq ´

ż

E

gpxqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

welches mit nÑ8 die Behauptung zeigt.

Es liegt daher nahe die Menge MpEq geeignet einzuschränken. Je nach Wahl von MpEq
ergeben sich verschiedene Konvergenzbegriffe. Einige Wahlen von MpEq werden wir genauer
untersuchen.

4.1 Schwache Konvergenz

In diesem Kapitel betrachten wir den Fall MpEq “ CbpEq, wo CbpEq der Raum der stetigen,
beschränkten Funktionen f : E ÝÑ R ist. Dieser ist ein Banachraum mit der Supremumsnorm

}f}8 :“ sup
xPE

|fpxq|.

Definition 4.2. Sei pµnqnPN Ă PpEq und µ P PpEq. Dann konvergiert µn schwach gegen µ
(µn ÝÑ µ schwach), falls für alle f P CbpEq gilt

ż

E

fpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, nÑ8.

Das nachfolgende Lemma zeigt, dass der Grenzwert bezüglich schwacher Konvergenz eindeu-
tig festgelegt ist.

Lemma 4.3. Seien µ, ν P PpEq derart, dass
ż

E

fpxqdµpxq “

ż

E

fpxqdνpxq, @f P CbpEq.

Dann gilt µ “ ν.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass µpKq “ νpKq für alle abgeschlossenen Mengen K Ă E gilt. Es

sei K Ă E abgeschlossen. Definiere ϕptq :“

#

1´ t, t P r0, 1s

0, t ≥ 1
und sei

fnpxq :“ ϕpndpx,Kqq, x P E.

Dann ist 0 ≤ fn ≤ 1 und fn ist stetig für jedes n ≥ 1. Ferner gilt fnpxq ÝÑ 1Kpxq für n Ñ 8

und jedes x P E. Damit folgt

µpKq “ lim
nÑ8

ż

E

fnpxqdµpxq “ lim
nÑ8

ż

E

fnpxqdνpxq “ νpKq.

Beispiel 4.4. (a) Sei pxnqnPN Ă E und x P E. Falls dpxn, xq ÝÑ 0 für n Ñ 8 gilt, so
konvergiert δxn schwach gegen δx.

(b) Sei µnpdxq “ pnpxqmpdxq mit

pnpxq “

c

n

2π
e´

n
2
x2 , x P R.

Dann konvergiert µn schwach gegen δ0.

(c) Sei µnpdxq “ n1r0, 1
n
spxqmpdxq. Dann konvergiert µn schwach gegen δ0.

Bemerkung 4.5. Sei pµnqnPN Ă PpEq und µ P PpEq. Dann sind äquivalent:

(a) µn ÝÑ µ schwach für nÑ8.

(b) Für jede Teilfolge pµnkqkPN von pµnqnPN gibt es eine weitere Teilfolge pµnkl qlPN mit µnkl ÝÑ
µ schwach für lÑ8.

Beweis. paq ùñ pbq: Konvergiert eine Folge, so konvergiert auch jede Teilfolge gegen denselben
Grenzwert.
pbq ùñ paq: Angenommen (a) gilt nicht. Dann gibt es f P CbpEq, ε ą 0 und eine Teilfolge
pµnkqkPN mit

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµnkpxq ´

ż

E

fpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≥ ε, k P N. (4.3)

Nach Voraussetzung gibt es eine weitere Teilfolge pµnkl qlPN mit µnkl ÝÑ µ schwach für l Ñ 8.
Für diese Teilfolge gilt

ż

E

fpxqdµnkl pxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, lÑ8

welches im Wiederspruch zu (4.3) steht.
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Sei CupEq der Raum aller gleichmässig stetigen beschränkten Funktionen und sei BLpEq der
Raum aller Funktionen wo

}f}BL “ }f}8 ` sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

dpx, yq
ă 8.

Der nächste Satz liefert eine alternative Charakterisierung der schwachen Konvergenz.

Satz 4.6. (Portmanteau-Theorem) Sei pE, dq ein metrischer Raum. Sei pµnqnPN Ă PpEq und
µ P PpEq. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(a) µn ÝÑ µ schwach für nÑ8.

(b) Für alle f P CupEq gilt

ż

E

fpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, nÑ8.

(c) Für alle f P BLpEq gilt

ż

E

fpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, nÑ8.

(d) Für alle abgeschlossenen Mengen F Ă E gilt

lim sup
nÑ8

µnpF q ≤ µpF q.

(e) Für alle offenen Mengen O Ă E gilt

lim inf
nÑ8

µnpOq ≥ µpOq.

(f) Für alle Mengen A P BpEq mit µpBAq “ 0 gilt

lim
nÑ8

µnpAq “ µpAq.

Bevor wir den Beweis führen brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.7. Sei g : E ÝÑ R eine stetige Funktion und a P R. Dann gilt

Btx P E | gpxq ≤ au Ă tx P E | gpxq “ au.

Beweis. Sei x P Btx P R | gpxq ≤ au. Dann gilt für alle ε ą 0

Uεpxq X ty P E | gpyq ą au ‰ H

sowie
Uεpxq X ty P E | gpyq ≤ au ‰ H.
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Hierbei bezeichnet Uεpxq :“ ty P E | dpx, yq ă εu den offenen Ball mit Radius ε ą 0 und
Mittelpunkt x. Für ε “ 1

n mit n P N erhalten wir zwei Folgen pxnqnPN und pynqnPN mit dpx, xnq ă
1
n sowie dpx, ynq ă

1
n derart, dass gpxnq ą a und gpynq ≤ a. Weiterhin gilt xn, yn ÝÑ x und

somit
a ≤ lim

nÑ8
gpxnq “ gpxq “ lim

nÑ8
gpynq ≤ a.

Wir kommen zum Beweis von Satz 4.6.

Beweis. pdq ðñ peq: klar durch Komplementbildung.
paq ùñ pbq ùñ pcq : trivial da BLpEq Ă CupEq Ă CbpEq.
pcq ùñ pdq : Sei F Ă E abgeschlossen und setze

Gm :“

"

x P E | dpx, F q ă
1

m

*

.

Dann ist Gm offen, Gm`1 Ă Gm und F “
Ş

m≥1
Gm. Folglich gilt µpGmq ÝÑ µpF q für m Ñ 8.

Sei

ϕptq :“

#

1´ t, t P r0, 1s

0, t ≥ 1

und setze fmpxq :“ ϕpmdpx, F qq. Dann gilt 0 ≤ fm ≤ 1, fm|Gcm “ 0, fm|F “ 1 und fm ist
Lipschitz stetig mit 1F ≤ fm ≤ 1Gm . Daraus folgt

lim sup
nÑ8

µnpF q ≤ lim sup
nÑ8

ż

E

fmdµn “

ż

E

fmdµ ≤ µpGmq ÝÑ µpF q.

pdq ùñ pfq : Sei A P BpEq mit µpBAq “ 0. Dann gilt

µpAq “ µp
˝

Aq ≤ lim inf
nÑ8

µnp
˝

Aq ≤ lim inf
nÑ8

µnpAq ≤ lim sup
nÑ8

µnpAq

≤ lim sup
nÑ8

µnpAq ≤ µpAq “ µpAq.

pfq ùñ pdq : Sei F Ă E abgeschlossen. Auf Lemma 4.7 folgt für alle δ ą 0

Btx P E | dpx, F q ≤ δu Ă tx P E | dpx, F q “ δu. (4.4)

Da tx P E | dpx, F q “ δu für alle δ ą 0 eine abgeschlossene Menge ist, liegt sie in BpEq. Weiterhin
gilt

tx P E | dpx, F q “ δu X tx P E | dpx, F q “ δ1u “ H, δ ‰ δ1. (4.5)

Für n P N sei

Dn :“

"

δ ą 0 | µ ptx P E | dpx, F q “ δuq ≥ 1

n

*

.

Behauptung: Dn enthält für jedes n P N nur endlich viele Elemente.
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Beweis. Angenommen nicht. Dann gibt es ein n P N und eine Folge paarweise verschiedener
Elemente pδkqkPN Ă Dn. Dann folgt aus (4.5)

1 ≥ µ

˜

ď

k≥1

tx P E | dpx, F q “ δku

¸

“

8
ÿ

k“1

µptx P E | dpx, F q “ δkuq ≥
8
ÿ

k“1

1

n
“ 8.

Also ist D “
Ť

n≥1
Dn abzählbar. Folglich gibt es eine Nullfolge pδkqkPN Ă r0,8qzD. Aus (4.4)

folgt
µpBFkq ≤ µptx P E | dpx, F q “ δkuq “ 0

für Fk :“ tx P E | dpx, F q ≤ δku und alle k P N. Wegen Fk Œ tx P E | dpx, F q “ 0u “ F folgt

lim sup
nÑ8

µnpF q ≤ lim sup
nÑ8

µnpFkq “ µpFkq ÝÑ µpF q, k Ñ8.

pdq ùñ paq : Sei f P CbpEq. Es reicht zu zeigen, dass

lim sup
nÑ8

ż

E

fpxqdµnpxq ≤
ż

E

fpxqdµpxq.

Denn, daraus folgt für p´fq anstelle von f

´ lim inf
nÑ8

ż

E

fpxqdµnpxq “ lim sup
nÑ8

ż

E

p´fpxqqdµnpxq ≤
ż

E

p´fpxqqdµpxq

und somit

lim inf
nÑ8

ż

E

fpxqdµnpxq ≥
ż

E

fpxqdµpxq.

Für f “ 0 ist nichts zu zeigen. Sei also f ‰ 0. Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass
0 ≤ f ≤ 1. Anderenfalls betrachten wir f`}f}8

2}f}8
. Sei k P N fest und für i P N definiere

Fi :“

"

f ≥ i

k

*

.

Dann ist Fi abgeschlossen, Fi`1 Ă Fi und es gilt

FizFi`1 “

"

i

k
≤ f ă i` 1

k

*

. (4.6)

Lemma 4.8. Es gilt

1

k

k
ÿ

i“1

1Fi “

k
ÿ

i“1

i

k
1FizFi`1

≤ f ≤
k
ÿ

i“0

i` 1

k
1FizFi`1

“
1

k
`

1

k

k
ÿ

i“1

1Fi .
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Beweis. Es gilt E “
Ťk
i“0 FizFi`1 mit F0 “ E und Fk`1 “ H, wobei die Vereinigung disjunkt ist.

Daraus, und aus (4.6) ergibt sich die mittlere Ungleichung. Für die beiden Identitäten beachte

k
ÿ

i“0

pi` 1q1FizFi`1
“

k
ÿ

i“0

pi` 1q1Fi ´
k´1
ÿ

i“0

pi` 1q1Fi`1

“

k
ÿ

i“0

1Fi `

k
ÿ

i“0

i1Fi ´
k
ÿ

i“1

i1Fi “ 1`
k
ÿ

i“1

1Fi .

Dieses impliziert die rechte Identität. Für die linke Identität beachte 1 “
řk
i“0 1FizFi`1

woraus

mit obiger Rechnung
řk
i“1 i1FizFi`1

“
řk
i“1 1Fi folgt.

Die Behauptung folgt aus

lim sup
nÑ8

ż

E

fdµn ´
1

k
≤ 1

k
lim sup
nÑ8

k
ÿ

i“1

µnpFiq

≤ 1

k

k
ÿ

i“1

lim sup
nÑ8

µnpFiq ≤
1

k

k
ÿ

i“1

µpFiq ≤
ż

E

fdµ.

Das folgende einfache Korollar zeigt, dass Einschränkungen auf Teilmengen die schwache
Konvergenz erhalten.

Korollar 4.9. Sei pE, dq ein metrischer Raum und E1 Ă E abgeschlossen. Dann ist pE1, d1q ein
metrischer Raum mit Borel-σ-algebra

BpE1q “ σpA Ă E1 | A ist offen q “ BpEq X E1 :“ tAX E1 | A P BpEqu.

Sei µn ÝÑ µ schwach in E. Dann gilt auch µn|BpE1q ÝÑ µ|BpE1q schwach in E1.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist Übung. Wir zeigen nur die schwache Konvergenz. Sei
F Ă E1 abgeschlossen, dann ist auch F Ă E abgeschlossen in E. Folglich gilt

lim sup
nÑ8

µn|BpE1qpF q “ lim sup
nÑ8

µnpF q ≤ µpF q “ µBpE1qpF q.

Satz 4.10. Seien pE, dq und pE1, d1q metrische Räume, µn, µ P PpEq und h : E ÝÑ E1 stetig.
Angenommen µn ÝÑ µ schwach, dann ist µn ˝ h

´1 ÝÑ µ ˝ h´1 schwach auf E1.

Beweis. Sei f P CbpE
1q. Dann ist f ˝ h P CbpEq.
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Beispiel 4.11. Auf die Voraussetzung, dass h stetig ist kann im Allgemeinen nicht verzichtet
werden. Denn sei pxnqnPN Ă E mit xn ÝÑ x und xn ‰ x. Dann gilt δxn ÝÑ δx schwach. Wähle
hpyq “ 1txupyq, dann gilt

δxn ˝ h
´1pAq “ δxnph

´1pAqq “

#

1, hpxnq P A

0, hpxnq R A
“ δhpxnqpAq “ δ0pAq.

Analog zeigen wir δx ˝ h
´1 “ δhpxq “ δ1.

Wir müssen daher eine Bedingung an die Stetigkeitsstellen von h stellen.

Satz 4.12. Seien pE, dq, pE1, d1q metrische Räume, h : E ÝÑ E1 messbar und µn, µ P PpEq mit
µn ÝÑ µ schwach. Sei

Dh :“ tx P E | h ist nicht stetig in xu.

Gilt µpDhq “ 0, so folgt µn ˝ h
´1 ÝÑ µ ˝ h´1 schwach.

Beweis. Wegen

Dh :“
ď

n≥1

č

m≥1

"

x P E |Dy P E : dpx, yq ă
1

m
d1phpyq, hpxqq ≥ 1

n

*

folgt Dh P BpEq. Sei F Ă E1 abgeschlossen. Dann gilt

lim sup
nÑ8

µnph
´1pF qq ≤ lim sup

nÑ8
µnph´1pF qq ≤ µph´1pF qq.

Sei x P h´1pF q, dann gibt es eine Folge pxnqnPN Ă h´1pF q mit xn ÝÑ x. Ist h stetig in x, so folgt
hpxnq ÝÑ hpxq und da F abgeschlossen ist, folgt aus hpxnq P F bereits hpxq P F . In diesem Fall
ist x P h´1pF q. Falls h nicht stetig in x ist, so ist x P Dh und wir erhalten h´1pF q Ă h´1pF qYDh.
Daraus folgt aus der schwachen Konvergenz µn ÝÑ µ und dem Satz von Portmanteau

lim sup
nÑ8

µnph
´1pF qq ≤ lim sup

nÑ8
µnph´1pF qq ≤ µph´1pF qq ≤ µph´1pF qq ` µpDhq “ µph´1pF qq.

Nach dem Satz von Portmanteau impliziert dieses die Behauptung.

Die nächste Aussage (ohne Beweis) ist gelegentlich nützlich.

Bemerkung 4.13. Sei pµnqn≥1 Ă PpEq und µ P PpEq. Dann ist µn ÝÑ µ schwach genau
dann, wenn

ż

E

hpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

hpxqdµpxq, nÑ8

für alle beschränkten messbaren Funktionen h mit

µ ptx P E | h ist stetig in x uq “ 1.

Der Beweis vom nachfolgenden Satz basiert auf [KS07, Theorem 8.5].
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Satz 4.14. Seien pµnqnPN Ă PpRq und µ P PpRq gegeben und bezeichne mit Fnptq “ µnpp´8, tsq
und F ptq “ µpp´8, tsq die dazugehörigen Verteilungsfunktionen. Dann sind äquivalent:

(a) µn ÝÑ µ schwach für nÑ8.

(b) Fnptq ÝÑ F ptq für nÑ8 und alle Stetigkeitsstellen t von F .

Beweis. (a) ùñ (b) Sei t P R ein Stetigkeitspunkt von F . Definiere fpsq “ 1p´8,tspsq sowie für
δ ą 0

f`δ psq “

$

’

&

’

%

1, s ≤ t
1´ s´t

δ , t ă s ≤ t` δ
0, t` δ ă s

f´δ psq “

$

’

&

’

%

1, s ≤ t´ δ
1´ s´t`δ

δ , t´ δ ă s ≤ t
0, t ă s

.

Dann sind f˘δ P CbpRq und es gilt f´δ ≤ f ≤ f`δ . Sei ε ą 0 fest. Wegen (a) finden wir n0 P N
derart, dass für n ≥ n0

Fnptq “

ż

R

fpsqdµnpsq ≤
ż

R

f`δ psqdµnpsq ≤
ż

R

f`δ psqdµpsq `
ε

2
.

Da t ein Stetigkeitspunkt von F ist gibt es ein δ ą 0 mit |F pt˘ δq ´ F ptq| ≤ ε
2 und somit gilt

ż

R

f`δ psqdµpsq ≤ F pt` δq ≤ F ptq `
ε

2
.

Wir haben gezeigt Fnptq ≤ F ptq ` ε für n ≥ n0. Analog erhalten wir

Fnptq “

ż

R

fpsqdµnpsq ≥
ż

R

f´δ psqdµnpsq ≥
ż

R

f´δ psqdµpsq ´
ε

2
≥ F pt´ δq ´ ε

2
≥ F ptq ´ ε.

Damit folgt |Fnptq ´ F ptq| ≤ ε für n ≥ n0.
(b) ùñ (a) Sei f P CbpRq und ε ą 0 beliebig. Ohne Einschränkung nehmen wir an, dass
}f}8 ‰ 0 gilt. Da F rechtsstetig ist, hat es nur abzählbar viele Unstetigkeitsstellen. Seien x˚, x

˚

zwei Punkte in denen F stetig ist mit

F px˚q ≤
ε

10}f}8
, F px˚q ≥ 1´

ε

10}f}8
. (4.7)

Nach Voraussetzung (b) finden wir n0 P N sodass für alle n ≥ n0

Fnpx˚q ≤ |Fnpx˚q ´ F px˚q| ` F px˚q ≤
ε

5}f}8
(4.8)
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und analog Fnpx
˚q ≥ 1 ´ ε

5}f}8
gilt. Da f stetig ist, ist es gleichmässig stetig auf rx˚, x

˚s und

folglich können wir px˚, x
˚s in endlich viele Intervalle px0, x1s, px1, x2s, . . . , pxm´1, xms unterteilen

derart, dass x0 “ x˚, xm “ x˚,

|fpsq ´ fpxjq| ≤
ε

10
, s P pxj , xj`1s, j “ 1, . . . ,m´ 1 (4.9)

und die xj Stetigkeitspunkte von F sind. Nun betrachten wir
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R

fpsqdµnpsq ´

ż

R

fpsqdµpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
ż

p´8,x˚s

|fpsq|dµnpsq `

ż

p´8,x˚s

|fpsq|dµpsq

`

ż

px˚,8q

|fpsq|dµnpsq `

ż

px˚,8q

|fpsq|dµpsq `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

px˚,x˚s

fpsqdµnpsq ´

ż

px˚,x˚s

fpsqdµpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Aus (4.7) folgt
ż

p´8,x˚s

|fpsq|dµpsq `

ż

px˚,8q

|fpsq|dµpsq ≤ }f}8 pF px˚q ` 1´ F px˚qq ≤ 2

5
ε.

Ist n ≥ n0 hinreichend gross so erhalten wir aus (4.8)
ż

p´8,x˚s

|fpsq|dµnpsq `

ż

px˚,8q

|fpsq|dµnpsq ≤ }f}8 pFnpx˚q ` 1´ Fnpx
˚qq ≤ 2

5
ε.

Für den letzten Term erhalten wir aus (4.9)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

px˚,x˚s

fpsqdµnpsq ´

ż

px˚,x˚s

fpsqdµpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ ε

5
`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

px˚,x˚s

fεpsqdµnpsq ´

ż

px˚,x˚s

fεpsqdµpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

wo fεpsq “
m
ř

j“1
fpxjq1pxj ,xj`1s

psq. Dann gilt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

px˚,x˚s

fεpsqdµnpsq ´

ż

px˚,x˚s

fεpsqdµpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
m´1
ÿ

j“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

pxj ,xj`1s

fεpsqdµnpsq ´

ż

pxj ,xj`1s

fεpsqdµpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

m´1
ÿ

j“1

|fpxjq| |Fnpxj`1q ´ Fnpxjq ´ F pxj`1q ` F pxjq|

und somit

lim
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

px˚,x˚s

fεpsqdµnpsq ´

ż

px˚,x˚s

fεpsqdµpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0.
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Insgesamt haben wir gezeigt

lim
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R

fpsqdµnpsq ´

ż

R

fpsqdµpsq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ ε.

Da ε beliebig war, folgt die Behauptung.

4.2 Charakterisierung der kompakten Mengen in PpEq

Als nächstes wollen wir eine Charakterisierung der kompakten Mengen in PpEq geben. Man
beachte, dass wir keine Metrik auf PpEq definiert haben und folglich keinerlei Kompaktheit
definiert ist.

Definition 4.15. Sei Γ Ă PpEq eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen.

(a) Γ heißt relativ kompakt, falls jede Folge in Γ eine schwach konvergente Teilfolge hat.

(b) Γ heißt straff, falls für alle ε ą 0 es eine kompakte Menge Kε Ă E gibt mit

µpKεq ≥ 1´ ε, @µ P Γ.

Bemerkung 4.16. (i) tµu ist genau dann straff, wenn µ regulär ist.

(ii) Es gelte eine der Eigenschaften

• E ist kompakt

• Es gibt eine Folge von kompakten Mengen pKnqnPN Ă E mit
Ť

n≥1Kn “ E

• E ist eine vollständiger, seperabler metrischer Raum.

Dann ist Γ “ tµu für jedes µ P PpEq straff.

(iii) Γ “ PpRdq ist nicht straff.

Das nächste Lemma bietet ein Kriterium für Straffheit.

Lemma 4.17. Sei E ein Polnischer Raum mit Metrik d. Dann ist Γ Ă PpEq genau dann straff,
wenn es für jedes ε ą 0 und jedes r ą 0 ein n P N und a1, . . . , an P E gibt mit

µ

˜

n
ď

i“1

Brpaiq

¸

≥ 1´ ε, µ P Γ. (4.10)

Beweis. Sei Γ straff, ε ą 0 und r ą 0. Sei K Ă E kompakt mit µpKq ≥ 1 ´ ε für alle µ P Γ.
Nach Lemma 3.8 gibt es n P N sowie a1, . . . , an P E mit

K Ă

n
ď

i“1

Brpaiq.
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Daraus folgt (4.10).
Es gelte Umgekehrt (4.10). Wähle für jedes k ≥ 1 Punkte aki mit i “ 1, . . . , nk derart dass

µ

˜

nk
ď

i“1

B 1
k
paki q

¸

≥ 1´
ε

2k
.

Sei A “
Ş8
k“1

Ťnk
i“1B 1

k
paki q. Analog zum Beweis von Lemma 3.12 lässt sich zeigen, dass A

abgeschlossen sowie total beschränkt, also nach Lemma 3.8 kompakt ist. Ferner lässt sich zeigen,
dass µpAq ≥ µpAq ≥ 1´ ε für µ P Γ.

Der nächste Satz stellt den Zusammenhang zu Straffheit und relativer Kompaktheit her.

Satz 4.18. (Satz von Prokhorov) Sei E ein metrischer Raum. Ist Γ Ă PpEq straff, so ist Γ
relativ kompakt. Ist E zusätzlich ein Polnischer Raum, so ist Γ genau dann straff, wenn es
relativ kompakt ist.

Beweis. Sei zunächst Γ straff und pµnqnPN Ă Γ beliebig. Wir zeigen, dass pµnqn≥1 eine schwach
konvergente Teilfolge besitzt.

Fall 1. Sei E kompakt. Dann ist CbpEq “ CpEq seperabel. Folglich gibt es eine dichte Folge
pfnqn≥1 Ă CpEq. Dann ist wegen

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

f1pxqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ }f1}8

die Folge
`ş

E f1dµn
˘

n≥1
beschränkt und folglich gibt es eine Teilfolge pn

p1q
k qkPN sodass

ż

E

f1pxqdµnp1qk
pxq ÝÑ Ipf1q, k Ñ8.

Auf diesselbe Weise lässt sich zeigen, das auch
´

ş

E f2dµnp1qk

¯

k≥1
beschränkt ist. Folglich gibt es

eine Teilfolge pn
p2q
k qk≥1 sodass

ż

E

f2pxqdµnp2qk
pxq ÝÑ Ipf2q, k Ñ8.

Iteration dieses Verfahrens liefert Folgen pn
plq
k qk≥1 mit pn

pl`1q
k qk≥1 Ă pn

plq
k qk≥1 sodass

ż

E

flpxqdµnplqk
pxq ÝÑ Ipflq, k Ñ8, @l ≥ 1.

Setze mk :“ n
pkq
k , dann gilt per Konstruktion

ż

E

flpxqdµmkpxq ÝÑ Ipflq, k Ñ8, @l ≥ 1.
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Lemma 4.19. Es gibt eine eindeutige lineare Fortsetzung von I auf CpEq welche wir wieder
mit I bezeichnen und welche die Bedingungen |Ipfq| ≤ }f}8 sowie

ż

E

fpxqdµmkpxq ÝÑ Ipfq, k Ñ8

für alle f P CpEq erfüllt. Ferner erfüllt diese Fortsetzung Ipfq ≥ 0 für alle 0 ≤ f P CpEq.

Beweis. Für f P CpEq setze

Ikpfq :“

ż

E

fpxqdµmkpxq.

Dann gilt limkÑ8 Ikpflq “ Ipflq für l ≥ 1. Seien f P CpEq und ε ą 0 beliebig und wähle l ≥ 1
derart dass }f ´ fl}8 ≤ ε. Dann gilt

|Ikpfq ´ Ijpfq| ≤ |Ikpfq ´ Ikpflq| ` |Ikpflq ´ Ijpflq| ` |Ijpflq ´ Ijpfq|
≤ 2}f ´ fl}8 ` |Ikpflq ´ Ijpflq|

≤ 2ε` |Ikpflq ´ Ijpflq| ÝÑ 0, k, j Ñ8.

Also ist pIkpfqqkPN eine Cauchy Folge for alle f P CpEq. Dann definiert Ipfq :“ limkÑ8 Ikpfq
eine lineare Fortsetzung von I. Diese erfüllt

|Ipfq| “ | lim
kÑ8

Ikpfq| ≤ }f}8.

Für die Eindeutigkeit seien I, I 1 zwei solche Fortsetzungen, f P CpEq und ε ą 0. Wähle l ≥ 1
derart dass }f ´ fl}8 ≤ ε gilt und sei k ≥ 1 derart dass

|Ipflq ´ Ikpflq| ` |Ikpflq ´ I
1pflq| ≤ ε.

. Daraus folgt

|Ipfq ´ I 1pfq| ≤ |Ipfq ´ Ipflq| ` |Ipflq ´ Ikpflq| ` |Ikpflq ´ I 1pflq| ` |I 1pflj q ´ I
1pfq| ≤ 3ε

welches die Eindeutigkeit zeigt. Ist f ≥ 0, so gilt

Ipfq “ lim
kÑ8

Ikpfq ≥ 0.

Der Rieszsche-Darstellungssatz (siehe Appendix) liefert die Existenz von einem endliche Maß
µ auf E mit

Ipfq “

ż

E

fpxqdµpxq, f P CpEq.

Folglich gilt

lim
kÑ8

ż

E

fpxqdµmkpxq “ Ipfq “

ż

E

fpxqdµpxq, f P CpEq.
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und da die konstante Funktion f “ 1 stetig ist, gilt auch µpEq “ Ip1q “ limkÑ8 µmkpEq “ 1.
Schritt 2. Angenommen es gibt einen kompakten metrischen Raum pE1, d1q mit E P BpE1q
derart dass E die Unterraumtopologie trägt. D.h. A Ă E ist offen genau dann, wenn es eine
offene Menge B Ă E1 gibt mit A “ B X E. Wir erweitern µn auf E1 durch

µnpE
1zEq “ 0, n ≥ 1.

Dann ist pµnqn≥1 Ă PpE1q und nach Schritt 1 gibt es eine Teilfolge pnkqk≥1 und ein µ P PpE1q
mit µnk ÝÑ µ schwach bezüglich pE1, d1q. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem m ≥ 1 eine
kompakte Menge Km Ă E mit µnpKmq ≥ 1´ 1

m , für n ≥ 1. Es lässt sich zeigen, dass Km auch
kompakt in pE1, d1q ist. Nach dem Satz von Portmanteau folgt

µpKmq ≥ lim sup
kÑ8

µnkpKmq ≥ 1´
1

m
.

Daraus folgt 1 “ µ
´

Ť

m≥1Km

¯

≤ µpEq ≤ 1, also µpEq “ 1. Sei G Ă E offen und sei B Ă E1

offen mit G “ B X E. Dann gilt

lim inf
kÑ8

µnkpGq “ lim inf k Ñ8µnkpBq ≥ µpBq “ µpGq

und aus dem Satz von Portmanteau folgt µnk ÝÑ µ schwach in E.
Schritt 3. Sei pE, dq ein allgemeiner metrischer Raum. Nach vorhergehender Argumentation gibt
es zu jedem m ≥ 1 eine kompakte Menge Km Ă E mit µnpKmq ≥ 1´ 1

m , für n ≥ 1. Folglich gilt

µn

˜

ď

m≥1

Km

¸

“ 1, n ≥ 1.

Also können wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass pE, dq σ-kompakt und
somit auch seperabel ist. Um Schritt 2 anzuwenden müssen wir eine Einbettung in einen kom-
pakten metrischen Raum pE1, d1q konstruieren. Ersetzen wir d durch d^ 1 so ändert dieses nicht
die offenen Mengen in E; ohne Einschränkung sei also d ≤ 1. Sei E1 “ r0, 1sN und

d1pa, bq “
8
ÿ

j“1

2´j
|aj ´ bj |

1` |aj ´ bj |
, a “ pajqj≥1, b “ pbjqj≥1 P E

1.

Da r0, 1s kompakt ist und d1 die Produkttopologie erzeugt, lässt sich zeigen, dass pE1, d1q ein
kompakter metrischer Raum ist. Sei pzkqk≥1 Ă E eine dichte Teilmenge und definiere

I : E ÝÑ E1, x ÞÝÑ pdpx, zkqqk≥1.

Dann hat I die folgenden Eigenschaften

• I ist stetig und injektiv.

• I bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.
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Definiere µ1n :“ µn ˝ I
´1 auf pE1, d1q. Sei pKmqm≥1 wie zu Beginn von Schritt 3 und setze

K 1
m :“ IpKmq. Dann sind K 1

m Ă E1 kompakt und es gilt

µ1npK
1
mq “ µnpKmq ≥ 1´

1

m
, n ≥ 1.

Nach Schritt 2 gibt es eine Teilfolge pµ1nkqk≥1 und µ1 P PpE1q mit µ1nk ÝÑ µ1 schwach in E1. Aus
Portmanteau folgt

µ1
`

K 1
m

˘

≥ lim sup
kÑ8

µ1nkpK
1
mq ≥ 1´

1

m

und somit wegen
Ť

m≥1K
1
m Ă IpEq auch 1 ≤ µ1

´

Ť

m≥1K
1
m

¯

≤ µ1pIpEqq ≤ 1 bereits µ1pIpEqq “

1. Folglich gibt es ein µ P PpEq mit µ1 “ µ ˝ I´1. Sei f P CbpEq, dann ist

ż

E

fpxqdµnkpxq “

ż

E1

fpI´1pxqqdµ1nkpxq ÝÑ

ż

E1

fpI´1pxqqdµ1pxq “

ż

E

fpxqdµpxq

wobei wir benutzt haben, dass f ˝ I´1 stetig ist. Dieses zeigt den ersten Teil der Behauptung.
Umgekehrt sei Γ relativ kompakt, wir zeigen dass Γ straff ist. Angenommen Γ ist nicht straff.

Dann gibt es nach Lemma 4.17 ein ε ą 0 und r ą 0 sodass für alle n ≥ 1 und alle a1, . . . , an P E
es ein µ P Γ gibt mit

µ

˜

n
ď

i“1

Urpaiq

¸

≤ µ

˜

n
ď

i“1

Brpaiq

¸

≤ 1´ ε.

Da E seperabel ist, gibt es es eine Folge paiqiPN Ă E mit E “
Ť

i≥1 Urpaiq. Setze An “
Ťn
i“1 Urpaiq. Wir finden daher eine Folge pµnqnPN Ă Γ mit

µnpAnq ≤ 1´ ε, n ≥ 1.

Da Γ relativ kompakt ist gibt es eine Teilfolge µnk welche schwach gegen ein µ konvergiert. Da
An offen ist und da An Ă Ank für hinreichend grosse k, folgt aus Portmanteau

µpAnq ≤ lim inf
kÑ8

µnkpAnq ≤ lim inf
kÑ8

µnkpAnkq ≤ 1´ ε.

Dieses wiederspricht
Ť

n≥1An “ E.

Als Korollar können wir zeigen, dass

Korollar 4.20. Sei pE, dq ein seperabler metrischer Raum.

(a) Für f P CbpE ˆ Eq ist die Abbildung

PpEq ˆ E Q pµ, yq ÞÝÑ Ipµ, yq “

ż

E

fpx, yqdµpxq

stetig und beschränkt, d.h. I P CbpPpEq ˆ Eq.
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(b) Sei f P CbpPpEq ˆ Eq. Dann ist die Abbildung

Jpνq “

ż

E

fpµ, xqdµpxq, µ P PpEq

stetig und beschränkt, d.h. J P CbpPpEqq.
Beweis. (a) Sei µn ÝÑ µ schwach und yn ÝÑ y. Wir müssen zeigen dass Ipµn, ynq ÝÑ Ipµ, yq.
Es gilt Ipµn, yq ÝÑ Ipµ, yq, folglich reicht es wegen

|Ipµn, ynq ´ Ipµ, yq| ≤ |Ipµn, ynq ´ Ipµn, yq| ` |Ipµn, yq ´ Ipµ, yq| (4.11)

zu zeigen, dass |Ipµn, ynq ´ Ipµn, yq| ÝÑ 0 gilt. Da µn ÝÑ µ schwach, ist pµnqn≥1 nach dem
Satz von Prokhorov straff. Sei ε ą 0 und Kε Ă E kompakt mit µnpKεq ≥ 1´ ε für n ≥ 1. Da f
stetig ist gibt es n0pεq P N mit

sup
xPKε

|fpx, ynq ´ fpx, yq| ă ε, n ≥ n0pεq.

Für n ≥ n0 erhalten wir folglich

|Ipµn, ynq ´ Ipµn, yq| ≤

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

1Kεpxqpfpx, ynq ´ fpx, yqqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

1Kc
ε
pxqpfpx, ynq ´ fpx, yqqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ sup
xPKε

|fpx, ynq ´ fpx, yq| ` 2}f}8µnpK
c
εq ≤ p1` 2}f}8qε.

(b) Betrachte eine ähliche Zerlegung zu (4.11). Die Details sind Übung.

4.3 Levy-Prokhorov Metrik

Definition 4.21. Es sei ρ : PpEq ˆ PpEq ÝÑ r0,8q gegeben durch

ρpµ, νq :“ inftε ą 0 | µpF q ≤ νpF εq ` ε, F ist abgeschlossen u

mit F ε :“ ty P E | dpy, F q ă εu. Die Abbildung ρ wird Levy-Prokhorov Metrik genannt.

Lemma 4.22. [EK86] Die Prokhorov Metrik ρ definiert eine Metrik auf E.

Satz 4.23. [EK86] Sei E ein seperabler metrischer Raum und pµnqnPN Ă PpEq, µ P PpEq.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) µn ÝÑ µ schwach für nÑ8.

(b) ρpµn, µq ÝÑ 0 für nÑ8.

Satz 4.24. [EK86] Es gelten die folgenden Aussagen.

(a) Ist E seperabel, so ist auch PpEq seperabel.

(b) Ist E vollständig, so ist auch PpEq volltändig.

Insbesondere, ist E ein Polnischer Raum, so ist auch PpEq ein Polnischer Raum.
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4.4 Beschräkte Lipschitz Metrik

Sei BLpEq der Raum aller Funktionen f mit endlicher Norm

}f}BL “ }f}8 ` sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

dpx, yq
.

Dann ist BLpEq ein Banachraum und es gilt BLpEq Ă CbpEq.

Definition 4.25. Definiere eine Abbildung ρ : PpEq ˆ PpEq ÝÑ r0,8q durch

ρpµ, νq “ sup

$

&

%

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµpxq ´

ż

E

fpxqdνpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

: f P BLpEq, }f}BL ≤ 1

,

.

-

.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ρ symmetrisch ist und die Dreiecksungleichung erfüllt.
Ferner ist ρpµ, νq “ 0 genau dann, wenn

ż

E

fpxqdµpxq “

ż

E

fpxqdνpxq, @f P CbpEq.

Also genau dann, wenn µ “ ν. Der nächste Satz zeigt, dass pPpEq, ρq ein Polnischer Raum ist,
sofern pE, dq ein Polnischer Raum war.

Satz 4.26. Sei pE, dq ein metrischer Raum.

• Ist pE, dq seperabel, so ist auch pPpEq, ρq seperabel.

• Ist pE, dq vollständig, so ist auch pPpEq, ρq vollständig.

Beweis. Siehe [EK86].

Zum Schluss wollen wir die Konvergenz bezüglich ρ besser verstehen. Klar gilt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

hpxqdνpxq ´

ż

E

hpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ ρpν, µq, @h P BLpEq (4.12)

für alle µ, ν P PpEq. Folglich impliziert ρpµn, µq ÝÑ 0 bereits µn ÝÑ µ schwach. Der nachfol-
gende Satz zeigt, dass für seperable metrische Räume auch die Umkehrung gilt.

Satz 4.27. Sei pE, dq ein seperabler metrischer Raum und seien pµnqn≥1 Ă PpEq sowie µ P
PpEq. Dann sind äquivalent

• ρpµn, µq ÝÑ 0

• µn ÝÑ µ schwach.
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Beweis. Die erste Richtung folgt aus (4.12) und dem Satz von Portmanteau. Es sei nun µn ÝÑ µ
schwach. Nach dem Satz von Prokhorov sind pµnqn≥1 sowie µ straff und folglich gibt es zu ε ą 0
eine kompakte Menge Kε Ă E mit

µpKεq ` µnpKεq ≥ 1´ ε, n ≥ 1.

Dann ist pKε, dq ein kompakter metrischer Raum. Ferner ist

A :“ tf P BLpKεq | }f}BLpKεq ≤ 1u Ă CpKεq

abgeschlossen und nach dem Satz von Arzela-Ascoli (siehe Appendix) kompakt. Also gibt es
f1, . . . , fk P A derart, dass für jedes f P CpKεq mit }f}BLpKεq ≤ 1 ein j P t1, . . . , ku existiert mit

sup
xPKε

|fpxq ´ fjpxq| ă ε.

Sei f P BLpEq mit }f}BL ≤ 1. Dann ist f |Kε P BLpKεq und es gilt }f |Kε}BLpKεq ≤ 1 und folglich
erhalten wir

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµnpxq ´

ż

E

fpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ }f}8 pµnpKc
εq ` µpK

c
εqq `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Kε

fpxqdµnpxq ´

ż

Kε

fpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ 2ε`

ż

Kε

|fpxq ´ fjpxq|dµnpxq `

ż

Kε

|fpxq ´ fjpxq|dµpxq

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Kε

fjpxqdµnpxq ´

ż

Kε

fjpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ 4ε`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Kε

fjpxqdµnpxq ´

ż

Kε

fjpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Nach Korollar 4.9 ist µn ÝÑ µ schwach in PpKεq und damit verschwidet das letzte Integral für
nÑ8.

4.5 Konvergenz von Momenten

Ziel dieses Abschnittes ist es ein analoges Result zu dem Satz von Portmanteau für unbeschränkte
Testfunktionen zu beweisen. Sei pE, dq ein metrischer Raum und sei V : E ÝÑ R` stetig.
Definiere

PV pEq “

$

&

%

µ P PpEq |
ż

E

V pxqdµpxq ă 8

,

.

-

.

Analog sei CV pEq der Raum der stetigen Funktionen auf E wo

}f}CV “ sup
xPE

|fpxq|

1` V pxq
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endlich ist. Dann erfüllt jedes f P CV pEq

|fpxq| ≤ }f}CV p1` V pxqq, x P E.

Man kann zeigen, dass pCV pEq, } ¨ }CV q ein Banachraum ist.

Definition 4.28. Sei pµnqn≥1 Ă PV pEq sowie µ P PV pEq. Wir sagen µn ÝÑ µ in PV pEq, falls

ż

E

fpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, nÑ8

für alle f P CV pEq.

Bemerkung 4.29. Ist V beschränkt, so ist CV pEq “ CbpEq und PV pEq “ PpEq. In diesem
Fall ist die Konvergenz in PV pEq gerade die schwache Konvergenz. Von besonderem Interesse
ist für uns der Fall wo V nicht beschränkt ist.

Beispiel 4.30. Sei E “ Rd, V pxq “ |x|p mit p ≥ 1. Dann ist f P CV pRdq genau dann, wenn

|fpxq| ≤ Cp1` |x|pq, x P Rd

für eine Konstante C ą 0. Ferner ist µ P PV pRdq genau dann, wenn µ endliche Momente bis
zur Ordnung p hat. Da fpxq “ |x|k P CV pRdq für k P r1, ps impliziert Konvergenz in PV pRdq die
Konvergenz aller Momente bis zur Ordnung p.

Im folgenden wollen wir die folgende Erweiterung vom Satz von Portmanteau beweisen.

Satz 4.31. Sei pE, dq ein metrischer Raum, V P CpEq sowie pµnqn≥1 Ă PV pEq und µ P PV pEq.
Dann sind äquivalent:

(a) µn ÝÑ µ in PV pEq.

(b) µn ÝÑ µ schwach und

ż

E

V pxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

V pxqdµpxq, nÑ8.

(c) µn ÝÑ µ schwach und

lim sup
nÑ8

ż

E

V pxqdµnpxq ≤
ż

E

V pxqdµpxq.

(d) µn ÝÑ µ schwach und

lim
RÑ8

lim sup
nÑ8

ż

E

1V pxq≥RV pxqdµnpxq “ 0.
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Beweis. (a) ùñ (b) ùñ (c): klar.
(c) ùñ (d) Wir zeigen zunächst

lim inf
nÑ8

ż

E

1VăRpxqV pxqdµnpxq ≥
ż

E

1VăRpxqV pxqdµpxq. (4.13)

Es gilt
ż

E

1VăRpxqV pxqdµnpxq “

ż

E

1VăRpxqpR^ V pxqqdµnpxq “ anµ
1
npV ă Rq

wo µ1npAq “
1
an

ş

ApR ^ V pxqqdµnpxq und an “
ş

EpR ^ V pxqqdµnpxq. Hierbei können wir ohne
Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass an ‰ 0 (ansonsten ist nichts zu zeigen). Wegen
R ^ V P CbpEq folgt an ÝÑ

ş

EpR ^ V pxqqdµpxq “: a Aus V ^ R P CbpEq erhalten wir für alle
f P CbpEq

ż

E

fpxqdµ1npxq “
1

an

ż

E

fpxqpR^ V pxqqdµnpxq ÝÑ
1

a

ż

E

fpxqpR^ V pxqqdµpxq

und folglich µ1n ÝÑ µ1 schwach wo µ1pAq “ 1
a

ş

ApR ^ V pxqqdµpxq. Da V stetig ist, ist tx P
E | V pxq ă Ru offen und nach Portmanteau gilt somit lim infnÑ8 µ

1
npV ă Rq ≥ µ1pV ă Rq.

Daraus folgt

lim inf
nÑ8

anµ
1
npV ă Rq ≥ aµ1pV ă Rq “

ż

E

1VăRpR^ V pxqqdµpxq “

ż

E

1VăRV pxqdµpxq,

d.h. (4.13). Mit Annahme (c) und (4.13) erhalten wir

lim sup
nÑ8

ż

E

1V≥RpxqV pxqdµnpxq “ lim sup
nÑ8

¨

˝

ż

E

V pxqdµnpxq ´

ż

E

1VăRpxqV pxqdµnpxq

˛

‚

≤ lim sup
nÑ8

ż

E

V pxqdµnpxq ´ lim inf
nÑ8

ż

E

1VăRpxqV pxqdµnpxq

≤
ż

E

V pxqdµpxq ´

ż

E

1VăRpxqV pxqdµpxq

“

ż

E

1V≥RpxqV pxqdµpxq.

Wegen µ P PV pEq folgt (d).
(d) ùñ (a) Sei zunächst f P CV pEq nicht-negativ. Wir zeigen zunächst: Für alle ε ą 0 gibt es
ein Rε ą 0 sodass

lim sup
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµnpxq ´

ż

E

pR^ fpxqqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ 2}f}CV ε, R ≥ Rε. (4.14)
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Sei ε ą 0 fest. Für R ą 0 schreibe
ż

E

fpxqdµnpxq “

ż

E

1V≥Rpxqfpxqdµnpxq `

ż

E

1VăRpxqfpxqdµnpxq “ I1 ` I2.

Wegen Annahme (d) finden wir ein Rε ą 0 mit

µpV ≥ Rq ` lim sup
nÑ8

ż

E

1V≥RpxqV pxqdµnpxq ă ε, R ≥ Rε.

Da tV ≥ Ru abgeschlossen ist, folgt aus Portmanteau lim supnÑ8 µnpR ≥ V q ≤ µpR ≥ V q. Also

lim sup
nÑ8

I1 ≤ }f}CV lim sup
nÑ8

ż

E

1V≥Rpxqp1` V pxqqdµnpxq

“ }f}CV lim sup
nÑ8

µnpV ≥ Rq ` }f}CV lim sup
nÑ8

ż

E

1V≥RpxqV pxqdµnpxq. ≤ }f}CV ε.

Für den zweiten Term erhalten wir mit R1 “ }f}CV p1`Rq

I2 “

ż

E

1VăRpxqpR
1 ^ fpxqqdµnpxq “

ż

E

pR1 ^ fpxqqdµnpxq ´

ż

E

1V≥RpxqpR
1 ^ fpxqqdµnpxq.

Da R1 ^ f P CbpEq erhalten wir limnÑ8

ş

EpR
1 ^ fpxqqdµnpxq “

ş

EpR
1 ^ fpxqqdµpxq. Für den

anderen Term gilt

lim sup
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

1V≥RpxqpR
1 ^ fpxqqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ }f}CV lim sup
nÑ8

µnpV ≥ Rq ` }f}CV lim sup
nÑ8

ż

E

1V≥RpxqV pxqdµnpxq ≤ }f}CV ε.

Daraus folgt (4.14). Nun schreibe
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµnpxq ´

ż

E

fpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµnpxq ´

ż

E

pR^ fpxqqdµnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

pR^ fpxqqdµnpxq ´

ż

E

pR^ fpxqqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

pR^ fpxqqdµpxq ´

ż

E

fpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Wegen R^ f P CbpEq folgt

lim sup
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµnpxq ´

ż

E

fpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ 2}f}CV ε`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

pR^ fpxqqdµpxq ´

ż

E

fpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Da für RÑ8 der letzte Term verschwindet, folgt die Behauptung.
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4.6 Wasserstein 1-Distanz

Zum Schluss betrachten wir eine Variation der Beschränkten Lipschitz Metrik wo wir darauf
verzichten, dass f beschränkt ist. Genauer sei

}f}Lip “ sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|

dpx, yq

und sei LippEq “ tf | }f}Lip ă 8u. Dann gilt LippEq Ă CpEq sowie

|fpxq| ≤ |fpxq ´ fpx0q| ` |fpx0q| ≤ }f}Lipdpx, x0q ` |fpx0q|, x, x0 P E.

Beispiel 4.32. Ist E “ Rd und dpx, yq “ |x´y| so ist LippRdq die Menge aller global Lipschitz-
stetigen Funktionen. Jedes f P LippRdq wächst demnach höchstens linear in |x| (wir wählen
hierbei x0 “ 0).

Definiere

W1pµ, νq “ sup

$

&

%

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµpxq ´

ż

E

fpxqdνpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

: f P LippEq, }f}Lip ≤ 1

,

.

-

.

Da f P LippEq diesmal nicht beschränkt ist, ist W1 im Allgemeinen nicht wohldefiniert. Wir
betrachten die Einschränkung

P1pEq “

$

&

%

µ P PpEq |
ż

E

dpx, x0qdµpxq ă 8

,

.

-

wo x0 P E ein beliebiger fester Punkt ist.

Lemma 4.33. pP1pEq,W1q ist ein metrischer Raum.

Beweis. Übung.

Die Konvergenz bezüglich dieser Wasserstein Metrik wird im nachfolgenden Satz charakte-
risiert.

Satz 4.34. Sei pµnqn≥1 Ă P1pEq und µ P P1pEq. Dann sind äquivalent

(a) W1pµn, µq ÝÑ 0.

(b) µn ÝÑ µ in PV pEq für V pxq “ dpx, x0q wo x0 P E ein beliebiger Punkt ist.
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4.7 Zusammenhang zu Zufallsvariablen

Sei pE, dq ein metrischer Raum, pXnqnPN eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine
E-wertige Zufallsvariable. Dann ist ω ÞÝÑ pXnpωq, Xpωqq messbar bezüglich F´´BpEqbBpEq.
Ferner ist px, yq ÞÝÑ dpx, yq stetig, also BpE ˆ Eq ´ ´BpRq messbar. Beachte, dass E ˆ E mit
dEˆEppx, yq, px

1, y1qq :“ dpx, yq ` dpx1, y1q wieder ein metrischer Raum ist. Um die Konvergenz
Xn ÝÑ X zu untersuchen, betrachten wir die Abbildung

Ω ÝÑ r0,8q, ω ÞÝÑ dpXnpωq, Xpωqq.

Diese ist messbar, sofern BpE ˆ Eq Ă BpEq b BpEq gilt. Ohne weiteres ist dieses jedoch nicht
der Fall.

Lemma 4.35. Sei E seperabel. Dann ist E ˆ E seperabel und es gilt

BpE ˆ Eq “ BpEq b BpEq.

Hier und im folgenden ist pE, dq stets ein seperabler, metrischer Raum.

Definition 4.36. Sei pXnqnPN eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X ein weitere
E-wertige Zufallsvariable.

(a) Xn ÝÑ X is Wahrscheinlichkeit, falls dpXn, Xq ÝÑ 0 in Wahrscheinlichkeit.

(b) Xn ÝÑ X fast sicher, falls dpXn, Xq ÝÑ 0 fast sicher.

(c) Xn ÝÑ X in Lp, falls dpXn, Xq ÝÑ 0 in Lp.

(d) Xn ÝÑ X in Verteilung, falls µn :“ P ˝X´1
n schwach gegen µ :“ P ˝X´1 konvergiert.

Konvergenz in Verteilung ist, per Definition vom Bildmaß, äquivalent zu

EpfpXnqq ÝÑ EpfpXqq, nÑ8

für alle f P CbpEq.

Satz 4.37. Sei pXnqnPN eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine weitere E-
wertige Zufallsvariable. Angenommmen es gilt Xn ÝÑ X in Verteilung und X ist fast sicher
konstant. Dann gilt Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Es sei α P E derart, dass PpX “ αq “ 1. Sei A P BpEq beliebig, dann gilt

P ˝X´1pAq “ PptX P Auq “ PptX P Au X tX “ αuq “ δαpAq.

Folglich ist P ˝X´1 “ δα. Sei ε ą 0 beliebig. Dann ist ty P E | dpy, αq ≥ εu abgeschlossen. Aus
dem Satz von Portmanteau folgt

lim sup
nÑ8

PpdpXn, Xq ≥ εq “ lim sup
nÑ8

PpdpXn, αq ≥ εq

“ lim sup
nÑ8

P ˝X´1
n pty P E | dpy, αq ≥ εuq

“ P ˝X´1 pty P E | dpy, αq ≥ εuq “ 0,

da α R ty P E | dpy, αq ≥ εu.
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Satz 4.38. Sei pXnqnPN eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine E-wertige Zu-
fallsvariable. Gilt Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit, so folgt Xn ÝÑ X in Verteilung.

Beweis. Sei f P CbpEq gleichmässig stetig und ε ą 0. Dann gibt es ein δ ą 0, sodass für alle
x, y P E mit dpx, yq ă δ bereits |fpxq ´ fpyq| ă ε gilt. Dann gilt

|EpfpXnqq ´ EpfpXqq| ≤
ż

dpXn,Xqăδ

|fpXnq ´ fpXq|dP`
ż

dpXn,Xq≥δ

|fpXnq ´ fpXq|dP

≤ ε` 2}f}8P pdpXn, Xq ≥ δq .

Satz 4.39. Seien pXnqnPN, pYnqnPN Zufallsvariablen auf E und µ P PpEq. Angenommen P ˝
X´1
n ÝÑ µ und dpXn, Ynq ÝÑ 0 in Wahrscheinlichkeit. Dann gilt

P ˝ Y ´1
n ÝÑ µ, nÑ8.

Beweis. Sei F Ă E abgeschlossen. Für ε ą 0 sei F ε “ tx P E | dpx, F q ≤ εu und F ε0 “ tx P
E | dpx, F q ă εu. Dann gilt

tYn P F u “ ptYn P F u X tdpXn, Ynq ă εuq Y ptYn P F u X tdpXn, Ynq ≥ εuq
“ ptYn P F u X tdpXn, Ynq ă εu X tXn P F

ε
0 uq Y ptYn P F u X tdpXn, Ynq ≥ εuq

Ă tXn P F
ε
0 u Y tdpXn, Ynq ≥ εu Ă tXn P F

εu Y tdpXn, Ynq ≥ εu.

Da F ε abgeschlossen ist folgt

lim sup
nÑ8

PpYn P F q ≤ lim sup
nÑ8

PpdpYn, Xnq ≥ εq ` lim sup
nÑ8

PpXn P F
εq

“ lim sup
nÑ8

P ˝X´1
n pF εq ≤ P ˝X´1pF εq.

Wegen F ε Œ F für εÑ 0 folgt die Behauptung.

Wir zeigen noch einen alternativen Beweis.

Beweis. Wegen dem Satz von Portmanteau reicht es zu zeigen, dass für jede gleichmässig stetige
Funktion f : E ÝÑ R

ż

E

fpyqpP ˝ Y ´1
n qpdyq ÝÑ

ż

E

fpyqdµpyq, nÑ8

gilt. Sei ε ą 0 beliebig und wähle δ ą 0 derart, dass

|fpxq ´ fpyq| ă
ε

3
, @x, y P E mit dpx, yq ă δ.

Wähle n0 P N derart, dass
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpyqpP ˝X´1
n qpdyq ´

ż

E

fpyqdµpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
ε

3
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sowie PpdpXn, Ynq ≥ δq ă ε
3p2}f}8`1q für alle n ≥ n0 gilt. Dann folgt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpyqpP ˝ Y ´1
n qpdyq ´

ż

E

fpyqdµpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ |EpfpXnqq ´ EpfpYnqq| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpyqpP ˝X´1
n qpdyq ´

ż

E

fpyqdµpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
ż

dpXn,Ynq≥δ

|fpXnq ´ fpYnq|dP`
ż

dpXn,Ynqăδ

|fpXnq ´ fpYnq|dP`
ε

3

≤ 2}f}8PpdpXn, Ynq ≥ δq `
2ε

3
≤ ε.

5 Charakteristische Funktionen

Im letzten Kapitel haben wir Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf metrischen und
Polnischen Räumen untersucht. Dieses Kapitel widmet sich dem Studium von Wahrscheinlich-
keitsmaßen auf E “ Rd. Für diesen Spezialfall ist es möglich jedem endlichen Maß µ auf Rd eine
komplex-wertige Funktion (charakteristische Funktion) pµpξq zuzuordnen. Schwache Konvergenz
von Wahrscheinlichkeitsmaßen sowie Existenz von Momenten können mithilfe der charakteristi-
schen Funktion beschrieben werden.

5.1 Fouriertransformation von Funktionen

Für ξ, x P Rd sei ξ ¨x :“
d
ř

k“1

ξkxk “ xλ,Aλy das euklidische Skalarprodukt. hier und im folgenden

bezeichnet L1pRdq den Raum aller messbaren, integrierbaren Funktionen auf Rd, d.h. für g P
L1pRdq gilt

ż

Rd

|gpxq|mpdxq ă 8.

Definition 5.1. Sei g P L1pRdq. Die Fouriertransformierte von g ist für ξ P Rd definiert durch

pgpξq :“

ż

Rd

eiξ¨xgpxqmpdxq :“

ż

Rd

cospξ ¨ xqgpxqmpdxq ` i

ż

Rd

sinpξ ¨ xqgpxqmpdxq.

Die Definition ist wegen |eiξ¨x| “ 1 für alle ξ P Rd wohldefiniert.

Definition 5.2. Eine Funktion g : Rd ÝÑ C heißt positiv (semi-)definit, wenn für alle n P N
und alle ξ1, . . . , ξn P Rd die Matrix pgpξi ´ ξjqq1≤i,j≤n positiv (semi-)definit ist.
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Diese Definition ist äquivalent zu: Für alle n P N, alle λ “ pλ1, . . . , λnq P Cn und alle
ξ1, . . . , ξn P Rd gilt

n
ÿ

i,j“1

λjλigpξj ´ ξiq ≥ 0. (5.1)

Denn setze A :“ pgpξj ´ ξiqq1≤i,j≤n, d.h. Aij “ gpξj ´ ξiq. Dann gilt pAλqi “
n
ř

j“1
Aijλj und

folglich

xλ,Aλy “
n
ÿ

i“1

λipAλqi “
n
ÿ

i,j“1

λiλjAij “
n
ÿ

i,j“1

λiλjgpξj ´ ξiq.

Man beachte, dass die Matrix A insbesondere hermitsch ist, d.h. A “ AT . Es sei g eine positiv
(semi-)definite Funktion. Dann gilt:

• Für n “ 1 und λ P C folgt aus (5.1) |λ|2gp0q ≥ 0, also gp0q ≥ 0.

• Für n “ 2 mit ξ1 “ 0 und ξ2 “ ξ P Rd folgt, dass die Matrix

ˆ

gp0q gpξq
gp´ξq gp0q

˙

positiv

(semi-)definit ist. Daraus folgt gp´ξq “ gpξq. Ferner muss die Determinante nicht-negativ
sein, also

gp0q2 ´ gpξqgp´ξq “ gp0q2 ´ |gpξq|2 ≥ 0

und somit |gpξq| ≤ gp0q.

Es sei C8c pRdq der Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Träger. D.h. f P C8c pRdq, falls
f beliebig oft differenzierbar ist und f P CcpRdq.

Lemma 5.3. [Wer00] Für jedes g P L1pRdq und jedes ε ą 0 gibt es eine Funktion fε P C
8
c pRdq

mit

}fε ´ g}L1 :“

ż

Rd

|fεpxq ´ gpxq|mpdxq ă ε.

Die wichtigsten Eigenschaften der Fouriertransformierten von g sind im nächsten Satz zu-
sammengefasst.

Satz 5.4. Es sei g P L1pRdq. Es gelten die folgenden Eigenschaften.

(a) |pgpξq| ≤ }g}L1 und pgp0q “
ş

Rd
gpxqmpdxq.

(b) pg ist gleichmässig stetig.

(c) pg verschwindet im Unendlichen, d.h. für alle ε ą 0 gibt es eine kompakte Menge Kε Ă Rd
derart, dass

|pgpξq| ă ε, ξ R Kε.

(d) Ist g fast überall nicht-negativ, so ist pg positiv (semi-)definit.
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Beweis. (a) Klar.
(b) Seien ξ1, ξ2 P Rd und ε ą 0. Wähle eine kompakte Menge Kε Ă Rd derart, dass

ż

Kc
ε

|gpxq|mpdxq ă
ε

4
.

Sei δ ą 0 mit δ ă ε
2p1` sup

xPKε

|x|qp1`}g}L1 q
. Dann gilt für alle |ξ1 ´ ξ2| ă δ

|pgpξ1q ´ pgpξ2q| ≤
ż

Rd

|eiξ1¨x ´ eiξ2¨x||gpxq|mpdxq ≤
ż

Kε

|eiξ1¨x ´ eiξ2¨x||gpxq|mpdxq `
ε

2
.

Es gilt

|eiξ1¨x ´ eiξ2¨x| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

i

ξ2¨x
ż

ξ1¨x

eitdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ |pξ2 ´ ξ1q ¨ x| ≤ |x| ¨ |ξ2 ´ ξ1|

woraus folgt

|pgpξ1q ´ pgpξ2q| ≤
ε

2
` }g}L1 sup

xPKε

|x| ¨ |ξ1 ´ ξ2| ≤ ε.

(c) Wir zeigen die Behauptung zuerst für g P C8c pRdq. Wähle R ą 0 derart, dass gpxq “ 0 für
alle |x| ≥ R. Wähle R1 ą R und sei |ξ| ≥ R. Dann finden wir ein j P t1, . . . , du mit |ξj | ≥ R1?

d
.

Mittels partieller Integration, wobei der Randterm wegen g P C8c pRdq verschwidet, erhalten wir

pgpξq “

ż

Rd

eiξ¨xgpxqmpdxq “

ż

|x|≤R1

eiξ¨xgpxqmpdxq

“
1

iξj

ż

|x|≤R1

Beiξ¨x

Bxj
gpxqmpdxq “ ´

1

iξj

ż

|x|≤R1

eiξ¨x
Bgpxq

Bxj
mpdxq.

Daraus folgt

|pgpξq| ≤ 1

|ξj |

›

›

›

›

Bg

Bxj

›

›

›

›

L1
≤
?
d

R1

›

›

›

›

Bg

Bxj

›

›

›

›

L1
.

Die Behauptung folgt aus R1 ÝÑ 8. Für den allgemeinen Fall sei g P L1pRdq, ε ą 0 und
fε P C

8
c pRdq derart, dass }g ´ fε}L1 ă ε. Die Behauptung folgt aus

|pgpξq| ≤ |pgpξq ´ pfεpξq| ` | pfεpξq| ≤ }g ´ fε}L1 ` | pfεpξq|.

(d) Es gilt

ż

Rd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

λje
iξj ¨x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

gpxqmpdxq “

ż

Rd

n
ÿ

i,j“1

λjλie
ix¨pξj´ξiqgpxqmpdxq “

n
ÿ

i,j“1

λjλipgpξj ´ ξiq.
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Wir betrachten das Beispiel einer Normalverteilung.

Beispiel 5.5. Es sei gpxq :“ e´α|x|
2

mit α ą 0. Dann ist

pgpξq “
´π

α

¯
d
2
e´

|ξ|2

4α . (5.2)

Beachte, für α “ 1
2 ist pgpξq “ p2πq

d
2 gpξq.

Beweis. Es gilt

pgpξq “

ż

Rd

eiξ¨xe´α|x|
2
mpdxq “

d
ź

k“1

ż

R

eiξk¨xke´αx
2
kmpdxq.

Also reicht es aus die Behauptung für d “ 1 zu beweisen. Für diesen Fall erhalten wir für ξ, x P R

e´αx
2
eiξx “ e

´α
´

x2´2x iξ
2α
`p iξ2αq

2
´p iξ2αq

2
¯

“ e´
ξ2

4α e´αpx´
iξ
2αq

2

.

Daraus folgt
ż

R

eiξxe´αx
2
mpdxq “ e´

ξ2

4α

ż

R

e´αpx´
iξ
2αq

2

mpdxq.

Für das Integral erhalten wir mittels Cauchys Integralsatz (siehe [FL80]) und der Substitution
y “

?
αx

ż

R

e´αpx´
iξ
2αq

2

mpdxq “

ż

R

e´αx
2
mpdxq “

1
?
α

ż

R

e´x
2
mpdxq “

c

π

α
.

Als nächstes wollen wir die Inverse Transformation finden.

Lemma 5.6. Es seien g, h P L1pRdq. Dann gilt

ż

Rd

pgpξqhpξqmpdξq “

ż

Rd

gpξqphpξqmpdξq.

Beweis. Mittels Fubini erhalten wir
ż

Rd

pgpξqhpξqmpdξq “

ż

Rd

ż

Rd

eiξ¨xgpxqhpξqmpdxqmpdξq “

ż

Rd

gpξqphpξqmpdξq.

Fubini ist anwendbar, da px, ξq ÞÝÑ gpxqhpξq integrierbar ist bezüglich mpdxqmpdξq.

Lemma 5.7. Für jedes g P CbpRdq und jedes x P Rd gilt

ż

Rd

gpyq
e´

|x`y|2

4α

p4παq
d
2

mpdyq ÝÑ gp´xq, αÑ 0.
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Beweis. Übung.

Lemma 5.8. Es sei g P CbpRdq X L1pRdq derart, dass pg P L1pRdq. Dann gilt

p

pgpxq “ p2πqdgp´xq, x P Rd.

Beweis. Sei α ą 0 und setze ϕxpξq :“ eiξ¨xe´α|ξ|
2
. Für diese Funktion gilt nach (5.2)

pϕxpξq “

ż

Rd

eipξ`xq¨ye´α|y|
2
mpdyq “

´π

α

¯
d
2
e´

|ξ`x|2

4α .

Damit erhalten wir
ż

Rd

pgpξqeiξ¨xe´α|ξ|
2
mpdξq “

ż

Rd

gpξqpϕxpξqmpdξq

“

´π

α

¯
d
2

ż

Rd

gpξqe´
|ξ`x|2

4α mpdξq “ p2πqd
ż

Rd

gpξq
e´

|ξ`x|2

4α

p4παq
d
2

mpdξq.

Betrachten wir den Grenzwert αÑ 0, so folgt die Behauptung aus Lemma 5.7.

Satz 5.9. Sei g P L1pRdq. Definiere die Abbildung

qgpxq :“
1

p2πqd

ż

Rd

e´iξ¨xgpξqmpdξq, x P Rd.

Dann gilt für alle g P CbpRdq X L1pRdq derart, dass pg P L1pRdq

q

pg “ g “ p

qg.

Beweis. Beachte, dass qgpxq “ 1
p2πqd

pgp´xq für alle g P L1pRdq gilt. Sei g P CbpRdq X L1pRdq mit

pg P L1pRdq. Aus Lemma 5.8 folgt q

pgpxq “ 1
p2πqd

p

pgp´xq “ gpxq für alle x P Rd. Analog lässt sich

die andere Identität zeigen.

5.2 Charakteristische Funktion für Maße

Definition 5.10. Sei µ ein endliches Maß auf Rd. Die charakteristische Funktion von µ ist die
Fouriertransformierte von µ gegeben durch

pµpξq :“

ż

Rd

eiξ¨xµpdxq, ξ P Rd.

Bemerkung 5.11. (a) Sei µ “
8
ř

k“1

akδxk mit ak ≥ 0 und xk P Rd derart, dass
8
ř

k“1

ak “ 1.

Dann ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Rd und es gilt

pµpξq “
8
ÿ

k“1

ake
iξ¨xk , ξ P Rd.
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(b) Hat µ eine Dichte, d.h. µpdxq “ ppxqmpdxq, so ist

pµpξq “

ż

Rd

eiξ¨xppxqmpdxq “ pppξq.

Die wichtigsten Eigenschaften sind im nächsten Satz zusammengefasst.

Satz 5.12. Es sei µ ein endliches Maß auf Rd. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.

(a) |pµpξq| ≤ µpRdq “ pµp0q für alle ξ P Rd.

(b) pµ ist gleichmässig stetig.

(c) pµ ist positiv (semi-)definit.

Beweis. Übung.

Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 5.13. (a) Benoulli Verteilung: µ “ pδ1 ` p1´ pqδ0. Dann ist

pµpξq “ peiξ ` p1´ pq “ 1` pp1´ eiξq, ξ P R.

(b) Binomialverteilung: µ “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

pkp1´ pqn´kδk. Dann ist

pµpξq “ p1´ p` peiξqn, ξ P R.

(c) Standardnormalverteilung: Im eindimensionalen Fall sei µpdxq “ p2πq´
1
2 e´

x2

2 mpdxq. Dann
ist

pµpξq “ e´
ξ2

2 , ξ P R.

Für den d-dimansionalen Fall sei µpdxq “ p2πq´
d
2 e´

|x|2

2 . Dann gilt

pµpξq “ e´
|ξ|2

2 , ξ P Rd.

(d) Normalverteilung im Rm: Sei µ eine Normalverteilung auf dem Rm. Dann gibt es eine
mˆ d-Matrix A und b P Rm mit µ “ ν ˝ T´1, wo T pxq “ Ax` b und

νpdxq “ p2πq´
d
2 e´

|x|2

2 mpdxq.

Damit folgt

pµpξq “

ż

Rm

eiξ¨xµpdxq “

ż

Rd

eiξ¨T pxqνpdxq

“ eiξ¨b
ż

Rd

eipA
T ξq¨xνpdxq “ eiξ¨be´

1
2
|Atξ|2 “ eiξ¨be´

1
2
xξ,pAAtqξy.
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(e) Uniforme Verteilung: Sei µpdxq “ 1p´a,aqpxq
1
2ampdxq mit a ą 0. Dann ist

pµpξq “

#

sinpξaq
ξa , ξ ‰ 0

1, sonst
, ξ P R.

(f) Cauchy Verteilung: Sei µpdxq “ 1
π

c
c2`x2

mpdxq mit c ą 0. Dann gilt

pµpξq “ e´c|ξ|, ξ P R.

Der nächste Satz zeigt, dass die charakteristische Funktion das Maß eindeutig festlegt.

Satz 5.14. Seien µ, ν zwei endliche Maße auf Rd mit pµ “ pν. Dann gilt µ “ ν.

Beweis. Es gilt µpRdq “ pµp0q “ pνp0q “ νpRdq. Ist µpRdq “ 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also
µpRdq ą 0. Definiere neue Maße µ1 :“ 1

µpRdqµ sowie ν 1 :“ 1
νpRdqν. Dann gilt pµ1 “ pν 1. Es reicht

daher aus die Behauptung für Wahrscheinlichkeitsmaße zu beweisen.
Die kompakten Mengen bilden ein X-stabiles Erzeugendensystem der Borel-σ-Algebra BpRdq.

Es genügt also µpKq “ νpKq für alle kompakten Mengen K Ă Rd zu zeigen. Sei K Ă Rd kompakt
und

fmpxq “

$

’

&

’

%

1, x P K

0, dpx,Kq ≥ 1
m

1´mdpx,Kq, sonst

.

Dann gilt 0 ≤ fm ≤ 1, fm ist stetig und fm Œ 1K für mÑ8. Wir zeigen
ż

Rd

fmpxqdµpxq “

ż

Rd

fmpxqdνpxq, m P N. (5.3)

Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue νpKq “ µpKq. Allgemeiner zeigen wir (5.3) für alle
f : Rd ÝÑ R mit

• 0 ≤ f ≤ 1.

• f P CcpRdq.

Sei ε ą 0 beliebig. Da f kompakten Träger hat, können wir N P N wählen mit

tx P Rd | fpxq ‰ 0u Ă r´N,N sd “: BN

und µpBc
N q ă ε, νpBc

N q ă ε. Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz (siehe [Wer00] für
den Beweis in einer Dimension) gibt es eine Funktion

gεpxq “
m
ÿ

j“1

cεje
i π
N
xξεj ,xy

mit cεj P C, ξεj P Zd, }gε}8 ≤ }f}8 und

sup
xPBN

|fpxq ´ gpxq| ≤ ε.
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Es gilt mit f |BcN “ 0 und µpBN q ≤ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pf ´ gεqdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
ż

BN

|f ´ gε|dµ`

ż

BcN

|f | ` |gε|dµ

≤ εµpBN q ` }gε}8µpBc
N q ≤ p1` }f}8qε.

Analog lässt sich zeigen, dass
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pf ´ gεqdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ p1` }f}8qε.

Insgesamt erhalten wir
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

fdµ´

ż

Rd

fdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pf ´ gεqdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

gεdµ´

ż

Rd

gεdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pgε ´ fqdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ 2ε`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

gεdµ´

ż

Rd

gεdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Die Behauptung folgt aus

ż

Rd

gεdµ “
m
ÿ

j“1

cεj

ż

Rd

ei
π
N
xξεj ,xydµpxq “

m
ÿ

j“1

cεj

ż

Rd

ei
π
N
xξεj ,xydνpxq “

ż

Rd

gεdν.

Aus dem Beweis erhalten wir direkt.

Korollar 5.15. Seien µ, ν zwei endliche Maße mit
ż

Rd

fpxqdµpxq “

ż

Rd

fpxqdνpxq

for alle stetigen Funktionen f mit kompaktem Träger. Dann gilt µ “ ν.

Der nachfolgende Satz ist ein wichtiges Mittel zur Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsma-
ßen.

Satz 5.16. [Jac01, Theorem 3.5.7] Eine Funktion g : Rd ÝÑ C ist genau dann die charakteri-
stische Funktion von einem endlichen Maß µ auf Rd, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) g ist stetig.

(ii) g ist positiv (semi-)definit.
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In diesem Fall ist gp0q “ µpRdq. Insbesondere ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß genau dann,
wenn gp0q “ 1.

Beispiel 5.17. Betrachte d “ 1 und für α ≥ 0 setze

gαpξq “ e´|ξ|
α
, α ≥ 0, ξ P R.

Diese ist offensichtlich stetig und erfüllt gαp0q “ 1.

(i) α “ 0, Punktverteilung. Wähle µ0pdxq “ δ0pdxq, dann ist xµ0 “ g0.

(ii) α “ 1, Cauchy-Verteilung. Wähle µ1pdxq “ p1pxqdx mit p1pxq “
1
π

1
1`x2

.

(iii) α “ 2, Gauss-Verteilung. Wähle µ2pdxq “ p2pxqdx mit p2pxq “ p2πq
´ 1

2 e´
x2

2 .

Gibt es Verteilungen µα für andere Werte von α? Es lässt sich zeigen (siehe [Jac01]) dass gα
für alle α P r0, 2s positiv (semi-)definit ist. Das zur charakteristischen Funktion gα mit α P r0, 2s
gehörende Wahrscheinlichkeitsmaß wird auch also α-stabile Verteilung bezeichnet.

Für welche Werte von α hat µα eine Dichte? Diese Frage wird im nachfolgenden Satz beant-
wortet.

Im Folgenden wollen wir weitere Eigenschaften von µ aus der charakteristischen Funktion pµ
ableiten.

Satz 5.18. Es sei µ ein endliches Maß auf Rd. Es gelten die folgenden Aussagen.

(a) Ist pµ P L1pRdq, so hat µ eine Dichte 0 ≤ p P CbpRdq, welche im Unendlichen verschwindet
und gegeben ist durch

ppxq :“
1

p2πqd

ż

Rd

e´iξ¨xpµpξqmpdξq, x P Rd. (5.4)

(b) Ist pµ P L1pRdq derart, dass für ein m ≥ 1

ż

Rd

|ξ|m|pµpξq|mpdξq ă 8.

Dann hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m. In diese Fall gilt für alle 0 ≤ k ≤ m
und alle 1 ≤ j1, . . . , jk ≤ d

Bkppxq

Bxj1 ¨ ¨ ¨ Bxjk
“
p´iqk

p2πqd

ż

Rd

e´iξ¨xξj1 ¨ ¨ ¨ ξjkpµpξqmpdξq.

(c) Ist
ż

Rd

|x|mµpdxq ă 8

80



für ein m ≥ 1. Dann hat pµ stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung m und es gilt für
alle 0 ≤ k ≤ m und 1 ≤ j1, . . . , jk ≤ d

Bkpµpξq

Bξj1 ¨ ¨ ¨ Bξjk
“ ik

ż

Rd

xj1 ¨ ¨ ¨xjke
iξ¨¨¨xµpdxq.

Beweis. (a) Offensichtlich is p definiert durch (5.4) als Fouriertransformierte einer integrierbaren
Funktion selbe stetig und verschwident im unendlichen. Ferner gilt |ppxq| ≤ }pµ}L1 . Wir zeigen,
dass

ż

Rd

ϕpxqdµpxq “

ż

Rd

ϕpxqppxqmpdxq, @ϕ P L1pRdq X CbpRdq.

Da die stetigen Funktionen mit kompaktem Träger in L1pRdqXCbpRdq enthalten sind folgt dann
dµpxq “ ppxqdx.

Für jedes ϕ P L1pRdq gilt ϕ ¨ pµ P L1pRdq und folglich

ż

Rd

ϕpxqpµpxqmpdxq “

ż

Rd

ż

Rd

ϕpxqeiξ¨xµpdξqmpdxq “

ż

Rd

pϕpξqµpdξq.

Man beachte, dass alle Integrale existieren und somit der Satz von Fubini anwendbar ist. Wir
erhalten für jedes ϕ P L1pRdq X CbpRdq mit pϕ P L1pRdq

p2πqd
ż

Rd

ϕpxqppxqmpdxq “

ż

Rd

ϕpxqppµp´xqmpdxq “

ż

Rd

ϕp´xqppµpxqmpdxq

“

ż

Rd

{ϕp´¨qpxqpµpxqmpdxq “

ż

Rd

{

{ϕp´¨qpxqµpdxq “ p2πqd
ż

Rd

ϕpxqµpdxq.

Sei ϕ P L1pRdq X CbpRdq beliebig. Definiere pαpxq “ p4παq
´ d

2 e´
|x|2

4α und

ϕαpxq :“

ż

Rd

ϕpx´ yqpαpyqmpdyq “

ż

Rd

ϕpyqpαpx´ yqmpdyq.

Dann ist ϕα offensichtlich stetig (nach dem Satz der dominierten Konvergenz) und es gilt

|ϕαpyq| ≤ }ϕ}8
ż

Rd

pαpyqmpdyq “ }ϕ}8.

Ferner lässt sich zeigen dass pϕα “ pϕ ¨ ppα gilt. Folglich gilt

ż

Rd

|xϕαpyq|mpdyq ≤ }pϕ}8
ż

Rd

ż

Rd

ppαpyqmpdyq ă 8
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da ppα wieder die Dichte einer Normalverteilung ist. Damit erhalten wir

ż

Rd

ϕαpxqppxqmpdxq “

ż

Rd

ϕαpxqµpdxq, @α ą 0.

Da ϕαpxq ÝÑ ϕpxq for alle x für αÑ 0 gilt erhalten wir aus dem Satz der dominierten Konver-
genz

ż

Rd

ϕαpxqµpdxq ÝÑ

ż

Rd

ϕpxqµpdxq, αÑ 0.

Für die linke Seite gilt mit der Substitution x1 “ x´ y

ż

Rd

ϕαpxqppxqmpdxq “

ż

Rd

ż

Rd

ϕpx´ yqpαpyqppxqmpdyqmpdxq

“

ż

Rd

ż

Rd

ϕpx1qpαpyqppx
1 ` yqdydx1.

Das innere Integral erfüllt für alle x1

ż

Rd

pαpyqppx
1 ` yqdy ÝÑ ppx1q, αÑ 0

sowie
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pαpyqppx
1 ` yqdy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ }p}8 ≤ }pµ}L1 ă 8.

Mit dem Satz der dominierten Konvergenz folgt

ż

Rd

ż

Rd

ϕpx1qpαpyqppx
1 ` yqdydx1 ÝÑ

ż

Rd

ϕpxqppxqdx, αÑ 0.

(b) Die Behauptung folgt aus der Darstellung (5.4) und denselben Argumenten wir für Teil (c).
(c) Wir zeigen nur den Fall m “ 1. Der allgemeine Fall folgt dann über Induktion. Sei ej der
Basisvektor im Rd in Richtung j. Dann ist für h ą 0

pµpξ ` hejq ´ pµpxiq

h
“

ż

Rd

eipξ`hejq¨x ´ eiξ¨x

h
µpdxq “

ż

Rd

eiξ¨x
eixjh ´ 1

h
µpdxq.

Es gilt eixjh´1
h ÝÑ ixj und nach Lemma 7.1 (siehe Appendix) gibt es eine stetige Funktion Θ1

mit |Θ1pxq| ≤ 1 derart, dass eixkh “ 1` ixjhΘ1pxjhq. Daraus folgt

eixjh ´ 1

h
“ ixjΘ1pxjhq
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und somit
ˇ

ˇ

ˇ

eixjh´1
h

ˇ

ˇ

ˇ
≤ |xj | für alle h ą 0. Dieses liefert eine integrierbare Majorante, also folgt

aus dem Satz von Lebesgue
Bpµpξq

Bξj
“ i

ż

Rd

xje
iξj ¨xµpdxq.

Die Ableitung ist stetig, ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue.

Bemerkung 5.19. Die Momente von µ haben die Darstellung

1

ik
Bkpµp0q

Bξj1 ¨ ¨ ¨ Bξjk
“

ż

Rd

xj1 ¨ ¨ ¨xjkµpdxq.

Für x P Rd setze gxpyq :“ xx, yy “ x ¨ y.

Satz 5.20. (Satz von Cramer-Wald) Seien µn, µ P PpRdq. Dann sind äquivalent:

(a) µn ÝÑ µ schwach für nÑ8.

(b) µn ˝ g
´1
x ÝÑ µ ˝ g´1

x schwach für nÑ8 und alle x P Rd.

Beweis. paq ùñ pbq: Folgt aus der Stetigkeit von gx.
pbq ùñ paq: Die Familie tµn ˝ g

´1
x | n P Nu ist nach Voraussetzung für jedes x P Rd relativ

kompakt und folglich straff. Seien e1, . . . , ed P Rd die Einheitsvektoren und ε ą 0 beliebig. Dann
gibt es für jedes i “ 1, . . . , d eine kompakte Menge Ki Ă R mit

pµn ˝ g
´1
ei qpKiq ≥ 1´

ε

d
, n P N.

Setze K :“
d
Ş

i“1
g´1
ei pKiq. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass K abgeschlossen und beschränkt ist,

also kompakt. Ferner gilt

µnpK
cq “ µn

˜

d
ď

i“1

pg´1
ei pKiqq

c

¸

≤
d
ÿ

i“1

pµn ˝ g
´1
ei qpK

c
i q ≤ d

ε

d
“ ε

und folglich ist tµn | n P Nu straff. Nach dem Satz von Prokhorov ist die Folge auch relativ
kompakt. Sei pµ1nqnPN eine konvergente Folge in tµn | n P Nu und sei µ1 P PpRdq der Grenzwert.
Dann gilt auch µ1n ˝ g

´1
x ÝÑ µ1 ˝ g´1

x schwach für alle x P Rd. Da µ1n ˝ g
´1
x eine Teilfolge von

µn ˝ g
´1
x ist, konvergiert µ1n ˝ g

´1
x gegen denselben Grenzwertwie µn ˝ g

´1
x , d.h. µ ˝ g´1

x “ µ1 ˝ g´1
x

für alle x P Rd. Wegen

pµpξq “

ż

Rd

eiξ¨xµpdxq “

ż

R

eitµ ˝ gξpdtq “ pµ1pξq, ξ P Rd

folgt µ “ µ1. Die Behauptung folgt aus Lemma 4.5.
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Satz 5.21. (Levys Stetigkeitssatz) Seien pµnqnPN Wahrscheinlichkeitsmaße auf Rd. Angenom-
men es gibt eine in 0 stetige Funktion f : Rd ÝÑ C mit

pµnpξq ÝÑ fpξq, @ξ P Rd, nÑ8.

Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf Rd mit pµ “ f und µn ÝÑ µ schwach.

Korollar 5.22. Für pµnqnPN Ă PpRdq und µ P PpRdq gilt

µn ÝÑ µ schwach ðñ pµnpξq ÝÑ pµpξq, @ξ P Rd.

Beweis. Übung.

Beweis. (Levys Stetigkeitssatz) Wir zeigen nur den Fall d “ 1.
Schritt 1: tµn | n P Nu ist straff.
Für alle α ą 0 gilt

α
ż

´α

pµnptqdt “

α
ż

´α

ż

R

eitxµnpdxqdt “

ż

R

α
ż

´α

eitxdtµnpdxq

“

ż

R

eiαx ´ e´iαx

ix
µnpdxq “

ż

R

2 sinpαxq

x
µnpdxq.

Es folgt

α
ż

´α

p1´ pµnptqqdt “ 2α´

ż

R

2 sinpαxq

x
µnpdxq

“ 2α

¨

˝1´

ż

R

sinpαxq

αx
µnpdxq

˛

‚“ 2α

ż

R

ˆ

1´
sinpαxq

αx

˙

µnpdxq.

Der Integrand ist nicht-negativ und es gilt

1´
sinpαxq

αx
≥ 1

2
, |αx| ≥ 2.

Daraus folgt
α
ż

´α

p1´ pµnptqqdt ≥ αµn
ˆ„

´
2

α
,

2

α

c˙

.

Mit β “ 2
α folgt

µnpr´β, βs
cq ≤ 1

α

α
ż

´α

p1´ pµnptqqdt “
β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ pµnptqqdt.
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Nach Voraussetzung ist f stetig in 0 und fp0q “ lim
nÑ8

pµnp0q “ 1. Also gibt es zu ε ą 0 ein β ą 0

mit

|1´ fptq| ≤ ε

4
, |t| ≤ 2

β
.

Dann ist

lim
nÑ8

2

β

2
β
ż

´ 2
β

p1´ pµnptqqdt “
β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ fptqqdt ≤ ε

4

β

2

4

β
“
ε

2

und es existiert ein n0pεq “ n0 P N mit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ pµnptqqdt´
β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ fptqqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
ε

2
, n ≥ n0.

Damit ist also 2
β

2
β
ş

´ 2
β

p1´ pµnptqqdt ă ε für alle n ≥ n0, d.h.

µnpr´β, βs
cq ≤ ε, n ≥ n0.

Für n ă n0 gibt es ein βn ą 0 mit µnpr´βn, βns
cq ≤ ε. Sei β0 :“ maxtβ, β1, . . . , βn0´1u, so gilt

µnpr´β0, β0s
cq ≤ ε, n ≥ 1.

Schritt 2. Sei pµnkqkPN eine Teilfolge von pµnqnPN. Dann ist tµnk | k P Nu straff und damit nach
dem Satz von Prokhorov auch relativ kompakt. Folglich gibt es eine Teilfolge pµnkl qlPN welche

schwach gegen µ1 konvergiert. Damit folgt

fpξq “ lim
lÑ8

pµnkl pξq “
pµ1pξq, ξ P R.

Die Behauptung folgt aus Lemma 4.5.

5.3 Charakteristische Funktion für Zufallsvariablen

Definition 5.23. Für eine Zufallsvariable X mit Werten in Rd ist die charakteristische Funktion
definiert durch

ϕXpξq :“ Epeiξ¨Xq “ {P ˝X´1pξq, ξ P Rd.

Korollar 5.24. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Rd. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(a) Ist ϕX P L1pRdq, so hat X eine Dichte p P CbpRdq, welche im Unendlichen verschwindet
und gegeben ist durch

ppxq “
1

p2πqd

ż

Rd

e´iξ¨xϕXpξqmpdξq.
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(b) Ist ϕX P L1pRdq und gilt für ein m ≥ 1
ż

Rd

|ξ|m|ϕXpξq|mpdξq ă 8,

so hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und für 0 ≤ k ≤ m, 1 ≤ j1, . . . , jk ≤ d gilt

Bkppxq

Bxj1 ¨ ¨ ¨ Bxjk
“
p´iqk

p2πqd

ż

Rd

ξj1 ¨ ¨ ¨ ξjke
´iξ¨xϕXpξqmpdξq.

(c) Es gebe ein m P N derart, dass
Ep|X|mq ă 8.

Dann hat ϕX stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und es gilt für alle 0 ≤ k ≤ m,
1 ≤ j1, . . . , jk ≤ d

BkϕXpξq

Bξj1 ¨ ¨ ¨ Bξjk
“ ikEpXj1 ¨ ¨ ¨Xjke

iξ¨Xq.

Insbesondere gilt für die Momente von X die Darstellung

EpXj1 ¨ ¨ ¨Xjkq “
1

ik
BkϕXp0q

Bξj1 ¨ ¨ ¨ Bξjk
.

Satz 5.25. Seien X,Y unabhängige Zufallsvariablen mit Werten in Rd. Dann gilt

ϕXpξqϕY pξq “ ϕX`Y pξq, ξ P Rd.

Beweis. Klar.

Satz 5.26. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Rd sowie Y eine Zufallsvariable mit Werten
in Rm. Seien ϕX , ϕY , ϕpX,Y q die dazugehörigen charakteristischen Funktionen. Genau dann sind
X,Y unabhängig, wenn

ϕXpξ1qϕY pξ2q “ ϕpX,Y qpξ1, ξ2q, ξ1 P Rd, ξ2 P Rm. (5.5)

Beweis. Seien X,Y unabhängig. Dann ist P ˝ pX,Y q´1 “ P ˝X´1 b P ˝ Y ´1 und folglich

ϕpX,Y qpξ1, ξ2q “

ż

RdˆRm

eiξ1¨xeiξ2¨xP ˝ pX,Y q´1pdx, dyq

“

ż

Rd

eiξ1¨xP ˝X´1pdxq

ż

Rm

eiξ2¨yP ˝ Y ´1pdyq

“ ϕXpξ1qϕY pξ2q.

Umgekehrt gelte (5.5). Seien X 1, Y 1 unabhängige Zufallsvariablen mit charakteristischen Funk-
tionen ϕX sowie ϕY . Sei ϕpX 1,Y 1q die charakteristische Funktion von pX 1, Y 1q. Dann gilt

ϕpX 1,Y 1qpξ1, ξ2q “ ϕX 1pξ1qϕY 1pξ2q “ ϕXpξ1qϕY pξ2q “ ϕpX,Y qpξ1, ξ2q
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und folglich

P ˝ pX,Y q´1 “ P ˝ pX 1, Y 1q´1 “ P ˝X 1´1 b P ˝ Y 1´1 “ P ˝X´1 b P ˝ Y ´1.

Korollar 5.27. Sei X “ pX1, . . . , Xdq eine Rd-wertige Zufallsvariable. Genau dann sind X1, . . . , Xd

unabhängig, wenn

ϕXpξq “ ϕX1pξ1q ¨ ¨ ¨ϕXdpξdq, @ξ “ pξ1, . . . , ξdq P Rd.

Bemerkung 5.28. Sei X eine Rd-wertige Zufallsvariable, A eine m ˆ d Matrix und b P Rm.
Dann hat Y :“ AX ` b die charakteristische Funktion

ϕY pξq “ eiξ¨bϕXpA
tξq, ξ P Rm

Beispiel 5.29. (a) Cauchy-Verteilung: Seien X,Y unabhängig und Cauchy verteilt mit Para-
meter c ą 0, d.h. diese haben die Verteilung

µpdxq “
1

π

c

c2 ` x2
mpdxq.

Sei λ P p0, 1q. Dann gilt

ϕλX`p1´λqY pξq “ ϕXpλξqϕY pp1´ λqξq “ e´cλ|ξ|e´cp1´λq|ξ| “ e´c|ξ|.

Also ist λX ` p1´ λqY wieder Cauchy verteilt mit Parameter c.

(b) Seien X,Y unabhängig und normalverteilt, d.h. X „ N pµX , σ2
Xq, Y „ N pµY , σ2

Y q mit
µX , µY P R und σ2

X , σ
2
Y ą 0. Dann ist

ϕX`Y pξq “ ϕXpξqϕY pξq “ eiµXξ´σ
2
X
ξ2

2 eiµY ξ´σ
2
Y
ξ2

2 “ eipµX`µY qξ´pσ
2
X`σ

2
Y q

ξ2

2 .

Also ist X ` Y „ N pµX ` µY , σ2
X ` σ

2
Y q.

Als nächstes zeigen wir, dass die Kovarianzmatrix und der Erwartungswert die Normalver-
teilung eindeutig festlegen.

Satz 5.30. Für jedes b P Rd und jede positiv (semi-)definite, symmetrische Matrix Σ gibt es
genau eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix Σ.

Für den Existenzbeweis brauchen wir folgendes Lemma aus der Linearen Algebra.

Lemma 5.31. Sei Σ eine symmetrische, positiv (semi-)definite reellwertige dˆd-Matrix. Dann
gibt es eine reellwertige Matrix A mit Σ “ AAt.
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Beweis. Jede symmetrische, reellwertige Matrix ist orthogonal diagonalisierbar. Es gibt daher
eine orthogonale Matrix S mit

SΣSt “ diagpλ1, . . . , λdq

wo λ1, . . . , λd die Eigenwerte von Σ bezeichnen. Da Σ positiv (semi-)definit ist, sind die Eigen-
werte nicht-negativ. Definiere eine neue Matrix

D
1
2 “ diagp

a

λ1, . . . ,
a

λdq.

Dann gilt pD
1
2 qt “ D

1
2 und D

1
2 pD

1
2 qt “ D. Sei A :“ SD

1
2St. Dann gilt

AAt “ SD
1
2StpSD

1
2Stqt “ SD

1
2StpStqtpD

1
2 qtSt “ SDSt “ ΣT “ Σ.

Beweis. (Satz 5.30) Ist µ eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix Σ,
so gilt

pµpξq “ eixξ,bye´
1
2
xξ,Σξy, ξ P Rd.

Dieses zeigt die Eindeutigkeit. Für die Existenz wähle A mit Σ “ AAt und benutze die Definition
der Normalverteilung.

Satz 5.32. Sei X “ pX1, . . . , Xdq eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert b P
Rd und Kovarianzmatrix Σ. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Sei a “ pa1, . . . , adq P Rd und definiere

Y :“
d
ÿ

k“1

akXk “ xa,Xy.

Dann ist Y eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert xa, by und Varianz
xa,Σay.

(b) Xj sind für j “ 1, . . . , d normalverteilt mit Erwartungswert bj und Varianz Σjj.

(c) Sind die Xj paarweise unkorreliert, so ist pX1, . . . , Xdq unabhängig.

Umgekehrt, seien X1, . . . , Xd unabhängige, normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert
bj P R und Varianz σ2

j . Dann ist X “ pX1, . . . , Xdq normalverteilt mit Erwartungswert b “

pb1, . . . , bdq P Rd un Kovarianzmatrix Σij “ δijσ
2
j .

Beweis. (a) Für alle ξ P R gilt

ϕY pξq “ EpeiξY q “ Epeixaξ,Xyq “ eixaξ,bye´
1
2
xaξ,Σpaξqy “ eiξxa,bye´

1
2
|ξ|2xa,Σay.

(b) Betrachte a P Rd gegeben durch die Koordinaten ak “ δjk.
(c) Es reicht zu zeigen, dass

ϕXpξq “ ϕX1pξq ¨ ¨ ¨ϕXdpξdq, @ξ “ pξ1, . . . , ξdq P Rd.
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Da Xj paarweise unkorreliert sind, folgt Σij “ covpXi, Xjq “ 0 für i ‰ j. Daraus folgt

ϕXpξq “ eixξ,bye´
1
2
xξ,Σξy “ eixξ,bye´

|ξ|2

2 .

Sind X1, . . . , Xd unabhängig, so folgt

ϕXpξq “
d
ź

k“1

ϕXkpξkq “
d
ź

k“1

eiξkbke´
σ2k
2
ξ2k “ eiξ¨be´

1
2
xξ,Σξy.

6 Grenzwertsätze

6.1 Gesetze der großen Zahlen

Sei pXnqnPN Ă L1 eine Folge von Zufallsvariablen, mn :“ EpXnq, Mn :“
n
ř

k“1

mk die Erwartungs-

werte und Sn :“
n
ř

k“1

Xk.

Definition 6.1. Die Folge pXnqnPN erfüllt das schwache Gesetz der großen Zahlen, wenn

lim
nÑ8

P
ˆ

1

n
|Sn ´Mn| ≥ ε

˙

“ 0, @ε ą 0.

Die Folge Xn erfüllt das starke Gesetz der großen Zahlen, wenn Sn´Mn
n ÝÑ 0 fast sicher.

Sehen wir jede Variable Xn als ein Zufallsexperiment mit Ausgang Xn an, so ist 1
nSn der

Mittelwert der Ausgänge der ersten n Experimente. Folglich ist 1
nMn der erwartete (determi-

nistische!) Mittelwert von 1
nSn. Das Gesetz der großen Zahlen besagt, dass nach hinreichend

vielen Experimenten die Ausgänge der Experimente sich im Mittel deterministisch Verhalten.

Satz 6.2. Seien Xn P L2 unkorreliert und es gelte varpXnq ≤ C ă 8 für alle n P N und eine
Konstante C ą 0. Dann gilt

1

n2
EppSn ´Mnq

2q ÝÑ 0, nÑ8.

Insbesondere gilt das schwache Gesetz der großen Zahlen.

Beweis. Es gilt EpSnq “Mn und folglich

1

n2
EppSn ´Mnq

2q “
1

n2
E
`

pSn ´ EpSnqq2
˘

“
1

n
varpSnq

“
1

n2

n
ÿ

k“1

varpXkq ≤
C

n
.

Aus der Tschebyscheff Ungleichung folgt

P p|Sn ´Mn| ≥ εnq ≤
1

ε2n2
EppSn ´Mnq

2q

und somit die Behauptung.
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Im folgenden wollen wir zeigen, dass unter denselben Voraussetzungen bereits das starke
Gesetz der großen Zahlen gilt.

Lemma 6.3. (stochastisch schnelle Konvergenz) Sei Xn eine Folge von Zufallsvariablen mit

8
ÿ

k“1

Pp|Xk| ≥ εq ă 8, @ε ą 0.

Dann gilt P
´

lim
nÑ8

Xn “ 0
¯

“ 1.

Beweis. Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma gilt

P
ˆ

lim sup
nÑ8

t|Xn| ≥ εu
˙

“ P

˜

č

n≥1

ď

k≥n
t|Xk| ≥ εu

¸

“ 0.

Insbesondere gilt

1 “ P
ˆˆ

lim sup
nÑ8

t|Xn| ≥ εu
˙c˙

“ P

˜

ď

n≥1

č

k≥n
t|Xk| ă εu

¸

.

D.h. für fast alle ω gibt es ein npωq P N sodass für alle k ≥ npωq gilt |Xkpωq| ă ε.

Satz 6.4. Seien Xn P L2 paarweise unkorreliert mit varpXnq ≤ C ă 8 für ein C ą 0 und alle
n ≥ 1. Dann gilt das starke Gesetz der großen Zahlen.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall EpXnq “ 0. In diesem Fall ist Mn “ 0.
Schritt 1. Aus der Tschebyscheff Ungleichung folgt

Pp|Sk2 | ≥ εk2q ≤ 1

ε2

1

k4
varppSk2q

2q “
1

ε2k4

k2
ÿ

j“1

varpXjq ≤
C

ε2

1

k2

Insbesondere gilt
8
ÿ

k“1

Pp|Sk2 | ≥ k2εq ≤ C

ε2

8
ÿ

k“1

1

k2
ă 8, @ε ą 0.

Nach Lemma 6.3 gibt es N1 P F mit PpN1q “ 0 und

lim
kÑ8

Sk2pωq “ 0, ω P ΩzN1.

Schritt 2. Definiere eine neue Zufallsvariable

Dk2 :“ max
k2ăl≤pk`1q2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

l
ÿ

j“1

Xj ´

k2
ÿ

j“1

Xj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ max
k2ăl≤pk`1q2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

l
ÿ

j“k2`1

Xj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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Für jedes ε ą 0 folgt aus der Tschebyscheff Ungleichung

P
ˆ

Dk2

k2
≥ ε

˙

“ P

¨

˝

pk`1q2
ď

l“k2`1

$

&

%

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

l
ÿ

j“k2`1

Xj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≥ εk2

,

.

-

˛

‚

≤
pk`1q2
ÿ

l“k2`1

P

¨

˝

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

l
ÿ

j“k2`1

Xj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≥ εk2

˛

‚≤ 1

ε2k4

pk`1q2
ÿ

l“k2`1

var

¨

˝

l
ÿ

j“k2`1

Xj

˛

‚

≤ C

ε2k4

pk`1q2
ÿ

l“k2`1

pl ´ k2q ≤ C

ε2k4

pk`1q2
ÿ

l“k2`1

`

pk ` 1q2 ´ k2
˘

“
C

ε2k4

pk`1q2
ÿ

l“k2`1

p2k ` 1q ≤ 4C

ε2k3

`

pk ` 1q2 ´ k2
˘

“
8C

ε2k2
.

Nach Lemma 6.3 gibt es N2 P F mit PpN2q “ 0 und

lim
kÑ8

Dk2pωq

k2
“ 0, ω P ΩzN2.

Schritt 3. Für n P N sei k “ kpnq P N mit k2 ≤ n ă pk` 1q2. Dann gilt für alle ω P ΩzpN1YN2q

|Snpωq| ≤
1

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

Xkpωq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ Sk2pωq `
Dk2pωq

k2
.

Schritt 4. Für den allgemeinen Fall sei Yn :“ Xn ´ EpXnq. Dann ist Yn P L2 mit EpYnq “ 0 und

varpYnq “ varpXnq ≤ C ă 8, n P N.

Ferner gilt covpYn, Ymq “ covpXn, Xmq und

Sn ´Mn “

n
ÿ

k“1

pXk ´ EpXkqq “

n
ÿ

k“1

Yk.

Die Behauptung folgt aus Schritt 1 – 3.

Im folgenden wollen wir die Bedingung an die Momente

varpXnq ≤ C ă 8, n P N

weiter abschwächen. Hierfür brauchen wir das zweite Borel-Cantelli Lemma.

Lemma 6.5. (Borel-Cantelli Lemma 2) Sei pAnqnPN Ă F eine Folge unabhängiger Mengen und

es gelte
8
ř

n“1
PpAnq “ 8. Dann gilt Pplim sup

nÑ8
Anq “ P

˜

Ş

n≥1

Ť

k≥n
Ak

¸

“ 1.
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Beweis. Es gilt

Ppplim sup
nÑ8

Anq
cq “ P

˜

ď

n≥1

č

k≥n
Ack

¸

“ lim
nÑ8

P

˜

č

k≥n
Ack

¸

.

Folglich reicht es zu zeigen, dass P

˜

Ş

k≥n
Ack

¸

“ 0 für n ≥ 1. Dieses folgt aus

P

˜

č

k≥n
Ack

¸

“

8
ź

k“n

PpAckq “
8
ź

k“n

p1´ PpAkqq ≤
8
ź

k“n

e´PpAkq “ e
´

8
ř

k“n
PpAkq

“ 0

wobei wir 1´ x ≤ e´x für 0 ≤ x ≤ 1 benutzt haben (siehe Appendix).

Lemma 6.6. (Kolmogorov Ungleichung) Seien Xn P L2 unabhängig. Dann gilt

P
ˆ

max
1≤k≤n

|Sk ´Mk| ≥ ε
˙

≤ 1

ε2

n
ÿ

k“1

varpXkq “
1

ε2
varpSnq.

Beweis. Betrachte die Ereignisse

Ck “

#ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

i
ÿ

j“1

Xj ´

i
ÿ

j“1

mj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε, 1 ≤ i ă k,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k
ÿ

j“1

Xj ´

k
ÿ

j“1

mj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≥ ε

+

.

Dann gilt Ck X Cj “ H für k ‰ j und C “
n
Ť

k“1

Ck erfüllt

P
ˆ

max
1≤k≤n

|Sk ´Mk| ≥ ε
˙

“ PpCq.

Es gilt

varpSnq “

ż

Ω

˜

n
ÿ

i“1

Xi ´

n
ÿ

i“1

mi

¸2

dP

≥
ż

C

˜

n
ÿ

i“1

Xi ´

n
ÿ

i“1

mi

¸2

dP “
n
ÿ

k“1

ż

Ck

˜

n
ÿ

i“1

Xi ´

n
ÿ

i“1

mi

¸2

dP

“

n
ÿ

k“1

ż

Ck

˜

k
ÿ

i“1

Xi ´

k
ÿ

i“1

mi

¸2

dP

` 2
n
ÿ

k“1

ż

Ck

˜

k
ÿ

i“1

Xi ´

k
ÿ

i“1

mi

¸˜

n
ÿ

i“k`1

Xi ´

n
ÿ

i“k`1

mi

¸

dP

`

n
ÿ

k“1

ż

Ck

˜

n
ÿ

i“k`1

Xi ´

n
ÿ

i“k`1

mi

¸2

dP.
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Die Zufallsvariablen η1 “ 1Ck

ˆ

k
ř

i“1
Xi ´

k
ř

i“1
mi

˙

und η2 “
n
ř

i“k`1

Xi ´
n
ř

i“k`1

sind nach Voraus-

setzung unabhängig. Es gilt folglich

Epη1η2q “ Epη1qEpη2q “ 0.

Damit erhalten wir

varpSnq ≥
n
ÿ

k“1

ż

Ck

˜

k
ÿ

i“1

Xi ´

k
ÿ

i“1

mi

¸2

dP ≥ ε2
n
ÿ

k“1

PpCkq “ ε2PpCq.

Lemma 6.7. Es gilt
ÿ

k: 2k≥i

1

22k
≤ 16

3

1

i2
, i P N.

Beweis. Sei q P p0, 1q und n0 P N. Dann gilt

8
ÿ

n“n0

qn “ qn0

8
ÿ

n“n0

qn´n0 “
qn0

1´ q
.

Für q “ 1
4 und n0 P N mit lnpiq

lnp2q ´ 1 ă n0 ≤ lnpiq
lnp2q folgt

ÿ

k: 2k≥i

1

22k
≤

8
ÿ

k“n0

4´k “
4´n0

1´ 1
4

≤ 4

3
exp

ˆ

´

ˆ

lnpiq

lnp2q
´ 1

˙

2 lnp2q

˙

“
16

3

1

i2
.

Satz 6.8. (Erstes Kolmogorov Theorem) Seien Xn P L2 unabhängig und es gelte

8
ÿ

n“1

varpXnq

n2
ă 8.

Dann gilt das starke Gesetz der großen Zahlen.

Beweis. Wir können ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass EpXnq “ 0 für alle
n P N gilt. Sei ε ą 0 und

Bpεq “ tω P Ω | DNpεq P N : |Snpωq| ă nε, @n ≥ Npεqu

“

8
ď

N“1

8
č

n“N

t|Sn| ă nεu.
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Setze Bkpεq “

"

max
2k´1≤nă2k

1
n |Sn| ≥ ε

*

. Die Kolmogorov Ungleichung impliziert

PpBkpεqq “ P

˜

max
2k´1≤nă2k

1

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

Xi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

¸

≤ P

˜

max
2k´1≤nă2k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

Xi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≥ ε2k´1

¸

≤ P

˜

max
1≤n≤2k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

Xi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≥ ε2k´1

¸

≤ 1

ε222k´2

2k
ÿ

i“1

varpXiq.

Daraus folgt

8
ÿ

k“1

PpBkpεqq ≤
8
ÿ

k“1

1

ε222k´2

2k
ÿ

i“1

varpXiq

“
1

ε2

8
ÿ

i“1

varpXiq
ÿ

k: 2k≥i

1

22k´2
≤ 32

3ε2

8
ÿ

i“1

varpXiq

i2
.

Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma gibt es für fast alle ω ein k0pωq P N mit

max
2k´1≤nă2k

1

n
|Snpωq| ă ε, k ≥ k0pωq.

Insbesondere gilt PpBpεqq “ 1 für alle ε ą 0. Also gilt auch PpBpm´1qq “ 1 für alle m ≥ 1 und

somit P

˜

Ş

m≥1
Bpm´1q

¸

“ 1. Für jedes ω P
Ş

m≥1
Bpm´1q gibt es ein Npω,mq P N sodass für alle

n ≥ Npω,mq gilt 1
n |Snpωq| ă

1
m .

Eine Folge von Zufallsvariablen pXnqnPN heißt identisch verteilt, wenn P˝X´1
n “ P˝X´1

1 für
alle n ≥ 1 gilt. In diesem Fall setze m :“ EpXnq “ EpX1q. Das starke Gesetz der großen Zahlen
ist äquivalent zu

1

n

n
ÿ

k“1

Xk ÝÑ m, nÑ8

fast sicher. Wollen wir die Integrabilität noch weiter abschwächen, z.B. Xn P L1, so müssen wir
annehmen dass die Folge Xn identisch verteilt ist.

Satz 6.9. (Zweites Kolmogorov Theorem, [KS07]) Seien Xn P L1 unabhängig und identisch
verteilt. Dann gilt das starke Gesetz der großen Zahlen.

Satz 6.10. (Satz von Etemadi, 1981, [Ete81]) Seien Xn P L1 paarweise unabhängig und iden-
tisch verteilt. Dann gilt das starke Gesetz der großen Zahlen.

6.2 Zentraler Grenzwertsatz

Sei Xn P L2 eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen mit Erwartungswert mk :“ EpXkq

und Varianz σ2
i :“ varpXiq. Definiere Sn :“

n
ř

i“1
Xi, Mn :“

n
ř

i“1
mi und D2

n :“ varpSnq “
n
ř

i“1
σ2
i .
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Definition 6.11. (Lindeberg Bedingung) Die Folge pXnqnPN Ă L2 erfüllt die Lindeberg Bedin-
gung, wenn für jedes ε ą 0 gilt

lim
nÑ8

1

D2
n

n
ÿ

i“1

ż

|Xi´mi|≥εDn

pXi ´miq
2dP “ 0.

Man beachte, ist Dn “ 0 für alle n P N, so ist Xn “ 0 fast sicher für alle n P N. Um diesen
Fall auszuschließen, können wir annehmen, dass Dn ą 0 für hinreichend große n P N gilt. Wir
werden später, unter geeigneten Bedingungen, zeigen dass Dn ÝÑ 8 gilt. Vorher brauchen wir
jedoch das nächste Lemma.

Lemma 6.12. Sei ln die Fortsetzung des natürlichen Logarithmus auf das Gebiet

G “

"

1` z P C | |z| ă
1

4

*

,

d.h. es gilt

lnp1` zq “
n
ÿ

k“1

p´1qk`1 z
k

k
, |z| ă

1

4
.

Dann gibt es eine stetige Funktion Θ : tz P C | |z| ă 1
4u ÝÑ C mit |Θpzq| ≤ 1 und

lnp1` zq “ z `Θpzq|z|2, |z| ă
1

4
.

Beweis. Für z “ 0 ist nichts zu zeigen. Wir betrachten 0 ă |z| ă 1
4 . Dann gilt

lnp1` zq “
8
ÿ

k“1

p´1qk`1 z
k

k
“ z ` |z|2

8
ÿ

k“2

p´1qk`1 z
k´2

k

z2

|z|2
.

Setze Θpzq :“
8
ř

k“2

p´1qk`1 zk´2

k
z2

|z|2
. Wir zeigen, dass die Reihe absolut konvergiert

8
ÿ

k“2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1qk`1 z
k´2

k

z2

|z|2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

8
ÿ

k“0

|z|k

k ` 2
≤ 1

2

8
ÿ

k“0

1

4k
“

2

3
ă 1.

Satz 6.13. (zentraler Grenzwertsatz) Sei Xn P L2 eine Folge von unabhängigen Zufallsvaria-
blen und es gelte die Lindeberg Bedingung. Dann konvergiert S˚n :“ Sn´Mn

Dn
schwach gegen die

Normalverteilung N p0, 1q auf R.

Für den Beweis können wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass mi “ 0.
Anderseits definiere Yi :“ Xi ´ mi. Für diese Zufallsvariablen ist die Lindeberg Bedingung
immernoch erfüllt. Im Beweis zeigen wir die schwache Konvergenz mittels Konvergenz der cha-
rakteristischen Funktionen. Sei ϕn die charakteristische Funktion von Xn. Das nächste Lemma
liefert hierfür eine geeignete Restgliedabschätzung.
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Lemma 6.14. Es gibt Zahlen a
pnq
k derart, dass für 1 ≤ k ≤ n gilt

ϕk

ˆ

ξ

Dn

˙

“ 1´
ξ2σ2

k

2D2
n

` a
pnq
k

sowie

lim
nÑ8

n
ÿ

k“1

|a
pnq
k pξq| “ 0, @ξ P R.

Beweis. Es gibt stetige Funktionen Θ1,Θ2 mit |Θ1pxq|, |Θ2pxq| ≤ 1 sowie

eix “ 1` ix`
Θ1pxqx

2

2
,

eix “ 1` ix´
x2

2
`

Θ2pxqx
3

6
.

für alle x P R. Aus diesen Entwicklungen erhalten wir

ϕk

ˆ

ξ

Dn

˙

“

ż

Ω

ei
ξ
Dn

XkdP

“

ż

|Xk|≥εDn

ˆ

1`
iξ

Dn
Xk `

Θ1pXkqpξXkq
2

2D2
n

˙

dP

`

ż

|Xk|ăεDn

ˆ

1`
iξ

Dn
Xk ´

ξ2

2D2
n

X2
k `

Θ2pXkqpξXkq
3

6D3
n

˙

dP

“ 1´
ξ2σ2

k

2D2
n

`
ξ2

2D2
n

ż

|Xk|≥εDn

p1`Θ1pXkqqX
2
kdP`

ξ3

6D3
n

ż

|Xk|ăεDn

Θ2pXkqX
3
kdP.

Definiere

a
pnq
k :“

ξ2

2D2
n

ż

|Xk|≥εDn

p1`Θ1pXkqqX
2
kdP`

ξ3

6D3
n

ż

|Xk|ăεDn

Θ2pXkqX
3
kdP.

Betrachten wir
n
ř

k“1

|a
pnq
k | so erhalten wir für den ersten Term aus der Lindeberg Bedingung

ξ2

2D2
n

n
ÿ

k“1

ż

|Xk|≥εDn

p1` |Θ1pXkq|qX
2
kdP ≤

ξ2

D2
n

n
ÿ

k“1

ż

|Xk|≥εDn

X2
kdP ÝÑ 0, nÑ8.

Für den zweiten Term erhalten wir

|ξ|3

6D3
n

n
ÿ

k“1

ż

|Xk|ăεDn

|Θ2pXkq||Xk|
3dP ≤ |ξ|3

6D3
n

n
ÿ

k“1

ż

|Xk|ăεDn

εDn|Xk|
2dP ≤ ε|ξ|3

6D2
n

n
ÿ

k“1

σ2
k “

ε|ξ|3

6
.

Da ε beliebig war, kann dieser Term beliebig klein gemacht werden.
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Eine weitere wichtige Ungleichung ist im nächsten Lemma formuliert.

Lemma 6.15. Es gilt

lim
nÑ8

max
1≤k≤n

σ2
k

D2
n

“ 0. (6.1)

Beweis. Für jedes ε ą 0 gilt

max
1≤k≤n

σ2
k

D2
n

≤ max
1≤k≤n

1

D2
n

ż

|Xk|≥εDn

X2
kdP` max

1≤k≤n

1

D2
n

ż

|Xk|≤εDn

X2
kdP.

Der erste Term konvergiert für nÑ8 wegen der Lindeberg Bedingung gegen 0. Für den zweiten
Term gilt

max
1≤k≤n

1

D2
n

ż

|Xk|≤εDn

X2
kdP ≤ ε2.

Da ε beliebig war, folgt die Behauptung.

Kommen wir zum Beweis vom zentralen Grenzwertsatz.

Beweis. (Satz 6.13) Es reicht zu zeigen, dass

ϕτnpξq ÝÑ e´
ξ2

2 , ξ P R.

Fixiere ξ P R. Dann gilt

ϕτnpξq “ Epeiξτnq “ E

˜

e
i ξ
Dn

n
ř

k“1
Xk

¸

“

n
ź

k“1

ϕk

ˆ

ξ

Dn

˙

.

Daraus folgt

ln pϕτnpξqq “
n
ÿ

i“1

ln

ˆ

ϕi

ˆ

ξ

Dn

˙˙

und somit reicht es
n
ÿ

i“1

ln

ˆ

ϕi

ˆ

ξ

Dn

˙˙

ÝÑ ´
ξ2

2
, nÑ8 (6.2)

zu zeigen. Für hinreichend große n P N ist |zk,n| ă
1
4 für zk,n “ ´

ξ2σ2
k

2D2
n
`a

pnq
k (siehe (6.1). Daraus

folgt

n
ÿ

k“1

ln

ˆ

ϕk

ˆ

ξ

Dn

˙˙

“

n
ÿ

k“1

ln

ˆ

1´
ξ2σ2

k

2D2
n

` a
pnq
k

˙

“ ´
ξ2

2D2
n

n
ÿ

k“1

σ2
k `

n
ÿ

k“1

a
pnq
k `

n
ÿ

k“1

Θk,n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ξ2σ2
k

2D2
n

` a
pnq
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ ´
ξ2

2
`

n
ÿ

k“1

a
pnq
k `

n
ÿ

k“1

Θk,n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ξ2σ2
k

2D2
n

` a
pnq
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

97



mit Θk, n “ Θpzk,nq, |Θk,n| ≤ 1. Es reicht daher zu zeigen, dass der letzte Term gegen Null
konvergiert. Es gilt

n
ÿ

k“1

|Θk,n|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ξ2σ2
k

2D2
n

` a
pnq
k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

≤ max
1≤k≤n

ˆ

ξ2σ2
k

2D2
n

` |a
pnq
k |

˙ n
ÿ

k“1

ˆ

ξ2σ2
k

2D2
n

` |a
pnq
k |

˙

.

Die Summe ist wegen
n
ÿ

k“1

ˆ

ξ2σ2
k

2D2
n

` |a
pnq
k |

˙

“
ξ2

2
`

n
ÿ

k“1

|a
pnq
k |

offensichtlich beschränkt. Der erste Faktor konvergiert gegen Null, welches die Behauptung zeigt.

Bemerkung 6.16. Sei K Ă R kompakt. Dann gilt mit denselben Notationen wie im letzten
Beweis

lim
nÑ8

sup
ξPK

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕτnpξq ´ e
´
ξ2

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0.

Der Beweis ist Übung.

Korollar 6.17. Sei Xn P L2 ein Folge von unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
mit m :“ EpX1q und 0 ă σ2 :“ varpX1q. Dann konvergiert Sn´nm?

nσ2
schwach gegen die Normal-

verteilung.

Beweis. Da alle Xn die gleiche Verteilung haben folgt σ2
i “ σ2

1 und somit Dn “
?
nσ2. Ebenso

gilt Mn “ mn und

ż

|Xk´mk|≥εDn

pXk ´mkq
2dP “

ż

|X1´m1|

pX1 ´m1q
2dP.

Die Lindeberg Bedingung folgt daher aus

1

D2
n

n
ÿ

k“1

ż

|Xk´mk|≥εDn

pXk ´mkq
2dP “

1

σ2

ż

|X1´m1|≥ε
?
σ2n

pX1 ´m1q
2dP

und dem Satz von Lebesgue wegen X1 ´m1 P L2.

Definition 6.18. (Lyapunov Bedingung) Eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen Xn P L2

erfüllt die Lyapunov Bedingung, wenn es ein δ ą 0 gibt derart, dass

lim
nÑ8

1

D2`δ
n

n
ÿ

k“1

Ep|Xk ´mk|
2`δq “ 0.

Korollar 6.19. (zentraler Grenzwertsatz, Lyapunov Bedingung) Sei Xn P L2 eine Folge un-
abhängiger Zufallsvariablen, welche die Lyapunov Bedingung erfüllen. Dann konvergiert Sn´Mn

Dn
schwach gegen die Normalverteilung N p0, 1q.
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Beweis. Sei ε ą 0 und δ ą 0 gegeben durch die Lyapunov Bedingung. Dann gilt

1

D2
n

ż

|Xk´mk|≥εDn

pXk ´mkq
2dP ≤ 1

D2
npεDnq

δ

ż

|Xk´mk|≥εDn

pXk ´mkq
2`δdP

≤ ε´δEp|Xk ´mk|
2`δq

D2`δ
n

.

Folglich gilt die Lindeberg Bedingung.

Satz 6.20. (Lindeberg-Feller, [KS07]) Sei Xn P L2 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen
mit

lim
nÑ8

max
1≤i≤n

σ2
i

D2
n

“ 0.

Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent

• Die Folge Xn erfüllt die Lindeberg Bedingung.

• Die Folge Sn´Mn
Dn

konvergiert schwach gegen die Normalverteilung N p0, 1q.

6.3 Weitere Grenzwertsätze

Sei ppxq ≥ 0 eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Wir schreiben

ppxq „ qpxq, |x| ÝÑ 8

falls es ein R ą 0 und eine beschränkte Funktion g gibt mit gpxq ÝÑ 0 für |x| ÝÑ 8 und

ppxq “ qpxqp1` gpxqq, |x| ≥ R.

Lemma 6.21. Sei p eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit ppxq “ pp´xq,

ppxq „
c

|x|α`1
, |x| ÝÑ 8

und 0 ă α ă 2, c ą 0. Sei ϕ die charakteristische Funktion von p. Dann gilt

ϕpξq “ 1´ c1|ξ|
α ` op|ξ|αq, ξ Ñ 0. (6.3)

Die Behauptung besagt, dass es eine Konstante c1 gibt derart, dass

ϕpξq ´ 1` c1|ξ|
α

|ξ|α
ÝÑ 0, ξ Ñ 0.

Äquivalent, es gibt eine Funktion h mit hpξq
|ξ|α ÝÑ 0 für ξ Ñ 0 und es gilt

ϕpξq “ 1` c1|ξ|
α ` hpξq

für alle hinreichend kleinen ξ P R. Wegen

ϕp´ξq “

ż

R

ppxqe´iξxmpdxq “

ż

R

pp´xqeiξxmpdxq “ ϕpξq

reicht es die Asymptotik nur für positive ξ zu betrachten. Im folgenden schreiben wir der ein-
fachhalber Lebesgue Integrale wie gewöhnliche Riemann Integrale.
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Beweis. Sei R ą 0 derart, dass

ppxq “
c

|x|α`1
p1` gpxqq, |x| ≥ R

für eine beschränkte Funktion g mit gpxq ÝÑ 0 für |x| Ñ 8. Der einfachhalber betrachten wir
ξ ą 0. Für 0 ă ξ ă 1

R gilt

ϕpξq “

´ 1
ξ

ż

´8

ppxqeiξxdx`

´R
ż

´ 1
ξ

ppxqeiξxdx`

R
ż

´R

ppxqeiξxdx`

1
ξ
ż

R

ppxqeiξxdx`

8
ż

1
ξ

ppxqeiξxdx

“ I1pξq ` I2pξq ` I3pξq ` I4pξq ` I5pξq.

Für I3 sehen wir, dass I3 beliebig oft stetig differenzierbar ist mit I3p0q “
R
ş

´R

ppxqdx und wegen

ppxq “ pp´xq ist auch

I 13p0q “

R
ż

´R

ppxqixdx “ 0.

Daraus folgt

I3pξq “ I3p0q ` I
1
3p0qξ `Opξ

2q “

R
ż

´R

ppxqdx`Opξ2q, ξ Ñ 0.

Da für jede Funktion h P Opξ2q bereits h P op|ξ|αq gilt, folgt

I3pξq “

R
ż

´R

ppxqdx` op|ξ|αq, ξ Ñ 0.

Für I1 erhalten wir mit y :“ ξx und dy “ ξdx

I1pξq “

´ 1
ξ

ż

´8

ppxqeiξxdx “

´ 1
ξ

ż

´8

cp1` gpxqq

|x|α`1
eiξxdx “ cξα

´1
ż

´8

1` g
´

y
ξ

¯

|y|α`1
eiydy

“ cξα
´1
ż

´8

eiy

|y|α`1
dy ` cξα

´1
ż

´8

eiyg
´

y
ξ

¯

|y|α`1
dy.

Da g beschränkt ist und g
´

y
ξ

¯

ÝÑ 0 für ξ Ñ 0, folgt mit dem Satz von Lebesgue

I1pξq “ cξα
´1
ż

´8

eiy

|y|α`1
dy ` op|ξ|αq.
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Analog erhalten wir

I5pξq “

8
ż

1
ξ

ppxqeiξxdx “

8
ż

1
ξ

cp1` gpxqq

|x|α`1
eiξxdx “ cξα

8
ż

1

1` g
´

y
ξ

¯

|y|α`1
eiydy

“ cξα
8
ż

1

eiy

|y|α`1
dy ` cξα

8
ż

1

eiyg
´

y
ξ

¯

|y|α`1
dy “ cξα

8
ż

1

eiy

|y|α`1
dy ` op|ξ|αq.

Für die letzten zwei Terme erhalten wir aus ppxq “ pp´xq

I2pξq ` I4pξq “

´R
ż

´ 1
ξ

ppxqpeiξx ´ 1´ iξxqdx`

1
ξ
ż

R

ppxqpeiξx ´ 1´ iξxqdx

`

´R
ż

´ 1
ξ

ppxqdx`

1
ξ
ż

R

ppxqdx.

Der dritte Term liefert

´R
ż

´ 1
ξ

ppxqdx “

´R
ż

´8

ppxqdx´

´ 1
ξ

ż

´8

cp1` gpxqq

|x|α`1
dx “

´R
ż

´8

ppxqdx´ cξα
´1
ż

´8

1` g
´

y
ξ

¯

|y|α`1
dy

“

´R
ż

´8

ppxqdx´ cξα
´1
ż

´8

1

|y|α`1
dy ` op|ξ|αq.

Für den vierten Term erhalten wir analog

1
ξ
ż

R

ppxqdx “

8
ż

R

ppxqdx´

8
ż

1
ξ

cp1` gpxqq

|x|α`1
dx “

8
ż

R

ppxqdx´ cξα
8
ż

1

1

|y|α`1
dy ` op|ξ|αq.

Für den ersten Term benutzen wir eiy ´ 1´ iy “ Θ1pyq
2 y2 mit |Θ1pyq| ≤ 1. Weiterhin ist α´ 1 P
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p´1, 1q und somit ist Θ1pyq
|y|α´1 auf r´1, 0s integrierbar. Daraus folgt

´R
ż

´ 1
ξ

ppxqpeiξx ´ 1´ iξxqdx “ cξα
´ξR
ż

´1

1` g
´

y
ξ

¯

|y|α`1
peiy ´ 1´ iyqdy

“
cξα

2

´ξR
ż

´1

1` g
´

y
ξ

¯

|y|α`1
Θ1pyq|y|

2dy

“
cξα

2

0
ż

´1

1` g
´

y
ξ

¯

|y|α´1
Θ1pyqdy ´

cξα

2

0
ż

´ξR

1` g
´

y
ξ

¯

|y|α´1
Θ1pyqdy

“
cξα

2

0
ż

´1

Θ1pyq

|y|α´1
dy ` op|ξ|αq.

Analog zeigen wir

1
ξ
ż

R

ppxqpeiξx ´ 1´ iξxqdx “
cξ2

2

1
ż

0

Θ1pyq

|y|α´1
dy ` op|ξ|αq.

Setze

c1 :“ c

¨

˝2

8
ż

1

cospyq ´ 1

|y|α`1
dy `

1

2

1
ż

0

Θ1pyq

|y|α´1
dy `

1

2

0
ż

´1

Θ1pyq

|y|α´1
dy

˛

‚.

Dann gilt wegen
ş

R
ppxqmpdxq “ 1

ϕpξq “ 1` c1ξ
α ` op|ξ|αq.

Lemma 6.22. Sei pxnqnPN eine Folge reeller Zahlen mit xn ÝÑ x für nÑ8. Dann gilt

lim
nÑ8

´

1`
xn
n

¯n
“ ex.

Beweis. Sei A ą 0 mit |xn|, |x| ≤ A für alle n P N. Wegen
ˇ

ˇ

ˇ

´

1`
xn
n

¯n
´ ex

ˇ

ˇ

ˇ
≤

ˇ

ˇ

ˇ

´

1`
xn
n

¯n
´

´

1`
x

n

¯nˇ
ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

´

1`
x

n

¯n
´ ex

ˇ

ˇ

ˇ

reicht es zu zeigen, dass der erste Term auf der rechten Seite gegen Null konvergiert. Das Letztere
folgt aus

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

1`
|xn|

n

˙n

´

´

1`
x

n

¯n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
n
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

´

1`
xn
n

¯

´

´

1`
x

n

¯ˇ

ˇ

ˇ
¨

ˆ

1`
A

n

˙n´k ˆ

1`
A

n

˙k´1

“ |x´ xn|

ˆ

1`
A

n

˙n´1

.
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Satz 6.23. Sei Xn eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen mit Verteilung

P ˝X´1
n pdxq “ ppxqdx, n P N.

Es gelte ppxq “ pp´xq und für ein c ą 0, 0 ă α ă 2

ppxq „
c

|x|α`1
, |x| Ñ 8.

Setze Sn :“ 1

n
1
α

n
ř

k“1

Xk. Dann gilt

P ˝ S´1
n ÝÑ ν, nÑ8

schwach und die Verteilung ν ist bestimmt durch die charakteristische Funktion ψpξq “ e´c1|ξ|
α

.

Beweis. Es sei ϕpξq “
ş

R
eiξxppxqmpdxq. Dann gilt wegen Unabhängigkeit

EpeiξSnq “
ˆ

ϕ

ˆ

ξ

n
1
α

˙˙n

.

Für jedes ξ P R gibt nach es (6.3) eine Folge anpξq mit nanpξq ÝÑ 0 für nÑ8 derart, dass

ϕ

ˆ

ξ

n
1
α

˙

“ 1´
c1|ξ|

α

n
` anpξq.

Wir erhalten somit
ˆ

ϕ

ˆ

ξ

n
1
α

˙˙n

“

ˆ

1´
c1|ξ|

α

n
` anpξq

˙n

“

ˆ

1`
nanpξq ´ c1|ξ|

α

n

˙n

.

Wegen Lemma 6.22 mit xn :“ nanpξq ´ c1|ξ|
α ÝÑ ´c1|ξ|

α “: x gilt

EpeiξSnq ÝÑ e´c1|ξ|
α
, nÑ8.

Die Behauptung folgt somit aus Levys Stetigkeitssatz.

Bemerkung 6.24. (a) Sei Xn P L2 eine Folge unabhängig, identisch verteilter Zufallsvaria-

blen mit EpX1q “ 0 und EpX2
1 q “ 1. Sei Mn :“ max

!

|Xk|?
n
, . . . , |Xk|?

n

)

. Dann gilt

PpMn ≤ tq “ P
ˆ

|Xk|
?
n
≤ t, k “ 1, . . . , n

˙

“

n
ź

k“1

P
ˆ

|Xk|
?
n
≤ t

˙

“ Pp|X1| ≤
?
ntqn.
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Weiterhin erhalten wir

Pp|Xk| ą
?
ntq “

ż

R

1|y|ą
?
ntP ˝X´1

1 pdyq

≤
ż

R

1|y|ą
?
nt

y2

nt2
P ˝X´1

1 pdyq

“
1

nt2

ż

|y|ą
?
nt

y2P ˝X´1
1 pdyq “

Θnptq

n

mit Θnptq ÝÑ 0 für alle t ą 0. Daraus folgt

PpMn ≤ tq “ Pp|X1| ≤
?
ntqn “ p1´ Pp|X1| ą

?
ntqqn

≥
ˆ

1´
Θnptq

n

˙n

ÝÑ 1, nÑ8.

Also gilt lim
nÑ8

PpMn ≤ tq “ 1 für alle t ą 0 und somit

P ˝M´1
n ÝÑ δ0, nÑ8

schwach.
Konsequenz: Der wesentliche Beitrag im zentralen Grenzwertsatz kommt von der Summe
und nicht von dem maximalen Summanden.

(b) Sei Xn wie in Satz 6.23. Für t ą 0 gilt dann

P
ˆ

max
1≤k≤n

|Xk| ≥ tn
1
α

˙

“ 1´ P
ˆ

max
1≤k≤n

|Xk| ă tn
1
α

˙

“ 1´
´

P
´

|X1| ă tn
1
α

¯¯n

“ 1´
´

1´ P
´

|X1| ≥ tn
1
α

¯¯n
.

Ferner gilt für hinreichend große n P N

Pp|X1| ≥ tn
1
α q „

ż

|x|≥tn
1
α

c

|x|α`1
mpdxq “

2c

αtαn
.

Daher gilt

lim
nÑ8

P
ˆ

max
1≤k≤n

|Xk| ≥ tn
1
α

˙

“ lim
nÑ8

ˆ

1´

ˆ

1´
2c

αtαn

˙n˙

“ 1´ e´
2c
αtα ą 0.

Konsequenz: Der meximale Term hat in diesem Fall einen Einfluss auf die Konvergenz
in Satz 6.23.
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Definition 6.25. Ein Wahrscheinlichkeitsmaß µpdxq auf R heißt Poissonverteilt, wenn es ein
λ ą 0 gibt mit

µptkuq “
λk

k!
e´λ, k “ 0, 1, . . . ,

d.h. µ “ e´λ
8
ř

k“0

λk

k! δk. Eine Zufallsvariable X heißt Poissonverteilt, wenn ihre Verteilung P˝X´1

Poissonverteilt ist.

Sei n P N. Wir betrachten n unabhängige Münzwürfe, wo 1 für Kopf und 0 für Zahl steht.
Ein Ausgang ist daher ein n-Tupel ω “ pω1, . . . , ωnq P t0, 1u

n. Wir wählen

Ωn “ tω “ pω1, . . . , ωnq P t0, 1u
nu

mit F “ 2Ωn und

Pnptωuq “ p

n
ř

k“1

ωk

n p1´ pnq

n
ř

k“1

p1´ωkq
, ω P Ωn.

Hier ist pn P r0, 1s die Wahrscheinlichkeit bei einem der Münzwürfe Kopf zu werfen. Demnach
ist 1´ pn die Wahrscheinlichkeit Zahl zu werfen.

Satz 6.26. (Poissonscher Grenzwertsatz) Sei pn P r0, 1s mt npn ÝÑ λ für ein λ ą 0. Dann gilt

lim
nÑ8

Pn

˜#

ω P Ωn |

n
ÿ

j“1

ωj “ k

+¸

“
λk

k!
e´λ, k P N0.

Beweis. Sei k P N0 fest. Wegen npn ÝÑ λ folgt pn ÝÑ 0. Wir können daher annehmen, dass
pn ă 1 gilt. Die Anzahl der Elemente in

Ak :“

#

ω P Ωn |

n
ÿ

j“1

ωj “ k

+

ist gleichbedeutend mit der Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.
Diese hat demnach

`

n
k

˘

Elemente. Für jedes ω P Ak gilt

Pnptωuq “ pknp1´ pnq
n´k

und somit

PnpAkq “
ˆ

n

k

˙

pknp1´ pnq
n´k “

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1q

k!
pkn

´

1´
npn
n

¯n´k
.

Wegen
`

1´ npn
n

˘k
ÝÑ 1 für nÑ8 folgt

lim
nÑ8

´

1´
npn
n

¯n´k
“

lim
nÑ8

`

1´ npn
n

˘n

lim
nÑ8

`

1´ npn
n

˘k
“ e´λ.

Weiterhin gilt
lim
nÑ8

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1qpkn “ lim
nÑ8

pnpnq
k “ λk.

Daraus folgt die Behauptung.
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Korollar 6.27. Sei Xn eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen mit

PpXn “ 1q “ pn, PpXn “ 0q “ 1´ pn, n P N

für eine Folge pn P r0, 1s mit npn ÝÑ λ ą 0. Sei Sn “
n
ř

j“1
Xj. Dann gilt

PpSn “ kq ÝÑ
λk

k!
e´λ, k P N.

Die Verteilung von Sn konvergiert also gegen die Poissonverteilung.

Zum Schlußbetrachten wir ein Beispiel aus der Thermodynamik.

Beispiel 6.28. Es sei VR Ă R3 eine Box mit Kantenlänge R ą 0 und uniformer Verteilung
1
R3mpdxq auf VR. Dann beschreibt x P VR die Position eines einzelnen Atoms. Wir betrachten
ein ideales Gas aus npRq P N Atomen welche nicht miteinander wechselwirken, d.h. unabhängig
voneinander sind. Die Positionen der Atome seien x1, . . . , xnpRq P VR. Der gemeinsame Zu-

standsraum ist Ω :“ V
npRq
R und wir nehmen an dass alle Atome uniform verteilt sind, d.h.

P “
1

pR3qnpRq
mbnpRq.

Ist U Ă VR eine weitere Box, so bezeichnet

XU px1, . . . , xnpRqq “

npRq
ÿ

k“1

1U pxkq

die Anzahl der Atome in U . Im thermodynamischen Limes betrachten wir den Grenzfall RÑ8

mit npRq Ñ 8 geeignet gewählt. Ziel ist es die Verteilung von XU in diesem Limes zu bestim-
men. Dieses kann als Verteilung von sehr vielen Atomen in einem großen Volumen interpretiert
werden.

Die Wahrscheinlichkeit 1 Atom in U zu finden ist gegeben durch PpXU “ 1q “ mpUq
R3 “: pnpRq.

Es gilt

npRqpnpRq “
npRqmpUq

R3
“ mpUq

npRq

R3
.

Wir betrachten die Annahme
npRq

R3
ÝÑ ρ, RÑ8.

In diesem Fall sei λ “ ρmpUq. Der Poissonsche Grenzwertsatz zeigt

lim
RÑ8

PpXU “ kq “
λk

k!
e´λ, k P N0.

Der Wert ρ ą 0 kann als Dichte des Gases interpretiert werden. Damit sit λ die mittlere Anzahl
der Atome in dem Gebiet U .

106



7 Appendix

7.1 Elementare Ungleichungen

Lemma 7.1. Für jedes N P N0 gibt es eine stetige Funktion ΘN`1pxq P C mit |ΘN`1pxq| ≤ 1
derart, dass

eix “
N
ÿ

n“0

pixqn

n!
`
pixqN`1

pN ` 1q!
ΘN`1pxq, x P R.

Beweis. Wir zeigen über Induktion, dass für alle N P N0 mit t0 “ 1 gilt

eix “
N
ÿ

n“0

pixqn

n!
` pixqN`1

t0
ż

0

¨ ¨ ¨

tN
ż

0

eixtN`1dtN`1 ¨ ¨ ¨ dt1

Dann hat

ΘN`1pxq :“ pN ` 1q!

t0
ż

0

¨ ¨ ¨

tN
ż

0

eixtN`1dtN`1 ¨ ¨ ¨ dt1

die gewünschten Eigenschaften. Für N “ 0 gilt offensichtlich

eix “ 1` ix

t0
ż

0

eixtdt.

N ÞÝÑ N ` 1: Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung

eix “
N
ÿ

n“0

pixqn

n!
` pixqN`1

t0
ż

0

¨ ¨ ¨

tN
ż

0

eixtN`1dtN`1 ¨ ¨ ¨ dt1.

Für das innere Integral gilt nach N “ 0

tN
ż

0

eixtN`1dtN`1 “

tN
ż

0

1dtN ` ix

tN
ż

0

tN`1
ż

0

eixtN`2dtN`2dtN`1.

Daraus folgt

eix “
N
ÿ

n“0

pixqn

n!
` pixqN`1

t0
ż

0

¨ ¨ ¨

tN
ż

0

1dtN`1 ¨ ¨ ¨ dt1 ` pixq
N`2

t0
ż

0

¨ ¨ ¨

tN`1
ż

0

eixtN`2dtN`2 ¨ ¨ ¨ dt1.

Die Behauptung folgt, da
t0
ż

0

¨ ¨ ¨

tN
ż

0

1dtN`1 ¨ ¨ ¨ dt1 “
1

pN ` 1q!
.
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Lemma 7.2. Es gilt
1´ x ≤ e´x, x ≥ 0.

Beweis. Die Behauptung ist äquivalent zu

fpxq :“ p1´ xqex ´ 1 ≤ 0, x ≥ 0.

Für x “ 0 ist gilt fp0q “ 0. Ferner gilt für x ≥ 0 mit

f 1pxq “ ´ex ` p1´ xqex “ ´xex ≤ 0.

Daraus folgt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung für ein ξ ≥ 0

fpxq “ fp0q ` xf 1pξq “ xf 1pξq ≤ 0,

da x ≥ 0.

7.2 Riemann Integral und Lebesgue Integral

Hier und im folgenden sei m das Lebesgue Maß auf R. Eine messbare Funktion f : pa, bq ÝÑ R
heißt Lebesgue integrierbar, falls

ż

pa,bq

|fpxq|mpdxq ă 8,

wo ´8 ≤ a ă b ≤ `8.

Satz 7.3. Sei f : ra, bs ÝÑ R stetig. Dann ist f |pa,bq Lebesgue integrierbar und es gilt

b
ż

a

fpxqdx “

ż

pa,bq

f |pa,bqpxqmpdxq

wo
şb
a fpxqdx das Riemann Integral von f bezeichnet.

7.3 Der Raum der stetigen Funktionen

Sei pE, dq ein kompakter metrischer Raum und sei CpEq der Banachraum der stetigen Funktionen
auf E versehen mit der Supremumsnorm } ¨ }8.

Der Satz von Arzela-Ascoli

Die kompakten Mengen in einem solchen Raum werden charakterisiert durch den Satz von
Arzela-Ascoli. Eine Menge K Ă CpEq heisst präkompakt, falls ihr Abschluss K kompakt ist.

Satz 7.4. [Wer00, Satz II.3.4] Sei pE, dq ein kompakter metrischer Raum und K Ă CpEq. Dann
ist K genau dann präkompakt, wenn die folgenden Eigenschaften gelten
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• K ist beschränkt, d.h. supfPK }f}8 ă 8.

• K ist gleichgradig stetig, d.h. für alle ε ą 0 gibt es ein δ ą 0 sodass

sup
fPK

sup
|x´y|ăδ

|fpxq ´ fpyq| ă ε.

Man beachte, dass δ unabhängig von f sein muss. Es kann jedoch sehr wohl von K abhängen.

Der Satz von Stone-Weierstraß

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass CpEq befüglich der punktweisen Multiplikation

pf ¨ gqpxq :“ fpxq ¨ gpxq, f, g P CpEq

eine Algebra ist. Eine Teilalgebra ist eine Menge A Ă CpEq mit

f, g P A ùñ f ¨ g P A.

Eine Menge A Ă CpEq heisst punktetrennend, falls es für alle x ‰ y Funktionen f, g P A
gibt mit fpxq ‰ gpyq. Der Satz von Stone-Weierstraß liefert ein nützliches Kriterium wann eine
Teilalgebra A dicht in CpEq liegt.

Satz 7.5. (Stone-Weierstraß) Sei pE, dq ein kompakter metrischer Raum und sei A Ă CpEq
eine Teilalgebra mit 1 P A. Dann sind äquivalent

• A ist dicht in CpEq.

• A ist punktetrennend.

Rieszscher Darstellungssatz

Der Dualraum von CpEq ist gegeben durch

CpEq˚ “ tl : CpEq ÝÑ R | DC ą 0 mit |lpfq| ≤ C}f}8, @f P CpEqu.

Es sei C`pEq
˚ Ă CpEq˚ der Teilraum mit lpfq ≥ 0 für alle f ≥ 0. Sei MpEq der Raum aller

regulären Borelmaße auf E.

Satz 7.6. [Wer00, Theorem II.2.5] Sei pE, dq ein kompakter metrischer Raum. Definiere eine
Abbildung

T :MpEq ÝÑ C`pEq
˚, pTµqpfq “

ż

E

fpxqdµpxq.

Dann hat T die folgenden Eigenschaften

(a) T ist bijektiv.

(b) µpEq “ sup}f}8“1 |pTµqpfq| “ pTµqp1q.
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