Wahrscheinlichkeitstheorie

Fakultét fiir Mathematik
Bergische Universitat Wuppertal

Martin Friesen]

Letzte Version vom
18. Januar 2018

Hriesen@math.uni-wuppertal.de



Inhaltsverzeichnis

(1

Grundbegriffe der Maf3 und Integrationstheorie|

L1 Mafrdumel. . . . . . . . e e e

1.2 Messbare Abbildungen und Elementartunktionen| .
[1.3  Lebesgue Integrall . . . . . ... ... ... .....
1.4 Der Satz von Fubini und Tonellil . . . .. ... ..
[1.5  Der Satz von Radon-Nikodym|. . . . . . . ... ..

Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie|

|2.1 ~ Wahrscheinlichkeitsrdume und Verteilungen| . . . .
2.2 Erwartungswert und Varianz| . . . ... ... ...
2.3  Raume integrierbarer Zufallsvariablen| . . . . . . .
2.4 Zufallsvariablen mit Werten in RY . . . . . .. ..
[2.5 Konvergenz von Zufallsvariablen| . . . . . ... ..
[2.6  Stochastische Unabhangigkeit| . . . . . . . .. ...
[2.7 Bedingte Erwartungswerte]. . . . . . ... ... ..

13__Wahrscheinlichkeitsmafle auf metrischen Riumen|

3.1 Regulare Wahrscheinlichkeitsmafel . . . . . . . ..
3.2 Polnische Rdume| . . . . . . . . ... ... .. ...

A

Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen|

4.1 Schwache Konvergenzl . . . . ... ... ... ...
[4.2  Charakterisierung der kompakten Mengen in P(£)|
4.3 Levy-Prokhorov Metrikl . . . ... ... ... ...
4.4 Beschrakte Lipschitz Metrikl . . . . . ... ... ..
4.5  Konvergenz von Momenten| . . ... ... ... ..

B Charakioristische Funktionen

5.2 Charakteristische Funktion fiur Mabe . . . . . . . .
5.3 Charakteristische Funktion fir Zufallsvariablen| . .

6 Grenzwertsitzel

6.1 Gesetze der grofien Zahlen| . . . . . . . ... .. ..

6.3 Weitere Grenzwertsatzel . . . . . . . . . . ... ..

[7

Appendix|

7.1 Elementare Ungleichungen|. . . . . . . . ... ...
7.2 Riemann Integral und Lebesgue Integral| . . . . . .
7.3  Der Raum der stetigen Funktionen| . . . . . . . ..

B BN S B SURN S

J

19
21
23
27
34

38
40
44

48
49
58
63
64
65
69
70

72
72
76
85



1 Grundbegriffe der Maf3 und Integrationstheorie
1.1 Maflrdume
Die folgenden Begriffe, Definitionen und Konstruktionen werden als bekannt vorausgesetzt.

Definition 1.1. Sei Q) eine nicht-leere Menge. Ein Dynkin-System ist ein Mengensystem D mit
den folgenden Figenschaften

e NeD.
e Ist Ae D, so folgt A°e D.
o Ist (Ap)nen € D mit A, 0 Ay, = & (paarweise disjunkt), so folgt | ), cn An € D.

Beispiel 1.2. Sei Q eine nicht-leere Menge. Dann ist 22 = {A < Q} ein Dynkin-System. Ist A
ein beliebiges Mengensystem auf €, so ist

d(A) = N A

A’ ist ein Dynkin-System mit Ac A’
das kleinste Dynkin-System welches A enthdlt.
Die néichste Definition ist zentral fiir die Mafl und Integrationstheorie.

Definition 1.3. Sei Q) eine nicht-leere Menge. Eine o-Algebra ist ein Mengensystem F mit den
folgenden Figenschaften

e Qe F.
o Ist Ae F, so ist auch A° e F.

o Ist (Ap)neny © F, so ist auch | J, oy An € F.

neN

Man beachte, dass jede o-Algebra somit auch ein Dynkin-System ist.

Beispiel 1.4. Sei Q eine nicht-leere Menge. Dann heisst 2% = {A < Q) Potzenz-o-Algebra. Ist
A ein Mengensystem auf 2, so ist

o(A) = N F

F ist eine o— Algebra mit ACF
die kleinste o-Algebra welche A enthilt.

Ein Mengensystem A heisst n-stabil, falls A, B € A bereits An B € A impliziert. Der néichste
Satz ist zentral fiir viele Mafitheoretische Argumente.

Satz 1.5. Sei Q) eine nicht-leere Menge und A ein n-stabiles Mengensystem. Dann gilt



Definition 1.6. Sei Q eine nicht-leere Menge. Ein messbarer Raum ist ein Tupel (2, F) wo

F eine o-Algebra auf Q ist. Ein Maf$ auf einem messbarem Raum (S, F) ist eine Abbildung
w: F —> [0,00] mit den folgenden Eigenschaften

o u() =0.

oy ist o-additiv, d.h. ist (Ap)nen < F eine Folge paarweise disjunkter Mengen, so gilt

m (U An> = > 1(Ap).

neN neN

In diesem Fall heisst (2, F, i) Mafraum.

Bemerkung 1.7. Sei (Q,F, ) ein Mafsraum und sei (Ap)neny < F eine Folge von Mengen
Dann gilt
T (U An) <) u(Ap).
neN neN

Zum Schluss wollen wir die Konstruktion von Maflen mittels dem Satz von Caratheodory
angeben.

Satz 1.8. Sei Q) ein nichi-leere Menge und sei A ein Mengensystem mit den Figenschaften
o e A.

o Ist A,Be A, sogit AuvBe Aund A\B € A.

Sei p: A — [0,00] eine Abbildung mit den Eigenschaften
o wW()=0.

o Ist (Ap)neny < A eine Folge von paarweise disjunkten Mengen mit | J

m (U An> = > 1(Ap).

neN neN

nen An € A, so folgt

Definiere eine Abbildung p* : 2 — [0, 0] durch

p*(A) = inf { Z w(Ar) ‘ (Ap)nen € A, AC U An}
n=1

neN
mit inf() = +00 und sei

Fu={Ac Q| 1*(B) = u*(A) + w*(B ~ (D\A)), VB c Q).
Dann gelten die folgenden FEigenschaften



o u*(A) = u(A) fir alle Ae A und

p*(B) = p*(A) + p*(Bn (QN\A)), BcQ, Ae A

o F, ist eine o-Algebra mit A < F,.
o ¥ ist ein Maf auf (2, F,).

Gilt zudtzlich: Es gibt eine Folge (Ap)nen < A mit pu(Ay,) < oo fir alle n € N, so ist u*|z,
eindeutig durch die Forderung p*(A) = u(A) fir alle A € A festgelegt.

Das wichtigste Beispiel ist das Lebesguema$ auf R?.
Beispiel 1.9. Setze

m*(A) = inf { Z m(Q,) : Ac U Qn, Qn = (al ,bgn)] X ...(agn),bén)], az(-n) < bz(-n)}

neN neN

d
wo m(Qrn) =[] (b(n n)) Eine Menge A c RY heisst Lebesque messbar, falls
7j=1

m*(A) = m*(A n B) + m*(A\B), VB c R

Sei Fp, das Mengensystem aller Lebesque messbaren Mengen. Dann ist F, eine o-Algebra und
m* ein Maf$ auf F,, (das Lebesque Mafs).

Sei B(R?) die Borel-o-Algebra auf R? erzeugt durch die offenen Mengen, d.h.
B(RY) = 0(A < R? | A ist offen ).

Es lisst sich zeigen, dass B(R?) c F,, und dass J,, echt grosser ist als B(R?). Die Einschréinkung
vom m* auf B(R?) wird hiufig als Lebesgue-Borel-Maf8 bezeichnet. Fiir unsere Zwecke wird eine
solche Einschrikung héufig ausreichen.

1.2 Messbare Abbildungen und Elementarfunktionen

Definition 1.10. Seien (Q, F) sowie (¥, F') zwei messbare Riume. Fine Abbildung f : Q@ —
Q' heisst messbar (beziiglich F — F'), falls

fHA) = {weQ| flwe A e F, YAeF.

Auf R betrachten wir die o-Algebra der Borel-Mengen B(R). Es sei [—00, 0] := Ru {00, —00}
die erweiterte Zahlengerade. Diese ist ausgestattet mit der o-Algebra

B(R):= {BcR|BnReBR)}.

Wir setzen +00 -0 := 0 sowie 0000 := +00 und a + 0 = o fiir a € R etc. Auf diese Weise
lassen sich messbare Funktionen f : 2 — R definieren.
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Bemerkung 1.11. Sei (Q, F) ein messbarer Raum. Eine Funktion f :  — R ist messbar,
falls -
{weQ | X(w)<a}leF, VYaelR

Eine analoge Aussage gilt fiir eine Funktion f:Q — R.
Satz 1.12. Seien f,g: Q) —> R messbar. Dann gilt
{f<gh {f<gh, {f=9gh {f#gleF.
Satz 1.13. Seien f,g: Q — R messbar. Dann gilt
o Ist{f=40}n{g=—-—w0}=g={f=—-o0}n{g=+ow}, dann ist f + g wohldefiniert
und messbar.
o g ist messbar. Insbesondere ist f - a messbar fir alle a € R.
Satz 1.14. Seien f, : @ —> R messbar. Dann gilt
® Sup,cn fn, infpen fr, limsup,, o, fn, iminf,, o f, sind messbar.
e FExistiert der Grenzwert lim,_q fn(w) =: f(w) € R fiir alle w € Q, so ist f messbar.

Korollar 1.15. Ist f : Q@ — R messbar, so sind insbesondere auch

|f| == sup{f,—f},
f* = sup{f,0},
f~ = —inf{f,0}

messbar.

Fiir die Konstruktion des Lebesgue Integrales ist die Klasse der Elementarfunktionen von
besonderer Bedeutung.

Definition 1.16. FEine messbare Funktion f : ) — R heisst Elementarfunktion, falls

n
f= axla,
k=1

wo ay, € [0, 4] und Ay, € F paarweise disjunkt mit Q = J,_; Ag.
Man beachte, dass eine solche Darstellung nicht notwendigerweise eindeutig ist.

Lemma 1.17. Sei f: Q — [0,4+]. Dann ist f genau dann messbar, wenn es eine Folge von
Elementarfunktionen f, gibt mit

fn(w) < fn+1(w)v nlgrgo fn(w) = f(w)v Yw € .
Wir schreiben kurz: fn \, f. Ist f zusdtzlich beschrinkt, so konvergiert f, gleichmdssig gegen f.

Beweis. Idee: Ist f Grenzwert von Elementarfunktionen, so ist es messbar nach vorhergehendem
Satz.

Ist f gegeben, so erfiillt
n2n—1

7
fnizn]len—l- Z 27ﬂL<f<i+1
=0

on = PIg

das gewdiinschte. O



1.3 Lebesgue Integral

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Skizze zur Konstruktion des Lebesgue Integrales.
Diese Skizze ist ohne Beweise wobei einige technische Feinheiten unterschlagen werden. Die
Grundidee dieser Konstruktion wird spéter immer wieder in Beweisen verwendet werden. Hier
und im folgenden sei (2, F, 1) ein Massraum

Schritt 1. Indikatiorfunktionen

Fiir eine Funktion der Form f = 14, wo A € F definieren wir

deu i= p(A).
Q

Schritt 2. Elementarfunktionen

Sei f eine Elementarfunktion der Form

n
f= axla,
k=1

wo ay, € [0, +00] und Ay € F paarweise disjunkt mit Q = ( J;_; Ay. Dann definieren wir

deu = ) agp(Ag).
o k=1

Diese Definition ist sinvoll in dem Sinne, dass wir Schritt 1 linear auf Summen erweitern. In
diesem Zusammenhang ist es wichtig die folgenden Punkte zu iiberpriifen:

e Dieses Integral ist wohldefiniert, d.h. es héingt nicht ab von der genauen Wahl der Darstel-
lung der Elementarfunktion ab.

e Das so definierte Integral ist linear auf Elementarfunktionen.

Schritt 3. Erweiterung auf nicht-negative Funktionen

Sei f: Q@ —> [0, +o0] messbar. Dann definieren wir

ffdu 1= sup fgd,u : g < f Elementarfunktion
Q Q

Das so definierte Integral sieht nicht notwendigerweise linear aus, dieses muss daher bewiesen
werden.

Satz 1.18. Seien f,g: Q —> [0, +00] messbar. Dann gelten die folgenden FEigenschaften



e Fir alle a,be [0, +00] ist

f(af + bg)dp = affdu + ngdu.
Q

Q Q
| san < [ i
Q

Q

o Ist f<g, sogilt

Fiir das Rechnen mit Integralen ist der néchste Satz zentral.

Satz 1.19. (Beppo-Levi, Satz der monotonen Konvergenz) Seien f, : @ — [0, +0] messbar
und monoton wachsend, d.h. fn(w) < fni1(w) fir alle w € Q. Definiere f(w) = limy, o frn(w) =
sup,en fn(w). Dann ist f messbar und es gilt

| g = tims [ pudi = sup [ pudn
n—00 n—00
Q Q Q
Satz 1.20. (Lemma von Fatou) Seien f, : @ —> [0, +o0] messbar. Dann gilt
o < Tni
fhgri)lolgf frndu < llﬂgo‘fff"d/"
Q Q

Schritt 4. Erweiterung auf integrierbare Funktionen

Bisher haben wir das Integral lediglich fiir nicht-negative Funktionen definiert. Im letzten Schritt
erweitern wir dieses messbare Funktionen f : ) — R.

Definition 1.21. FEine messbare Funktion f : Q — R heisst integrierbar, falls

flfldu< 0.
Q

Schreiben wir |f| = f* + f~ so sehen wir, dass f genau dann integrierbar ist, falls

ff*du, deu < 0.

Q Q

Sei f integrierbar. Dann definieren wir

deu - JerdM —Jf_d,u-

| s = | vazan

A Q

Fiir A € F setzen wir
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Héufig schreiben wir

| s [ F)dute)
Q Q
sofern wir hervorheben wollen beziiglich welcher Variable integriert wird.

Bemerkung 1.22. Ist f: Q — [0,4+0], so ist [ integrierbar genau dann, wenn

ifd,u < 0.

Satz 1.23. Seien f, g integrierbare Funktionen. Dann gelten die folgenden Aussagen

e af ist fiir alle a € R integrierbar und es gilt

fafd,u = affd,u.

Q Q

o Ist f + g wohldefiniert, d.h. {f = +0} n{g=—0w} =7 ={f =—w}n{g=+0w0}, soist
auch f + g integrierbar und es gilt

J(f +g)dp = deu + fgdu-

Q Q Q

deu < lgdw

Q

o Ist f <y, sogilt

o Fs qilt die Dreiecksungleichung

| san) < [ 1f1a
Q Q

o sup{f, g} sowie inf{f, g} sind integrierbar.

Die Bedingung, dass f + g wohldefiniert ist, kann fallengelassen werden. Dieses werden wir
spater fiir den Fall von ”Zufallsvariablen” zeigen.

1.4 Der Satz von Fubini und Tonelli
1.5 Der Satz von Radon-Nikodym

2  Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Wahrscheinlichkeitsrdume und Verteilungen

Definition 2.1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Mafraum (2, F,P) mit P(Q2) = 1.
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Hier und im Folgenden bezeichnet (2, F,P) einen Wahrscheinlichkeitsraum.
Notation:

e () — Ereignisraum

e w € () — Elementarereignis

e A e F — Ereignis

e [P — Wahrscheinlichkeitsmaf}

e P(A) — Wahrscheinlichkeit von A.
e A° — Ereignis A tritt nicht ein.

e Au B — A oder B treten ein.

e An B — Aund B treten ein.

e A c B - A impliziert B.

Man beachte
0<P(A) <P(A) +P(4A°) =P(AuU A°) =1

sowie

P(A%) =P(Q\A) =P(Q) —P(A) =1 —P(A).
Bemerkung 2.2. Fir eine Folge von Mengen (Ap)nen © F
o P(Upen An) <D0 P(4,).

o PP (UneN Ap) =limy 0 P (UnNzl An> .

b P(mneN Ap) = limy o P <ﬂfzv:1 An)-
Die Folgende Definition ist zentral fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie.
Definition 2.3. Eine Zufallsvariable, ist eine messbare Abbildung X : QO — R.
Definition 2.4. Seit X eine Zufallsvariable. Die Verteilung von X ist definiert durch
px(A) = P(X € A) = P({we Q | X(w) € A}).
Wir schreiben hiufig auch px = Po X1,
Satz 2.5. Sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt:

(a) px ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf B(R).



(b) Ist h : R — [0,00] messbar, so gilt

f WX)AP = | h(@)dux (2). (2.1)

T

Hierbei ist die linke Seite endlich genau dann, wenn die rechte Seite endlich ist.
(c) Ist h : R —> R messbar und ist eine der Seiten in (b) endlich fiir |h| so gilt (b) immernoch.
Diesselbe Aussage gilt auch wenn wir R durch R ersetzen.

Beweis. (a) Ubung.
(b) Sei zunéchst h = aply + Zé\[:l agla,, ak,aq € [0,4+00] und Ay € F. Dann gilt

N
fh(X)dIP’ = a,P(X = +20) + Y aP(X € Ay)
Q k=1

= acopx ({+0}) + Z agpx (Ag) = Jh(ﬂﬂ)dux(l'),

R

wobei die linke Seite endlich ist genau dann, wenn die rechte Seite endlich ist. Ist h > 0 beliebig
messbar, so finden wir eine Folge von Elementarfunktionen h,, wie oben mit h,,  h fiir n — oo.
Dann gilt §, hn(X)dP = §g hy(2)dpx (z) und die linke Seite ist endlich genau dann, wenn die
rechte Seite endhch ist. Wegen hn(X) / h(X) fast sicher folgt mit dem Satz der monotonen
Konvergenz (2.1]).

(c) Ist h: R — R messbar, so ist auch |h| > 0 messbar und es gilt

j Ih(X)|dP = f ()| dpx (z)
0 R

Sind diese Integrale endlich, so erhalten wir die Behauptung durch Zerlegen in Positiv und
Negativteil. O

Folglich kénnen wir zu jeder Zufallsvariable eine Verteilung px assozieren. Die Umkehrung
ist im folgenden Satz angegeben.

Satz 2.6. Sei i ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R. Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) und eine Zufallsvariable X mit ux = p.

Beweis. Sei Q =R, F = B(R) sowie P = . Dann definiert
X:0—R, w— X(w) =w
eine Zufallsvariable mit uxy = Po X' =P = p. O

Man beachte, dass die Wahl von X im obigen Beweis nicht eindeutig ist. Folglich enthélt
eine Zufallsvariable mehr Informationen als lediglich deren Verteilung px. Um Verteilungen auf
R zu untersuchen ist das nachfolgende Konzept niitzlich.



Definition 2.7. Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafy auf R. Die Verteilungsfunktion F),, ist defi-
niert durch -
Fu(t) i= pl[~0, 1)), teR.

Satz 2.8. (a) Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf R. Dann ist die Verteilungsfunktion E,
monoton wachsend, rechtsstetig und es gilt

Jim F(t) =0, lim F, (1) = 1. (2.2)

t—00

(b) Sei F : R — [0,1] monoton wachsend, rechtsstetig mit (2.2). Dann gibt es genau ein
Wahrscheinlichkeitsmaf p auf R mit F,=F.

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraume

Wir beginnen mit dem einfachsten Beispiel einer ”diskreten” Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel 2.9. (Punktmaf$) Es sei Q) eine nicht-leere Menge und wo € Q fest. Dann defininiert

1, wgeA
5“’0(‘4)::{0 wo d A

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf . Die o-Algebra F kann hierbei beliebig gewdhlt werden. Fiir
eine Zufallsvariable X mit X (wg) € R gilt

JX(W)5w0 (dw) = X (wo).
Q

Der folgende Satz erweitert obiges Beispiel auf abzéhlbar viele Punktmafe.

Satz 2.10. Sei (wp)nen € 2 und (pp)nen < [0, 1]. Dann definiert fir jede o-Algebra F auf €2

0
P =) Pnbu,, (2.3)
n=1

ein Maf auf Q. Dieses ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ genau dann, wenn >,

> i pn =1. Sei X eine Zufallsvariable mit Y, | X (wn)|pn < 00. Dann ist

pn = 1. Es gelte

JXdIP’ = i X (wn)pn.- (2.4)
O n=1

Beweis. P ist eine positive Linearkombination von Maflen und damit wieder ein Maf}. Die zweite
Behauptung ist offensichtlich. Fiir die letzte Behauptung zeigen wir zuerst (2.4]) fiir alle nicht-
negativen, messbaren Funktionen.
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N
Fall 1: Sei X = ) aply mit Ay € F und a; > 0. Dann gilt

k=1
N N
fXdP = 2 akJﬂAkd]P’ = Z arP(Az)
O k=1 Q k=1
N 0 0 N 0
= Z ay Z Pndw, (Ag) = Z Z apla, (wn) = Z X (wn)pn-
k=1 n=1 n=1 k=1 n=1

Fall 2: Sei X > 0 messbar, dann gibt es eine Folge von Zufallsvariablen (X,)nen wie in Fall 1
mit X,, / X fiir n — co. Folglich gilt

JXdIP’ ZX (wi)pr, n > 1.
k=1

Da beide Seiten monoton steigend in n sind ist folgt aus dem Satz der monotonen Konvergenz

?’l—>CX) n—a0

a0
XdP = lim | X,,dP = lim ZX wi )Pk < ZX(Wk)pk
k=1

Sei ¢ > 0 und N e N derart, dass Y7 y.; X(wp)pe < 5. Ferner gibt es ng(¢) € N mit
Z]kvzl X(wi)pr < Zivzl Xn(wr)pr + § fiir n > ng. Daraus folgt

0 N
D X (w) Z wkpk+a<€+ZX wk)pkzs—i-fXdIP’ n > no(e).
k=1 k=1 k=1

Bilden wir den Grenzwert n — oo auf beiden Seiten so ergibt sich
0
D X(we)pr <+ fXdIP, e>0.
k=1

Folglich gilt fiir alle Zufallsvariablen X > 0. Insbesondere ist die linke Seite endlich genau
dann, wenn die rechte Seite endlich ist.

Fall 3: Es sei X eine beliebige Zufallsvariable. Zerlegen wir X = XT — X~ mit XT > 0 in
Positiv- und Negativteil, so folgt

0 0 0
JXdP:JX*dP—fXdP: DX wn)pn = Y X (wn)pn = D X(
Q Q ) n=1

n=1 n=1

Das folgende Beispiel ist ein Spezialfall von ({2.3]).
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Beispiel 2.11. (diskrete Gleichverteilung) Sei Q ist eine endliche Menge mit Potenz-o-Algebra
F = 2. Die diskrete Gleichverteilung ist dadurch festgelegt, dass jedes Elementarereignis dies-
selbe Wahrscheinlichkeit hat d.h. P({w}) = a fiir ein geeignetes a € [0,1] und alle w € Q0 gilt.

Wegen P(2) =1 folgt a = \Q\ d.h.

P({w}) =

1
—, weqQ,
9]
wo || 1= ol die Anzahl der Elemente in ) bezeichnet. Fir eine Menge A <  gilt demnach
14l
P(4) = 3 P = 5.

weA

Das so definierte Maf$ hat die Darstellung

)= 2

we

Fiir eine Zufallsvariable X gilt demnach

fXdIP_ &l D X(w)

weN

Das Nachfolgende ist eine Verallgemeinerung der Gleichverteilung und folgt aus Satz

Korollar 2.12. Sei () eine hichstens abzihlbare Menge und F die Potenz-o-Algebra of Q). Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Seip:Q—[0,1] mit Y, .qp(w) =1. Dann definiert

P(A) = > pw), AcQ (2.5)
weA

ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf €.

(b) Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf Q ist von der Form ({2.5)) fir eine geeignete Funktion
p:Q—[0,1].

Fir eine Zufallsvariable X mit Y o | X (w)[p(w) < oo gilt

fXdIP D X(w (2.6)

wes

Beweis. (a) P gegeben durch ([2.5) hat die Darstellung

P(A) = ). p(n)dy(A).

ne)
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Die Behauptung folgt aus Satz
(b) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2 und A < Q. Dann gilt

P(A) = P (U {w}) = 3 B({w)).

weA weA

Also gilt (2.5)) mit p(w) := P({w}). Die Identitét (2.6)) folgt aus Satz O

Beispiel 2.13. (Minzwurf) Sei Q = {0,1} mit F = 29, Hierbei steht 0 fiir Kopf und 1 fiir
Zahl. Unter der Annahme, dass die Miinze fair ist (beide Ausginge sind gleich wahrscheinlich),
wdhlen wir P als diskrete Gleichverteilung auf 2, d.h.

1 1
P = =6+ -0
500 T 5%

Beispiel 2.14. (n Minzwirfe) Fihren wir n > 1 Minzwirfe mit derselben Miinze aus, so
wéhlen wir F = 22 mit

Q={0,1}"={w=(wi,...,wn) |wr€e{0,1}, k=1,...,n}.

Das Wahrscheinlichkeitsmaf ist demnach gegeben durch die Gleichverteilung auf 2, d.h.

1
P -
(W) =
siehe (2.5)). Wir betrachten die Zufallsvariable
X(w) = Z W
k=1
welche die absolute Hiufigkeit angibt Zahl zu werfen. Diese definiert die disjunkte Zerlegung
Q=JAr Ax={we]|X(w)=Fk}

k=0

Es gilt |Ag| = (}) und demnach P(Ay) = 5= (}). Die Verteilung von X ist somit gegeben durch
n

ux = Y, P(Ag)dx. Das Integral von X beziiglich P lisst sich wie folgt berechnen:
k=0

1 1 ¢ 1 v, (n\ n
XdP = — Y X(w) = o X(w) = o k<>:
J 2%:2 “ 2;_0w§1k “ 2126 k)2

Diesselbe Rechnung ldsst sich auch in einer anderen Notation kiirzer fithren

n

deIP’zZ]P’(sz)k;z
Q

k=0

SE
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Beispiel 2.15. (unfairer Minzwurf) Fihren wir n > 1 Minzwiirfe mit derselben Miinze aus,
so wihlen wir F = 22 mit

Q={0,1}" ={w=(wi,...,wn) |wr€{0,1}, k=1,...,n}.

Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit Kopf (also 0) zu werfen gegeben ist durch p € [0, 1].
Die Wahrscheinlichkeit Zahl (also 1) zu werfen, ist demnach 1 —p. Das Wahrscheinlichkeitsmaf
ist gegeben durch

S (1—wy) S w
P({w}) =p=1 (1—p)=t |, we

Wir betrachten die Ereignisse
n
A = {weQ| ijzkr}, k=1,...,n.
j=1

Dann gilt |Ag| = (Z) Die Wahrscheinlichkeit k-mal Zahl zu werfen ist gegeben durch
> (1-wy) 2wy n
P(A) = j=1 1—p)y=t = k(1 — )k,
(Ap)= > p (1-p) <k>p (1-p)

n
Sei X (w) := )} wj. Dann ist die Verteilung von X gegeben durch

7=1

px({k}) = B(X = ) = (Z)w-'f(l —pF, Be{l,...n).

Diese ist die sogenannte Binomialverteilung.

Beispiel 2.16. (Poisson Verteilung) Sei Q = Ry mit F = B(Ry). Die Poisson Verteilung mit
Parameter A > 0 ist gegeben durch

0k
P=e? Z H(Sk.
k=0
Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsraiume
Wir wollen uns einige wichtige Beispiele von Verteilungen auf R% ansehen.
Beispiel 2.17. (uniforme Verteilung) Es sei V. < R messbar mit 0 < m(V) < o0 und
F={AeBR)| AcV}
die Menge aller Borel messbaren Mengen in V. Die uniforme Verteilung auf V ist gegeben durch

T 0
W) 1= s J La(@ym(dz) = 7S

Obige Definition kiirzen wir ab mit p(dx) = Wﬂv(aj)m(dx).



Beispiel 2.18. (Cauchy Verteilung) Es sei u(dx) = p(z)m(dx) mit ¢ >0, a € R und

1 c
T+ (x—a)?

p(x) = zeR,

d.h. u(A) = { p(x)m(dz) fir A€ B(R). Dann ist o ein Wahrscheinlichkeitsmaf und es gilt
A
J|x|ku(daz) =ow, k>1.
R

Beispiel 2.19. (Normalverteilung auf R) Es sei v(dx) = p(z)m(dz) mit pe R, 0? > 0 und

1 _(@-w?
e 202 z € R.

p(x) = W >

Dann ist v ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit

| avt@tan)

R

und

|@ = wipatas) = o

R

Man beachte dass obige Beispiele absolut stetig beziiglich dem Lebesgue-Mafl auf R sind. In
diesem Fall sagen wir auch, dass p eine Dichte hat.

Definition 2.20. (multivariate Normalverteilung)
(a) Die Standardnormalverteilung auf R? ist gegeben durch ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf
R? mit Dichte

212
p(z) = (2%)_%6_%, ze R

(b) Es sei A eine reelle d x d-Matriz und b € R, Sei T(z) := Az + b die dazugehorige affine
Abbildung. Dann heifit o T—1 (multivariate) Normalverteilung, wo p gegeben ist wie in

(a).
Satz 2.21. Es gelten die folgenden Aussagen.
(a) Sei A invertierbar. Dann hat o T~1 eine Dichte gegeben durch

d(poT™)

(@) = (2m) 7 (det(AA") e OTAATED g e e
m

Hierbei bezeichnet At die zu A transponierte Matriz und {-,-) das Skalarprodukt im R

(b) Ist A nicht invertierbar, so ist Im(T) eine Nullmenge beziiglich m und o T~ ist nicht
absolut stetig beziiglich m.
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(¢) Die Klasse der Normalverteilungen ist invariant unter affin linearen Transformationen
RY — Re. Genauer, sei T(z) = Az + b mit A eine d x d-Matriz, b € R? und sei v eine
(multivariate) Normalverteilung. Dann ist v o T~ eine (multivariate) Normalverteilung
auf RY.

Beweis. (a) Sei A invertierbar. Dann ist auch ¥ := AA? invertierbar mit =1 = (4Y)~1A~! und
es gilt T7!(y) = A=Y (y — b) = A~y — A~'b. Aus der Translationsinvarianz von m und dem
Transformationssatz folgt fiir jedes Rechteck im R?

(moT N (R) =m(T H(R)) = det(A 1 )m(R) = det(A) " 'm(R).
Da Rechtecke einen n-stabilen Erzeuger der Borel-o-Algebra bilden folgt
(moT Y (B) = det(A)"'m(B), Be B(RY).
Also ist m o T~1 absolut stetig beziiglich m und es gilt mit dem Determinanten Produktsatz

d(moT™1)

- = det(A™) = (det(X)) 2.

Die Behauptung folgt aus

(o )(B) = [ La@)po T de) = [ 1a(T()E(d2)

R4 R4
- f 1p(T(2))(2r) " 2e 21T TP i da)
Rd
- J 15(y)(2m) 22T (m o 71 (dy)
R4

~ [omyte s 0 det(5)) B m(ay)
B

wo wir T-1(y) = A~(y — b) und
Ty =Ty, T ) =(A(y—b), A (y = b)) =y —b,o ' (y—b))

benutzt haben.
(b) Ist A nicht invertierbar, so ist B := Im(T) = R? ein hochstens d— 1-dimensionaler Unterraum
und folglich eine Nullmenge beziiglich m, d.h. m(B) = 0. Wegen 1g(T(R%)) = 1 erhalten wir

o T(B) = j 15 () (1 0 T~Y)(dr) = f 15(T () )ud) = pu(RY) = 1,
Rd Rd

(¢) Verkniipfungen affin linearer Funktionen sind affin linear. O
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2.2 Erwartungswert und Varianz

Definition 2.22. Fiir eine nicht-negative Zufallsvariable ist der Erwartungswert definiert iber

E(X) := deIP’ = JX(w)dIP’(oJ) € [0, 0]. (2.7)
Q Q

Eine Zufallsvariable X heifit integrierbar, falls

E(X]) = | [X]dP < .
J

Fiir eine integrierbare Zufallsvariable definieren wir den Erwartungswert durch (2.7)).
Man beachte, dass fiir X =1 gilt E(1) = P(Q2) = 1.
Bemerkung 2.23. Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und px deren Verteilung. Dann gilt
B(X) = [ adux (o).

R
Allgemeiner, ist E(| X|™) < oo fiir ein n > 1, so gilt
E(X") = Jx”dux(:v).
R
Um Erwartungswerte und Momente zu berechnen reicht es also aus die Verteilung der Zufalls-
variable zu bestimmen.

Die Nachfolgende Ungleichung ist hilfreich fiir verschiedene Konvergenzargumente.

Lemma 2.24. (Markovsche Ungleichung) Sei X eine Zufallsvariable und h > 0 monoton stei-
gend. Dann gilt fir alle ¢ > 0

h(c)P(X > ¢) < E(h(X)). (2.8)
Insbesondere gilt die Markovsche Ungleichung fiir p > 0

P(X| > ) < SE(XP), <>0. (2.9)

Beweis. Die Ungleichung (12.8]) folgt aus
h(e)P(X = ¢) < h(c)P(h(X) = h(c)) = E(h(c)1px)>n(e) < E(A(X)).
Die Ungleichung (2.9) ist eine Folgerung fiir den Spezialfall h(z) = |z|P. O

Eine Menge N € F heifit Nullmenge, falls P(N) = 0 gilt. Wir sagen, dass eine Eigenschaft
fast sicher gilt, falls es eine Menge Nullmenge N € F gibt und die Eigenschaft fiir alle w ¢ N
erfiillt ist. Daraus lassen sich einige einfache Folgerungen ableiten.
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Satz 2.25. Sei X eine Zufallsvariable.
(a) Ist X >0 fast sicher und gilt BE(X) =0, so gilt auch X =0 fast sicher.
(b) Ist X eine integrierbare Zufallsvariable, so ist X fast sicher endlich.

(c) Sei N eine Nullmenge. Dann ist 1y X integrierbar und es gilt

E(LyX) = E(Ly|X]) = 0.
Beweis. (a) Aus (2.9) mit p =1 und e = & folgt fiir alle n > 1

IP’(X > ;) < nE(X) = 0.

Daraus folgt

P(X>O):P(U{Xzi}>giP(XZTIL>=O

n>1 n=1

und somit P(X =0) = 1.
(b) Es gilt P(|X| > n) < 2E(|X]) fiir alle n > 1. Lassen wir n — oo folgt mit der Stetigkeit des
Mafles von oben

P(X € {+o0}) = P(|X]| = +0) = 0.

(c) Es reicht X > 0 zu betrachten, ansonsten betrachte die Zerlegung X = X+ — X .
Fall 1: Ist X = chvzl agly, mit ar > 0 und Ay € F, so folgt aus P(Ay n N) <P(N) =0

N
E(InX) = Y. apP(A; A N) = 0.
k=1

Fall 2: Ist X > 0 eine beliebige Zufallsvariable, so finden wir eine Folge von Zufallsvariablen
X, wie in Fall 1 mit X, \, X. Dann ist E(1yX) = lim, o E(1xyX,) = 0 nach dem Satz der
monotonen Konvergenz. O

Dieses liefert uns das néchste Korollar.

Korollar 2.26. (a) Sei X eine Zufallsvariable mit X > 0 fast sicher. Dann gilt E(X) > 0.
(b) Seien X,Y integrierbare Zufallsvariablen mit X <Y fast sicher. Dann gilt E(X) < E(Y).
(c) Sind X,Y integrierbar und a,b € R, so ist auch aX + bY integrierbar und es gilt

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

Beweis. (a) Sei N eine Nullmenge mit X (w) > 0 fiir alle w € Q\N. Definiere X' := Iq yX.
Dann ist X’ > 0 eine Zufallsvariable und es gilt

E(X) = E(LoyX) = E(X') > 0.
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(b) Folgt direkt aus (a), da Y — X > 0 fast sicher.
(c) Wegen |aX +bY| < |a||X|+]b||Y]| ist aX +bY integrierbar. Folglich ist P(|aX +bY | < w0) =1
und somit

E(aX + bY)

IE:(ﬂlaX—i-bY|<oo(a)( +0Y))
= aE(1jox4bv|<oX) + E(Ljax 1y |<0Y) = aE(X) + BE(Y).
O]

Definition 2.27. Seien X,Y integrierbar derart, dass X -Y integrierbar sind. Die Kovarianz
ist definiert durch
cov(X,Y) :=E(X —E(X))(Y —E(X))).

Fiir X =Y bezeichnen wir mit var(X) := cov(X, X) die Varianz von X.

Satz 2.28. Es seien X,Y Zufallsvariablen mit E(|X|?),E(|Y|?) < . Dann gelten folgenden
Eigenschaften.

1. var(X) > 0 und var(X) = 0 genau dann wenn X fast sicher konstant ist.
2. cov(X,Y) ist symmetrisch und bilinear.
3. var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y).
Beweis. Ubung. O

2.3 Ré&ume integrierbarer Zufallsvariablen
Wir definieren die Réume der integrierbaren Funktionen. Es sei p € [1,00) und setze
1
[ X 2o = (E([X]7)) 7.
Dann bezeichnet
LP = LP(Q) = LP(Q,F,P) ={X: Q— R | X Zufallsvariable mit || X|z» < oo}

den Raum der p-fach integrierbaren Zufallsvariablen. Fiir p = o0 sei £L% der Raum der wesentlich
beschrinkten Zufallsvariablen. Eine Zufallsvariable heiffit wesentlich beschrankt falls

[ X ||z := esssup | X (w)] := inf sup | X(w)| < o0.
we NeF, P(N)=0,eQ\N

Beispiel 2.29. Sei Q = [0, 1], F = B([0,1]), P = m das Lebesque Maf$ und fiir r € R sei

1

W' 0

Xw) =4 “7Y

0, w=0
r < 0: Dann ist X € LP fiir alle p € [1,0].
r > 0: Dann ist X ¢ L. Firpe [1,00) gilt

E(|X|P) = f w "Pm(dw).
(0,1]

Das rechte Integral ist endlich genau dann, wenn rp < 1, d.h. X € LP falls rp < 1.
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Lemma 2.30. Sei h: R — R eine konveze Funktion mit h(X) € L'. Dann gilt X € L' sowie
R(E(X)) < E(h(X)).

Beweis. Wir betrachten zuerst X > 0. Da h konvex ist, gibt es eine affin lineare Funktion g mit
g < hund g(E(X)) = h(E(X)) (Stiitzgerade). Es folgt

hE(X)) = g(E(X)) = E(g(X)) < E(h(X))

welches in diesem Fall die Behauptung zeigt. Ist X nun beliebig, so ergibt obiger Fall angewand
auf | X|, dass X € L!. Diesselbe Argumentation zeigt dann die Behauptung. O

Korollar 2.31. Fir alle 1 <p <q < o0 gilt
[ X cr < 1X ]| o

und somit ist L9 < LP ein Teilvektorraum.

Beweis. Die Funktion h(x) := \:U|% ist fir 1 <p < ¢ < oo konvex. Es folgt mit Y := | X|P
aq g
E(X)? = h(EY)) <E(RY)) = E(Y]r) = E(]X]7)

und somit die Behauptung im Fall ¢ < oo. Fiir 1 < p < ¢ = o folgt aus der Monotonie des
Erwartungswertes

1
[ Xcr = (E(X]P)) 7 <[ X goo.
O

Lemma 2.32. Sei 1 < p < 00. Dann ist LP ein Vektorraum und || - |z» eine Halbnorm auf LP.
D.h. fir X,Y € LP und a € R gilt

(a) [aX]|ze = |al|X|
(0) [ X +Yler < [Xler + Yo
(c) Ist | X|cr =0 soist X =0 fast sicher.

Beweis. Eigenschaft (a) folgt aus der Linearitét des Erwartungswerts. Eigenschaft (b) ist die
Minkowski Ungleichung, siehe Mafitheorie oder Funktionalanalysis. Aus Teil (b) lédsst sich ins-
besondere leicht zeigen, dass £P ein Vektorraum ist. Wir zeigen (c).

p < o0: In diesem Fall folgt aus || X|zr = 0 auch E(|X|P) = 0. Damit folgt | X|? = 0 fast sicher
und somit X = 0 fast sicher.

p = o0: In diesem Fall gibt es zu jedem n € N ein N,, € F mit P(N,,) = 0 und

1

sup | X(w)| < —.

weQ\N,, n
Es sei N := |,y N, dann ist N € F und es gilt P(N) < >, | P(N,,) = 0. Ferner gilt fiir alle
w e Q\N bereits | X (w)| <%, ¥n > 1 und damit X = 0 fast sicher. O
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Also néachstes wollen wir aus £P normierte Rdume definieren. Es sei
N = {X Zufallsvariable mit X = 0 fast sicher }.

Dann definiert
X~Y <= X-YeN

eine Aquivalenzrelation auf £P fiir alle 1 < p < oo (Ubung). Es sei LP := £P/N der Raum
der Aquivalenzklassen von Zufallsvariablen. Jedes [X] € LP hat demnach einen Représentanten
X € LP und es ist

[X]={Yell|Y ~X}={YeLlP|X =Y fast sicher }.

Warnung: Eine Aquivalenzklasse [X] kann (im Allgemeinen) nicht punktweise ausgewertet
werden. D.h. [X](w) macht (im Allgemeinen) keinen Sinn.

Da der Erwartungswert invariant gegeniiber Nullmengen ist, sind die folgenden Definitionen
sinvoll

und
IXTe = [ X e

Da keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir oft auch X anstelle von [X], wo X ein
Repréasentant von X ist.

Satz 2.33. Sei 1 < p < 0. Dann ist (LP,| - |r») ein Banachraum. Ist p = 2, so ist L* ein
Hilbertraum mit Skalarprodukt

(X1 [YDr2 == E([X - Y]).
Satz 2.34. (Cauchy-Schwartz Ungleichung) Sind X,Y € L2, so gilt X - Y € L' und
E(IX - Y]) < VE(IXP)VE(Y ).

Diesselbe Aussage gilt fir L? und L' anstelle von £ und L.
Satz 2.35. (Holder Ungleichung) Seien 1 < p,q < oo mit % +% =1(woi:=0)und
X eLP,Y e L9. Dann gilt X - Y € L' und

[ XYz < [ Xo Y] 2a-

Diesselbe Aussage gilt fir LP, LY, L' anstelle von L£P, L1, L.

2.4 Zufallsvariablen mit Werten in R¢

Es sei |a] := 4/ ZZ:I a2 die euklidische Norm von a = (a1, . .., aq) € R%. Eine messbare Abbildung

X : Q — R? heiBt R%werige Zufallsvariable. Hiufig lassen wir den Zusatz R%-wertig weg,
sofern dieses aus dem Zusammenhang hervorgeht. FEine solche Abbildung hat eine Darstellung
in Komponenten iiber

X(w) = (X1(w),...,Xgq(w)),
wo X : § — R Abbildungen sind.
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Bemerkung 2.36. Sei X = (X1,...,Xy) : Q — R? eine Abbildung. Dann sind dquivalent:
(a) X ist eine R*-wertige Zufallsvariable.
(b) Xi,...,Xg sind Zufallsvariablen.
Lemma 2.37. Es sei X = (X1,...,Xq) eine Ri-wertige Zufallsvariable und p € [1,00]. Dann
gilt
| X|e P = XpeLlP, k=1,...,d

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass

J\X|deP<oo<:>J]Xk\deP’<oo, k—1,....d.
Q Q

[SIIS]

Es gilt | X P = (Zi:l \Xk]2> . Daraus folgt

P
d 2
IXilP = (|1 Xk[2)% < (Z |Xk|2> = |XJP.

k=1

Andererseits gilt auch

2 P d
e (d (kinlaxcz'Xk') ) - <kg11a..).‘d|X’“|> <d )Xl

O

Fiir p € [1,00) sei LP(Q, F,P;RY) = £P(2; R?) der Vektorraum der R-wertigen Zufallsvaria-
blen mit
|X|cr :=E(X|]P) < 0.
Fiir p = o0 sei £L2(Q, F,P;RY) = £%(;RY) der Vektorraum der R%wertigen Zufallsvariablen
mit
| X ||z == inf sup | X (w)| < o0.
NeF, P(N)=0,e\N

Analog zu dem eindimensionalen Fall lassen sich die Riume LP(£2;R?) definieren. Diese sind
Banachrdume.

Bemerkung 2.38. Es sei X € L2(;R?Y). Dann gilt

Xal 4 X5 _

1
| Xk - X;] < 5 <3

d 1
D X2 = 5\X\2 e L.
k=1

Also gilt X;- Xy € L' fiir alle j,k = 1,...,d. Umgekehrt, gilt X).- X; € L fiir alle j,k =1,...,d,
s0 ist offensichtlich X € £L2(Q; RY).
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Definition 2.39. Sei X = (X1,...X,) eine Ré-wertige Zufallsvariable mit X € L£'(Q;RY).
Dann ist der Erwartungswert definiert durch

E(X) := (E(Xy),...,E(Xy)).
Ist X € L2(;RY) so ist die Kovarianzmatriz ¥ = (045)ij=1,..d ist definiert durch
oij = cov(Xy, Xj) = E((X; — E(X;))(X; — E(Xj))).
Der nichste Satz zeigt dass die Eigenwerte von X reellwertig und nicht-negativ sind.

Satz 2.40. X ist symmetrisch und es gilt

d d 2
D AN =E | D (X —E(X)| | >0
Q=1 i=1
fiir alle A = (A, ..., \g) € C%.
Beweis. Ubung. O

2.5 Konvergenz von Zufallsvariablen

Wir wollen einige Resultate aus der Integrationstheorie beziiglich der Konvergenz wiederholen.
Im folgenden Betrachten wir Eigenschaften welche fast sicher gelten. Daher kénnen wir uns ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit auf Zufallsvariablen mit Werten in R zuriickziehen.

Definition 2.41. Seien (X,,)neny und X Zufallsvariablen.

(a) (Xn)nen konvergiert fast sicher gegen X, falls es eine Nullmenge N gibt mit

lim X, (w) = X(w), YweQ\N.

n—aoo
(b) (Xn)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, falls fiir alle € > 0

lim P (|X, — X| > &) = 0.

n—aoo
(¢c) (Xn)nen konvergiert im p-ten Mittel (bzw. in LP) gegen X (wo p € (0,00]), falls

| Xn — X| e — 0, n— 0.

Bemerkung 2.42. (a) Gilt X,, — X in L', so konvergiert auch die Folge der Erwartungs-
werte (E(Xp))nen gegen BE(X). Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.
(b) Gilt X, — X in L9, so gilt auch X,, — X in LP fir alle 1 <p < q < 0.

Der niichste Satz zeigt, dass unter der zusitzlichen Bedingung, dass die Folge (X,,)nen eine
Majorante besitzt, fast sichere Konvergenz die Konvergenz in £' impliziert.

23



Satz 2.43. (Satz von Lebesque, Satz der dominierten Konvergenz) Sei (Xp)nen < L eine Folge
von Zufallsvariablen und X € L. Es gebe Y € L' mit

| Xn| <Y, n>1 fast sicher
und X,, —> X fast sicher. Dann gilt X,, — X in L.

Korollar 2.44. (Satz von Lebesgue fir L£P) Sei (X,)nen eine Folge von Zufallsvariblen mit
X, —> X fast sicher. Es gebe ein' Y € LP mit p € [1,0) und |X,,| <Y fast sicher. Dann gilt
Xn — X in LP.

Beweis. Es gilt | X,, — X|P —> 0 fast sicher. Folglich gibt es M € F mit P(M) = 1 und ng € N
mit
| X (w)| < |X(w) = Xp(w)] + [ Xn(w)| <1+Y(w), weM, n>np.

Somit gilt fiir n > ng, w € M mit (a + b)P < 2P~ 1(aP + bP)
X — XIP < (| Xp| +]X)P < (1+2Y)P <2°7H1 4+ 2°YP) e L1,
Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue. O

Satz 2.45. (Satz von Beppo-Levi, Satz der monotonen Konvergenz) Sei (X, )nen eine Folge
nicht-negativer Zufallsvariablen mit X, < X,+1 und X,, / X fast sicher, wo X eine weitere
Zufallsvariable ist. Dann gilt

E(X,) — E(X), n— .

Korollar 2.46. Sei (X,)nen eine Folge nicht-negativer Zufallsvariablen. Dann gilt

E ( 3 Xn> - i E(X,). (2.10)
1 n=1

n=

Hierbei ist 00 = o0 zugelassen und die linke Seite ist endlich genau dann, wenn die rechte Seite
endlich ist. Ist (Xp)nen eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen mit Y, E(]X,|) < o0 so gilt
(2.10) und beide Seiten sind endlich.

Beweis. Ubung. O

Lemma 2.47. (Lemma von Fatou) Sei (X, )nen eine Folge nicht-negativer Zufallsvariablen.
Dann gilt
E (lim inf Xn> < liminf E(X,,).
n—0oo n—aoo
Satz 2.48. Seien (X, )nen und X, Y Zufallsvariablen. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Angenommen X,, —> X fast sicher, dann gilt X,, —> X in Wahrscheinlichkeit.
(b) Angenommen X, — X in LP fiir p € [1,0], dann gilt X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

(¢) Angenommen X, — X und X,, — Y in Wahrscheinlichkeit. Dann gilt X =Y fast
sicher.
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Beweis. (a) Sei Y, := 1|x,_x|>. mit € > 0 fest. Dann gilt ¥}, <1 und Y,, — 0 fast sicher. Aus
dem Satz von Lebesgue folgt

P(|X, — X| > ¢) = E(Y,) — 0, n— .

(b) Die Markovsche Ungleichung impliziert

1
E(|X, — X[P) — 0, n — o

P(‘Xn_X| ZE)SE

sofern p € [1, ). Fiir p = o0 betrachten wir

1 1
P(Xo = X| 2 ) < ZE(|Xn = X|) < Z[ X0 = Xz,

(c) Fiir alle € > 0 gilt

P(IX —Y|>¢) <P(Xp — X| + | X — Y| > e)
(1= 5] 1= 5)
g]P’(\Xn—X|2§)+IP’<|Xn—X]2§>—>O, n — o0.

O]

Beispiel 2.49. Alle anderen Implikationen sind im Allgemeinen falsch. Sei hierzu (2, F,P) =
([0, 1], B([0, 1]), m(dz)).

(¢)

(b)

Sei X, = n%ﬂ[o 17 Dann ist X, € LP mit X,, —> 0 fast sicher und damit auch in Wahr-

scheinlichkeit. Aber E(|X,|P) = %(n%)p =1 zeigt, dass (Xp)nen nicht in LP konvergiert.

Sei
X, = 1[k27m7(k+1)27m)7 n=2"+k meNy 0<k<2™
Dann gilt
P(| X, >¢e) <P(|X,|>0)=2"—0, n—> o
und

E(|X, ") = P(X,| > 0) =27

Folglich gilt X,, — 0 in LP und in Wahrscheinlichkeit. Wir zeigen, dass (X, (w))nen fir
kein w € [0,1) konvergiert. Sei w € [0,1) fiziert. Fiir jedes m € N finden wir genau ein
k= k(w,m) mit we [k27™,(k +1)27™). Also gilt Xy m)4om(w) = 0. Fir alle anderen
0 <K < 2™ ist Xpryom(w) = 0. Damit kann (X,,(w))nen nicht konvergieren.

Im Folgenden betrachten wir die Konvergenz in Wahrscheinlihkeit und fast sichere Konver-
genz genauer.
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Lemma 2.50. (Erstes Borel-Cantelli Lemma) Sei (Ap)nen © F mit > P(A,) < 0. Dann
gilt
P(limsup 4,,) = 0.

n—0o0

Hierbei ist imsup,, o An = ()51 Upsn Ak-

Beweis. Seien B, := Uan Apg. Dann ist B, eine fallende Folge (d.h. B,4+; < B, fiir alle n > 1)
und es gilt ﬂnZl B, =limsup,,_,,, An, d.h. By, \  limsup,,_,,, An. Es folgt

o0

. o < I _
P(limsup A,,) nh_rgo]P’(Bn) < nh_r)rgo Z P(Ag) = 0.

n—00 k=n

O]

Satz 2.51. Sei (X,)neny mit X;, — X in Wahrscheinlichkeit. Dann gibt es eine Teilfolge
(ng)ken mit Xp, —> X fast sicher.

Beweis. Da X,, — X in Wahrscheinlichkeit, finden wir zu jedem k € N ein ng € N mit

1 1
(112 1) <

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei ng < ngq fiir alle k. Setze M := limsupy,_,., Ax mit
A = {|Xy, — X| > %} Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma folgt P(M) = 0. Fiir w € M¢
U1 MNisn A%, d.h. es gibt ein n(w) > 1 sodass fiir alle k > n(w) gilt: | X, (w) — X (w)| <
Also gilt

= I

lim X, (w) = X(w), we M°".
k—0o0
O

Satz 2.52. (Vollstindigkeit bei fast sicherer Konvergenz) Sei (Xp)nen eine Folge von Zufalls-
variablen mit

| Xp — Xim| — 0, n,m — oo fast sicher. (2.11)
Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit X,, — X fast sicher.

Beweis. Sei M € F mit P(M) = 1 derart, dass fiir jedes w € M gilt. Da R vollsténdig ist,

gibt es fiir jedes w € M einen Grenzwert X (w) := lim, o X, (w). Fiir w ¢ M setze X (w) := 0.

Wir zeigen, dass X messbar ist, dann folgt X,, — X fast sicher und somit die Behauptung.
Sei Xy - M — R, w— X(w) = nlglgo Xp(w). Dann ist X|ps als Grenzwert messbarer

Abbildungen messbar beziiglich
FAaM:={AnM]| Ae F}.
Wegen M € F gilt F n M < F und damit ist X|j; auch messbar beziiglich F. Die Darstellung
X =1yX|pm+ Lae-0

zeigt, dass X messbar ist. O

26



Satz 2.53. (Volistindigkit bei Konvergenz in Wahrscheinlichkeit) Sei (Xp,)nen mit

lim P(|X, — Xp| >¢e) =0, Ve>0.
o0

n,m—
Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Sei (Xp, )ren eine Teilfolge mit

Setze Ap = {|Xpn, — Xnys1| > 72} und M := limsup,,_,,, A,. Nach dem ersten Borel-Cantelli
Lemma gilt P(M) = 0, also P(M¢) = 1. Fiir jedes w € M° = J,,51 [ x>, A7, gibt es ein n(w) > 1
sodass fiir alle k > n(w)

()] < .

X () = X -

Nk+1

Damit ist (X, (w))ken eine Cauchy Folge in R. Sei X (w) := limg_,o Xy, (w) fiir alle w € M¢.
Fiir w € M setze X(w) := 0. Dann ist X eine Zufallsvariable mit X,, — X fast sicher. Es
bleibt zu zeigen, dass X,, — X in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Sei n € N und ng > n, dann
ist

P(| Xy — X| > €) < P(| Xy — X | + [ Xy, — X| > €)
TR NE M)

<P (| Xny = X| 2 5) +P (| X0 — X 2 ).
Mit n, k — oo folgt die Behauptung. O

2.6 Stochastische Unabhingigkeit

Definition 2.54. Sei I eine beliebige Indexmenge und {A; | i € I} < F eine Familie von
Ereignissen.

(a) Die Familie heifft unabhdngig, wenn
(1) ~T1rin
jed jed
fiir alle endlichen Teilmengen J < I gilt.

(b) Die Familie heif$t paarweise unabhdngig, wenn

P(4; n Aj) = ]P)(AZ)P(A]), Vi, jel, 1#7].

Bemerkung 2.55. Unabhdngigkeit impliziert paarweise unabhdngigkeit. Die Umkehrung ist im
Allgemeinen falsch.
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Beispiel 2.56. (a) Sei Q = {1,2,3,4} mit F = 22 und Gleichverteilung P auf Q. Seien
A=1{1,2}, B={2,3}, C={1,3).

Dann gilt

und
P(AnB)=P(AnC)=P(BnC)

-7
D.h. die Ereignisse sind paarweise unabhdngig. Die Freignisse sind nicht unabhdngig, da
1\3
P(AnBnC)=0%# (2> =P(A)P(B)P(C).

(b) Sei I ={1,2} mit Mengen A1, As. Dann ist Unabhdingigkeit dquivalent zu
P(A; n Ay) = P(A1)P(Ag).
(c) Sei I = {1,2,3} mit Mengen A1, Az, As. Dann ist Unabhingigkeit dquivalent zu P(A; N
AQ) = P(Al)P(AQ), ]P)(Al M Ag) = P(Al)P(Ag), ]P)(A2 N Ag) = P(AQ)P(A3) und
P(Al M A2 M A3) = P(Al)P(AQ)P(Ag)
Definition 2.57. Sei I eine Indexmenge und fiir i € I seien Mengensysteme & < F gegeben.
Die Familie {&; | i € I} heifst unabhingig, wenn fir jede Wahl A; € &; die Familie {A; | i € I}

von Ereignissen unabhdngig ist.
Aquivalent: Fir jede endliche Teilmenge J < I und jede Wahl Aje& mitjed gilt

P <ﬂ Aj> = [PA).
JjedJ jedJ
Bemerkung 2.58.

(a) Seien (Q;, Fi, ;) miti = 1,...,n Wahrscheinlichkeitsriume. Setze Q@ = Q1 x -+ x Q,, mit

n

F =& F und P = X P;. Seien Mengen A; gegeben durch
i=1 i=1

Al :=Bl><QQ><~~XQn, Ble]-"l

Ay =0 x---x B, B,€eF,.
Dann ist die Familie {Aq, ..., An} unabhdngig unter P.

(b) {& | i € I} ist unabhingig genau dann, wenn {&; | i € J} fir alle endlichen Teilmengen
J < I unabhdngig ist.
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(c) Ist A; < &; fir allei € I, so gilt
{& | i € I} ist unabhingig = {A; | i € I} ist unabhdingig.
Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Satz 2.59. Sei {&; | i € I} eine unabhdngige Familie. Dann ist auch die Familie der erzeugten
Dynkin-Systeme {d(&;) | i € I} unabhdingig.

Beweis. Wegen Bemerkung sei ohne Einschriankung I endlich mit I = {1,...,n}. Fiirig e I
sei

Di, :={AeF | {&,. ..., -1,{A},Eiy+1, - - -, En} ist unabhéngige Familie}.

Wir zeigen, dass D;, ein Dynkin-System ist. Hierfiir sei {i1,...,ix} < I\{ip} beliebig und wiihle
A, €&, wov=1,... k.

1. Da die kleinere Auswahl von Mengen auch unabhéngig ist, folgt
P(A;, - n A, n Q) =P(4;,)---P(4;,) - 1.
Also ist Q2 € D;,,.
2. Sei A € D;,. Dann ist

PAj, n--n Ay, nA°) =P(Aj;, n---nAj, nQ) —P(A;;, n---n Ay, 0 A)
=P(4;,) - P(A,)(1 = P(A4)) = P(4;,) - - P(4;, )P(A)

und folglich A€ e D;,.
3. Seien Bj € D;, mit [ € N disjunkt. Dann ist

0 0
P(Ailﬁ"-ﬁAikﬁUBl> ZIP)(UAilﬂ"-ﬁAikﬁBl)

=1

I
s
=
=
D
D
kS
=
D)
oy
I
18
Pac
B
s
=
ol
Pac
[

0
und folglich | J B; € D,.
=1

Damit ist D;, ein Dynkin System und {&1,...,&,-1,Diy, Eig+1,---,En} ist eine unabhingige
Familie. Es gilt &, < D;, und da D;, ein Dynkin System ist, folgt &, < d(&;,) < D;,. Nach
Bemerkung ist {&1,...,&-1,d(Eiy), Eig+1, - - -, En} eine unabhingige Familie. Da iy € I
beliebig war, folgt die Behauptung durch Induktion. O

Korollar 2.60. Sei {&; | i € I} eine unabhingige Familie von n-stabilen Mengensystemen mit
& < F. Dann ist {o(&;) | i € I} eine unabhingige Familie von o-Algebren.
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Korollar 2.61. Sei{A; | i € I} unabhingig mit A; € F. Fiir jedesi € I seien A¥ € {(F, A;, AS, Q).
Dann ist {A} | i € I} auch unabhingig.

Beweis. Sei & = {A;}, dann ist nach Voraussetzung {&; | ¢ € I} eine unabhingige Familie
von N-stabilen Mengensystemen. Nach Korollar ist auch {o(&;) | ¢ € I} unabhingig. Die
Behauptung folgt aus o(&;) = {J, Ai, A, Q}. O

Korollar 2.62. (Gruppieren) Sei{&; | i € I} unabhingig und n-stabil mit & < F. Sei I = | I;
jedJ

eine disjunkte Zerlegung und A; = o < U 5j> . Dann ist {A; | j € J} eine unabhdingige Familie.

iel;
Beweis. Fir k € J sei
Dp={Ai,n---nA, | A, €&, i1,...,in€ Iy, neN}
die Menge aller endlichen Schnitte von Mengen aus | J &. Dann ist Dy per Definition n-stabil.

iGIk

Weiterhin ist {Dj, | k € J} unabhéngig, da die & unabhéngig sind. Wegen
Ay =0 (U 51-) —o(Dy), keJ
iEIk
und Korollar ist {Ay | k € J} unabhéngig. O

Satz 2.63. (Kolmogorovsches 0-1-Gesetz) Sei (Fp)nen eine Folge unabhingiger o-Algebren mit

Fn < F. Sei
A, = \/fk =0 (U fk>

k>n k>n

und T := () Ay die terminale o-Algebra. Dann gilt
n>1

Ae Ty =P(A) e {0,1}.
Notation: & 1 & <= {&1, 2} unabhiingige Familie.
Beweis. Idee: A € To,, dann ist A unabhiingig von A, d.h. P(A4)? = P(A).
Nach Korollar [2.60] und Korollar gilt fiir n e N

An+1 J_ \/]:k
k=1

n

Insbesondere wegen A, +1 < A0 folgt Too = [ Ar L \/ Fi. Daraus folgt
k>n+1 k=1

To LV o

n>1k=1
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n
Fi es ein n € N gibt, sodasss diese in \/ Fy, liegt. Korollar [2.60

<3

da zu jeder Menge aus | J
n>1

k=1 k=1
impliziert
o8] n
TOOJ_\/fn=0<U \/]—'k>.
n=1 n>1k=1
o0
Esist T, € Ay < A1 = \/ Fi, und somit Top L Top. O
k=1

Satz 2.64. Sei T < F eine o-Algebra mit P(A) € {0,1} fiir alle Ae T. Sei Z : Q — Ru {+w0}
eine T messbare Zufallsvariable. Dann gibt es ein c € R U {0} mit P(Z =¢) = 1.

Beweis. Nach Voraussetzung ist {Z <t} € T fiir alle t € R. Also ist F'(t) := P(Z < t) monoton
wachsend mit F(t) € {0, 1} fiir alle ¢.

Fall 1. F(t) = 0 fiir alle t € R. Dann ist P(Z > n) = 1 fiir alle n € N und somit

P(Z = 4o0) = lim P(Z >n) = 1.

n—0o0
Also ¢ = +o0.

Fall 2. F(t) =1 fiir alle t € R. Dann ist

P(Z = —0) = lim P(Z < —n) =

n—aoo
Also ¢ = —oo0.
Fall 3. Es gibt ein ¢35 € R mit
0, t <t
F(t) = .
1, t>t
Dann ist
1 1 1 1
1=F<t0~|—)—F<t0—>=P<t0—<Z§t0+>, n € N.
n n n n
Also gilt
1 1
P(Z:to)zlim]P’<t0—<Z§to+)=1.
n—0o0 n n

O]

Definition 2.65. Sei I eine Indezmenge und seien X; : (Q, F) — (B4, &) messbar, wo (E;, &;)
Massrdume sind fiir alle i € I. Die Familie {X; | i € I} heifit unabhingig, falls die o-Algebren
o(X;) =X 1&) = {X;1(A) | Ae &}

)

eine unabhdingige Familie {o(X;) | i € I} bilden.
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Bemerkung 2.66. (a) Falls X; messbar beziglich D;-E; sind und {D; | i € I} unabhingig
sind, so ist {X; | i € I} unabhdngig.

(b) Seien {X; | i € I} unabhingig und p; : E; — W; messbar. Dann ist {p; 0 X; | i € I}
unabhdngig.

(c) {X; | i€ I} ist eine Familie von unabhingigen Zufallsvariablen genau dann, wenn fir alle

neN, iy,...,in € I paarweise verschieden und A;, € &, ..., A, €&, gilt
n
P(Xi, € Aiy,.. ., Xi, € Ai,) = [ [P(X; € Ay (2.12)
7j=1

Wegen P(X;, € Aiy, ..., X, Y Ay, x - x Ay)) st folglich
{X; | i € I} genau dann unabhdingig, wenn alle endlich dimensionalen Verteilungen P o
(Xi,..., X;, )"t Produktmape sind, d.h.

€ A ) . PO(XM,,X

in

Po(Xip,-- ', Xi,) ' =PoX;'® - QPo X; .

Satz 2.67. Seien X; Zufallsvariablen. Genau dann ist {X; | i € I} unabhingig, wenn fir alle
n € N, alle paarweise verschiedenen i1,...,1, € I und alle t1,...,t, €R

n

P(Xi, <t1,....Xi, <tn) =H (X;, <t)) (2.13)

Beweis. Ist {X; | i € I} unabhéngig, so folgt direkt aus der Definition. Es gelte also .
SeineN,iq,...,i, € I paarweise verschieden. Es reicht zu zeigen. Diese gilt wegen
fir alle Mengen der Form A;, = [—00, ;] mit ¢tz € Rund k = 1,...,n. Da Mengen dieser Form
ein N-stabiles Erzeugendensystem bilden, folgt die Behauptung. O

Lemma 2.68. Seien X = Zle anla, sowieY = 2%21 bp1p, mit an,b, >0 und A, By, € F
derart dass die a, sowie by, paarweise verschieden sind und A, sowie B, disjunkt. Dann sind
dquivalent

o XY sind unabhdngig.
e P(A, N By,) =P(A,)P(By,) fir alle 1 <n < N sowie 1 <m < M.
Beweis. Ubung. O

Lemma 2.69. Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen. Sei X = XT— X~ undY =Y T Y~
die Zerlegung in Positiv und Negativteil. Dann sind unabhdngig:

o Xt Y.
o XV,
o« Xt Y.
o X,V
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Beweis. Wegen X = max{0, X} und X~ = max{0, —X} sind X* messbar ist beziiglich o(X).
Also gilt o(X*) < o(X). Analog sehen wir o(Y*) < ¢(Y). Da o(X) L o(Y) folgt die Behaup-
tung. O

Satz 2.70. Seien X,Y € L1,
(a) Sind X,Y unabhingig, so gilt X - Y € L' und E(X - Y) = E(X) - E(Y).
(b) Sind X,Y unabhingig mit X,Y € L2, so gilt cov(X,Y) = 0 und
var(X +Y) = var(X) + var(Y).

(c) X,Y sind genau dann unabhingig, wenn fiir alle messbaren, beschrdnkten Funktionen f, g
R — C gilt

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))- (2.14)

Beweis. Teil (b) folgt direkt aus (a). Wir zeigen zunichst (a). Wir zeigen die Behauptung fiir
X,Y > 0. Der allgemeine Fall ist eine Konsequenz aus Lemma [2.69 und der Zerlegung in Positiv-
und Negativteil.

Fall 1. X =1pund Y = 1. Danngilt 0 < X -Y <1,also X -Y € L'. Ferner gilt

E(X -Y) =E(1ang) = P(A ~ B) = P(A)P(B) = E(X)E(Y).

N M

Fall 2. X = >, aply, und Y = > bylp, an,b, > 0und A,, B,, € F derart dass die a,, sowie
n=1 m=1

by, paarweise verschieden sind und A,, sowie B,, disjunkt. Dann gilt

N M
XY =3 > anbnla,ns, €L

n=1m=1

Ferner gilt

Ms
&
=
s}
s

N
anbmP(A, A B Z

= (n]zj:lanIP’(An)> (7;119 P(B n )m

Fall 8. Seien 0 < X,Y € L', X,,,Y,, Folgen von Elementarfunktionen wie in Fall 2 mit X,, /X
und Y,, /Y. Dann gilt X,,-Y, e £', X,,-Y,, / X -Y und E(X,, -Y,) = E(X,)E(Y,,). Aus dem
Satz der monotonen Konvergenz folgt

E(X-Y) = lim E(X,-Y,) = lim E(X,)E(Y,) = E(X)E(Y) < .

n—o0 n—aoo0

Fall 4. Sind X,Y € £! unabhiingig, so zerlegen wir X = X* — X~ sowie Y = Y™ — Y~. Dann
gilt
X Y=X"Y"4+X Y -XTY -XY"
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und wegen X YT + X7V~ + XTY~ + XY+ =|X Y| € £! zusammen mit Schritt 3 sind alle
Terme integrierbar. Die Behauptung folgt in diesem Fall aus einer einfachen Rechnung.

Es bleibt (¢) zu zeigen. Sind X,Y unabhingig, so sind auch f(X),g(Y) unabhingig und
folglich gilt . Umgekehrt gelte . Seien A € o(X) und B € o(Y), dann gibt es A’ und
B’ mit A= X"YA")und B = X"Y(B). Es gilt 14(X) =14 und 15/(Y) = 1 und folglich

B(A n B) = E(Lu(X)1p(Y)) = E(Lu (X)E(Lp (V) = P(A)B(B).

2.7 Bedingte Erwartungswerte

Im folgenden betrachten wir stets R-wertige Zufallsvariablen. Fiir R%wertige Zufallsvariablen
lassen sich alle Resultate durch komponentenweise Anwendung iibertragen.

Definition 2.71. Seien A, B € F und P(B) > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben
B ist definiert tiber
P(A n B)

P(B)
Bemerkung 2.72. A — P(A|B) ist fir festes B mit P(B) > 0 ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Fiir eine Zufallsvariable X € L' ist der bedingte Erwartungswert von X gegeben B definiert tiber

P(A|B) :=

E(X|B) : JX P(dw|B).

Satz 2.73. (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit) Sei (Bp)nen < F eine Folge disjunkter
Mengen mit |J By, = Q und P(By,) > 0 fir alle n > 1. Dann gilt fir alle Ae F

n>1

0
= Y P(A|B,)P(By).
n=1

Beweis. Es gilt

_P<UAmBn>:2P(AmB §1PA|B By).

n>1
O
Definition 2.74. Sei X eine Zufallsvariable mit hichstens abzihlbar vielen Werten {xy}ren.

Definiere

P(An{X=x}) P(X — 0
P(A!erck)={ Forem o P =m0 =0,

, sonst

Der bedingte Erwartungswert einer weiteren Zufallsvariable Y gegeben X = xj. ist in diesem Fall
definiert als

E(Y|X = xx) JY P(dw|X = zy),
sofern' Y beziiglich P(-| X = zy) integrierbar ist.
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Wir wollen diese Definition auf Zufallsvariablen mit kontinuierlichem Bild erweitern. Ist
P(X € B) > 0, so ist
P(An {X € B})

P(X € B)

wohldefiniert. Fiir B = {z} mit x € R? ist jedoch in vielen Fillen P(X = z) = 0. Die Idee ist

P(A|X € B) =

N P(An{X € (z—h,x+ h)})
PAX =) = I = e ez + 1)

Problem: Der Limes muss nicht existieren!
Loésung: Wir benutzen den Satz von Radon-Nikodym.

Definition 2.75. Sei A = F eine Teil-o-Algebra und X € L. Der bedingte Erwartungswert von
X gegeben A wird mit E(X|A) bezeichnet. Dieser ist definiert iber die folgenden Eigenschaften

o E(X|A) e LY, A,P).
o Fiir alle Ae A gilt
E(ls-X)=E(14E(X|A)) (2.15)
Kurz: Der bedingte Erwartungswert ist die beziiglich A messbare Zufallsvariable mit (2.15)).

Satz 2.76. (Existenz und Eindeutigkeit vom bedingten Erwartungswert) Sei A < F eine Teil-o-
Algebra und X € L. Dann gibt es den bedingten Erwartungswert E(X|A). Dieser ist eindeutig
in dem folgenden Sinn:

Ist g € LY(Q, A, P) gegeben mit

E(]lA-X) = ]E(]lA-g), AEA,
so gilt g = E(X|A) fast sicher.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz.
Fall 1: Sei X > 0 fast sicher. Dann definiert

ABA»—»JXdPZE(]lA-X) >0
A
ein Mafl auf A. Ist A derart, dass P(A) = 0. So gilt auch E(14 - X) = 0. Der Satz von Radon-
Nikodym liefert die Existenz einer Zufallsvariable E(X|.A) € £1(2, A, P) mit
E(la-X)=E(l4 E(X|A), Aec A

Dieses zeigt die Existenz in diesem Fall.
Fall 2: Sei X € L' beliebig. Betrachte die Zerlegung X = X+ — X~ in Positiv- und Negativteil.
Dann sind X* € £! nicht-negativ. Aus Fall 1 folgt die Existenz vom bedingten Erwartungswert
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E(X*|A) e £1(, A P). Setze E(X|A) := E(X | A)—E(X ~|A). Dann gilt E(X|.A) € £1(Q, A, P)
und fiir alle A e A

E(ls-X)=E(ls- X1) —E(14- X~) = E(I4E(X"|A)) — E(L4 - E(X|4)) = E(L4E(X|A)).

Dieses zeigt die Existenz im allgemeinen Fall. Wir zeigen die Eindeutigkeit. Seien dazu g1, g2 €
L£1(Q, A, P) gegeben mit

E(Ta-g1) =E(la-X) =E(La-g2), A€ A (2.16)

Dann ist Ay := {g1 — g2 > 0} € Aund Az := {g2 — g1 > 0} € A. Aus (2.16) folgt E(14, - g1) =
E(14; - go) mit j = 1,2. Daraus folgt

E(1a,(g1 —92)) = 0=E(La,(92 — g1))-

Da die Integranden nicht-negativ sind, sind diese fast sicher Null. Wegen der Wahl der Mengen
Ajist 14, = 0= 1,4, fast sicher, d.h. P(A;) = P(A2) = 0. Insbesondere ist

]P(gl # gg) = P(Al v AQ) = ]P(Al) + P(AQ) = 0.
O

Bemerkung 2.77. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym und hdtte daher
nicht gesondert gezeigt werden miissen.

Das néchste Lemma sammelt einige wichtige Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes.

Lemma 2.78. Sei A c F eine Teil-o-Algebra und X € L'. Es gelten die folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) Ist X messbar beziiglich A, so gilt E(X|A) = X.

(b) Ist X unabhingig von A, so gilt E(X|A) = E(X).

(c) Es gilt E(X|{2, 9}) = E(X).

(d) Fir Ae F mit P(A) € (0,1) sei G = {A, A°, &, Q}. Dann gilt
E(X|G) = E(X|A)14 + E(X|A)1 ge.

(e) Ist Y € L' und a,be R so gilt

E(aX + bY|A) = aE(X|A) + bE(Y]A).
(f) Sei G © A eine weitere Teil-o-Algebra. Dann, gilt
E(E(X]A)|G) = E(X]G).
(9) Es gilt E(E(X]A)) = E(X).
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(h) SeiY € LY mit Y < X. Dann gilt E(Y]A) < E(X|A).
(1) Es gilt [E(X]A)] < E(]X][|.A).
Beweis. Ubung. O
Wir schreiben E(XY) fiir E(X|o(Y)) fiir zwei Zufallsvariablen X, Y.
Satz 2.79. Sei A c F eine Teil-o-Algebra. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Sei0 < X, e Lt und0< X e L. Es gelte X,, /" X fast sicher fiir n — 00. Dann gilt auch
E(XalA) / E(X]4), n— o

fast sicher.

(b) Sei X, € L' und X € L. Sei p € LY mit | X,| < ¢ fiir allen > 1 und es gelte X,, — X
fast sicher. Dann gilt
E(XolA4) — E(X]A), n— o0

fast sicher.

(c) Seien X,Y Zufallsvariablen mit X - Y,Y € L'. Ferner sei X messbar beziiglich A. Dann
gilt
E(X -Y|A) = XE(Y|A)

fast sicher.

Beweis. (a) Aus der Monotonie des bedingten Erwartungswertes folgt 0 < E(X,|A) < E(X,+1]A).
Es sel Y := lim;, o E(X,|A) = sup,,ey E(Xn|A) € R U {+o0}. Dann ist Y messbar beziiglich .A.
Fiir jedes A € A gilt

E(]lA . Xn) = E(HA : E(Xn|A)), n > 1.

Aus dem Satz der monotonen Konvergenz folgt
E(ILA : X) = ]E(ILA : Y), Ae A

(b) Wir betrachten zuerst den Fall X,, > 0 fast sicher. In diesem Fall ist auch X > 0 fast
sicher. Angenommen X,, ist monoton. Wir betrachten den Fall, dass X, monoton steigend
ist. Der Fall einer monoton fallenden Folge geht analog. Ist X, monoton steigend, so folgt
aus (a) E(X,|A) / E(X]A) fir n — oo. Ist X,, nicht monoton, so betrachten wir X :=
inf,,>n Xp und X} = sup,,>, Xm. Dann gilt X/ X" < ¢. Diese Folgen sind monoton mit
X! 7 liminf, .0 X, = X und X” \, limsup,, ., X,, = X fast sicher. Aus dem ersten Fall folgt

lim E(X!|A) = E(X|A) = lim E(X"|A).
Wegen X! < X,, < X/ folgt in diesem Fall die Behauptung aus

E(X;|A) < E(Xq|A) <E(X;|A), n=>1.
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Im allgemeinen Fall, sei X,, = X;7 — X, sowie X = Xt — X~ die Zerlegung in Positiv- und

Negativteil. Dann folgt !
E(Xn|A) = E(X,]][A) — E(X, |A) — E(XT[A) - E(X"|A) = E(X|A)

fast sicher.
(c) Fall 1. Sei X = 1p mit B € A. Dann gilt fiir jede Menge A € A

E(1aX -Y) =E(1anpY) = E(LansE(Y]A)) = E(L4XE(Y]A)).

Fall 2. Aufgrund der Linearitéit obiger Gleichung gilt die Behauptung fiir alle Elementarfunk-
N
tionen X = >} aplp, mit a, € [0,0) und B, € A.

n=1
Fall 3. Seien X,Y > 0. Dann gibt es eine Folge von Elementarfunktionen X, mit X,  X.
Dann gilt X,,-Y X -Y und wir erhalten aus (a)

E(X -Y|A) = lim E(X, - Y|4) = lim X,E(Y]A) = XE(Y|A).

Full 4. Seien XY wie in der Behauptung. Durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil erhalten
wir

E(X - Y|A) = XE(Y|A).
L]

Satz 2.80. (Jensen Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte, [Bil99]) Sei ¢ : R — R konvex
und X eine Zufallsvariable mit X, 0 X € L'. Sei A = F eine Teil-o-Algebra. Dann gilt

p(E(X]A)) < E(p o X|A).

3 Wahrscheinlichkeitsmafle auf metrischen Riaumen

Bisher haben wir lediglich Zufallsvariablen mit Werten in R bzw. R betrachtet. In vielen An-
wendungen ist es jedoch notwendig den Wertebereich allgemeiner zu wéhlen, z.B.

e Matrizen (Zufillige Matrizen)
e Réume von Funktionen (stochastische Prozesse)
e Réume von (Punkt-)Maflen (Interagierende Teilchensysteme).
Um solchen Anforderungen gerecht zu werden betrachten wir im Folgenden metrische Rdume.

Definition 3.1. Sei E eine nichi-leere Menge. Fine Metrik auf E ist eine Abbildung d : E X
E — R, mit den Eigenschaften

e d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y.

e d(z,y) = d(y,z).
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o d(z,y) <d(z,z)+d(zvy).
Ist d eine Metrik auf E, so heisst (E,d) metrischer Raum.
Im folgenden ist (F,d) stets ein metrischer Raum. Fiir x € E und € > 0 setze
Uw) = {ye B | d(w,y) <c},  B.lw) = {ye B | d(w,y) <.

Eine Menge A c E heifit offen, falls fiir alle x € A es ein ¢ > 0 gibt mit U.(z) < A. Eine
Menge B heisst abgeschlossen, falls B¢ offen ist. Die Borel-o-Algebra ist definiert als die kleinste
o-Algebra, welche die offenen Mengen enthélt, d.h.

B(E)=0c(Ac E | Aist offen ).
Wir bezeichnen mit P(E) den Raum aller (Borel-)Wahrscheinlichkeitsmafle auf (E, B(E)).

Definition 3.2. Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (E,d) ein metrischer Raum.
Fiir eine messbare Abbildung X : Q) — E ist das Bildmaf definiert durch

x(A) = P(fwe Q| X(w) e A}), AeB(E).
Dann heifst ux auch Verteilung von X.
Wir benutzen héufig die folgende Notation
H(A) = (Po X7)(A) i= B(X"1(A)) = P(X € A).
Der néchste Satz bildet das Kernstiick fiir das Rechnen mit Bildmafen.

Satz 3.3. Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E,d) ein metrischer Raum X : Q@ — E
eine messbare Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) px ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (E, B(E)).
(b) Fiir jede messbare Abbildung h : E — [0, 00] gilt
| Hans i) = B (hx)) (3.1)

E

wobei +00 = 400 mdglich ist und die linke Seite endlich ist genau dann wenn die rechte
Seite endlich ist.

(c) Sei h : E —> R messbar derart dass eine der beiden Seiten in (3.1) endlich ist fiir |h).
Dann gilt (3.1) auch fiir h.

Beweis. Ubung. 0

Beispiel 3.4. Sei E =R, X eine Zufallsvariable und px die Verteilung von X. Dann ist

E(X*) = Jxkdux(x)
R

sofern die rechte Seite endlich ist fir |x|*.
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Der néchste Satz zeigt, dass jede Verteilung realisiert werden kann durch eine Zufallsvariable.

Satz 3.5. Sei pu ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem metrischen Raum (E,d). Dann gibt es
einen Wahrscheinlichkeitsraum und eine Zufallsvariable X derart, dass px = p.

Beweis. Ubung. O

Aus diesem Grund beschrénken wir uns in diesem Kapitel darauf Eigenschaften von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen auf einem metrischen Raum E genauer zu studieren.

3.1 Regulidre Wahrscheinlichkeitsmafle

Der Begriff der Kompaktheit ist fiir die néichsten zwei Kapitel von zentraler Bedeutung.
Definition 3.6. Sei (E,d) ein metrischer Raum und K < E.

(i) K heisst kompakt, falls es fiir jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung gibt.
D.h. fiir jede Indexmenge I und jede Wahl von offenen Mengen (U;)ier < E mit K <
U, Ui, gibt esne N und iy, ... i, € I mit K U?:1 Ui, -

(i) K heisst folgenkompakt, falls jede Folge in K eine konvergente Teilfolge in K hat. D.h. fiir
jede Folge (xn)nen © K gibt es x € K und eine Teilfolge (xy, )ren derart dass x,, — x
fiir k — oo.

Bemerkung 3.7. K c FE ist genau dann kompakt wenn, es folgenkompakt ist.
Der néichste Satz charakterisiert die kompakten Mengen in vollstéandigen metrischen Réumen.

Lemma 3.8. Sei (E,d) ein vollstindiger metrischer Raum und K < E abgeschlossen. Dann ist
K genau dann kompakt, wenn es total beschrdnkt ist, d.h. fiir jedes € > 0 gibt es endlich viele
Punkte z41,...,x,, € E mit

K c O B (z). (3.2)
k=1

Beweis. Sei K kompakt und € > 0. Dann ist

K c U Ue(x)

zeK

eine offene Uberdeckung von K. Es gibt daher endlich viele Punkte z1, ...,z € K mit .
Umgekehrt gelte fir jedes € > 0. Wir zeigen, dass jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge enthélt. Sei (x,)ney © K. Fiir jedes m > 1 gibt es endlich viele Bélle mit Radius %,
welche K iiberdecken. Mindestens einer dieser Bélle enthélt unendlich viele Folgenglieder von
(Zn)nen. Fiir m = 1 sei By der Ball mit der Eigenschaft, dass N1 := {n | z,, € By unendlich
viele Elemente hat. Sei n; € Ny beliebig. Fiir m = 2 sei By der Ball mit der Eigenschaft, dass
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Ny :={n > ny | z, € By n By} unendlich viele Elemente hat. Wéhle ny € Ny beliebig. Durch
Iteration erhalten wir Folgen B,,, Ny, und (1, )men sodass

Nm+1={n>nm|a?ne ﬂBk}
k=1

unendlich viele Elemente enthilt und n,,+1 € Np,41. Dann ist (2, )men eine Teilfolge und es
gilt x,,, € By, fiir alle k > m. Insbesondere gilt

d.h. (zp,,)m>1 ist eine Cauchy Folge. Da E vollsténdig ist, hat diese einen Grenzwert z € E. Da
K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in K. O

Als néchstes definieren wir die zentrale Eigenschaft fiir diesen Abschnitt.
Definition 3.9. € P(E) heifst requlir, falls fiir jedes A € B(E)
w(A) = sup{u(K) | K < A kompakt} = inf{u(U) | A< U offen }.

Eine dquivalente Definition ist gegeben durch: Fiir jedes A € B(E) und jedes £ > 0 gibt es
eine kompakte Menge K. und eine offene Menge U, mit K. ¢ A < U, und

u(U\Ke) < e. (3.3)
Satz 3.10. Sei E ein metrischer Raum. Dann gilt fir jedes p € P(E)
w(A) =sup{u(K) | K c A abgeschlossen } = inf{u(U) | Ac U offen }.

Fiir den Beweis ist die folgende Funktion hilfreich. Sei A ¢ E. Der Abstand von x € E zu A
ist definiert iiber
d(z,A) ;= inf{d(z,a) | a € A}.

Es gilt
d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y), z,yekE

und d(z, A) = 0 genau dann, wenn x € A. Hierbei bezeichnet A den Abschluss von A.
Beweis. Es sei

K ={AeB(E) | Ye > 0 3U; offen, 3K, abgeschlossen mit K. ¢ A < U, und (3.3)}.
Dann enthélt K alle abgeschlossenen Mengen. Denn ist A abgeschlossen, so wihlen wir
1
U, = {er | d(z, A) < }
n
Dann ist A < U, und A = (), Uy. Folglich gilt lim,,—,c; u(Uy) = p(A), also A e K.
Wir miissen zeigen, dass K = B(FE). Hierfiir reicht es zu zeigen, dass K ein Dynkin-System

ist.
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e £ e K. Da FE offen und abgeschlossen ist kénnen wir U, = F = K. wihlen.

e Sei A€ K und € > 0. Seien K., U, die dazugehorigen Mengen. Dann ist K’ := E\K offen,
= E\U abgeschlossen und es gilt U’ ¢ E\A < K’ und

WE\U') = n(U\K) < e

e Sei (A )nen € K eine Folge disjunkter Mengen. Sei € > 0. Dann gilt
o0 o0
< E:ldeJ::ﬁL<LJ<An> S/KID <1,
n=1 n=1

d.h. (1(Ap))n>1 ist summierbar. Folglich gibt es ein ng > 2 mit 7" 1u(A,) < §. Wihle
abgeschlossene Mengen K" und offene Mengen U’ mit K!' c A, < U und

w(UMNKY) < neN.

on+1’

Dann ist K. := [ J',' K abgeschlossen und U, := | J*_, U offen. Ferner gilt

o0 o0
CUK;ZC UA c
n=1 n=1

und
00 no—1 0
UNKS) < 3 p(UNKL) = > p(UNKS) + Y (UNK?)
o = L
< D WUNKED) + ) w(Ur) <e gt t > (WJW(K?))
::; 1 = o " o
§2§1W+n§0M(An)<s

Damit ist |, 4, € K.

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass jedes pu € P(E) regulir ist.

Definition 3.11. Fin metrischer Raum E heisst seperabel, falls er eine abzihlbar dichte Teil-
menge enthdlt; d.h. es gibt eine Folge (an)neny © E derart dass fir jedes x € E finden wir eine
Teilfolge (ng)ken mit d(ap, ,x) — 0 fir k — .

Satz 3.12. Sei E ein vollstindiger, seperabler metrischer Raum. Dann ist jedes p € P(E)
requldr.
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Beweis. Sei (ap)nen © E eine abzihlbar dichte Teilmenge. Dann gilt fiir jedes 6 > 0
| Bslan) = E.
n>1
Damit folgt
n
1= u(E)=p (U Ba(%)) = lim 4 (U Ba(%)) :
n>1 k=1

Sei € > 0. Dann gibt es fiir jedes m > 1 ein n,, € N mit

Nm,
i) (U Bl((lk-)) >1-2""¢.
k=1
Sei
Nm
K := ﬂ UBL(ak)~
m>1k=1

Dann ist K abgeschlossen. Fiir jedes 6 > 0 sei m > 1 mit — < §. Dann gilt

1
m

Nm, Nm,

K c U B%(ak) c U Bs(ay).
k=1 k=1

Also ist K nach Lemma [3.8] kompakt. Dann gilt

p(K®) = p ( U ﬁ Bgﬂ(ak)c> < dm (ﬁ Bi(ak)c>

m>1k=1

WO wir

benutzt haben.

Wir haben gezeigt, dass fiir jedes € > 0 es eine kompakte Menge K. c E gibt mit p(K¢) < e.
Daraus folgern wir jetzt die Behauptung. Sei € > 0 fest und wiéhle U, offen, A, abgeschlossen
mit A, ¢ A c U, und

p(UN\A:) < e.

Wiihle K. wie oben und setze AL = A. n K. Dann ist A, kompakt, es gilt
Alc A.c Ac U.

sowie

1(UNAL) < w(U\Ae) + p(U\Ke) < e+ p(KE) < 2e.
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Zum Schluss geben wir eine hinreichende Bedingung an, dass ein metrischer Raum seperabel
ist.

Definition 3.13. Ein metrischer Raum (E,d) heisst o-kompakt, falls es eine Folge kompakter
Mengen K, ¢ E mit Un21 K,=F.

Lemma 3.14. Sei (E,d) ein o-kompakter metrischer Raum. Dann ist (E,d) seperabel.

Beweis. Schritt 1. Angenommen (F,d) ein ein kompakter metrischer Raum. Fiir jedes n > 1
gilt £ =|J,cp Uz (x) und wegen kompaktheit gibt es x7,...,2%» € £ mit N” € N und

N’n
E=]JUi(}).
k=1

Dann ist D := {2} | k=1,...,N", n > 1} abzéhlbar und erfiillt das gewiinschte.

Schritt 2. Sei (F,d) ein o-kompakter Raum. Wihle kompakte Mengen K,, ¢ F mit E =
U,,>1 K. Dann ist (K,,d,), wo d,, : K, x K,, — R, die Einschrankung auf K, bezeich-
net, ein kompakter metrischer Raum. Nach Schritt 1 gibt es eine abzihlbar dichte Teilmenge
D, ¢ K,. Dann ist D := [ J,,~, ebenfalls abzéhlbar. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass D dicht
in E liegt. - O

3.2 Polnische Riaume

Letzer Abschnitt zeigt, dass Wahrscheinlichkeitsmafle auf vollsténdigen metrischen Rdumen stets
regulédr sind. In vielen Anwendungen begegnen wir jedoch Rdumen wo nicht direkt ersichtlich
ist, wie diese metrisiert werden kénnen. Hierfiir hat sich das nachfolgende Konzept als niitzlich
erwiesen.

Definition 3.15. Sei E eine nicht-leere Menge. Fine Topologie auf E ist ein Mengensystem T
auf E mit den Eigenschaften

e S EeT.
o Sind Ay,..., Ay €T, soist auch (\_y Ax € T.

e Sind (Ai)ier € T wo I eine beliebige Indexmenge ist, so ist auch | J,c; Ai € T.

el
Das Paar (E,T) heisst dann topologischer Raum und Elemente A € T heissen offene Mengen.
Jeder metrische Raum (FE, d) ist auch ein topologischer Raum mit

T :={A c E | Aist offen beziiglich der Metrik d}.

Definition 3.16. Ein Polnischer Raum E ist ein topologischer Raum (E,T) derart dass eine
Metrik d auf E gibt mit

o Esqilt Tg="T.

e F ist seperabel und vollstindig beziiglich dieser Metrik.
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Beispiel 3.17. Kontinuierliche Polnische Riume sind E = R, und E = R®. Diskrete Polnische
Riume sind E = Z,. oder E = 7% mit d > 1. Die Metrik ist in allen Fillen gegeben durch

d
Z |xk - yk|27 T,y € E.
k=1

Beachte, dass im diskreten Fall jede Teilmenge A c E offen ist. Abzdhlbare Produkte von Pol-
nischen Rdumen sind wieder Polnisch, sofern diese mit der Produkttopologie versehen sind.
Insbesondere ist also

RZJr = {(%n)nzo | In € R}

ein Polnischer Raum.

In diesem Abschnitt betrachten wir wichtige Beispiele fiir Polnische Rdume.

Riume stetiger Funktionen

Von besonderem Interesse sind Funktionenrdume. Zufallsvariablen mit Werten in solchen Rdumen
konnen als stochastische Prozesse bzw. stochastische Felder interpretiert werden. Im folgenden
betrachten wir als Beispiel verschiedene Rédume stetiger Funktionen.

Sei (E,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist

C(E)={f:E—R| f ist stetig }
ein Vektorraum. Da jedes f € C'(E) beschrankt ist, ist
[flloo := sup [ ()|
zeE

wohldefiniert. Dieses definiert eine Norm auf C(E).
Satz 3.18. FEs gelten die folgenden Aussagen.
o (C(E),| ") ein ein vollstindiger, normierter Raum, d.h. ein Banachraum.
e (C(E),d) ist beziiglich der Metrik
d(f,9) = 1f = gl
ein Polnischer Raum.

Beweis. Siehe Funktionalanalysis, z.b. [Wer00]. O

Beispiel 3.19. Man wdihle zum Beispiel E = [0,1]. Zufallsvariablen mit Werten in C([0,1]),
d.h. X : Q — C([0,1]) konnen somit als zufillige Funktionen X; : Q@ — R aufgefasst werden.

Beispiel 3.20. Der Raum C([0,0)) mit der durch die Metrik

L & 1 dk(fag) L
d(f,g9) := kz_:l ?m, di(f,9) == Iz%%)k] |f(z) — g(z)]

erzeugten Topologie ist ein Polnischer Raum.

Spéter werden wir weiter Rdume stetiger Funktionen einfithren und betrachten.
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Raum endlicher Punktmafle

Zufallsvariablen mit Werten in Rdumen von Maflen treten in der Theorie der Punktprozesse
haufig auf. Genauer betrachten wir den Raum der endlichen Punktmafie (bzw. der Raum aller
endlichen Punktkonfigurationen) auf R? definiert durch

= {n: B(RY) — Ny | 7 ist endliches Ma8}.

Satz 3.21. Jedes n € T hat eine eindeutige Darstellung der Form

N
n= Z nkdxm
k=1

wo NeN, ny,...,ny € N und z1,...,zx5 € R? paarweise verschieden sind.

Die Punkte x1,...,xn heissen Atome von 7.

Beweis. Sei A := {x € R? | n({z}) > 1}. Angenommen A enthilt unendlich viele Elemente.
Dann gibt es eine Folge paarweise verschiedener Elemente (x;,)nen © A. Fiir diese Folge gilt

0

Z ({zn}) = n{{zn | n e N}) <n(R?) <

Also enthélt A nur endlich viele Elemente. Sei A = {x1,...,zn} fiir paarweise verschiedene
z1,...,xn € RY und N € Ny. Definiere
N
pi=n— Y gy,
k=1

mit ny, := n({z}}). Dann folgt fiir B € B(RY) aus n(B n {x1}) = nids, (B) bereits
N
p(B) = n(B) — > nkdu,(B) = n(An B) Z N0z, (B

N N
= Y 0(B A {ax}) = Y, kb (B) = 0.
k=1 k=1

Damit ist g > 0 und folglich ein Maf mit Werten in Ny derart dass u({z}) = 0 fiir alle 2 € R?
gilt. Wir zeigen
u(B) =0, BeBR?
woraus die Behauptung folgt. Es gilt u(B) = ]%im w(B n Bg), wo Br = {x € R? | |z| < R}.
—00

Da u(B n Br) € Ny, gibt es ein R > 0 derart dass u(B) = u(B n Bg). Fiir jedes z € R?
gilt u(Be(z)) \y p({z}) = 0 fir ¢ — 0. Wegen u(B:(z)) € Ny gibt es ein e(x) > 0 derart,
dass p(Be(y)(z)) = 0 gilt. Da B n Br beschréinkt und abgeschlossen ist, ist diese Menge auch
kompakt. Wegen

B n BR (e U Us(x)(:v)

reBNBgr
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mit U, (z) = {y e R | |y — 2| < e(x)} gibt es endlich viele Punkte a1, ..., z,, derart, dass

B n BR (e U Ua(xj)(xj U IJ)
g=1 J=1
Daraus folgt
p(B) = (B n Br) < (B A Br) < . 1(Be(a,)(;)) = 0.
7j=1

O]

Der Raum der endlichen Teilmengen von R? (bzw. der Raum der endlichen Konfigurationen)

ist gegeben durch
Iy := {ncRd | 0] :=Zl<oo}.

zen

Jedes n € T'y kann vermoge >, _ J, mit einem Element in I identifiziert werden.

zEN

Raum der lokal endlichen Punktmafle

Es sei C.(R?) der Raum der stetigen Funktionen f : R? — R mit kompaktem Triger. Eine
Funktion f : R? — R hat kompakten Triiger, falls es ein R > 0 gibt mit f(x) = 0 fiir alle |2| >
R. Der Raum aller lokal endlichen Teilmengen von R (bzw. lokal endlichen Konfigurationen)
ist definiert durch

={ycR?||ynK| <o K cR?kompakt }.

Jedes v € T' kann vermoge erﬂ/ 5, mit einem lokal endlichen Punktmaf auf R? identifiziert

werden. Fiir jedes f € C.(R?) sei

I(7) : Jf

ze'y

das Integral von f beziiglich des Punktmafles . Die Topologie auf I' ist definiert als die kleinste
Topologie derart, dass alle Abbildungen Iy stetig sind. Es lédsst sich zeigen, dass I' beziiglich
dieser Topologie ein Polnischer Raum ist, siche [KKO06].

Die Erweiterung auf alle lokal endlichen Punktmafle wird im néchsten Beispiel behandelt.
Der Raum aler lokal endlichen Punktmafle ist gegeben durch

={7:B(RY) — Ny u {0} | (K) < 0, K < R? kompakt }.

Satz 3.22. Jedes 7 € ' hat die Darstellung

wo Ny € Ng und ye .
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Beweis. Sei By := {x e R? | |[z| < N} wo N € N. Dann ist

R = | | (Bn+1\Bn)

ﬁCS

0
eine disjunkte Zerlegung von R%, wo By := (J. Folglich gilt fiir jedes B € B(R?)
0
3(B) = Y A((Bn+1\Bw) N B).
N=0

Sei An(B) := J((Bn+1\Bn) N B). Dann ist ¥ = >,¥_, 7~ und es ist nicht schwer zu sehen, dass

A € Iy fiir alle N > 0. Folglich gibt es ngN), e n,(c](vjz,) € Ny sowie ng), ce xlg(vj\)[) € Byy1\Bn
mit k(N) € Nund N € Ny derart, dass
k(N)
AN = Z NS»N 5I(N), N > 0.
i=1 !
O

4 Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen

Sei (F,d) ein metrischer Raum. In diesem Kapitel widmen wir uns der Konvergenz von Folgen
von Wahrscheinlichkeitsmafien auf E.
Idee: Mengenweise Konvergenz, d.h.

fin(A) —> u(A), AeB(E), n— . (4.1)

Problem: Fiir viele praktische Anwendungen ist diese Art der Konvergenz zu stark. Dazu
betrachten wir die Folge i (dz) = nljy 1y(x)m(dz) und A = (0, 1]. Dann gilt u,(A) = 1. Es
liegt nahe anzunehmen, dass p, — d kc?nvergiert. Es gilt jedoch dp(A) = 0. Eine mengenweise
Konvergenz liegt in diesem Beispiel nicht vor.

Wir brauchen daher eine abgeschwéchte Form von . Die Idee ist es Konvergenz iiber
die Konvergenz der dazugehorigen Momente bzw. Erwartungswerte zu beschreiben. Genauer sei
M (E) eine Familie von messbaren Funktionen auf E. Dann sagen wir u, — p in M (FE), falls

j F (@) dpin () — f f@)du(z), n— oo (4.2)
E E
fiir alle f € M(E).

Bemerkung 4.1. Es sei (fin)neny < P(E) und p € P(E). Genau dann gilt ({4.1), wenn (4.2) fir

alle beschrinkten messbaren Funktionen f: E — R gilt.
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Beweis. Gilt ([.2)), so wihlen wir f = 14 fiir A € B(E). Umgekehrt gelte (4.1)). Dann gilt
fiir alle Indikatiorfunktionen f = 14 und mittels Linearitdt auch fiir alle Elementarfunktionen.
Es reicht ( . ) fiir alle f > 0 zu zeigen. Sei dazu f > 0 beschrinkt und messbar und ¢ > 0
beliebig. Dann gibt es eine Elementarfunktion g mit 0 < g < f und sup( flx) —g(x)) < e.

zel

Daraus folgt

| @) = [ f@duate)| < || 1@)duta) = [ g()duta)
E

E E

E
| [ ot@)duta) ~ [ a@dna@)| +| [ e)din(z) = [ F@)dpale)
E E

E E

< 2sup|f(z) - g(x)| + j o) du(x) - f 9(2)dpn(z)

zel
E E

<o+ jgu)du(x) - f o) dpn ()
E E

welches mit n — oo die Behauptung zeigt. O

Es liegt daher nahe die Menge M (FE) geeignet einzuschranken. Je nach Wahl von M (E)
ergeben sich verschiedene Konvergenzbegriffe. Einige Wahlen von M (E) werden wir genauer
untersuchen.

4.1 Schwache Konvergenz

In diesem Kapitel betrachten wir den Fall M (FE) = Cy(E), wo Cy(E) der Raum der stetigen,
beschrankten Funktionen f: EF — R ist. Dieser ist ein Banachraum mit der Supremumsnorm

| flloo == sup [ f(x)].
zeE

Definition 4.2. Sei (pp)neny © P(E) und p € P(E). Dann konvergiert p, schwach gegen p
(i, —> p schwach), falls fir alle f € Cy(E) gilt

| r@aunta) — [ r@duto). 0.
E E

Das nachfolgende Lemma zeigt, dass der Grenzwert beziiglich schwacher Konvergenz eindeu-
tig festgelegt ist.

Lemma 4.3. Seien u,v € P(E) derart, dass
Jf )y ff Jdu(z), Vi € Cy(E).
Dann gilt p = v.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass u(K) = v(K) fiir alle abgeschlossenen Mengen K < E gilt. Es
1—t, te[0,1]
0, t>1

sei K c E abgeschlossen. Definiere ¢(t) := { und sei

fn(z) := p(nd(z, K)), rek.

Dann ist 0 < f, < 1 und f, ist stetig fiir jedes n > 1. Ferner gilt f,(z) — 1x(z) fiir n — o
und jedes x € E. Damit folgt

n—0o0

p() = Jim [ fu(e)duta) = lim [ fa(o)dv(e) = v(E0)
E FE

O]

Beispiel 4.4. (a) Sei (xp)pney < E und x € E. Falls d(xzy,z) —> 0 fir n — o gilt, so
konvergiert d,, schwach gegen 0.

(b) Sei pn(dx) = pp(xz)m(dz) mit

Dann konvergiert u, schwach gegen dq.

(c) Sei pn(dx) = nﬂ[ml](a:)m(dx). Dann konvergiert u, schwach gegen dg.

n

Bemerkung 4.5. Sei (tn)neny < P(E) und p € P(E). Dann sind dquivalent:
(a) pn — p schwach fir n — oo.

(b) Fir jede Teilfolge (pin, )keN von (fin)neN gibt es eine weitere Teilfolge (:“nkl )ieny mit Hnyg, —
W schwach fiir 1 — oo.

Beweis. (a) = (b): Konvergiert eine Folge, so konvergiert auch jede Teilfolge gegen denselben
Grenzwert.
(b) = (a): Angenommen (a) gilt nicht. Dann gibt es f € Cy(E), ¢ > 0 und eine Teilfolge

(#ny, ) ken mit

| F@ny ) = [ f@)dn(@)] 2 e, ke (43)
E

E

Nach Voraussetzung gibt es eine weitere Teilfolge (Nnkl )len mit Py, — 1 schwach fiir | — oo.
Fiir diese Teilfolge gilt

| @, (@) — [ f@)nta), 10
E E
welches im Wiederspruch zu (4.3)) steht. O
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Sei C,,(F) der Raum aller gleichmissig stetigen beschriankten Funktionen und sei BL(E) der
Raum aller Funktionen wo

2 —
IflBL = Il + sup “———" < 0.
TFEY xr

Der néchste Satz liefert eine alternative Charakterisierung der schwachen Konvergenz.

Satz 4.6. (Portmanteau-Theorem) Sei (E,d) ein metrischer Raum. Sei (pin)neny < P(E) und
w€ P(E). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) pn, — w1 schwach fiir n — 0.

(b) Fiir alle f € Cu(E) gilt

| H@din(e) — [ s@dunta), 0 .

E E

(c¢) Fiir alle f € BL(E) gilt

ff(:c)dun(a:) — ff(:c)d,u(x), n — .

E E

(d) Fir alle abgeschlossenen Mengen F < E gilt

lim sup i (F) < pu(F).

n—aoo
(e) Fiir alle offenen Mengen O c E gilt

liminf p, (0) > p(0).

n—00 -
(f) Fiir alle Mengen A € B(E) mit u(0A) =0 gilt

lim g1, (4) = p(A).

n—a0

Bevor wir den Beweis fithren brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.7. Sei g: E — R eine stetige Funktion und a € R. Dann gilt
olreF | gx)<a}cfoeE | g(x) - a}.
Beweis. Sei € d{x € R | g(x) < a}. Dann gilt fiir alle ¢ > 0
Us(@)n{y e E | g(y) > a} # &

sowie

Ue(r) n{ye £ | g(y) <a} # .

o1



Hierbei bezeichnet U.(x) := {y € E | d(z,y) < €} den offenen Ball mit Radius ¢ > 0 und

Mittelpunkt z. Fiir e = % mit n € N erhalten wir zwei Folgen (2, )nen und (yp )neny mit d(z, z,,) <

L sowie d(z,y,) < L derart, dass g(z,) > a und g(yn) < a. Weiterhin gilt z,,,y, —> z und

n
somit
a < lim g(zy,) = g(z) = lim g(y,) < a.
n—00 n—00

Wir kommen zum Beweis von Satz [4.61

Beweis. (d) <= (e): klar durch Komplementbildung.
(a) = (b) = (c) : trivial da BL(FE) < C,(E) < Cy(E).
(¢) = (d) : Sei F c E abgeschlossen und setze

G = {$EE | d(m,F)<1}.
m

Dann ist G,, offen, G411 € Gy, und F = [ G,,. Folglich gilt u(G,,) — u(F) fiir m — oo.

m>1
Sei
1—t, te]0,1]
t) =
e(t) {07 > 1

und setze fp(z) 1= @(md(z, F)). Dann gilt 0 < f, < 1, fiulge, = 0, fm|r = 1 und f,, ist
Lipschitz stetig mit 1p < f, < 1g,,. Daraus folgt

i sup o (F) < liasup [ fodiin = | Fndi < u(Gon) — n(F).
(d) = (f) : Sei Ae B(E) mit pu(0A) = 0. Dann gilt

u(4) = p(A) < liminf i, (4) < limint 1, (A) < limsup g, (4)

n—0o0

< limsup i, (A) < p(A) = p(A).

n—0o0

(f) = (d) : Sei F < E abgeschlossen. Auf Lemma folgt fiir alle § > 0
HxeE|dx,F)<d}c{reFE|dxF) =74} (4.4)
Da{z e F |d(z,F) = 0} fiir alle § > 0 eine abgeschlossene Menge ist, liegt sie in B(E). Weiterhin
oilt
{reFE|dx,F)=6n{zeE |dzF)=0d}=0, 6#7¢. (4.5)

Fiir n € N sei

Dn::{5>0\y({er\d(w,F)—5})ZTll}.

Behauptung: D,, enthélt fiir jedes n € N nur endlich viele Elemente.
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Beweis. Angenommen nicht. Dann gibt es ein n € N und eine Folge paarweise verschiedener
Elemente (0y)keny © Dy,. Dann folgt aus (4.5)

3\'—‘

12,u<U{er\d(a:,F):5k}>=i ({zeE |d(xz,F) = 0}) Zi

k>1 k=1 k=1
O
Also ist D = | D,, abzihlbar. Folglich gibt es eine Nullfolge (d)keny < [0,0)\D. Aus (4.4)

n>1
folgt

W(OF) < plfw e B | d(e, F) = 6}) = 0
fir F, :={x € E | d(z,F) < 03} und alle k € N. Wegen Fj, \, {x € F | d(z, F) = 0} = F folgt

lim sup g, (F) < limsup pin (Fy) = p(Fy) — p(F), k — .

n—00 n—00
(d) = (a) : Sei f € Cy(F). Es reicht zu zeigen, dass

lmm{fdM sﬁmmm-

n—oo

Denn, daraus folgt fiir (—f) anstelle von f

n—w0 n—00
E E

~tmint [ f(@)dpa (@) = timsup [ (- F(@)dpa(o) < [ (~F())dn(o)
FE

und somit

lim infjf Ydpin (z Jf Ydu(z

Fiir f = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also f # 0. Wir kénnen ohne Einschrénkung annehmen, dass

0 < f < 1. Anderenfalls betrachten wir ! ;ﬂ%ﬂow Sei k € N fest und fiir 7 € N definiere

={fz;}

Dann ist F; abgeschlossen, F;+1 < F; und es gilt

Lemma 4.8. Es gilt

UL

i+ 1 1

w \

)
-
i

. k

)

%ﬂFi\Fz#l <f< 2
1=0
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Beweis. Esgilt E = Uf;o F\F;+1 mit Fy = Fund Fj1 = J, wobei die Vereinigung disjunkt ist.
Daraus, und aus (4.6|) ergibt sich die mittlere Ungleichung. Fiir die beiden Identitdten beachte

k k k—1
i+ Dlpymy, = 6+ Dlp = Y i+ 1)1,
=0 =0 =0

k k k k
=M1p + Dlilp — Y ilp =1+ ) 1f.
i=0 i=0 i=1 i=1

Dieses impliziert die rechte Identitét. Fiir die linke Identitdt beachte 1 = Zf:o 1p\F,,, woraus
mit obiger Rechnung Zle ilp\p,, = Zf;l 1, folgt. O

Die Behauptung folgt aus

k
11
lim su dit, — — < = limsu n(F;
nﬁmpffu C < n%opi;u( )
E
1 1
< k;hnm—?ogpﬂn(ﬂ) < k;u(Fz) < ffdu

O

Das folgende einfache Korollar zeigt, dass Einschrankungen auf Teilmengen die schwache
Konvergenz erhalten.

Korollar 4.9. Sei (E,d) ein metrischer Raum und E' < E abgeschlossen. Dann ist (E',d’) ein
metrischer Raum mit Borel-o-algebra

B(E')=0(Ac E' | Aist offen ) = B(E)nE' :=={AnE | Ae B(E)}.
Sei i — p schwach in E. Dann gilt auch ju,|p(gry — plpery schwach in E'.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist Ubung. Wir zeigen nur die schwache Konvergenz. Sei
F < E’ abgeschlossen, dann ist auch F' ¢ E abgeschlossen in E. Folglich gilt

lim sup pin | gy (F) = limsup pn (F) < p(F) = pper)(F).

n—0 n—0o0

O]

Satz 4.10. Seien (E,d) und (E',d') metrische Riume, i, € P(E) und h : E — E’ stetig.
Angenommen pi, — p schwach, dann ist j, o h™' — po h™' schwach auf E'.

Beweis. Sei f € Cy(E’). Dann ist f o h e Cy(E). O
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Beispiel 4.11. Auf die Voraussetzung, dass h stetig ist kann im Allgemeinen nicht verzichtet
werden. Denn sei (xy)ney € E mit , — x und x, # x. Dann gilt 6, —> 0, schwach. Wihle

h(y) = I[{ac} (y)7 dann gilt

0a, 0 h™H(A) = b5, (h71(A)) = { = On(a,) (A) = do(A).

Analog zeigen wir 0, o h™! = On(a) = 01
Wir miissen daher eine Bedingung an die Stetigkeitsstellen von h stellen.

Satz 4.12. Seien (E,d), (E',d") metrische Riume, h : E — E' messbar und ji,,, p € P(E) mit
Wn — W schwach. Sei
Dy, :={x € E | h ist nicht stetig in x}.

Gilt u(Dy) = 0, so folgt pi, o h™' — po h™ schwach.

Beweis. Wegen

S

Dy, = U ﬂ {x eEJyeE: dz,y) < % d'(h(y), h(x)) >

n>1m>1

|

folgt Dy, € B(E). Sei F  E’ abgeschlossen. Dann gilt

lim sup i, (h ™" (F)) < limsup i, (h=1(F)) < p(h=1(F)).

n—0o0 n—0o0

Sei 2 € h=1(F), dann gibt es eine Folge (2, )neny < R~ H(F) mit z,, — . Ist h stetig in z, so folgt
h(z,) — h(x) und da F abgeschlossen ist, folgt aus h(x,) € F bereits h(z) € F. In diesem Fall
ist x € h=1(F). Falls h nicht stetig in x ist, so ist x € Dj, und wir erhalten h=1(F) < h=(F)u Dy,.
Daraus folgt aus der schwachen Konvergenz p,, — p und dem Satz von Portmanteau

lim sup g (b~ (F)) < limsup (A 1(F)) < p(A 1 (E)) < u(h™"(F)) + u(Dy) = u(h™(F)).

n—oo n—0oo B
Nach dem Satz von Portmanteau impliziert dieses die Behauptung. ]
Die néchste Aussage (ohne Beweis) ist gelegentlich niitzlich.

Bemerkung 4.13. Sei (jin)n>1 < P(E) und p € P(E). Dann ist p, — @ schwach genau
dann, wenn

fh(x)d,un(x) — f h(z)du(z), n — o
E E

fiir alle beschrdinkten messbaren Funktionen h mit
w({x e E | hist stetig in z }) = 1.

Der Beweis vom nachfolgenden Satz basiert auf [KS07, Theorem 8.5].
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Satz 4.14. Seien (fin)neny < P(R) und p € P(R) gegeben und bezeichne mit F,(t) = pun((—00,t])
und F(t) = p((—o0,t]) die dazugehirigen Verteilungsfunktionen. Dann sind dquivalent:

(a) pn — 1 schwach fir n — oo.
(b) Fo(t) — F(t) fiir n — o und alle Stetigkeitsstellen t von F'.

Beweis. (a) = (b) Sei t € R ein Stetigkeitspunkt von F'. Definiere f(s) = 1(_y (s) sowie fiir
0>0

1, s<t
1-5t t<s<t+4
L0, t+d<s

(1 s<t—0
S1—=0 0 ¢t §<s<t.
0

t<s

)

)

Dann sind f;° € Cp(R) und es gilt f; < f < f;. Sei ¢ > 0 fest. Wegen (a) finden wir ng € N

derart, dass fiir n > ng
8
ff ) (5 ff(; (5 ffg Ju(s) + 5.

Da t ein Stetigkeitspunkt von F ist gibt es ein § > 0 mit |F(t £ 6) — F(¢)| < § und somit gilt
| 7 @duts) < P+ o) < Feoy +

Wir haben gezeigt F;,(t) < F(t) + ¢ fiir n > ng. Analog erhalten wir
£
ff Jdjin(s fﬁ Jdjin(s f& u(s) — & > F(t—8) — 5 > F(r) -

Damit folgt |F,,(t) — F(t)| < e fur n > nyg.

(b) = (a) Sei f € Cyp(R) und € > 0 beliebig. Ohne Einschrénkung nehmen wir an, dass
[ floo # O gilt. Da F rechtsstetig ist, hat es nur abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen. Seien x,, z*
zwei Punkte in denen F' stetig ist mit

9 9

F(zry) < ———, F*)>1— ———. 4.7
S g T )
Nach Voraussetzung (b) finden wir ng € N sodass fiir alle n > ng
€
B () < [Fn(ws) = Faa)| + F(2s) < oo (4.8)
5 flloo
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und analog F),(z*) > 1 — m gilt. Da f stetig ist, ist es gleichmissig stetig auf [z, z*] und
folglich kénnen wir (x4, 2*] in endlich viele Intervalle (zg, x1], (x1, z2], ..., (Tm—1, Tm| unterteilen
derart, dass xg = x4, T, = ¥,

1£(s) — f(z))| < —, se(zj,aje], j=1,....m—1 (4.9)
10

und die z; Stetigkeitspunkte von F' sind. Nun betrachten wir
| e+ [ Il

f F()dpin(s) — f F(5)du(s)| <
R R (—0,z%] (—o0,z4]

b |l [ e | [ s~ [ fs)duts

(z*,00) (z*,00) (23 ,2%] (zs,x*]
Aus folgt
2
| 1r@lue + [ 1#6)dns) < 1l (Pl +1- ) < 2
(—o0,24] (z*,00)

Ist n > ng hinreichend gross so erhalten wir aus (4.8))

| 0+ |15 dns) < [l (Flen) + 1= Fue?) < e

(—o0,z%] (z*,00)

Fiir den letzten Term erhalten wir aus (4.9))

[ s@ame [ s s+ [ 2@ - [ w6

(zx,2%] (@, %] (@, ] (g, 2% ]

wo fe(s) = Zl (@) 1(z;,2,,,1(s)- Dann gilt
j:

f Je(s)dpn (s J Je(s)dp(s <le f Je(s)dpn (s f Je(s)dp(s

.
—_

(25 ,2%] (wse,2%] (x5,25+1] (zj,25+1]
-1

= ) | f@)Fa(zje1) — Fu(zg) — F(zje1) + F(z))]

3

<.
Il
—

und somit

lim f £o(8)dpn(s J f=(s)dp(s)| = 0.

n—0o0
(5,2%] (zx,7*]

57



Insgesamt haben wir gezeigt

n—0o0
R R

i | £(s)dia(5) ~ [ F(5)dn(s)] < e

Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O

4.2 Charakterisierung der kompakten Mengen in P(FE)

Als néchstes wollen wir eine Charakterisierung der kompakten Mengen in P(F) geben. Man
beachte, dass wir keine Metrik auf P(E) definiert haben und folglich keinerlei Kompaktheit
definiert ist.

Definition 4.15. Sei I' © P(E) eine Familie von WahrscheinlichkeitsmafSen.
(a) T' heif§t relativ kompakt, falls jede Folge in I' eine schwach konvergente Teilfolge hat.

(b) T heifst straff, falls fiir alle e > 0 es eine kompakte Menge K. c E gibt mit

w(Ke) >1—¢, Vuel.

Bemerkung 4.16. (i) {u} ist genau dann straff, wenn p regulir ist.
(i) Es gelte eine der Figenschaften

o F ist kompakt
e FEs gibt eine Folge von kompakten Mengen (K, )neny € E mit Un21 K,=F

o F ist eine vollstindiger, seperabler metrischer Raum.
Dann ist I' = {u} fiir jedes p € P(E) straff.
(i4i) T = P(R?) ist nicht straff.
Das néichste Lemma bietet ein Kriterium fiir Straffheit.

Lemma 4.17. Sei E ein Polnischer Raum mit Metrik d. Dann ist T' < P(E) genau dann straff,
wenn es fir jedes € > 0 und jedes r >0 einn € N und a1, ...,a, € E gibt mit

1 (O Br(ai)> >1—¢, pel. (4.10)
i=1

Beweis. Sei I straff, ¢ > 0 und r > 0. Sei K < E kompakt mit u(K) > 1 — ¢ fiir alle p e T
Nach Lemma [3.8 gibt es n € N sowie ay,...,a, € E mit

K c

n
Br(ai).
=1
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Daraus folgt (4.10]).

Es gelte Umgekehrt (4.10). Wihle fiir jedes k& > 1 Punkte a¥ mit i = 1,...,n; derart dass

(UBi )21;-

Sei A = ML, U™, B 1( ). Analog zum Beweis von Lemma [3.12| ldsst sich zeigen, dass A

abgeschlossen sowie total beschrinkt, also nach Lemma 3.8 kompakt ist. Ferner lésst sich zeigen,
dass pu(A) > u(A) > 1 —¢ fiir peT. O

Der néchste Satz stellt den Zusammenhang zu Straffheit und relativer Kompaktheit her.

Satz 4.18. (Satz von Prokhorov) Sei E ein metrischer Raum. Ist T' < P(E) straff, so ist T
relativ kompakt. Ist E zusdtzlich ein Polnischer Raum, so ist I' genau dann straff, wenn es
relativ kompakt ist.

Beweis. Sei zunichst I' straff und (pun)ney < I' beliebig. Wir zeigen, dass (fun)n>1 eine schwach
konvergente Teilfolge besitzt.

Fall 1. Sei E kompakt. Dann ist Cy(E) = C(F) seperabel. Folglich gibt es eine dichte Folge
(fn)n>1 < C(E). Dann ist wegen

j F1(@)dpin ()] < [ f1loo

E

die Folge (SE fld,un)n>1 beschrinkt und folglich gibt es eine Teilfolge (n (1 )) keN sodass

| @i @) — 108,
E

Auf diesselbe Weise ldsst sich zeigen, das auch (S g fedu <1)) beschrankt ist. Folglich gibt es
) k>1

eine Teilfolge (n,(f))kzl sodass

j Fale)dp, o () — T(f2), & — o0,
E
Iteration dieses Verfahrens liefert Folgen (n](gl))kzl mit (ngﬂ))kzl c (n,(cl))kzl sodass

ffl(x)d,u,ng)(a:) — I(fl), k— oo, VI>1.
E

(k)

Setze my, := ny,’, dann gilt per Konstruktion

f J@) bty (2) — I(f)), k — 0, WI> 1.
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Lemma 4.19. Es gibt eine eindeutige lineare Fortsetzung von I auf C(E) welche wir wieder
mit I bezeichnen und welche die Bedingungen |I(f)| < | fllc sowie

ff(x)dﬂmk(lﬁ) — I(f), k—> o
E

fiir alle f € C(E) erfillt. Ferner erfiillt diese Fortsetzung I(f) > 0 fir alle 0 < f € C(E).

Beweis. Fiir f e C(F) setze
1(7) = [ £, (2).
E

Dann gilt limg_,o Ix(f;) = I(f;) fir [ > 1. Seien f € C(E) und € > 0 beliebig und wihle [ > 1
derart dass | f — fillo < e. Dann gilt

Ik (f) — L] < e (f) — ()| + [Ie(f1) — L;(f)] + [L;(f) — L;(f)]
<2|f = fillo + Hk(f1) = 1;(f1)]
<2+ [Ik(fi) = L;(f)| — 0, k,j— .

Also ist (Ix(f))ken eine Cauchy Folge for alle f € C(E). Dann definiert I(f) := limg_ o Ix(f)
eine lineare Fortsetzung von I. Diese erfiillt

1) = | Jim L] < 1o

Fiir die Eindeutigkeit seien I, I’ zwei solche Fortsetzungen, f € C(E) und € > 0. Wihle [ > 1
derart dass | f — fillo < e gilt und sei k > 1 derart dass

\I(f1) = Ie(f)| + [ Ik(fr) = T'(f1)| < e

. Daraus folgt

[I(f) =IO < () = I+ 1) = Te(f)l + He(f) = ()l + [T (fiy) = T'(f)] < 3e

welches die Eindeutigkeit zeigt. Ist f > 0, so gilt

I(f) = lim L(f) > 0.

k—o0

O]

Der Rieszsche-Darstellungssatz (siehe Appendix) liefert die Existenz von einem endliche Maf}
p auf E' mit

1(f) = j f(@)du(z), feC(E).
FE

Folglich gilt
li [ f@)dn, () = 1) = [ f@)duta), feC(E)
FE

E
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und da die konstante Funktion f = 1 stetig ist, gilt auch p(F) = I(1) = limp_ o0 ftm, (E) = 1.
Schritt 2. Angenommen es gibt einen kompakten metrischen Raum (E’,d') mit E € B(E')
derart dass E die Unterraumtopologie triagt. D.h. A ¢ E ist offen genau dann, wenn es eine
offene Menge B — E’ gibt mit A = B n E. Wir erweitern p,, auf E’ durch

pn(E"\E) =0, n>1.

Dann ist (pn)n>1 © P(E’) und nach Schritt 1 gibt es eine Teilfolge (ny)g>1 und ein p € P(E’)
mit p,, — p schwach beziiglich (E’,d’). Nach Voraussetzung gibt es zu jedem m > 1 eine
kompakte Menge K, € E mit p,(K,)>1— %, fiir n > 1. Es lisst sich zeigen, dass K, auch
kompakt in (E’,d’) ist. Nach dem Satz von Portmanteau folgt

1
p(Kop) > limsup pip, (K) > 1— —.
k—o0 m
Daraus folgt 1 = p (Umzl Km> < u(E) <1, also u(E) = 1. Sei G < FE offen und sei B < E’
offen mit G = B n E. Dann gilt
liminf i, (G) = liminf k — copy,, (B) > u(B) = u(G)

k—o0

und aus dem Satz von Portmanteau folgt p1,, — p schwach in E.
Schritt 3. Sei (E, d) ein allgemeiner metrischer Raum. Nach vorhergehender Argumentation gibt
es zu jedem m > 1 eine kompakte Menge K, € E mit p,(K,;,) > 1— %, fiir n > 1. Folglich gilt

M”(U Km> =1, n>1.
m>1

Also kénnen wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass (E, d) o-kompakt und
somit auch seperabel ist. Um Schritt 2 anzuwenden miissen wir eine Einbettung in einen kom-
pakten metrischen Raum (E’,d’) konstruieren. Ersetzen wir d durch d A 1 so dndert dieses nicht
die offenen Mengen in F; ohne Einschriinkung sei also d < 1. Sei E’ = [0, 1]" und

laj — bjl

1+|aj—b]-|’ a = (aj);>1, (bj)j>1 €

0
d(a,b) = > 27

j=1
Da [0,1] kompakt ist und d’' die Produkttopologie erzeugt, lisst sich zeigen, dass (E’,d') ein
kompakter metrischer Raum ist. Sei (z;)r>1 < E eine dichte Teilmenge und definiere

1. F— E’, T —> (d(l‘,zk»kzl.
Dann hat I die folgenden Eigenschaften
e [ ist stetig und injektiv.

e [ bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.
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Definiere pu}, := p, o I™! auf (E',d'). Sei (Ky;)m>1 wie zu Beginn von Schritt 3 und setze
K], :=I(K,,). Dann sind K/, ¢ E’ kompakt und es gilt

1
M (i) = n(Kn) 21— —, n > 1.
Nach Schritt 2 gibt es eine Teilfolge (1, )x>1 und ¢’ € P(E') mit y;,, — p’ schwach in E'. Aus
Portmanteau folgt

1
p' (K,) > limsup p;, (K;,) >1——

k—o0 m

und somit wegen | J,,,> K, © I(E) auch 1 < 4/ (Ule K{ﬂ> < W(I(E)) <1 bereits /' (I(E)) =
1. Folglich gibt es ein u € P(E) mit y/ = po I, Sei f € Cy(E), dann ist

f £ (@), f FU @), —>ff s (@) = [ F@)du(z)
E

wobei wir benutzt haben, dass f o I~! stetig ist. Dieses zeigt den ersten Teil der Behauptung.
Umgekehrt sei I' relativ kompakt, wir zeigen dass I straff ist. Angenommen I' ist nicht straff.
Dann gibt es nach Lemma[£.17)ein £ > 0 und r > 0 sodass fiir alle n > 1 und alle a1, ...,a, € E

es ein p € I' gibt mit
m <U Ur(ai)> <pu ( Br(ai)> <l-e
i=1 )

Da E seperabel ist, gibt es es eine Folge (a;)iey € E mit E = UZ-21 U,(a;). Setze A, =
Ui Ur(ai). Wir finden daher eine Folge (fin)ney < I' mit

iC-

n(Ap) <1l—¢g, n>1.

Da I relativ kompakt ist gibt es eine Teilfolge 1, welche schwach gegen ein u konvergiert. Da
Ay, offen ist und da A, < A, fiir hinreichend grosse k, folgt aus Portmanteau

p(Ay) < liminf py,, (A,) < liminf g, (4,,) <1-—c.
k—00 k—o0

Dieses wiederspricht | J,,~; An = E. O
Als Korollar kénnen wir zeigen, dass
Korollar 4.20. Sei (E,d) ein seperabler metrischer Raum.
(a) Fiir f € Cy(E x E) ist die Abbildung

P(E) x B3 (1y) — I(u.y) = j f(,y)dp(z)
E

stetig und beschrinkt, d.h. I € Cy(P(E) x E).
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(b) Sei f e Co(P(E) x E). Dann ist die Abbildung

J(v) = ff(u,m)du(x), peP(E)
FE

stetig und beschrinkt, d.h. J € Cp(P(E)).

Beweis. (a) Sei p, —> u schwach und y,, —> y. Wir miissen zeigen dass I(pn, yn) — I(1,y).
Es gilt I(upn,y) — I(p,y), folglich reicht es wegen

(s Yn) — L )| < (b Yn) — 1 (s )|+ [ (s y) — (1, 9)| (4.11)

zu zeigen, dass |1 (pn, Yn) — I(pn,y)| — 0 gilt. Da p, — p schwach, ist (u,)n>1 nach dem
Satz von Prokhorov straff. Sei ¢ > 0 und K. ¢ FE kompakt mit p,(K.) >1—¢ firn > 1. Da f
stetig ist gibt es ng(e) € N mit

sup |f(xayn) - f(xay)‘ <e nz 7’1,0(6).

rxeK,

Fiir n > ng erhalten wir folglich

umm%»—fwmyﬂ<_fmguxﬂa%»—fuw»mmm>
E

+thwﬂﬂ%%0f@wnmm@)
E

< sup [f(@,yn) = (@, 9)] + 2] floopn (KE) < (14 2] f]o0)e.

(b) Betrachte eine #hliche Zerlegung zu (4.11). Die Details sind Ubung. O

4.3 Levy-Prokhorov Metrik
Definition 4.21. Es sei p: P(E) x P(E) — [0,0) gegeben durch
p(p,v) :==1inf{e >0 | u(F) < v(F°) +¢e, F ist abgeschlossen }
mit F¢ :={ye E | d(y, F) < e}. Die Abbildung p wird Levy-Prokhorov Metrik genannt.
Lemma 4.22. [EKS86] Die Prokhorov Metrik p definiert eine Metrik auf E.

Satz 4.23. [EKS86] Sei E ein seperabler metrischer Raum und (fin)nen < P(E), p € P(E).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) pn, — w1 schwach fiir n — 0.

(b) plpn, 1) — 0 fiir n — oo.
Satz 4.24. [EK86] Es gelten die folgenden Aussagen.
(a) Ist E seperabel, so ist auch P(E) seperabel.

(b) Ist E wvollstindig, so ist auch P(E) volltindig.

Insbesondere, ist E ein Polnischer Raum, so ist auch P(E) ein Polnischer Raum.
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4.4 Beschrikte Lipschitz Metrik
Sei BL(FE) der Raum aller Funktionen f mit endlicher Norm

[flB = £l + sup
TH#Y

Dann ist BL(FE) ein Banachraum und es gilt BL(E) c Cy(E).

Definition 4.25. Definiere eine Abbildung p : P(E) x P(E) —> [0,00) durch

p(s,v) = sup ff Japu(z ff Jiu(z)| : fe BL(E), |flp <1

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass p symmetrisch ist und die Dreiecksungleichung erfiillt.
Ferner ist p(u,v) = 0 genau dann, wenn

ff Eme: ff )dv(z), Vf e Cy(E).

Also genau dann, wenn p = v. Der niichste Satz zeigt, dass (P(F), p) ein Polnischer Raum ist,
sofern (E,d) ein Polnischer Raum war.

Satz 4.26. Sei (E,d) ein metrischer Raum.
o [st (E,d) seperabel, so ist auch (P(E),p) seperabel.
o [st (E,d) vollstindig, so ist auch (P(E), p) vollstindig.
Beweis. Siehe [EKS86). O

Zum Schluss wollen wir die Konvergenz beziiglich p besser verstehen. Klar gilt

Jh(m)dl/(ar) - Jh(x)d,u(a?) < p(v,p), Yhe BL(E) (4.12)

E E

fiir alle p, v € P(E). Folglich impliziert p(un, u) —> 0 bereits p, — p schwach. Der nachfol-
gende Satz zeigt, dass fiir seperable metrische Rdume auch die Umkehrung gilt.

Satz 4.27. Sei (E,d) ein seperabler metrischer Raum und seien (fn)n>1 < P(E) sowie p €
P(E). Dann sind dquivalent

e p(tn,pt) — 0

® L, — b schwach.
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Beweis. Die erste Richtung folgt aus (4.12]) und dem Satz von Portmanteau. Es sei nun pu,, — p
schwach. Nach dem Satz von Prokhorov sind (pr,),>1 sowie p straff und folglich gibt es zu e > 0
eine kompakte Menge K. c E mit

p(le) + pn(Ke) >1—¢, n>1.
Dann ist (K, d) ein kompakter metrischer Raum. Ferner ist

={f € BL(K.) | [flBL(Kk.) <1} = C(K)

abgeschlossen und nach dem Satz von Arzela-Ascoli (siche Appendix) kompakt. Also gibt es

fi,--+, fr € A derart, dass fiir jedes f € C(K:) mit ||f|prx.) < 1ein je {1,... k} existiert mit
sup |£(@) - f(a)] < &
zeK,

Sei f € BL(E) mit | f|pr < 1. Dannist f|x, € BL(K.) und es gilt | f|k.|pr(kx.) < 1 und folglich
erhalten wir

jf Jdjin (z ff ()| < 1 fll (e (KE) + () ff Ydljin (z ff Y (z

<25+J]f:c 2)\din(a f|f 2)ld(x)

Jf; Jdjin( ffy e

<de+ ffj Ydpin (z ffj Ydu(x
K.

Nach Korollar ist g1, —> p schwach in P(K.) und damit verschwidet das letzte Integral fiir
n — 0. O
4.5 Konvergenz von Momenten

Ziel dieses Abschnittes ist es ein analoges Result zu dem Satz von Portmanteau fiir unbeschriankte
Testfunktionen zu beweisen. Sei (F,d) ein metrischer Raum und sei V : E — R stetig.
Definiere

Py(E) = { peP(E) | f V(@)du(z) < o0

Analog sei Cy(E) der Raum der stetigen Funktionen auf E wo

|/ ()]

Ifley = sup 70
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endlich ist. Dann erfiillt jedes f € Cy (F)

[f(@)] < |fley (1 +V(z)), zekE.
Man kann zeigen, dass (Cy (E),| - |, ) ein Banachraum ist.

Definition 4.28. Sei (up)n>1 < Py (E) sowie p € Py (E). Wir sagen p, — 1 in Py (E), falls
| r@dnte) — [ s@duta), 0o
E E

fiir alle f € Cy(E).

Bemerkung 4.29. Ist V beschrinkt, so ist Cy(E) = Cy(E) und Py(E) = P(E). In diesem
Fall ist die Konvergenz in Py(E) gerade die schwache Konvergenz. Von besonderem Interesse
ist fiir uns der Fall wo V' mnicht beschrinkt ist.

Beispiel 4.30. Sei E = R?, V() = |x[P mit p > 1. Dann ist f € Cy/(RY) genau dann, wenn
[f(@)] < O+ |2f), zeR?

fiir eine Konstante C > 0. Ferner ist u € Py(R?) genau dann, wenn p endliche Momente bis
zur Ordnung p hat. Da f(z) = |z|¥ € Cy-(R?) fiir k € [1,p] impliziert Konvergenz in Py (RY) die
Konvergenz aller Momente bis zur Ordnung p.

Im folgenden wollen wir die folgende Erweiterung vom Satz von Portmanteau beweisen.

Satz 4.31. Sei (E,d) ein metrischer Raum, V € C(E) sowie (fin)n>1 < Pv(E) und p € Py(E).
Dann sind dquivalent:

(a) fin —> pt in Py (E),

(b) pn —> p schwach und

f V(@) dpn(z) —> fV(a:)du(x), n — .
E E

(¢) pn —> p schwach und

limsupJV(x)d,un(x) < JV(x)d,u,(x).
E

n—o0
E

(d) pn, — w1 schwach und

lim lim supf]lv(szV(:L“)dun(x) = 0.
—0 n—o0 -
E
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Beweis. (a) = (b) = (c¢): Klar.
(¢) = (d) Wir zeigen zunéchst

lim inf j 1y < (2)V (2)dpn(z) > f Ly (2)V (2)du(z). (4.13)

n—0o0
E E

Es gilt
| tvn@V @)dia(e) = [ 1vn(@) (B A V@) din() = antly (V< B
E E

wo puh(A) = i SA(R AV (x))dpn(z) und ap = §5(R A V(x))dun(x). Hierbei kénnen wir ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass a,, # 0 (ansonsten ist nichts zu zeigen). Wegen
R AV e Cy(E) folgt a, — §,(R A V(2))du(x) =: a Aus V A R € Cy(E) erhalten wir fiir alle

f € Cb(E)
| r@au @) = - [ @R A V@)din(a) — [ £@ER A V@)du(o)
E E E

und folglich i, — 4/ schwach wo p/(A) = 1§ (R A V(2))du(z). Da V stetig ist, ist {2 €
E | V(z) < R} offen und nach Portmanteau gilt somit liminf,, . u,(V < R) > p/(V < R).
Daraus folgt

liminf a,l, (V < R) = al(V < R) = J1V<R(R AV (2))d(z) — f Ty RV (@)du(),
E E

d.h. (4.13). Mit Annahme (c) und (4.13)) erhalten wir

lim sup f Tys (@) (2)djin(z) — limsup ( f V() dpn () — f IlV<R(x)V(ac)d,u,n(x))
E

n—0o0 n—00
E E

< lim Supr x)dpin () — lim ianllV<R(x)V(x)dun(:c)

n—oo n—wx
E

V(e f 1y <(2)V (2)dp(x)

bj
f1V>R r)dp(x).
E

Wegen 1 € Py (E) folgt (d).

(d) => (a) Sei zunichst f € Cy(F) nicht-negativ. Wir zeigen zunichst: Fiir alle ¢ > 0 gibt es
ein R, > 0 sodass

lim sup f F(@)dpa (o f (R A f(@)dpn(@)| < 2Iflcye, B> Re. (4.14)

n—o0
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Sei ¢ > 0 fest. Fiir R > 0 schreibe
f £ (@) dpn f s (@) (@)din(2) + [ 1v<n(@)f (@)din(s) = 1+ I

E
Wegen Annahme (d) finden wir ein R, > 0 mit
w(V > R) + limsupJﬂVZR(x)V(m)d,un(x) <e, R>R..
n—o0 %
Da {V > R} abgeschlossen ist, folgt aus Portmanteau lim sup,,_,, pn(R > V) < u(R > V). Also
limsup I1 < ||f]c, lim supf Ly>r(z)(1 + V(z))dpn(x)

n—00
E
~ Iley lmsup un(V = B) + | Fley limsup [ 1o n(@)V (@)din(o). < [l

E

Fiir den zweiten Term erhalten wir mit R’ = | f|c, (1 + R)

b= [ 1yn(@)(® A f@)dpale) = [(R & $@)dpoo) - f Lysn(@) (R A £(2))dpn(z).
E E

Da R A f € Cy(E) erhalten wir limy o {(R' A f(z))dpn(z) = 5(R x))du(z). Fir den
anderen Term gilt

lim sup
n—00

[ 1vsr@/® A 1@)din (o)

E

< [£lloy limsup pn (V-2 R) + | fley 1imS£pJﬂsz($)V($)dﬂn(x) <|[fleve.
E

Daraus folgt (4.14]). Nun schreibe

ff Ydljin (z ff Jdpu(z

F (@) dpin () — j(R A F(@))dpin(x)
E

+ f(R A f(x)dpn(x) — J(R A fx))dp(zx)

E E

" j(R A F(e))dp(z) - f f(@)du(z)|.

E E

Wegen R A f e Cy(E) folgt

i s j F @) dpn j f@)dn(a)| < 20flcve+ || (R A S@)duta) ~ [ £@)dntz).
E E
Da fiir R — oo der letzte Term verschwindet, folgt die Behauptung. O
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4.6 Wasserstein 1-Distanz

Zum Schluss betrachten wir eine Variation der Beschrinkten Lipschitz Metrik wo wir darauf
verzichten, dass f beschrinkt ist. Genauer sei

[fllzip = sup
TFY
und sei Lip(E) = {f | | fllLip < o0}. Dann gilt Lip(E) c C(E) sowie

[f (@) < [f(2) = f(@o)| + | f (o) < [flLipd(z, 20) + | f(20)l, 2,70 € E.

Beispiel 4.32. Ist E = R? und d(x,y) = | —y| so ist Lip(R?) die Menge aller global Lipschitz-
stetigen Funktionen. Jedes f € Lip(R?) wichst demnach héchstens linear in |x| (wir wihlen
hierbei zg = 0).

Definiere

Wi(p,v) = sup Jf(w)d#(iv) - ff(w)dl/(fv) t feLip(E), [flep<1
E

E

Da f € Lip(E) diesmal nicht beschrinkt ist, ist W7 im Allgemeinen nicht wohldefiniert. Wir
betrachten die Einschrinkung

Pi(E)=<{ neP(E) | Jd(x,mo)d,u,(:c) <
B

wo g € E ein beliebiger fester Punkt ist.
Lemma 4.33. (P1(E), W) ist ein metrischer Raum.
Beweis. Ubung. O

Die Konvergenz beziiglich dieser Wasserstein Metrik wird im nachfolgenden Satz charakte-
risiert.

Satz 4.34. Sei (fin)n>1 < P1(E) und p € P1(E). Dann sind dquivalent

(a) Wi(pin,p) — 0.

(b) pn, —> p in Py (E) fir V(z) = d(z,xo) wo xg € E ein beliebiger Punkt ist.
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4.7 Zusammenhang zu Zufallsvariablen

Sei (E,d) ein metrischer Raum, (X},),en eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine
E-wertige Zufallsvariable. Dann ist w — (X, (w), X (w)) messbar beziiglich F — —B(E)® B(E).
Ferner ist (z,y) — d(x,y) stetig, also B(E x E) — —B(R) messbar. Beachte, dass E x E mit
dpxp((z,y), (2',y)) := d(z,y) + d(2',y') wieder ein metrischer Raum ist. Um die Konvergenz
X, —> X zu untersuchen, betrachten wir die Abbildung

Q- [0,00), w— d(Xn(w), X(w)).

Diese ist messbar, sofern B(E x E) < B(E) ® B(E) gilt. Ohne weiteres ist dieses jedoch nicht
der Fall.

Lemma 4.35. Sei E seperabel. Dann ist E x E seperabel und es gilt
B(E x E) = B(E)® B(FE).
Hier und im folgenden ist (E, d) stets ein seperabler, metrischer Raum.

Definition 4.36. Sei (X,)nen eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X ein weitere
FE-wertige Zufallsvariable.

(a) Xy, — X is Wahrscheinlichkeit, falls d(X,, X) — 0 in Wahrscheinlichkeit.
(b) Xy, — X fast sicher, falls d(X,, X) — 0 fast sicher.
(¢) X, — X in LP, falls d(X,,, X) —> 0 in LP.
(d) X, — X in Verteilung, falls p, :==Po X1 schwach gegen p:=Po X! konvergiert.
Konvergenz in Verteilung ist, per Definition vom Bildmaf}, &quivalent zu
E(f(Xn)) — E(f(X)), n— o
fir alle f € Cy(E).

Satz 4.37. Sei (X, )nen eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine weitere E-
wertige Zufallsvariable. Angenommmen es gilt X, — X in Verteilung und X ist fast sicher
konstant. Dann gilt X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Es sei a € E derart, dass P(X = a) = 1. Sei A € B(E) beliebig, dann gilt
PoX 1(A) =P({X e A}) = P{X € A} n {X = a}) = §.(A).

Folglich ist Po X! = §,. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann ist {y € E | d(y,a) > ¢} abgeschlossen. Aus
dem Satz von Portmanteau folgt

lim sup P(d(X,,, X) > ¢) = limsup P(d(X,, a) > ¢)

n—0o0 n—o0

= limsupPo X' ({y € E | d(y, @) > ¢})
n—ao0

=PoX '({ye E|d(y,a)>e}) =0,
daa¢{ye E|d(y,a)>c¢c}. O
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Satz 4.38. Sei (X,,)nen eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine E-wertige Zu-
fallsvariable. Gilt X, — X in Wahrscheinlichkeit, so folgt X, — X in Verteilung.

Beweis. Sei f € Cy(E) gleichméssig stetig und € > 0. Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass fiir alle
z,y € F mit d(z,y) < § bereits | f(z) — f(y)| < e gilt. Dann gilt

E(f(X)) — E(f(X))] < f F(X) — F(X)|dP + f F(X0) — F(X)|dP
d(Xn,X)<6 d(Xn,X)>6
< e+ 2 f P (d(Xn, X) > 6).

O

Satz 4.39. Seien (Xp)nen, (Yn)nen Zufallsvariablen auf E und p € P(E). Angenommen P o
X — pound d(X,,,Y,) — 0 in Wahrscheinlichkeit. Dann gilt

PoY, ' — pu, n— .

Beweis. Sei F  E abgeschlossen. Fiir ¢ > 0 sei F© = {x € E | d(z,F) < e} und F§ = {x €
E | d(z,F) < e}. Dann gilt

{(YneF} =({Y,e F} n{d(X,,Y,) <e})u ({Yne F} n{d(X,,Yn) >¢})
={Yoe F} n{d(Xpn, Yn) <e} n{X,e F})u ({Yne F} n{d(X,,Y,) >¢})
c{Xne Fftu{d(Xn, Y, >} c{X, e FF} u{d(X,,Y,) > ¢}
Da F* abgeschlossen ist folgt
limsupP(Y,, € F) < limsup P(d(Y,, X,) > ¢) + limsup P(X,, € F*)

n—00 n—0o0 n—0
= limsupPo X, 1 (FF) <Po X }(F*).
n—aoo
Wegen F* N\ F fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

Wir zeigen noch einen alternativen Beweis.

Beweis. Wegen dem Satz von Portmanteau reicht es zu zeigen, dass fiir jede gleichméssig stetige
Funktion f: F — R

| r®ey ) — [ Fwdut), 0o
E E

gilt. Sei € > 0 beliebig und wéhle § > 0 derart, dass

(@) — fy)| < =

3 Va,y € E mit d(x,y) < 0.

Wihle ng € N derart, dass

f F)(Po X1 (dy) f Fw)du(y)| <

E E

W ™
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sowie P(d(X,,,Y,) >9) < fiir alle n > ng gilt. Dann folgt

e
321 llo+1)

f F) (oY) (dy) — ff(y)dﬂ(y)
FE E

< [E(f(Xn)) — E(f(Ya))] + f F()(Po X7 1) (dy) — f f(w)du(y)
FE

E

< | e -smees [ 1) - s
A(Xn,Yn)>6 d(Xn,Yn)<é
< 21X Vo) 2 0) + 5 <

5 Charakteristische Funktionen

Im letzten Kapitel haben wir Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf metrischen und
Polnischen Rdumen untersucht. Dieses Kapitel widmet sich dem Studium von Wahrscheinlich-
keitsmaBen auf E = RY. Fiir diesen Spezialfall ist es mdglich jedem endlichen Ma8 y auf R? eine
komplex-wertige Funktion (charakteristische Funktion) fi(£) zuzuordnen. Schwache Konvergenz
von Wahrscheinlichkeitsmafien sowie Existenz von Momenten kénnen mithilfe der charakteristi-
schen Funktion beschrieben werden.

5.1 Fouriertransformation von Funktionen

d
Fiir &,z e R sei &2 := Y &y, = (A, AN) das euklidische Skalarprodukt. hier und im folgenden
k=1

bezeichnet £'(R?) den Raum aller messbaren, integrierbaren Funktionen auf R¢, d.h. fiir g €
L1 (R?) gilt

f l9(@)m(dz) < oo.
R4

Definition 5.1. Sei g € LY(R?). Die Fouriertransformierte von g ist fiir € € R% definiert durch
9(&) = Jeif'xg(x)m(dac) = fcos({ ~z)g(x)m(dx) + 1 fsin(f ~x)g(x)m(dx).
Rd R4 R4
Die Definition ist wegen |e?¢?| = 1 fiir alle £ € R? wohldefiniert.

Definition 5.2. Eine Funktion g : R — C heif$it positiv (semi-)definit, wenn fir alle n € N
und alle &1,...,&, € RY die Matriz (g(&; — &;))1<ij<n positiv (semi-)definit ist.
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Diese Definition ist dquivalent zu: Fiir alle n € N, alle A = (A1,...,\,) € C" und alle
E1,..., &, € RY gilt

ij=1

Denn setze A = (g(fj — éi))lgi,jgna dh Aij = g(gj — &) Dann gllt (A)\)l = Z Aij>\j und
j=1
folglich

n

AN = Y XA = DT NdAG = D) Nidg(6 — &)
i,j=1 i,j=1

=1

Man beachte, dass die Matrix A insbesondere hermitsch ist, d.h. A = AT Es sei ¢ eine positiv
(semi-)definite Funktion. Dann gilt:

e Fiir n = 1 und A € C folgt aus (5.1)) |A\|?g(0) > 0, also g(0) > 0.

. . . . 0) g({)) .
e Fiir n = 2 mit = 0 und = ¢ e R? folgt, dass die Matrix 9( ositiv
fl 52 f g <g(_§) g(O) p

(semi-)definit ist. Daraus folgt g(—¢) = g(§). Ferner muss die Determinante nicht-negativ
sein, also

9(0)% = g()g(=¢) = g(0)* — |9()* > 0
und somit |g(§)] < ¢(0).

Es sei C°(R?) der Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Triger. D.h. f € C*(R?), falls
f beliebig oft differenzierbar ist und f e C.(R?).

Lemma 5.3. [Wer(00] Fiir jedes g € L*(R?) und jedes € > 0 gibt es eine Funktion f. € C*(R?)
mat

|ﬁ—ghu=fua@—g@wmm»<a
Rd

Die wichtigsten Eigenschaften der Fouriertransformierten von g sind im néchsten Satz zu-
sammengefasst.

Satz 5.4. Es sei g € LY(R?). Es gelten die folgenden Eigenschaften.

() [9(O)] < llgller und g(0) = Hgdg(w)m(d$)-

(b) g ist gleichmissig stetig.

(¢c) § verschwindet im Unendlichen, d.h. fiir alle e > 0 gibt es eine kompakte Menge K. — R?
derart, dass

96 <&, &¢ Ke.

(d) Ist g fast iberall nicht-negativ, so ist g positiv (semi-)definit.

73



Beweis. (a) Klar.
(b) Seien &1, & € RY und € > 0. Wihle eine kompakte Menge K.  R? derart, dass

f|g )|m(dz)

Dann gilt fiir alle |§; — &3] < 0

pM(“

Sei 0> 0mit & < 51 sup (T 1)

zeKe

m&w@@nsfwﬁﬁw@ﬂmmmwmsfa&%w@ﬂmwmwm+

R4 K.
Es gilt
&2
et — e =i [ et < (62— &) ol <[ol &2~ &
&1

woraus folgt
9(&1) —9(&)l < 5 +Hg\|£1 sup [z| - &1 — & <e.

xeK.

(c) Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir g € C°(RY). Wihle R > 0 derart, dass g(x) = 0 fiir
alle |z| > R. Wéhle R’ > R und sei |{| > R. Dann finden wir ein j € {1,...,d} mit |{;| > %.

Mittels partieller Integration, wobei der Randterm wegen g € C*(R?) verschwidet, erhalten wir

mo=f%%mm@wzj‘£%uM@w

R 2| <R/
1 dete 1 .. 0g()

- dz) = —— i6e S9%) 1 ().
igj‘a%ammw i | i)

|z| <R’ |z| <R/

Daraus folgt
o< |2 <2
- \5]] x|, x|l .

Die Behauptung folgt aus R’ — co. Fiir den allgemeinen Fall sei g € £'(R%), ¢ > 0 und
f- € C*(R?) derart, dass |g — f-| 1 < e. Die Behauptung folgt aus

5] < [9(6) = F-(O) + 1f-(O)] < g — fellor + | F(€)]-

(d) Es gilt
jzm% deE et € glaym(dr) = 3} ARGE — &)
g li=1 a Bi=1 i,j=1
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Wir betrachten das Beispiel einer Normalverteilung.

—afz|?

Beispiel 5.5. Es sei g(x) :=e mit o > 0. Dann ist

Wl

~ T\z _le?
56 = (Z) e, (5:2)
Beachte, fir o = % ist §(¢) = (27r)%g(§).
Beweis. Es gilt
d
€)= [ e m(an) = ] [ edoreestm(a).
Rd k=1g

Also reicht es aus die Behauptung fiir d = 1 zu beweisen. Fiir diesen Fall erhalten wir fiir £,z € R
i i 2 i 2 .
efo‘xzeiéx = efa<x272mi+(£) 7(%) ) = efge_a(m_%f_

Daraus folgt
. 2 i 2
Jeléxemzm(dx) —— Je_a(z_;x) m(dx).

R R

Fiir das Integral erhalten wir mittels Cauchys Integralsatz (siehe [FL80]) und der Substitution

y=+ax
fe—a(w—ﬁ)Qm(dx) _ ]i e~ (dx) = \/1& H! e~ m(dz) = \/Z

R
O
Als néchstes wollen wir die Inverse Transformation finden.
Lemma 5.6. Es seien g, h e LY(R?). Dann gilt
| a@m©mag) = [ g@hiemias).
R4 R
Beweis. Mittels Fubini erhalten wir
| a@mmidae) = [ | e<gtamemidzm(de) - | g(hmiae)
R4 R4 Rd R4
Fubini ist anwendbar, da (z,&) — g(z)h(§) integrierbar ist beziiglich m(dz)m(d§). O

Lemma 5.7. Fiir jedes g € Cy(R?) und jedes x € R? gilt
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Beweis. Ubung. O
Lemma 5.8. Es sei g € Cp(RY) n LYR?) derart, dass § e LY(RY). Dann gilt

g(x) = @m)lg(-z), zeR?
Beweis. Sei v > 0 und setze ¢, (€) := %=l Fiir diese Funktion gilt nach

d
2

~ i(Erm) —o T _letal?
2u(6) = [ etermmeelimay)  (T)7 e 55
Rd

Damit erhalten wir

f 3(E) e el de) = f 9(6)3w(€)m(de)

R4 R4
T & |€+a|2 ef‘gzmp
2 _ x @
= (5)" [ st@0e % miag) = 2m)? [ g(0)=—gmiag)
« (4Arar)2
R4 R4
Betrachten wir den Grenzwert o — 0, so folgt die Behauptung aus Lemma ]
Satz 5.9. Sei g e LY(R?). Definiere die Abbildung
1 ,
o) i= g | €< oOmld), ze R
Rd
Dann gilt fir alle g € Cy(RY) n LY(RY) derart, dass g € L*(R?)
9=9=39
Beweis. Beachte, dass g(z) = (271T)d§(—x) fiir alle g € LY(R?) gilt. Sei g € Cy(RY) A LY(R?) mit
g € LY(RY). Aus Lemma folgt g(w) = ﬁ@(—w) = g() fiir alle x € R%. Analog lisst sich
die andere Identitét zeigen. O

5.2 Charakteristische Funktion fiir Mafle

Definition 5.10. Sei u ein endliches Maf auf R®. Die charakteristische Funktion von p ist die
Fouriertransformierte von p gegeben durch

A(E) = | (o), e R
Rd

o0 o0
Bemerkung 5.11. (a) Sei p = ) agdy,, mit ax > 0 und x;, € R? derart, dass > ap = 1.
k=1 k=1
Dann ist i ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R und es gilt

[ee}
i) = ) ape®™, R
k=1
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(b) Hat p eine Dichte, d.h. u(dz) = p(x)m(dz), so ist

ﬁ@w=ja“mmeM=ﬁ@>

Rd
Die wichtigsten Eigenschaften sind im néchsten Satz zusammengefasst.
Satz 5.12. Es sei u ein endliches Maf auf R%. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.
(a) [(€)] < p(RY) = (0) fir alle € € R™.
(b) @i ist gleichmdssig stetig.
(c) [ ist positiv (semi-)definit.
Beweis. Ubung. O
Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 5.13. (a) Benoulli Verteilung: pu = pdy + (1 — p)do. Dann ist

A) =pe® +(1—p)=1+p(1—€%), R

n
(b) Binomialverteilung: p = Y, (})p*(1 — p)"*6x. Dann ist
k=0

A€) =1 —p+pe®)", EeR.

172
(c) Standardnormalverteilung: Im eindimensionalen Fall sei u(dzx) = (ZW)_%e_?m(da:). Dann
18t
~ _e
pg) =ez, {eR.
||

_d =l

Fiir den d-dimansionalen Fall sei p(dx) = (2m)"2e” 2 . Dann gilt

A =T, ceRt

(d) Normalverteilung im R™: Sei u eine Normalverteilung auf dem R™. Dann gibt es eine
m x d-Matriz A und b€ R™ mit y=vo T, wo T(x) = Az + b und

2
|

v(dx) = (2%)_%6_Tm(dx).

Damit folgt

Rm™

AE) = [ eoulde) = [ €T @(dn)
2

_ it f (AT () — (i€ BIAEE _ githo—he (4400
Rd
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(e) Uniforme Verteilung: Sei p(dx) = 1(_q.q) (z)5=m(dz) mit a > 0. Dann ist

sin(&a)
ﬁ(f):{ oo 70 eem

1, sonst
(f) Cauchy Verteilung: Sei p(dz) = %ﬁm(dm) mit ¢ > 0. Dann gilt

i) = el ¢eRr.
Der néchste Satz zeigt, dass die charakteristische Funktion das Maf} eindeutig festlegt.
Satz 5.14. Seien p,v zwei endliche Mafe auf R mit i = D. Dann gilt 1 = v.
Beweis. Es gilt u(R?) = fi(0) = 0(0) = v(RY). Ist u(R%) = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also
(R > 0. Definiere neue Mafle i/ := ﬁu sowie v/ = my. Dann gilt ¢/ = v/. Es reicht
daher aus die Behauptung fiir Wahrscheinlichkeitsmafle zu beweisen.
Die kompakten Mengen bilden ein n-stabiles Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra B(R?).

Es geniigt also p(K) = v(K) fiir alle kompakten Mengen K < R? zu zeigen. Sei K < R? kompakt

und
1, re K

fm(z) =10, d(z,K) >
1 —md(z,K), sonst
Dann gilt 0 < f,, <1, f,,, ist stetig und f,, \, 1 fiir m — oo. Wir zeigen

1
m

ffm(ﬂz)du(:c) = ffm(x)du(ac), m e N. (5.3)
Rd R4

Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue v(K) = p(K). Allgemeiner zeigen wir (5.3) fiir alle
f:R? — R mit

e 0K fFLI.
o fe C.(RY).

Sei € > 0 beliebig. Da f kompakten Tréger hat, konnen wir NV € N wihlen mit

{xeR| f(x) #0} c [-N,N]¢ =: By

und p(B§) <€, v(BS) < . Nach dem Weierstraschen Approximationssatz (siehe [Wer(0] fiir
den Beweis in einer Dimension) gibt es eine Funktion

m
golz) = 3 EFEGD
j=1

mit ¢ € C, € € Z%, .o < | floo und

sup |f(z) —g(z)| <e.

Z‘EBN
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Es gilt mit f|ps, =0 und u(By) <1

JU—%MLSJU—%MW+{UHM¢M

< €,U(BN) + HgaHocM(BN) (1 + (1 llo)e-

Analog ldsst sich zeigen, dass

‘ﬂf—%wvs(L%UMk-

d

Insgesamt erhalten wir

jfdu f far) < | [ = o] + | [ gets— [ geav] +| [ (6.~ pyav

Rd Rd Rd d
<2+ Jggd,u— fgady .
d R4
Die Behauptung folgt aus

Jgsdﬂ - Z Je N<5J’x>d,u Z fe']\rf@]a"@du(x) = fgsdz/.
=1 R

Rd i=1

Aus dem Beweis erhalten wir direkt.

Korollar 5.15. Seien u, v zwei endliche Mafle mit

ff (e ff Yz

for alle stetigen Funktionen f mit kompaktem Triger. Dann gilt p = v.

Der nachfolgende Satz ist ein wichtiges Mittel zur Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben.

Satz 5.16. [Jac01, Theorem 3.5.7] Eine Funktion g : R? — C ist genau dann die charakteri-
stische Funktion von einem endlichen Mafi i auf R, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) g ist stetig.

(ii) g ist positiv (semi-)definit.
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In diesem Fall ist g(0) = u(R?). Insbesondere ist u ein Wahrscheinlichkeitsmafi genau dann,
wenn g(0) = 1.

Beispiel 5.17. Betrachte d = 1 und fiir o > 0 setze
9a(§) = e " a>0, ceRr.
Diese ist offensichtlich stetig und erfillt g, (0) = 1.

(i) a =0, Punktverteilung. Wihle uo(dz) = do(dx), dann ist g = go.

1 1
m1422”

(ii) o =1, Cauchy-Verteilung. Wihle py(dz) = p1(z)dx mit p1(z) =

22

(iii) o = 2, Gauss-Verteilung. Wihle ps(dx) = po(x)dx mit po(x) = (27?)_%(3_7.
Gibt es Verteilungen p, fiir andere Werte von a? Es lisst sich zeigen (siehe [Jac01]) dass ga
fir alle o € [0, 2] positiv (semi-)definit ist. Das zur charakteristischen Funktion g, mit o € [0, 2]
gehorende Wahrscheinlichkeitsmaf$ wird auch also a-stabile Verteilung bezeichnet.

Fiir welche Werte von « hat po eine Dichte? Diese Frage wird im nachfolgenden Satz beant-
wortet.

Im Folgenden wollen wir weitere Eigenschaften von p aus der charakteristischen Funktion [
ableiten.

Satz 5.18. Es sei u ein endliches Maf auf R%. Es gelten die folgenden Aussagen.

(a) Ist fi e LY(RY), so hat p eine Dichte 0 < p € Cy(R?), welche im Unendlichen verschwindet
und gegeben st durch

po)i= oo | G mlde), R (5.4)
Rd

(b) Ist fi e LY(R?) derart, dass fiir ein m > 1

[ e aemiag) < o
R4

Dann hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m. In diese Fall gilt fir alle 0 < k < m
und alle 1 < j1,...,5, < d

ok )k A ~
0z, -p-(-xa)xj - Ezgd f e - & A(E)mIdE).
Rd

(c) Ist
[ a1 n(aa) < 0
Rd
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fiir ein m > 1. Dann hat [i stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung m und es gilt fiir
alle 0 <k<mundl1<j1,....5:, <d

oF () , i€
afj& . 3§jk =i f Ljy - Tg,€ ¢ p(dx).

Beweis. (a) Offensichtlich is p definiert durch (/5.4)) als Fouriertransformierte einer integrierbaren
Funktion selbe stetig und verschwident im unendlichen. Ferner gilt |p(x)| < ||| 1. Wir zeigen,
dass

f p(@)du(z) = f p(z)p(x)m(dz), Ve LYR?) A Cy(RY).
R4 Ré

Da die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger in £!(RY) A Cy(R?) enthalten sind folgt dann

dulz) = plx)dz.
Fiir jedes ¢ € L} (R?) gilt ¢ - fi € £'(R?) und folglich

| e@itman) = | [ e@endgmian = | penlde).

R4 Rd R4 R4

Man beachte, dass alle Integrale existieren und somit der Satz von Fubini anwendbar ist. Wir
erhalten fiir jedes p € L1 (R%) n Cyp(R?) mit $ e £ (RY)

en)! [ ppm(do) = | e@h(-apm(ds) = [ o(-a))m(do)

Rd R4 R4
—jJFWmmmm@wfwkxmmm><%wfwmmm>
R4 R4 R4

2
=]

Sei ¢ € L} (RY) n Cy(RY) beliebig. Definiere p,(z) = (47ra)_%e_ﬂ und
pa@)i= [ ela = pawm(dy) = [ owlpale -~ vm(dy).
R Rd
Dann ist ¢, offensichtlich stetig (nach dem Satz der dominierten Konvergenz) und es gilt
[La ()] < el Jpa(y)m(dy) = [lo-
R4
Ferner lisst sich zeigen dass @, = @ - P, gilt. Folglich gilt

| 1E@lm(ay) <131 [ | Fatymidy) <0
J

R4 R
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da p, wieder die Dichte einer Normalverteilung ist. Damit erhalten wir
| cat@m@man) = [ calm(ds), va=o.
R R

Da ¢q(x) — ¢(x) for alle z fiir « — 0 gilt erhalten wir aus dem Satz der dominierten Konver-
genz

| eatomtdn) — [ o). a0

Rd R4

Fiir die linke Seite gilt mit der Substitution 2’ =z —y

fwamm@mwm:;[jwu—ymammmmMme@

R Ré R4
J J p(x’ + y)dydx'.
Re Rd

Das innere Integral erfiillt fiir alle z’

Jpa(y)p(x’ +y)dy — p(@'), a—0
R4

sowie
meMfﬂwysmmsmu<m
d

Mit dem Satz der dominierten Konvergenz folgt

JJ p(z’ + y)dydz’ —>f (x)dz, a—0.

R4 R4

(b) Die Behauptung folgt aus der Darstellung (5.4) und denselben Argumenten wir fiir Teil (c).
(c) Wir zeigen nur den Fall m = 1. Der allgemeine Fall folgt dann iiber Induktion. Sei e; der
Basisvektor im R? in Richtung j. Dann ist fiir b > 0

A& + hej) = fi(wi) _ [ elEthe) s — gitw [ el 1
R4 Rd

p(dz).

Es gilt % — ix; und nach Lemma (siehe Appendix) gibt es eine stetige Funktion ©
mit |O1(x)| < 1 derart, dass e+ = 1 + iz;hO1(z;h). Daraus folgt

ixjh _ 1
h

¢ = ia;jG)l(a;jh)
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lel

und somit

‘ < |x;| fiir alle b > 0. Dieses liefert eine integrierbare Majorante, also folgt

on . .
gﬁ(f) =1 J xje & p(dz).

aus dem Satz von Lebesgue

R4

Die Ableitung ist stetig, ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue. O
Bemerkung 5.19. Die Momente von u haben die Darstellung

1 o%0(0)
ik

F T ijl - @ p(da).

Rd
Fiir € R? setze g, (y) := {(x,y) =z - ¥.
Satz 5.20. (Satz von Cramer-Wald) Seien i, € P(RY). Dann sind dquivalent:
(a) pn — 1 schwach fir n — oo.
(b) pnog;t — pogyt schwach fir n — o und alle x € RY.

Beweis. (a) = (b): Folgt aus der Stetigkeit von g,.

(b) = (a): Die Familie {u, o g;' | n € N} ist nach Voraussetzung fiir jedes 2 € R? relativ
kompakt und folglich straff. Seien e, ..., eq € R% die Einheitsvektoren und € > 0 beliebig. Dann
gibt es fiir jedes i = 1,...,d eine kompakte Menge K; — R mit

(oo 9o )(K:) 21— =, neN.

Setze K := ﬂ Ye, ). Es ist nicht schwer zu zeigen, dass K abgeschlossen und beschréinkt ist,
also kompakt Ferner gllt

d d
M"(KC) = Hn (U(gel z ) Z Hn Oge ) < d% =

=1

und folglich ist {u, | n € N} straff. Nach dem Satz von Prokhorov ist die Folge auch relativ
kompakt. Sei (u,)nen eine konvergente Folge in {u, | n € N} und sei p/ € P(R?) der Grenzwert.
Dann gilt auch p/, o g7 ' — ' o g;' schwach fiir alle 2 € R%. Da p/, o g;' eine Teilfolge von
pn 0 gy b ist, konvergiert p, o g;! gegen denselben Grenzwertwie i, 0 g, ', d.h. pogyt = p/og;t
fir alle z € R%. Wegen

Ae) = f €% (i) = fe”uogg(dt) ~ 7€), €eRd

R4 R

folgt u = p’. Die Behauptung folgt aus Lemma O
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Satz 5.21. (Levys Stetigkeitssatz) Seien (pin)nen Wahrscheinlichkeitsmafe auf RY. Angenom-
men es gibt eine in 0 stetige Funktion f : RY — C mit

fin(€) — f(€), ¥EeRY, n— .
Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf R mit i = f und p,, — p schwach.
Korollar 5.22. Fiir (fin)neny © P(R?) und p e P(R?) gilt
in — 1 schwach <= fi,(€) — p(€), VEeRY
Beweis. Ubung. O

Beweis. (Levys Stetigkeitssatz) Wir zeigen nur den Fall d = 1.
Schritt 1: {, | n € N} ist straff.
Fiir alle a > 0 gilt

f fn(1)dt = f f ¢ 1 (da)dt — f J ¢ i ()
-« —a R R —«
(e —eion [ 2sin(ax)
- [ ) = [ P ),
R

R

Es folgt

f(l ()it = 20— [ 20, 0y

R

Coa 1 [HOD) ey | =20 (1= OO L,
2 1J i () 2!(1 )u(d)

axr ax
R

Der Integrand ist nicht-negativ und es gilt

sin(az) _ 1
> a0
ar T 2

[o-mmzon ([22])

1-—

laz| > 2.

Daraus folgt

Mit g = % folgt

N | @

%m\w
_
|
=
3

pn([=8, B]°) < (1 — fin(t))dt (t))dt.

Q|+
de—p

SN

84



Nach Voraussetzung ist f stetig in 0 und f(0) = linolo 1n(0) = 1. Also gibt es zu e > 0 ein 8 > 0
n—

mit

Dann ist

2
B
Damit ist also % § (1= fn(t))dt < € fiir alle n > ng, d.h.

Mn([_ﬁ,,@]c) <e, n>ng.
Fiir n < ng gibt es ein B, > 0 mit p1,([—Bn, Bn]¢) < €. Sei fo := max{, f1,..., Bny—1}, s0 gilt
pn([—Bo, Bo]¢) <&, n>1.

Schritt 2. Sei (jn,, )ren eine Teilfolge von (pp)nen. Dann ist {py, | k € N} straff und damit nach
dem Satz von Prokhorov auch relativ kompakt. Folglich gibt es eine Teilfolge (,unkl)leN welche
schwach gegen p’ konvergiert. Damit folgt

F(€) = lim fin,, (€) = 7€), €cR

l—0o0

Die Behauptung folgt aus Lemma O

5.3 Charakteristische Funktion fiir Zufallsvariablen

Definition 5.23. Fiir eine Zufallsvariable X mit Werten in R? ist die charakteristische Funktion
definiert durch
px(§) = E(e*F) =PoX71(g), ¢eR

Korollar 5.24. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R®. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(a) Ist ox € LY(R?), so hat X eine Dichte p € Cy(R?), welche im Unendlichen verschwindet

und gegeben ist durch
1 —i&-x
Gt | e @mde).

p(z) = @)
Rd
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(b) Ist px € LY(RY) und gilt fiir ein m > 1
| emex(©lmag) < =,
R4

so hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und fir0 <k <m, 1 < ji,...,jr < d gilt

k x —ik .
) ;d | &Gl omias)
Rd

6:1:j1 s éacjk (2’/’1’

(c) Es gebe ein m € N derart, dass
E(|X|™) < co.
Dann hat px stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und es gilt fiir alle 0 < k < m,
1<ji,....Jk <d
Fox (€)
0&jy -+ - 0&j,

Insbesondere gilt fiir die Momente von X die Darstellung

1 akgax(())
E(Xj, - X)) = F G, 06,

= i"E(Xj, - X, ).

Satz 5.25. Seien X,Y wunabhingige Zufallsvariablen mit Werten in R%. Dann gilt
ex(©)ey(6) = exiv(6), (eR™
Beweis. Klar. O

Satz 5.26. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R? sowie Y eine Zufallsvariable mit Werten

in R™. Seien ox, oy, ¢(x,y) die dazugehdrigen charakleristischen Funktionen. Genau dann sind
X, Y unabhdngig, wenn

ex(&)ey (&) = pxyy(1,&), & eRY, LeR™ (5.5)
Beweis. Seien X,Y unabhingig. Dann ist Po (X,Y)™ ' =Po X ' ®Po Y~! und folglich

pxy) (&, &) = J eC1TiLTp o (X Y)Y (dx, dy)

RaxR™

= J 1P o X1 (dx) f e“2YP o YL (dy)
Rd Rm

= ¢x(&1)ey (€2)-

Umgekehrt gelte (5.5). Seien X/, Y’ unabhingige Zufallsvariablen mit charakteristischen Funk-
tionen px sowie py. Sei p(xy+) die charakteristische Funktion von (X "’Y"). Dann gilt

ey (€1,62) = pxr (&) ey (§2) = px(§1)ey (§2) = vixy)(&1,62)
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und folglich
Po(X,Y) '=Po(X,Y) !'=Po X !'QPoY' '=PoX '®@Poy L
O

Korollar 5.27. Sei X = (X1,..., Xq) eine R -wertige Zufallsvariable. Genau dann sind X1, ..., X,
unabhdngig, wenn

ex(€) = vx, (&) - ox,(a), VE = (&1,..., &) e RL

Bemerkung 5.28. Sei X eine R:-wertige Zufallsvariable, A eine m x d Matriz und b € R™.
Dann hat Y := AX + b die charakteristische Funktion

oy (&) = e¥bpx (AlE), ¢eR™

Beispiel 5.29. (a) Cauchy-Verteilung: Seien X,Y unabhdingig und Cauchy verteilt mit Para-
meter ¢ > 0, d.h. diese haben die Verteilung

1 c

Sei A€ (0,1). Dann gilt
Oax+(1-ny () = px (A py (1 = A)E) = e~ Melgme@=NEl = g=elel,
Also ist AX + (1 — N)Y wieder Cauchy verteilt mit Parameter c.

(b) Seien X,Y unabhingig und normalverteilt, d.h. X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o0%) mit
wx, by € R und ag(,a% > (0. Dann ist

2 €2
Y 2 =

. 2 . 2
oxay (€) = ox )y (€) = pihxé—0% 5 pinyE—o cilux +uy)E=(0%+o}) s

Also ist X +Y ~ N(ux + py, 0% + 0%).

Als néchstes zeigen wir, dass die Kovarianzmatrix und der Erwartungswert die Normalver-
teilung eindeutig festlegen.

Satz 5.30. Fliir jedes b € R und jede positiv (semi-)definite, symmetrische Matriz ¥ gibt es
genau eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatriz 3.

Fiir den Existenzbeweis brauchen wir folgendes Lemma aus der Linearen Algebra.

Lemma 5.31. Sei ¥ eine symmetrische, positiv (semi-)definite reellwertige d x d-Matriz. Dann
gibt es eine reellwertige Matriz A mit ¥ = AA?.
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Beweis. Jede symmetrische, reellwertige Matrix ist orthogonal diagonalisierbar. Es gibt daher
eine orthogonale Matrix S mit
SY.S8" = diag(A1, ..., Aq)

WO Al ..., A\q die Eigenwerte von ¥ bezeichnen. Da ¥ positiv (semi-)definit ist, sind die Eigen-
werte nicht-negativ. Definiere eine neue Matrix

D3 = diag(v/A1, .- -,/ Aa)-

)= D2 und D%(D%)t — D. Sei A:= SDzSt. Dann gilt

=

Dann gilt (D
AA! = SD2SH(SD3 S = SD2S!(S)H(D2)!S" = SDS! = T = ¥,
0

Beweis. (Satz[5.30) Ist u eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix ¥,
so gilt
A(€) = 62 I0 ¢ e R,

Dieses zeigt die Eindeutigkeit. Fiir die Existenz withle A mit ¥ = AA! und benutze die Definition
der Normalverteilung. O

Satz 5.32. Sei X = (X1,...,Xy) eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert b €
R? und Kovarianzmatriz ¥. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Seia = (ai,...,aq) € R? und definiere
d
Y = Z ar Xy = {a, X).
k=1

Dann ist Y eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert {a,by und Varianz
{a,Xa).

(b) X; sind fir j =1,...,d normalverteilt mit Erwartungswert b; und Varianz ¥;;.
(¢) Sind die X; paarweise unkorreliert, so ist (X1,...,Xq) unabhdngig.

Umgekehrt, seien X1, ..., X4 unabhingige, normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert
bj € R und Varianz O'JZ. Dann ist X = (Xy,...,Xgq) normalverteilt mit Erwartungswert b =

(b1,...,bq) € R un Kovarianzmatriz Xij = (5,-]-%2-.
Beweis. (a) Fir alle £ € R gilt

oy (€) = E(e%Y) = E(eX96X0) = &by —5<ag.x(ag)) _ ,itab) o —3¢*(a,Sa)

(b) Betrachte a € R? gegeben durch die Koordinaten aj, = ;.
(c) Es reicht zu zeigen, dass

ex(€) = 0x, (&) ox,(Ca), YE=(&,...,&) e RY
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Da X paarweise unkorreliert sind, folgt ¥;; = cov(X;, X;) = 0 fiir ¢ # j. Daraus folgt

() = eKEDe—hERO _ (iketr—oL

X
Sind X7, ..., X4 unabhingig, so folgt
d d 2 )
ex(© =]Jex () =1] kbl o= LR _ i b —5(ETE)
k=1 k=1

6 Grenzwertsitze
6.1 Gesetze der grofien Zahlen
Sei (X )nen © L1 eine Folge von Zufallsvariablen, m,, := E(X,,), M,, := > my, die Erwartungs-

k=1
n
werte und Sy, := Y Xj.
k=1

Definition 6.1. Die Folge (X, )nen erfillt das schwache Gesetz der groffen Zahlen, wenn

1
lim ]P’(\Sn—Mn25> =0, Ve>0.
n

n—0o0

Die Folge X, erfillt das starke Gesetz der grofien Zahlen, wenn Sn_inMn —> 0 fast sicher.

Sehen wir jede Variable X, als ein Zufallsexperiment mit Ausgang X, an, so ist %Sn der
Mittelwert der Ausginge der ersten n Experimente. Folglich ist %Mn der erwartete (determi-
nistische!) Mittelwert von %Sn. Das Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass nach hinreichend
vielen Experimenten die Ausgénge der Experimente sich im Mittel deterministisch Verhalten.

Satz 6.2. Seien X, € L2 unkorreliert und es gelte var(X,) < C < o fiir alle n € N und eine
Konstante C' > 0. Dann gilt

1

EE((SH — M,)?) — 0, n — .

Insbesondere gilt das schwache Gesetz der grofien Zahlen.
Beweis. Es gilt E(S,,) = M,, und folglich

1
n2

1 1
E((S, — M,)?*) = —E ((Sn —E(Sy))?) = —var(Sy)
1 n
=3 Z var(Xy) <
Aus der Tschebyscheff Ungleichung folgt
[P(|Sn - Mn| > 5”) <

und somit die Behauptung. O



Im folgenden wollen wir zeigen, dass unter denselben Voraussetzungen bereits das starke
Gesetz der groflen Zahlen gilt.

Lemma 6.3. (stochastisch schnelle Konvergenz) Sei X,, eine Folge von Zufallsvariablen mit

00]
D IP(IXk| =€) <0, VYe>0.
k=1

Dann gilt P < lim X, = O) =
n—0o0
Beweis. Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma gilt
<hmsup{|X | > 5}) =P (ﬂ U {| X5 > 5})
n>1k>n
Insbesondere gilt

1=P <<limsup{|Xn| > 5})5) =P (H ,QI{'X'“' < 5}) .

n—0o0

D.h. fiir fast alle w gibt es ein n(w) € N sodass fiir alle £ > n(w) gilt |Xx(w)| < e. O
Satz 6.4. Seien X,, € L? paarweise unkorreliert mit var(X,,) < C < o fiir ein C > 0 und alle

n > 1. Dann gilt das starke Gesetz der grofien Zahlen.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall E(X,,) = 0. In diesem Fall ist M,, = 0.
Schritt 1. Aus der Tschebyscheff Ungleichung folgt

11
2 2
P(|Sy2| > ek”) < = k4var((Sk2) ) = 254 E var(X;) < 272

Insbesondere gilt

k
Nach Lemma [6.3| gibt es Ny € F mit P(N;) = 0 un

Il
-
T
[@ PRGN

lim Sp2(w) =0, we Q\N;.

k—00

Schritt 2. Definiere eine neue Zufallsvariable

Dy2 :=  max =  max Z Xj|.
k2 <I<(k+1)2 k2<I<(k+1)2

Jj=k?2+1

k,2
-2 X
j=1
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Fiir jedes € > 0 folgt aus der Tschebyscheff Ungleichung

Dus (k+1)? !
k 2
P<k225>=ﬂ’> U D Xy >ek

I=k2+1 | |j=k2+1

(k+1)? ! 1 (k+1)? !
< > P ijzd&g@Zvar >X;
I=k2+1 j=k2+1 1=k2+1 j=k2+1
C (k+1)2 C (k+1)2
2 2 2
§52k4 Z (l_k)§52k4 Z ((k+1) _k)
I=k2+1 I=k2+1
(k+1)?
C 4C 9 .9 8C
= o L Gk D S g (1 —#) = 55

Nach Lemma [6.3) gibt es Ny € F mit P(N2) = 0 und

Jm =5

= 0, w € Q\NQ

Schritt 3. Fiir n € N sei k = k(n) € Nmit k2 <n < (k+ 1)2. Dann gilt fiir alle w € Q\(N7 U Na)

Schritt 4. Fiir den allgemeinen Fall sei Y,, := X, — E(X,,). Dann ist Y;, € £2 mit E(Y},) = 0 und

Dk2 (W) .

)| < Sp2(w) + 2

1
n

var(Y,) = var(X,) < C <o, neN.

Ferner gilt cov(Yy,Y,,) = cov(X,, X,,) und

n n
- 305w = 3
k=1 k=1
Die Behauptung folgt aus Schritt 1 — 3. O

Im folgenden wollen wir die Bedingung an die Momente
var(X,) <C <o, neN
weiter abschwéchen. Hierfiir brauchen wir das zweite Borel-Cantelli Lemma.

Lemma 6.5. (Borel-Cantelli Lemma 2) Sei (Ap)nen © F eine Folge unabhdngiger Mengen und
e}
es gelte Y, P(A,) = 0. Dann gilt P(limsup 4,) =P N U Ak> =1.

n=1 n—00 n>1k>n
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Beweis. Es gilt

P((limsup A,,)° (U ﬂ Ak> nlEIgOIP’ <ﬂ AC)

n—® n>1k>n k>n

Folglich reicht es zu zeigen, dass P ( N Ag) = ( fiir n > 1. Dieses folgt aus

k>n

p(ﬂAi>:ﬁP<Ac ﬁl— P(AL)) sﬁ P o i g
k=n k=n k=n

k>n
wobei wir 1 —z < e” fiir 0 < x < 1 benutzt haben (siehe Appendix).

Lemma 6.6. (Kolmogorov Ungleichung) Seien X, € L2 unabhingig. Dann gilt

1
P <1I£ka<xn |Sk Mk| E) 2 kE ] var Xk) 2 var(S )

Beweis. Betrachte die Ereignisse
Cp = { Z m;

n
Dann gilt C, n C; = ¢ fiir k # j und C = |J C}, erfiillt

<eg, 1<i<k

Es gilt

k k
+2 (ZX—XW)(% X; — i ml>dIP>
klek =1 =1 1=k+1 i=k+1
n n n 2
+ > (Z XZ—Zn%-) dP
k=1¢, \i=h+1 i=k+1



k
Die Zufallsvariablen n; = l¢, (Z Xi— >, m2> und 72 = >, X; — >, sind nach Voraus-
= i=1 i

setzung unabhéngig. Es gilt folglich

E(m1n2) = E(m)E(n2) = 0.

Damit erhalten wir

k k 2 n
var(Sy,) > 2 f <2X1—2m2> 2 (Cr) —5 P(C).

k=14 \i=1 i=1 k=1
L]
Lemma 6.7. Es gilt
1 161
Z 2% S 372 7€ N.
ki 2K>i
Beweis. Sei g € (0,1) und ng € N. Dann gilt
0 0 o
- q
n — no n—mno —
da"=q Z q T
n=ng n=ng
PR (1) In(d)
Fiir ¢ = 2(;) 1<ng< 12(;) folgt
- 470 4 In(s 16 1
2 Z T < S exp <—< (i) —1)21n(2)> ===
N 2k’>z = -3 3 In(2) 31
O

Satz 6.8. (Erstes Kolmogorov Theorem) Seien X,, € L2 unabhingig und es gelte

& var(X,)

2 <>
n

n=1

Dann gilt das starke Gesetz der grofSen Zahlen.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass E(X,,) = 0 fiir alle
n € N gilt. Sei € > 0 und

B(e) {weQHN()eN' |Sn(w)] <ne, Vn > N(e)}

U ﬂ{|s | < ne}.

=1n=N
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Setze By(e) = { max  +[S,| > 5}. Die Kolmogorov Ungleichung impliziert

2k—1<p<ok
X X > g2k-1

2k
1
k—1
= €2 > S Tagahs ez O var(Xy).
=1

2k-1 <n<2k n

P(Bi(e)) =P ( max

n

S x

P| max
1<n<2k s}

IA

Daraus folgt

o0 0 1 2k
Z P(B(e)) < Z 2292k—2 Zvar i)
k=1 k=1 i=1
1 & 1 var(X.
- ?ZVM(XZ') 2 %= = 352
i=1 k: 2k>4

Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma gibt es fiir fast alle w ein ko(w) € N mit

max  |Sn(w)| <& k> ko(w).

2k=1<n<2k N
Insbesondere gilt P(B(g)) = 1 fiir alle e > 0. Also gilt auch P(B(m™!)) = 1 fiir alle m > 1 und

somit P [ () B(m™') | = 1. Fiir jedes we (| B(m™!) gibt es ein N(w,m) € N sodass fiir alle

m>1 m>1

n > N(w,m) gilt ]S, (w)| < L. O

m

Eine Folge von Zufallsvariablen (X,,),en heifit identisch verteilt, wenn Po X, 1 = Po X 1 U fir
alle n > 1 gilt. In diesem Fall setze m := E(X,,) = E(X;). Das starke Gesetz der grolen Zahlen

ist aquivalent zu
n

LS X, o

fast sicher. Wollen wir die Integrabilitit noch weiter abschwiichen, z.B. X,, € £!, so miissen wir
annehmen dass die Folge X,, identisch verteilt ist.

Satz 6.9. (Zweites Kolmogorov Theorem, [KS07]) Seien X, € L' unabhingig und identisch
verteilt. Dann gilt das starke Gesetz der grofien Zahlen.

Satz 6.10. (Satz von Etemadi, 1981, [Ete81]) Seien X,, € L' paarweise unabhingig und iden-
tisch verteilt. Dann gilt das starke Gesetz der groffen Zahlen.

6.2 Zentraler Grenzwertsatz

Sei X,, € £2? eine Folge von unabhingigen Zufallsvarlablen mit Erwartungswert my := E Xk)

:= var(Xj;). Definiere S, Z Xi, My, := Z m; und D2 := var(S,) = Z
i=1 i=1 i=1

und Varianz o?
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Definition 6.11. (Lindeberg Bedingung) Die Folge (X, )nen < L2 erfiillt die Lindeberg Bedin-
gung, wenn fir jedes € > 0 gilt

n
nlgrgo —2 Z J (X; —m;)2dP = 0.
mi=l | X;—m;|>eDn,

Man beachte, ist D,, = 0 fiir alle n € N, so ist X,, = 0 fast sicher fiir alle n € N. Um diesen
Fall auszuschliefen, kénnen wir annehmen, dass D,, > 0 fiir hinreichend grofle n € N gilt. Wir
werden spéter, unter geeigneten Bedingungen, zeigen dass D,, —> o0 gilt. Vorher brauchen wir
jedoch das néchste Lemma.

Lemma 6.12. Sei In die Fortsetzung des natirlichen Logarithmus auf das Gebiet
1
Gz{l—i-ze(c \ \z|<4},

d.h. es gilt

n
1
1 k;+1Z < =
+ 2) E , |z 1

Dann gibt es eine stetige Funktion © : {z€ C | |2| < 1} — C mit |0(z)| < 1 und

1
In(1+2)=z+0()z% |7 < T

Beweis. Fiir z = 0 ist nichts zu zeigen. Wir betrachten 0 < |z| < 1. Dann gilt

S 1)k 1 2% 1252 22
n(l+z) 2 T =2+ 2 Z(—l) R
=1 =2

(~1)FHta

Setze O(z) := T ‘2 Wir zeigen, dass die Reihe absolut konvergiert

T8

2

k+1Z 4

> |-

k=2

O

Satz 6.13. (zentraler Grenzwertsatz) Sei X,, € L? eine Folge von unabhdingigen Zufallsvaria-
blen und es gelte die Lindeberg Bedingung. Dann konvergiert S := S" M” schwach gegen die
Normalverteilung N'(0,1) auf R.

Fiir den Beweis konnen wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass m; = 0.
Anderseits definiere Y; := X; — m;. Flir diese Zufallsvariablen ist die Lindeberg Bedingung
immernoch erfiillt. Im Beweis zeigen wir die schwache Konvergenz mittels Konvergenz der cha-
rakteristischen Funktionen. Sei ¢,, die charakteristische Funktion von X,,. Das néchste Lemma
liefert hierfiir eine geeignete Restgliedabschéitzung.
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Lemma 6.14. Es gibt Zahlen a,(cn) derart, dass fir 1 <k <n gilt

3 §2o? n
o () =1~ i ol

sowte

nlgrgozmk &) =0, VEeR.

Beweis. Es gibt stetige Funktionen 01,02 mit |01(x)]|, |O2(x)| < 1 sowie

O1(z)z
2 9

2 [e) 3

mzl—l—ix—g—f—Q(g)x

=14z +

fiir alle x € R. Aus diesen Entwicklungen erhalten wir

Pk <l§n> = Jeirande
Q

[ (1t AR

D, 2D2
| Xk|>eDn
i€ £ o O2(Xp)(EXp)?
1+ =X — X P
+ + D QD% kT 6D§3 d
|Xk|<EDn
2,2 2 3
- 275 + 2% J (1 + 01 (X)) X2dP + 6%3 f O (Xx) XjidP.
" " |Xp/ZeDn Xl <eDn
Definiere
m _ & (1 + 01 (X)) X 2dP + O9(Xy) X3 dP.
a; = QD% 1 k k 6D3 2 k k
|Xk;‘2€DTL |Xk‘<€Dn

n
Betrachten wir )| |a,(€n)| so erhalten wir fiir den ersten Term aus der Lindeberg Bedingung
k=1

52
2
2Dn =

52

f (1+|01(X%k)]) XkdIP<
”k 1

|Xk|>6Dn

J X2dP — 0, n— .
|Xk|>€Dn

Fiir den zweiten Term erhalten wir

n n

3 n 3 X ,
5 X | e ol > Dapae < 50 S o — <l
ng=1

- |Xk|<aDn = |Xk|<aDn

Da ¢ beliebig war, kann dieser Term beliebig klein gemacht werden.
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Eine weitere wichtige Ungleichung ist im néchsten Lemma formuliert.

Lemma 6.15. Es gilt
o
li = =0. 1
W 0, p2 =Y (©1)

Beweis. Fiir jedes € > 0 gilt
< ! XZdP + ! XZdP
max —5 max —;5 max —;5 .
1<k<n D2 = 1<k<n D2 k 1<k<n D2 k
| Xk|>eDn | Xk|<eDn

Der erste Term konvergiert fiir n — o0 wegen der Lindeberg Bedingung gegen 0. Fiir den zweiten
Term gilt

2
— <
unp | Xese
‘Xk‘<EDn
Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O

Kommen wir zum Beweis vom zentralen Grenzwertsatz.

Beweis. (Satz|6.13|) Es reicht zu zeigen, dass

2

_&
@’Tn(ﬁ) — € 2 ) § € R
Fixiere £ € R. Dann gilt

Pra(€) = E(e“™) = E ( s ) H 7 (5,):

o= 2 (o (5))

;nlln <% (1§n>> _)_522’ no o (6.2)

Eoi () (s
zu zeigen. Fiir hinreichend grofie n € N ist |zy,,| < § fiir 2, = =355 +a, " (siehe (6.1)). Daraus

folgt
Zl(@(é)) 21( . a<n>>

Daraus folgt

und somit reicht es

n n _520_2 (n) 2
= Z -l- Z @k;,n Qk + akn
k=1 k=1 k=1 2Dn
n n (n) 2
n
- § + 3 0| 37t o
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mit Ok, n = O(z,,), |Okn| < 1. Es reicht daher zu zeigen, dass der letzte Term gegen Null

konvergiert. Es gilt
2 n 2 2
oy Eop )
< — .
= 12k (2D2 )2 op2 Tl

k=1

Die Summe ist wegen

( )

2D2

LS n 2 =
33 5ok + ) = 5+

offensichtlich beschréankt. Der erste Faktor konvergiert gegen Null, welches die Behauptung zeigt.
O

Bemerkung 6.16. Sei K < R kompakt. Dann gilt mit denselben Notationen wie im letzten
Beweis

=0.

lim sup |¢r, (§) —e™ 2

n—00 ¢eK

Der Beweis ist Ubung.

Korollar 6.17. Sei X, € L? ein Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
Sp—nm

mit m := E(X1) und 0 < 0? := var(Xy). Dann konvergiert s schwach gegen die Normal-
verteilung.

Beweis. Da alle X,, die gleiche Verteilung haben folgt 0 = 0% und somit D,, = vno2. Ebenso
gilt M,, = mn und
(Xp — my)2dP = f (X1 — my)2dP.
| X —mi|>eDn [ X1—ma]

Die Lindeberg Bedingung folgt daher aus

i f (Xp, —my)%dP = 1 f (X1 —mq)%dP

2
ag
Y Xy—my|>eDy, | X1—m1|>eVoin

und dem Satz von Lebesgue wegen X1 —mq € L. O

Definition 6.18. (Lyapunov Bedingung) Eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen X, € L2
erfillt die Lyapunov Bedingung, wenn es ein & > 0 gibt derart, dass

1
dn v 3 E(X — i) — 0,
k=1

Korollar 6.19. (zentraler Grenzwertsatz, Lyapunov Bedingung) Sei X, € L2 eine Folge un-
abhingiger Zufallsvariablen, welche die Lyapunov Bedingung erfillen. Dann konvergiert 5"573/["

schwach gegen die Normalverteilung N(0,1).
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Beweis. Sei e > 0 und ¢ > 0 gegeben durch die Lyapunov Bedingung. Dann gilt

1 1
ﬁ f (Xk - mk)QdIF’ S m f (Xk - mk)2+5dIP’
" | X —my|>eDyp " | Xy —mg|>eDnp
_ 246
< oo Bk ;ZH )
Dit
Folglich gilt die Lindeberg Bedingung. O

Satz 6.20. (Lindeberg-Feller, [KS07]) Sei X, € L? eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen
mat
2
. g9 _
7}1—{%0 12550 D2 0
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

e Die Folge X,, erfiillt die Lindeberg Bedingung.

e Die Folge S"BT]LV[" konvergiert schwach gegen die Normalverteilung N(0,1).

6.3 Weitere Grenzwertsitze
Sei p(z) > 0 eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Wir schreiben
p(z) ~ q(z), |z]— ©
falls es ein R > 0 und eine beschréinkte Funktion g gibt mit g(z) — 0 fiir || — o0 und
p(z) = q(z)(1 +g(x)), |z|=R.

Lemma 6.21. Seip eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit p(z) = p(—z),

c
p(z) ~ [z]er T |z| — o

und 0 < o < 2, ¢ > 0. Sei ¢ die charakteristische Funktion von p. Dann gilt
(€)= 1= elfél* + o(lg]*), € — 0. (6.3)
Die Behauptung besagt, dass es eine Konstante c; gibt derart, dass
e(&) — 1+ cifg]

— 0, £—0.
€l
Aquivalent, es gibt eine Funktion h mit % — 0 fiir £ — 0 und es gilt

p(&) =1+ algl® + h(&)
fiir alle hinreichend kleinen £ € R. Wegen

(€)= j pla)e € m(di) = fpw)e@m(dz) — 0(6)
R R

reicht es die Asymptotik nur fiir positive £ zu betrachten. Im folgenden schreiben wir der ein-
fachhalber Lebesgue Integrale wie gewohnliche Riemann Integrale.
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Beweis. Sei R > 0 derart, dass
c
p(z) = W(l +g(x)), |z| >R

fiir eine beschrénkte Funktion g mit g(x) — 0 fiir |x| — 0. Der einfachhalber betrachten wir
¢>0.Fiir 0 < ¢ < 4 gilt

_é -R R % o
w(§) = J p(x)e®dr + | p(z)e®dr + J p(z)e*dx + Jp(x)eif”"dx + Jp(w)eifxdx
—© _1 -R R 1
€ €
= 11 (&) + 12(§) + I3(£) + 14(&) + I5(8).
R
Fiir I3 sehen wir, dass I3 beliebig oft stetig differenzierbar ist mit I3(0) = { p(z)dz und wegen
—R
p(x) = p(—x) ist auch
R
I5(0) = f p(z)izdr = 0.
“R
Daraus folgt
R
B() = 15(0) + 15(0)¢ + O() = | p(a)dz + OE), € 0.
“R
Da fiir jede Funktion h € O(£2) bereits h € o(|¢|¥) gilt, folgt
R
B(©) = [ pado+ollg), ¢ 0,
-R
Fiir I; erhalten wir mit y := £z und dy = &dx
1 1
% B -1 y
1+g(¥
. 1 . g .
L(§) = f p(x)e®dr = J el +g(z)) ‘ Ta%r(f:))elgxd:c = & J T |a£f) edy
T Yy

—00

8

8

-1 eiy -1 6iyg (%)
— (67 «
=cf J ’y‘ade—l—cf J 7|y]a+1 dy.

—00 —00

Da g beschrénkt ist und g (%) — 0 fiir £ — 0, folgt mit dem Satz von Lebesgue
-1 )
(0% ezy (e
1) =€ | vy + oflel).
—Q0
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Analog erhalten wir

0 0 1
€T +g eieT «
= fp(a;)e 52 f \a:|°‘+1 LTy = cf

[y,

_C§QJ| ‘aﬂdy*‘cfafw y_Cfaf| ‘aﬂdy‘f‘o(’f‘ )-

1o (t)
1y
|y’oc+1 € dy

Fiir die letzten zwei Terme erhalten wir aus p(x) = p(—z)

Der dritte Term liefert

-R -R 3 -R —1 y
(1 + 9(2)) L lre(y)
p(z)dz = f p(x)dx — f de = | p(z)dz —c€ Wdy
_1 —a0 —00 —0 —00
£
—R —1 1
= | pladdn—cer | —ray+olier).
—a0 —o0
Fiir den vierten Term erhalten wir analog
1
( i (1+ i 7 1
c g o (e
| ooz - j e j 2 = [parde - [ i+ o€l
R R 1

M=

Fiir den ersten Term benutzen wir e?¥ — 1 — iy = @1T(y)yz mit |01(y)| < 1. Weiterhin ist « — 1 €
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(—1,1) und somit ist Slla(z_/% auf [—1, 0] integrierbar. Daraus folgt

" ‘ R (%) .
p(z)(e% — 1 —itx)dr = £ J ||fﬂ(e’y —1—dy)dy
Y

s

JEfHNQ

e O1(y)lyl*dy

2
0 y o 9 Y

0
cgo‘J(%
=5 dy + o
2_1 1% (1€1%).-

Analog zeigen wir

T ——mi=

() (€57 — 1 — i)z = ﬁf‘w” of€[").
0

Setze

( L fei) . 1 (e
co 1 1y 1 1y
2f TEoe 2! et f ylo1

1
Dann gilt wegen S p(x)m(dx) =

(&) = 1+ 1§ + o([€]Y).

Lemma 6.22. Sei (z,,)nen eine Folge reeller Zahlen mit x,, —> x fiir n — 0. Dann gilt
n
lim (1 + x—n) = e”.

n—oo n

Beweis. Sei A > 0 mit |x,[, |z] < A fiir alle n € N. Wegen
T\ "
+ ’(1 + —) —e”

(e ) el ) - ()
n n n n

reicht es zu zeigen, dass der erste Term auf der rechten Seite gegen Null konvergiert. Das Letztere

folgt aus
<) e D ()T ()

(-0




Satz 6.23. Sei X,, eine Folge von unabhdingigen Zufallsvariablen mit Verteilung
Po X, ' (dz) = p(x)dz, neN.

Es gelte p(x) = p(—x) und fir einc>0,0 < a <2

c
p(x) ~ W? |z| — o0.

Setze Sy, := Xi. Dann gilt

1

st

3
o™

PoS,' —v, n—owo
schwach und die Verteilung v ist bestimmt durch die charakteristische Funktion 1)(§) = e—clél”

Beweis. Es sei (&) = { e“"p(z)m(dz). Dann gilt wegen Unabhéingigkeit
R

- ()

Fiir jedes £ € R gibt nach es (6.3)) eine Folge a,,(§) mit na,(§) — 0 fiir n — oo derart, dass

@ <£1> =1~ 2kt an(§).

na n

(P(G5)) = (- reo)

- (s ey

n

Wir erhalten somit

Wegen Lemma mit ©, := na,(§) — c1[¢]* — —a1|€]* =: x gilt

E(e®%) — e~lél" | p — o0,

Die Behauptung folgt somit aus Levys Stetigkeitssatz. O
Bemerkung 6.24. (a) Sei X,, € L? eine Folge unabhingig, identisch verteilter Zufallsvaria-
blen mit E(X1) = 0 und E(X?) = 1. Sei M,, := max{%, e p(—knl} Dann gilt

]P’(Mngt):IP<|X\/%‘§t, k_l,...,n> :ﬁPCX\/%'St) =P(|X;] < +/nt)"™.
k=1
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(b)

Weiterhin erhalten wir

P(Xy| > v/nt) = f 1o P o X7 (dy)
R

2
y _
< fﬂ|y>\/ﬁtnt2P o X1 (dy)
R
On(t)

n

1 _
= s} f ?JQPOX1 l(dy) =
ly|>~/nt

mit O, (t) — 0 fir alle t > 0. Daraus folgt

P(M, <t) =P(|X1]| < v/nt)" = (1 = P(|X1] > vnt))"
> (1 — @"(t)>n — 1, n— .

n

Also gilt liHC}O P(M,, <t)=1 fir allet > 0 und somit

PoM, ! — 8, n—oo

schwach.
Konsequenz: Der wesentliche Beitrag im zentralen Grenzwertsatz kommt von der Summe
und nicht von dem mazimalen Summanden.

Sei X, wie in Satz . Fiir t > 0 gilt dann

P ( max | Xg| > tn;> =1-P ( max | Xg| < tn;>
1<k<n 1<k<n

—1- (P (|X1| < tni)>"
—1- (1P (13 > mé>)"

Ferner gilt fir hinreichend grofie n € N

1 c 2c
Pl zmd)~ | () =

aton’

1
|z|>tna

Daher gilt

2 " c
limIP(maX]XMZtn;):lim <1—<1— c>>—1—e;ta>0.
n—00 1<k<n n—00 at®n

Konsequenz: Der meximale Term hat in diesem Fall einen Einfluss auf die Konvergenz
in Satz[6.23.
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Definition 6.25. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl p(dx) auf R heifit Poissonverteilt, wenn es ein
A >0 gibt mit
)\k
M({k}) = ﬁ€_>¥ ]{7:0317"'7

[ee}
dhp=e*> ’,\C—T(Sk. FEine Zufallsvariable X heifit Poissonverteilt, wenn ihre Verteilung PoX !
k_

Poissonfuerteilg 1st.

Sei n € N. Wir betrachten n unabhingige Miinzwiirfe, wo 1 fiir Kopf und 0 fiir Zahl steht.
Ein Ausgang ist daher ein n-Tupel w = (w1, ...,wy,) € {0,1}". Wir wihlen
Q, ={w=(w1,...,wy) €{0,1}"}

mit F = 28 und

i Wk S (1—wg)
Pl = gt (1= pya M weqn

Hier ist p, € [0,1] die Wahrscheinlichkeit bei einem der Miinzwiirfe Kopf zu werfen. Demnach
ist 1 — p, die Wahrscheinlichkeit Zahl zu werfen.

Satz 6.26. (Poissonscher Grenzwertsatz) Sei p, € [0,1] mt np, —> X fiir ein A\ > 0. Dann gilt
nh_{%olf”n wEQn|z;wj=k zﬁe , keNg.
j=

Beweis. Sei k € Ny fest. Wegen np, —> A folgt p, — 0. Wir kénnen daher annehmen, dass
pn < 1 gilt. Die Anzahl der Elemente in

Ap = {weQn| ijzk:}
j=1

ist gleichbedeutend mit der Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.
Diese hat demnach (Z) Elemente. Fiir jedes w € Ay gilt

Pp({w}) = pﬁ(l - pn)n_k

und somit
n _ nn—1)---(n—k+1) npp\ "k
Pala) = ()b =t - . ph (1- ey
Wegen (1 — %)k — 1 fiir n — oo folgt
n \ T
o pyneh Jm 05T
lim <1 - —) = s=e
n— 0o n lim (1 _ npn)
n—00 n
Weiterhin gilt
lim n(n —1)---(n—k+ 1)pF = lim (np,)*F = \*.
n—aoo n—oo
Daraus folgt die Behauptung. O
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Korollar 6.27. Sei X,, eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen mit

P(X,=1)=p, PX,=0=1-p,, neN

n

fir eine Folge py, € [0,1] mit np, — A > 0. Sei S, = >, X;. Dann gilt

Jj=1

PLIEN
P(Sp = k) — Tre, kel

Die Verteilung von Sy, konvergiert also gegen die Poissonverteilung.
Zum Schluflbetrachten wir ein Beispiel aus der Thermodynamik.

Beispiel 6.28. FEs sei Vg < R3 eine Box mit Kantenlinge R > 0 und uniformer Verteilung
%m(dm) auf Vr. Dann beschreibt x € Vi die Position eines einzelnen Atoms. Wir betrachten
ein ideales Gas aus n(R) € N Atomen welche nicht miteinander wechselwirken, d.h. unabhdngig

voneinander sind. Die Positionen der Atome seien x1,...,2,r) € Vr. Der gemeinsame Zu-
standsraum ist € 1= VE(R) und wir nehmen an dass alle Atome uniform verteilt sind, d.h.
1
P= ®n(R)
( R3)n(R)m

Ist U ¢ Vi eine weitere Box, so bezeichnet

n(R)
XU(:Bla v 7mn(R)) = Z ]]_U(I'k;)
k=1

die Anzahl der Atome in U. Im thermodynamischen Limes betrachten wir den Grenzfall R — oo
mit n(R) — oo geeignet gewdhlt. Ziel ist es die Verteilung von Xy in diesem Limes zu bestim-
men. Dieses kann als Verteilung von sehr vielen Atomen in einem grofien Volumen interpretiert
werden.

Die Wahrscheinlichkeit 1 Atom in U zu finden ist gegeben durch P(Xy = 1) = % =: pp(R).
Es gilt

n(R)m(U) n(R)
”(R)pn(R) = T RS =m(U) RS
Wir betrachten die Annahme
n(R) i
R3 - P — 0.
In diesem Fall sei A = pm(U). Der Poissonsche Grenzwertsatz zeigt
A
I%E%OP(XUZk‘) = H@ s k‘ENo.

Der Wert p > 0 kann als Dichte des Gases interpretiert werden. Damit sit X die mittlere Anzahl
der Atome in dem Gebiet U.

106



7 Appendix

7.1 Elementare Ungleichungen

Lemma 7.1. Fir jedes N € Ny gibt es eine stetige Funktion Oni1(x) € C mit |On41(z)] <1
derart, dass

N \n o \NA+1
iw _ N ()" (ix)
e —nz_:o ol + (N+1)!@N+1(.’L'), z € R.

Beweis. Wir zeigen iiber Induktion, dass fiir alle N € Ny mit g = 1 gilt

N . to tN
iz (iz)" . \N+1 izt
e :Z — + (iz) s | eTINTLdE Ny - - dty
n=o " 0 0
Dann hat
to tnN
9N+1(l’) = (N + 1)'f .. J‘eixtNJrldtNJrl cee dtl

0 0

die gewiinschten Eigenschaften. Fiir N = 0 gilt offensichtlich

to
e =1 +ix | e™dt.
0

N — N + 1: Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung

N (i) to ty
e = Z Z;C‘ + Gz)Nt - Jemtl\’“dtNH e dty.
n=0 0o 0
Fiir das innere Integral gilt nach N =0
tn tn ty EN+1
f ePINFIdE Ny = J ldtyn + ix f J eTIN 2t odt 1.
0 0 0 0
Daraus folgt
N to tN to tN+1
ix (iz)" . \N+1 . \N+2 iat
e = Z | + (ix) coo | Tdtnyr - - dty + (i) e N2 dt Ny - - dEy.
n!
n=0 0 0 0 0
Die Behauptung folgt, da
to tn
f 1dt dt; = 1
N+1 1= EEE
0 0

107



Lemma 7.2. Es gilt
l—z<e™, z>0.

Beweis. Die Behauptung ist dquivalent zu
flz)=(1—-x)e*"—-1<0, z>0.
Fiir x = 0 ist gilt f(0) = 0. Ferner gilt fiir x > 0 mit
fl(x) = ="+ (1 —2)e® = —ze” <0.
Daraus folgt mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir ein £ > 0
fl@) = f(0) +zf'(§) =zf'(§) <0,
dax > 0. O

7.2 Riemann Integral und Lebesgue Integral

Hier und im folgenden sei m das Lebesgue Maf auf R. Eine messbare Funktion f : (a,b) — R
heifit Lebesgue integrierbar, falls

JWMMM<%
(a,b)

wo —0 < ag<b< +o00.

Satz 7.3. Sei f:[a,b] — R stetig. Dann ist f|,p) Lebesgue integrierbar und es gilt

b
‘ﬁMM—fﬂwmmw>
(a,b)

wo SZ f(z)dz das Riemann Integral von f bezeichnet.

7.3 Der Raum der stetigen Funktionen

Sei (E, d) ein kompakter metrischer Raum und sei C'(EF) der Banachraum der stetigen Funktionen
auf E verschen mit der Supremumsnorm || - ||o.

Der Satz von Arzela-Ascoli

Die kompakten Mengen in einem solchen Raum werden charakterisiert durch den Satz von
Arzela-Ascoli. Eine Menge K < C(FE) heisst prikompakt, falls ihr Abschluss K kompakt ist.

Satz 7.4. [Wer00, Satz I1.3.4] Sei (E,d) ein kompakter metrischer Raum und K < C(E). Dann
ist K genau dann prikompakt, wenn die folgenden Figenschaften gelten
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o K ist beschrinkt, d.h. sup eg | f[oo < 0.

o K ist gleichgradig stetig, d.h. fiir alle € > 0 gibt es ein 6 > 0 sodass

sup sup |[f(z) — f(y)| <e.
feK |z—y|<d

Man beachte, dass § unabhéngig von f sein muss. Es kann jedoch sehr wohl von K abhingen.

Der Satz von Stone-Weierstrafl

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass C(FE) befiiglich der punktweisen Multiplikation
(f-9)(x) = f(z)-g(x), f.geC(E)

eine Algebra ist. Eine Teilalgebra ist eine Menge A < C(F) mit

f,ge A= f.-ge A.

Eine Menge A < C(F) heisst punktetrennend, falls es fiir alle © # y Funktionen f,g € A
gibt mit f(x) # g(y). Der Satz von Stone-Weierstra$ liefert ein niitzliches Kriterium wann eine
Teilalgebra A dicht in C'(E) liegt.

Satz 7.5. (Stone-Weierstraf3) Sei (E,d) ein kompakter metrischer Raum und sei A < C(E)
eine Teilalgebra mit 1 € A. Dann sind dquivalent

o A ist dicht in C(E).

e A ist punktetrennend.

Rieszscher Darstellungssatz
Der Dualraum von C(E) ist gegeben durch
CE)={l:C(E) — R |3C >0mit I(f)| <C|flw, VfeC(E)}.

Es sei C4(E)* < C(E)* der Teilraum mit {(f) > 0 fur alle f > 0. Sei M(FE) der Raum aller
reguldren Borelmafle auf E.

Satz 7.6. [Wer00, Theorem I1.2.5] Sei (E,d) ein kompakter metrischer Raum. Definiere eine
Abbildung

T: M(E) — C.(E)*, (Tu)(f) = f f(@)dp(z).
E

Dann hat T die folgenden Eigenschaften
(a) T ist bijektiv.

(b) w(E) = supygy, 1 [(Tu)(f)] = (Tw)(1).

109



Literatur

[Bil99]

[EKS6]

[Ete81]

[FL80]

[Jac01]

Patrick Billingsley. Convergence of probability measures. Wiley Series in Probability and Statistics:
Probability and Statistics. John Wiley & Sons, Inc., New York, second edition, 1999. A Wiley-Interscience
Publication.

Stewart N. Ethier and Thomas G. Kurtz. Markov processes. Wiley Series in Probability and Mathe-
matical Statistics: Probability and Mathematical Statistics. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1986.
Characterization and convergence.

N. Etemadi. An elementary proof of the strong law of large numbers. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete,
55(1):119-122, 1981.

Wolfgang Fischer and Ingo Lieb. Funktionentheorie, volume 47 of Vieweg Studium: Aufbaukurs Mathe-
matik [Vieweg Studies: Mathematics Course]. Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig, 1980. Aufbaukurs
Mathematik.

N. Jacob. Pseudo differential operators and Markov processes. Vol. I. Imperial College Press, London,
2001. Fourier analysis and semigroups.

[KKO06] Yu. G. Kondratiev and O. V. Kutoviy. On the metrical properties of the configuration space. Math.

[KS07]

Nachr., 279(7):774-783, 2006.

Leonid B. Koralov and Yakov G. Sinai. Theory of probability and random processes. Universitext.
Springer, Berlin, second edition, 2007.

[Wer00] Dirk Werner. Funktionalanalysis. Springer-Verlag, Berlin, extended edition, 2000.

110



	Grundbegriffe der Maß und Integrationstheorie
	Maßräume
	Messbare Abbildungen und Elementarfunktionen
	Lebesgue Integral
	Der Satz von Fubini und Tonelli
	Der Satz von Radon-Nikodym

	Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie
	Wahrscheinlichkeitsräume und Verteilungen
	Erwartungswert und Varianz
	Räume integrierbarer Zufallsvariablen
	Zufallsvariablen mit Werten in Rd
	Konvergenz von Zufallsvariablen
	Stochastische Unabhängigkeit
	Bedingte Erwartungswerte

	Wahrscheinlichkeitsmaße auf metrischen Räumen
	Reguläre Wahrscheinlichkeitsmaße
	Polnische Räume

	Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen
	Schwache Konvergenz
	Charakterisierung der kompakten Mengen in P(E)
	Levy-Prokhorov Metrik
	Beschräkte Lipschitz Metrik
	Konvergenz von Momenten
	Wasserstein 1-Distanz
	Zusammenhang zu Zufallsvariablen

	Charakteristische Funktionen
	Fouriertransformation von Funktionen
	Charakteristische Funktion für Maße
	Charakteristische Funktion für Zufallsvariablen

	Grenzwertsätze
	Gesetze der großen Zahlen
	Zentraler Grenzwertsatz
	Weitere Grenzwertsätze

	Appendix
	Elementare Ungleichungen
	Riemann Integral und Lebesgue Integral
	Der Raum der stetigen Funktionen


