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Wahrscheinlichkeitstheorie

Weihnachtsblatt

Aufgabe 1 (3 Punkte)
Sei X = (X1, . . . , Xn) eine Zufallsvariable mit Werten in Rn.

(a) Die Verteilung von X habe eine Dichte p. Zeigen Sie, dass Xk für k =
1, . . . , n eine Dichte pk hat und bestimmen Sie die Dichte.

(b) Die Verteilung von X habe eine Dichte p. Es sei pk die Dichte von Xk für
k = 1, . . . , n. Zeigen Sie, dass X1, . . . , Xn genau dann unabhängig sind,
wenn

p(x1, . . . , xn) = p1(x1) · · · pn(xn). (1)

(c) Seien X1, . . . , Xn unabhängig und es gebe Dichten p1, . . . , pn für X1, . . . , Xn.
Zeigen Sie, dass dann X eine Dichte hat gegeben durch (1).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei T eine Zufallsvariable mit Werten in N und sei (Xn)n∈N eine Folge identisch
verteilter, R-wertiger Zufallsvariablen. Die Familie der Zufallsvariablen {T,X1, . . . }
sei unabhängig. Definiere eine neue Zufallsvariable

ST :=
T∑
k=1

Xk.

(a) Angenommen es gilt T,X1 ∈ L1(Ω). Zeigen Sie, dass ST ∈ L1(Ω) und

E(ST ) = E(X1)E(T ).

(b) Angenommen es gilt T,X1 ∈ L2(Ω). Zeigen Sie, dass ST ∈ L2(Ω) und

var(ST ) = E(X1)
2var(T ) + E(T )var(X1).

Hinweis: Schreiben Sie ST =
∞∑
n=1

Sn1T=n wo Sn =
n∑
k=1

Xk.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei T eine Zufallsvariable mit Werten in N und sei (Xn)n∈N eine Folge R-wertiger
Zufallsvariablen. Die Familie der Zufallsvariablen {T,X1, . . . } sei unabhängig.
Definiere eine neue Zufallsvariable

ST :=
T∑
k=1

Xk.

Es sei ϕST
die charakteristische Funktion von ST und ϕXk

die charakteristische
Funktion von Xk.

(a) Zeigen Sie

ϕST
(ξ) =

∞∑
n=0

P(T = n)
n∏
k=1

ϕXk
(ξ).

(b) Folgern Sie daraus Aufgabe 1.

Aufgabe 4 (2 Punkte)
Zeigen Sie explizit durch die Definition, dass P(Rd) nicht straff ist.

Definition 1 Eine Faltungshalbgruppe ist eine Familie von Maßen (µt)t≥0 auf
Rd derart, dass es eine Funktion ψ : Rd −→ C gibt mit

µ̂t(ξ) = e−tψ(ξ), t ≥ 0, ξ ∈ Rd.

Aufgabe 5 (4 Punkte)
Es sei (µt)t≥0 eine Familie von Maßen auf Rd. Zeigen Sie, dass (µt)t≥0 genau dann
eine Faltungshalbgruppe ist, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(a) µt(Rd) ≤ 1.

(b) µt ∗ µs = µt+s für alle t, s ≥ 0 und µ0 = δ0.

(c) Für jedes f ∈ Cb(Rd) gilt∫
Rd

f(x)µt(dx) −→ f(0), t→ 0.

Hinweis: Eigenschaften (a),(b),(c) lassen sich direkt über die charakteristische
Funktion nachweisen. Für die Umkehrung benutzen Sie ohne Beweis: Jede stetige
Funktion g : R+ −→ C mit den Eigenschaften

• g(0) = 1.

• g(s+ t) = g(s)g(t) für alle s, t ≥ 0.
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ist von der Form g(t) = e−at für ein geeignetes a ∈ C.

Aufgabe 6 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass nachfolgenden Familien von Maßen Faltungshalbgruppen sind.

(a) Sei µ0 ∈ P(R) gegeben. Definiere µt ∈ P(R) für t > 0 durch

µt(A) := µ0(A+ t), A+ t := {a+ t | a ∈ A}.

(b) Sei µt(dx) = pt(x)m(dx) mit

pt(x) = (4πt)−
d
2 e−

|x|2
4t , t > 0, x ∈ Rd.

(c) Sei µt(dx) = pt(x)m(dx) mit

pt(x) =
1

π

t

t2 + x2
, t ≥ 0, x ∈ R.

(d) Sei µt(dx) = e−λt
∞∑
k=0

(λt)k

k!
δk(dx) mit λ > 0.

Aufgabe 7 (6 Punkte)
Sei A ⊂ F eine Teil-σ-Algebra und X ∈ L1(Ω,F ,P). Zeigen Sie die folgenden
Eigenschaften:

(a) Für A ∈ F mit P(A) ∈ (0, 1) sei G = {A,Ac, ∅,Ω}. Dann gilt

E(X|G) = E(X|A)1A + E(X|Ac)1Ac .

(b) Ist Y ∈ L1(Ω,F ,P) und a, b ∈ R, so gilt

E(aX + bY |A) = aE(X|A) + bE(Y |A).

(c) Sei G ⊂ A eine Teil-σ-Algebra. Dann gilt

E(E(X|A)|G).

(d) Es gilt E(E(X|A)) = E(X).

(e) Sei Y ∈ L1(Ω,F ,P) mit Y ≤ X. Dann gilt E(Y |A) ≤ E(X|A).

(f) Es gilt |E(X|A)| ≤ E(|X||A).

Aufgabe 8 (3 Punkte)
Sei A ⊂ F eine Teil-σ-Algebra und Xn, X ∈ L1(Ω,F ,P). Es gelte Xn −→ X in
L1(Ω,F ,P). Zeigen Sie, dass E(Xn|A) −→ E(X|A) in L1(Ω,F ,P) gilt.
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