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1 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1 Wahrscheinlichkeitsriume, Zufallsvariablen und Erwartungswerte
Definition 1.1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Mafraum (2, F,P) mit P(Q) = 1.

Hier und im Folgenden bezeichnet (€2, F,P) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Wir fiithren die
Folgende Notation ein:

e () — Ereignisraum

e w € () — Elementarereignis

e A e F — Ereignis

e P — Wahrscheinlichkeitsmafl

e P(A) — Wahrscheinlichkeit von A.
o A° — Ereignis A tritt nicht ein.

e AU B — A oder B treten ein.

e An B — A und B treten ein.

e Ac B - A impliziert B.

Man beachte
0<P(A) <P(A)+P(A°) =P(AuU A°) =1

sowie

P(A°) = P(Q\A) =P(Q) —P(A) =1—-P(A).
Fiir eine Folge von Mengen (A, )neny © F gilt

P (U An> < i P(Ap).

neN

Eine Menge N € F heifit Nullmenge, falls P(IV) = 0 gilt. Wir sagen, dass eine Eigenschaft fast
sicher gilt, falls es eine Menge Nullmenge N € F gibt und die Eigenschaft fiir alle w ¢ N erfiillt
ist.

Definition 1.2. Eine (reellwertige) Zufallsvariable, ist eine messbare Abbildung X : Q@ — R.
Fiir eine nicht-negative Zufallsvariable (d.h. X > 0 fast sicher), ist der Erwartungswert definiert
tiber

E(X) := fXd]P’ = JX(w)d]P’(w).
Q Q
Eine Zufallsvariable X heifit integrierbar, falls

E(X]) = | |X]dP < .
J
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Es sei LY = LY(Q,P) = LY(Q, F,P) die Menge aller reellwertigen, integrierbaren Zufallsvaria-
blen. Fiir X € L ist der Erwartungswert definiert durch

E(X) := JXdIP’.

Man beachte, dass fiir X =1 gilt
E(1) =P(Q) = 1.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass £! ein Vektorraum ist und der Erwartungswert die folgenden
Eigenschaften hat (siehe Maftheorie)

(a) Der Erwartungswert ist linear, d.h. sind X,Y € £! und a,b € R, so gilt
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).

(b) Der Erwartungswert ist monoton, d.h. sind X,Y € £! mit X <Y fast sicher, so gilt
E(X) <E(Y).

(c) Sei X € £L! und N € F eine Nullmenge, dann gilt
E(X1y) =0.

Insbesondere: Ist Y eine weitere Zufallsvariable mit X =Y fast sicher, so gilt
E(X) =E(Y).
Analog definieren wir die LP-Réume fiir p € (0,00). Genauer, sei £LP der Vektorraum aller Zu-

fallsvariablen mit .
1 Xl ze := (E(]X[P))>.

Fiir p = o0 sei L® der Raum der wesentlich beschriankten Zufallsvariablen. Eine Zufallsvariable
heiflt wesentlich beschrinkt falls

[ X | e := esssup | X (w)] := inf sup | X(w)| < o0.
we NeF, IP(N):OLUEQ\N

Dann ist £L* ein Vektorraum.
Beispiel 1.3. Sei Q = [0,1], F = B([0,1]), P = m das Lebesgue Maf und fiir r € R sei

1

o' 0

X(w) =<1 w7 .

0, w=0
r = 0: Dann ist X € LP fiir alle p € [1,0].
r # 0: Dann ist X ¢ L. Fiir p # o gilt

E(|X|P) = f w"Pm(dw).
(0,1]

Das rechte Integral ist endlich genau dann, wenn rp < 1, d.h. X € LP falls rp < 1.



Lemma 1.4. Sei h: R — R eine konvexe Funktion und X € L' mit h(X) € L. Dann gilt
B(E(X)) < E(h(X)).

Beweis. Da h konvex ist, gibt es eine affin lineare Funktion g mit ¢ < h und g(E(X)) = h(E(X))
(Stiitzgerade). Es folgt

Korollar 1.5. Fiir alle1 <p <q < o gilt
1 Xz < [ X
und somit ist L9 < LP ein Teilvektorraum.
Beweis. Die Funktion h(z) := |a:|% ist fiir 1 < p < ¢ < o konvex. Es folgt mit Y := | X|P
q q
E(XP))» = h(EY)) <E(MY)) = E(JY|r) = E(|X]?)

und somit die Behauptung im Fall ¢ < c0. Fiir 1 < p < ¢ = oo folgt aus der Monotonie des
Erwartungswertes

1
[ X zr = (E(XP))7 < | Xl o0
O

Satz 1.6. (Markovsche Ungleichung) Sei X eine Zufallsvariable und h > 0 monoton steigend.
Dann gilt fir alle ¢ > 0

h(c)P(X > ¢) < E(h(X)). (1.1)
Insbesondere gilt die Markovsche Ungleichung
1
P(|X|>¢e) < g—pE(\X\p), e>0. (1.2)
Weiterhin, sei X > 0 fast sicher mit E(X) = 0. Dann gilt X = 0 fast sicher.
Beweis. Die Ungleichung (|1.1]) folgt aus
h(e)P(X = ¢) < h(c)P(h(X) = h(c)) = E(h(c)Ln(x)>n(e) < E(A(X)).
Die Ungleichung ([1.2)) ist eine Folgerung fiir den Spezialfall h(x) = |z|P. Wir zeigen die letzte
Behauptung. Aus (1.2) mit p=1und ¢ = % folgt fur alle n > 1 mit |X| = X fast sicher
P <X > 1) < nE(X) = 0.
n

Daraus folgt
P(X>0)=P( ] x>1 <ip x>1) 2o
- n>1 ) )
und somit P(X =0) = 1. O



Lemma 1.7. Sei 1 <p < 0. Dann ist || - |z» eine Halbnorm, d.h. fir X,Y € LP und a € R gilt
(a) [aX]ze = lal| Xz
() 1X +Yee < [X]go + Y] o
(c) Ist | X|cr =0 soist X =0 fast sicher.

Beweis. Eigenschaft (a) folgt aus der Linearitét des Erwartungswerts. Eigenschaft (b) ist die
Minkowski Ungleichung, siche Mafltheorie oder Funktionalanalysis. Wir zeigen daher nur (c).
p < oo: In diesem Fall folgt aus | X|zr = 0 auch

E(XP) = 0.

Damit folgt | X |P = 0 fast sicher und somit X = 0 fast sicher.
p = oo: In diesem Fall gibt es zu jedem n € N ein N,, € F mit P(N,,) = 0 und

1
sup | X(w)| < —.
weQ\N,, n
Es sei N := [J N,, dann ist N € F und es gilt

neN

P(N) < i P(N,,) = 0.

n=1

Ferner gilt fiir alle w € Q\N bereits
1
I X(w)]<—, Yn>1
n
und damit X = 0 fast sicher. O

Es sei
N := {X Zufallsvariable mit X = 0 fast sicher }.

Dann definiert
X~Y<—=X-YeN

eine Aquivalenzrelation auf £? fiir alle 1 < p < 00. Es sei LP := LP JN der Raum der Aquivalenzklassen
von Zufallsvariablen. Jedes [X] € LP hat demnach einen Représentanten X € £P. Der Erwar-
tungswert ist definiert iiber

und sei
IXTle == [ X e

Da keine Verwechslung besteht, schreiben wir oft auch X anstelle von [X], wo X ein Re-
prisentant von X ist. Man beachte, dass eine Aquivalenzklasse [X] nicht punktweise ausge-
wertet werden kann. D.h. [X](w) macht (im Allgemeinen) keinen Sinn. Wéhlen wir hingegen
einen Reprisentanten X von [X], so ist X (w) wohldefiniert.

Warnung: Ist X’ ein weiterer Reprisentant, so ist X’(w) # X (w) moglich. Die Menge aller
solchen w ist jedoch eine Nullmenge.



Satz 1.8. Sei 1 < p < . Dann ist (LP,| - ||») ein Banachraum. Ist p = 2, so ist L* ein
Hilbertraum mit Skalarprodukt

AXT Y D2 = E([X - Y]).

Satz 1.9. (Cauchy-Schwartz Ungleichung) Sind X,Y € L2, so gilt X - Y € L1 und

E(IX - Y]) < VE(IXP)VE(YP).
Diesselbe Aussage gilt fir L? und L' anstelle von £? und L.

Satz 1.10. (Hélder Ungleichung) Seien 1 < p,q < o0 mit }D —i—é =1 (wox :=0)und
X eLP.Y el Dann gilt X - Y € L' und

[ X - Yo < [ Xleo Y 2o

Diesselbe Aussage gilt fiir LP, LY, L' anstelle von L£P, L%, L.

1.2 Konvergenzbegriffe
Wir wollen einige Resultate aus der Integrationstheorie wiederholen.
Definition 1.11. Seien (X,,)neny und X Zufallsvariablen.

(a) (Xn)nen konvergiert fast sicher gegen X, falls

]P’(lim anx) ~1.

n—aoo
(b) (Xn)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, falls fiir alle € > 0

lim P (|X, — X| > &) = 0.

n—c0
(c) (Xn)nen konvergiert im p-ten Mittel (bzw. in LP) gegen X (wo p € (0,0)), falls
E(|X, — X|?) — 0, n — .
Bemerkung 1.12. (a) Gilt X,, — X in L', so konvergiert auch die Folge der Erwartungs-
werte (E(Xy))nen gegen E(X). Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.
(b) Gilt X,, — X in L9, so gilt auch X,, — X in LP fir alle 1 < p < q < 0.

Der nichste Satz zeigt, dass unter der zusitzlichen Bedingung, dass die Folge (X,)nen eine
Majorante besitzt, fast sichere Konvergenz die Konvergenz in £! impliziert.

Satz 1.13. (Satz von Lebesgue, Satz der dominierten Konvergenz) Sei (X, )nen © LY eine Folge
von Zufallsvariablen und X € L'. Es gebe Y € L' mit

| X, <Y, n>1 |fast sicher

und X, —> X fast sicher. Dann gilt X,, — X in L.



Korollar 1.14. (Satz von Lebesgue fiir LP) Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariblen mit
X, —> X fast sicher. Es gebe ein' Y € LP mit p € [1,00) und |X,| <Y fast sicher. Dann gilt
X, — X in LP.

Beweis. Es gilt | X,, — X|P — 0 fast sicher. Folglich gibt es M € F mit P(M) = 1 und np € N
mit
I X(w)| <[ X(w) = Xp)| + | Xn(w)] <1+Y(w), weM, n>nyg.

Somit gilt fiir n > ng, w € M mit (a + b)P < 2P~ 1(aP + bP)
X — X PP < (|Xp] + | X))P < (1+2Y)P < 20711 4+ 2PYP) e L1
Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue fiir p = 1. O

Satz 1.15. (Satz von Beppo-Levi, Satz der monotonen Konvergenz) Sei (X, )nen eine Folge
nicht-negativer Zufallsvariablen mit X, < X,11 und X,, / X fast sicher, wo X eine weitere
Zufallsvariable ist. Dann gilt

E(X,) — E(X), n— .

Korollar 1.16. Sei (X,,)nen eine Folge nicht-negativer Zufallsvariablen. Dann gilt

E ( 3 Xn> - i E(X,,). (1.3)
n=1 n=1

Hierbei ist 00 = o0 zugelassen und die linke Seite ist endlich genau dann, wenn die rechte Seite
endlich ist. Ist (X,)nen eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen mit %, E(]X,|) < o0 so gilt
(1.3) und beide Seiten sind endlich.

Beweis. Ubung. O

Lemma 1.17. (Lemma von Fatou) Sei (X, )nen eine Folge nicht-negativer Zufallsvariablen.
Dann gilt

E (hm inf Xn> < lim inf E(X,,).

n—ao0 n—oo

Satz 1.18. Seien (Xp)nen und X, Y Zufallsvariablen und p € (0,00). Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a) Angenommen X,, —> X fast sicher, dann gilt X,, —> X in Wahrscheinlichkeit.
(b) Angenommen X,, — X in LP, dann gilt X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

(c¢) Angenommen X,, — X und X,, — Y in Wahrscheinlichkeit. Dann gilt X =Y fast
sicher.

Beweis. (a) Sei Y, := 1|x,_x|>- mit € > 0 fest. Dann gilt ¥}, <1 und Y, — 0 fast sicher. Aus
dem Satz von Lebesgue folgt

P(|X, — X| > e) = E(Y,) — 0, n— .



(b) Die Markovsche Ungleichung impliziert

1
— — Py —
< 6pIE(|Xn X|P) 0, n— oo.

P(|Xn — X| > ¢)
(c) Fiir alle € > 0 gilt

P(IX — Y| >¢) <P(X, — X| + | X, — Y| > e)
({2 o 1= )
§P<|Xn—X|2%)+P<|Xn—X|2%>—»0, n — o0,

O

Beispiel 1.19. Alle anderen Implikationen sind im Allgemeinen falsch. Sei hierzu (Q, F,P) =
([0, 1], B([0, 1]), m(dz)).
(a) Sei X, = n%]l[07;]. Dann ist X, € LP mit X,, — 0 fast sicher und damit auch in Wahr-
scheinlichkeit. Aber E(|X,[P) = %(n%)p =1 zeigt, dass (Xy)nen nicht in LP konvergiert.
(b) Sei
Xy = ]].kQ—m’(kJrl)Q—m), n=2"+k meNy 0<k<2™
Dann gilt
]P)(|Xn’ > E) < ]P)(|Xn‘ > 0) =2""—0, n—>w
und
E(|Xn[?) = P(|Xn| > 0) =27
Folglich gilt X,, — 0 in LP und in Wahrscheinlichkeit. Wir zeigen, dass (X (w))nen fir
kein w € [0,1) konvergiert. Sei w € [0,1) fiziert. Fir jedes m € N finden wir genau ein
k= k(w,m) mit we [k27™,(k+1)27™). Also gilt Xy m)+2m(w) = 0. Fiir alle anderen
0 <K < 2™ ist Xpryom(w) = 0. Damit kann (X, (w))nen nicht konvergieren.
Im Folgenden betrachten wir die Konvergenz in Wahrscheinlihkeitstheorie und fast sichere
Konvergenz genauer.

o0
Lemma 1.20. (Erstes Borel-Cantelli Lemma) Sei (Ap)pneny < F mit >, P(A,) < 00. Dann gilt

n=1

P(limsup 4,,) = 0.

n—00
Hierbei ist limsup 4,, = () | Ax.
n—o n>1k>n
Beweis. Seien By, := |J Ag. Dann ist B, eine fallende Folge (d.h. B, 11 < B, fir alle n > 1)
k>n
und es gilt (| By, = limsup A,,, d.h. B, \| limsup 4,. Es folgt
n>1 n—0o0 n—00

o0
P(limsup A,) = lim P(B,) < lim D P(A) = 0.
e k=n

n—o n—0



Satz 1.21. Sei (X,)peny mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit. Dann gibt es eine Teilfolge
(ng)ken mit Xp, —> X fast sicher.

Beweis. Da X,;, — X in Wahrscheinlichkeit, finden wir zu jedem k € N ein n; € N mit

1 1
]P’(]Xnk ~X|> k) <

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei ny < ngyq fiir alle k. Setze M := limsup A mit
k—o0

A := {|Xn, — X| > +}. Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma folgt P(M) = 0. Fiir w € M¢ =

U M 4%, d.h. es gibt ein n(w) > 1 sodass fiir alle k > n(w) gilt: |Xn, (w) — X(w)| < 1. Also
n>1k>n
gilt

klim X, (w) = X (w), we M°.

—00

O

Satz 1.22. (Vollstindigkeit bei fast sicherer Konvergenz) Sei (Xp)nen eine Folge von Zufalls-
variablen mit

| X — Xm| — 0, n,m — o0 fast sicher. (1.4)
Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit X,, — X fast sicher.

Beweis. Sei M € F mit P(M) = 1 derart, dass ([1.4) fiir jedes w € M gilt. Da R vollsténdig ist,
gibt es fiir jedes w € M einen Grenzwert X (w) := lim X, (w). Fiir w ¢ M setze X (w) := 0. Wir
n—ao0
zeigen, dass X messbar ist, dann folgt X,, — X fast sicher und somit die Behauptung.
Sei X[y : M — R, w— X(w) = lim X,(w). Dann ist Xy als Grenzwert messbarer
n—0o0

Abbildungen messbar beziiglich
FAnM:={AnM| Ae F}.
Wegen M € F gilt F n M < F und damit ist X|j; auch messbar beziiglich F. Die Darstellung
X =1yX|pm+ Lase-0
zeigt, dass X messbar ist. O
Satz 1.23. (Vollstindigkit bei Konvergenz in Wahrscheinlichkeit) Sei (X, )nen mit

lim P(|X, ~ Xn| 2 ¢) =0, Ve>0.

n,m—
Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Sei (Xp, )ren eine Teilfolge mit

1 1
P <|Xnk - X”lk+1| > k32) < ﬁ
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Setze Ay = {| Xn, — Xn; 1| > k%} und M := limsup A,,. Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma
n—0o0
gilt P(M) = 0, also P(M€) = 1. Fiir jedes we M¢ = |J [ A{ gibt es ein n(w) > 1 sodass fiir
n>1k>n
alle k > n(w)

1
|Xnk (w) - Xnk+1 (w)| < ﬁ

Damit ist (X, (w))ren eine Cauchy Folge in R. Sei X (w) := klim X, (w) fiir alle w € M€. Fiir
—00

w € M setze X (w) := 0. Dann ist X eine Zufallsvariable mit X,, — X fast sicher. Es bleibt
zu zeigen, dass X, — X in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Sei n € N und nj > n, dann ist

P X0 — X| > ) SP(IXp — Xpy | + | X, — X| 2 €)
<p ({3l o fi - x12 )
<P (|Xn, = X1 2 2) + P (1X0 = X | 2 5).
Mit n, k — oo folgt die Behauptung. O
1.3 Beispiele von Wahrscheinlichkeitsrdumen

Diskreter Wahrscheinlichkeitsraume

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel mit einer ”diskreten” Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Beispiel 1.24. (Punktmafl) Es sei w € Q fest. Dann defininiert

1, wed
Sl A) = {0 w¢ A

ein. Wahrscheinlichkeitsmafl auf . Die o-Algebra F kann hierbei beliebig gewdhlt werden. Fiir
eine Zufallsvariable X auf Q ist der Erwartungswert (fir P =6,,) gegeben durch

Der folgende Satz erweitert obiges Beispiel auf abzéhlbar viele Punktmafe.

Satz 1.25. Sei (wn)neny © Q und (pp)nen < [0, 1]. Dann definiert fiir jede o-Algebra F auf Q

a0
P = pnbu,, (1.5)
n=1

ein Maf$ auf Q. Dieses ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ genau dann, wenn

1=PQ) = Z Pn-
n=1



0
Sei X eine Zufallsvariable. Dann ist X € L' genau dann, wenn Y | X (w,)|pn < o0 gilt. In

n=1
diesem Fuall ist das Integral beziiglich P gegeben durch
e}
fXdIF’ = > X (wn)pn. (1.6)
S n=1

Beweis. P ist eine positive Linearkombination von Maflen und damit wieder ein Maf. Die zweite
Behauptung ist offensichtlich. Fiir die letzte Behauptung zeigen wir zuerst ([1.6|) fiir alle nicht-
negativen, messbaren Funktionen.

N
Fall 1: Sei X = )] ayly mit Ay € F und aj > 0. Dann gilt
k=1

N N
fXdIP = 2 akf]lAkd]P’ = Z arP(Az)
O k=1 15 k=1

0

N 0 0 N
= EakZPn&un(Ak): Z Z kﬂAk wn ZXW
k=1 n=1 n=1 k=1

Fall 2: Sei X > 0 messbar, dann gibt es eine Folge von Zufallsvariablen (Xp,)nen wie in Fall 1
mit X,, /" X fiir n — oo. Folglich gilt

o0
Z n(wi)p, n > 1.

Beide Seiten sind monoton steigend in n. Aus dem Satz der monotonen Konvergenz folgt
fiir alle Zufallsvariablen X > 0. Insbesondere ist die linke Seite endlich genau dann, wenn die
rechte Seite endlich ist.

Fall 3: Es sei X eine beliebige Zufallsvariable. Wenden wir fiir | X| an, so folgt X € £!

Q0
genau dann wenn . | X (wy,)|pn < 00. Zerlegen wir X = X+ — X~ mit X* > 0 in Positiv- und
n=1

Negativteil, so folgt

E(X) =E(XT) - Z W)Pn = . X (wn)pn = Y X(wn)pn

n=1 n=1

Das folgende Beispiel ist ein Spezialfall von (1.5]).

Beispiel 1.26. (diskrete Gleichverteilung) Sei Q2 ist eine endliche Menge mit Potenz-o-Algebra
F = 2. Die diskrete Gleichverteilung ist dadurch festgelegt, dass jedes Elementarereignis dies-
selbe Wahrscheinlichkeit hat, d.h. P({w}) = a fir ein geeignetes a € [0, 1] und alle w € Q gilt.
Wegen P(Q2) = 1 folgt a = ‘ﬁl‘, d.h.

P({w}) =

1
@, WGQ,
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wo || := > 1 die Anzahl der Elemente in Q) bezeichnet. Fir eine Menge A < Q gilt demnach

weN

P(A) = ¥ Ph = 5.

weA

Das so definierte Majf$ hat die Darstellung
D7 6
|Q| we)
Fiir eine Zufallsvariable X gilt demnach

JXdIP— l D X(w)

we

Das Nachfolgende ist eine Verallgemeinerung und folgt aus Satz [1.25]

Korollar 1.27. Sei () eine hichstens abzdhlbare Menge und F die Potenz-o-Algebra of Q). Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Seip:Q —>[0,1] mit > p(w) = 1. Dann definiert

weN

P(A) = Y pw), AcQ (1.7)

weA

ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf €.

(b) Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf Q ist von der Form (L.7)) fir eine geeignete Funktion
p:Q—[0,1].

Fiir eine Zufallsvariable X mit Y, | X (w)|p(w) < oo gilt

wef
fXdIP’ D X(w (1.8)

we

Beweis. (a) P gegeben durch ([1.7)) hat die Darstellung

P(A) = > p(n)dy(A).

nesl

Die Behauptung folgt aus Satz
(b) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf 2 und A < . Dann gilt

P (U {w}> = 3 B({w)).

weA weA

Also gilt (1.7)) mit p(w) := P({w}). Die Identitét (1.8)) folgt aus Satz O

11



Beispiel 1.28. (Miinzwurf) Sei Q = {0,1} mit F = 2. Hierbei steht O f iir Kopf und 1 fir
Zahl. Unter der Annahme, dass die Miinze fair ist (beide Ausgingesind gleich wahrscheinlich),
wdhlen wir P als diskrete Gleichverteilung auf 2, d.h.

1 1
P = =8y + =0y
500 T 5%

Fiihren wir n > 1 Miinzwirfe mit derselben Miinze aus, so wihlen wir F = 2% mit
Q={0,1}" ={w=(wi,...,wn) |wr€{0,1}, k=1,...,n}.

Das Wahrscheinlichkeitsmaf ist demnach gegeben durch die Gleichverteilung auf €2, d.h.

P({w}) = o

siehe (1.7). Die Zufallsvariable
= Z W
k=1

gibt demnach die absolute Hiufigkeit von Zahl an. Um den Erwartungswert zu bestimmen be-
trachten wir die disjunkte Zerlequng

Q=JAr Ar={we|Xw)="Fk}
k=0

Dann gilt |Ag| = (}) und demnach

n

B = 57 DX = 5 3 3 X = 2 k() - 5

we k=0 weAg

Beispiel 1.29. (unfairer Minzwurf) Fihren wir n > 1 Minzwirfe mit derselben Miinze aus,
so wihlen wir F = 22 mit

={0,1}" ={w = (w1,...,wn) | wr €{0,1}, k=1,...,n}.

Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit Kopf (also 0) zu werfen gegeben ist durch p € [0, 1].
Die Wahrscheinlichkeit Zahl (also 1) zu werfen, ist demnach 1 —p. Das Wahrscheinlichkeitsmaf
ist gegeben durch

S (1—wy) 5w

P({w}) = pr=1 (1—p=r , weq

Wir betrachten wir die Ereignisse

A, = {w€Q| ijzk:}, k=1,...,n.
j=1
Dann gilt |Ay| = (Z) Die Wahrscheinlichkeit k-mal Zahl zu werfen ist gegeben durch

S (1-w)) Swo /n
P(Ay) = = 1—p)=t | = k(1 — p)k,
(A) = > p (1—p) (k>p (1-p)

UJGAk
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Beispiel 1.30. (Binomial Verteilung) Sein > 1 und p € [0,1]. Wihle Q = {0,...,n}, F = 2

und .
n
P=> "R —p)Fs
k_0<k>p ( P)" 0,

Dann heifit P Binomialverteilung auf {0, ..., n}.

Beispiel 1.31. (Poisson Verteilung) Sei Q = Ry mit F = B(R,.). Die Poisson Verteilung mit
Parameter A > 0 ist gegeben durch

Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsrdume auf R

In diesem Abschnitt wollen wir Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsraume auf R betrachten. Hierfiir
betrachten wir das Lebesgue Mafl m(dz) auf R mit Borel-o-Algebra B(R) erzeugt durch die
offenen Mengen im R.

Beispiel 1.32. (uniforme Verteilung) Es sei Q@ < R messbar und
F={AeBR)| Ac Q}
die Menge aller Borel messbaren Mengen in 2. Die uniforme Verteilung auf 2 ist gegeben durch

P(A) = m(lmf]lA(a:)m(daj) _ Z(éi'
Q

Obige Definition kiirzen wir ab mit P(dx) = ﬁlg(x)m(dx)

Beispiel 1.33. (Cauchy Verteilung) Es sei Q = R und P(dx) = p(x)m(dz) mit ¢ > 0, a € R

und
1 c

PO =

zeR,

d.h.

P(A) = fp(x)m(dx), A€ B(R).
A
Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und es gilt

f]m\kp(x)m(dx) _ o, k> 1.
R

Beispiel 1.34. (Normalverteilung auf R) Es sei Q@ = R und P(dx) = p(x)m(dz) mit p € R,
0% >0 und

() 1 _@ R
= 20 (S .
P = P

13



Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit

f ap(z)m(de) = p

R

und

| @ = wPptaym(do) = o

R

Obige Situation lésst sich abstrakt in folgender Definition zusammenfassen.

Definition 1.35. Seien P, Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem Mafraum (2, F). Q heifst
absolut stetig beziiglich P, falls fiir jedes A € F gilt

P(A) =0= Q(A) =0.
Bemerkung 1.36. Obige Definition ist dquivalent zu: Fir alle € > 0 gibt es ein § > 0 mit
P(A) <e = Q(A) <6, VAelF.

Sei g : 2 — R, integrierbar beziiglich P und sei

Q(A) := Jg(w)P(dw), Ae F.

A

Dann ist Q ein Mafl und Q ist absolut stetig beziiglich P. Die Umkehrung ist im nachfolgenden
Satz formuliert.

Satz 1.37. (Satz von Radon-Nikodym) Seien P,Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf ). Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Q ist absolut stetig beziiglich P.

b) Es gibt eine beziiglich P integrierbare Funktion 9 > 0 mit
dQ

Q(A) = Jg(gdP, AeF. (1.9)

A

Ist g eine weitere beziiglich P integrierbare Funktion mit (1.9)). Dann gilt

p({we s - f@}) -1

Die Funktion % wird Radon-Nikodym Ableitung (bzw. Dichte) von P beziiglich Q genannt.

Definition 1.38. FEin Wahrscheinlichkeitsmafi P auf R hat eine Dichte, falls es absolut stetig
beziiglich m(dz) ist. Die Dichte p ist definiert als die Radon-Nikodym Ableitung p = %

14



Satz 1.39. Sei g > 0 messbar und

Q(A4) := Jg(w)d]P’(w), Ae F.

A

Dann gilt fiir jede Zufallsvariable X

X e £NQ,F,Q) — J\X(w)\g(w)dIP’(w) < .

In diesem Fall gilt
Bo(X) i= [ X(w)dQw) = | X(w)gew)P(w).

Beweis. Ubung. 0
Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsriume auf R?

| d
Es sei |a| := 4| Y a? die euklidische Norm von a = (a1, ..., aq) € R%. Eine messbare Abbildung
k=1

X : Q — R? heiBt R%werige Zufallsvariable. Hiufig lassen wir den Zusatz R%-wertig weg,
sofern dieses aus dem Zusammenhang hervorgeht. Eine solche Abbildung hat eine Darstellung
in Komponenten iiber

X(w) = (X1(w),..., Xq(w)),
wo X; : @ — R Abbildungen sind.
Bemerkung 1.40. Sei X = (X1,...,Xy) : Q — R? eine Abbildung. Dann sind dquivalent:
(a) X ist eine R -wertige Zufallsvariable.
(b) X1,...,Xq sind Zufallsvariablen.

Lemma 1.41. Es sei X = (X1,...,Xy) eine R*-wertige Zufallsvariable und p € [1,00]. Dann
gilt
| X|e P X elP k=1,...,d.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass

f|X|de<oo<:>J|Xk|pd]P’<oo, k=1,...,d.
Q Q

P

d 2

Es gilt | X P = (Z |Xk]2> . Daraus folgt
k=1

[NJiS)

d
Xkl = (| Xk})? < (Z |Xk|2> = |XP.
k=1

15



Andererseits gilt auch

2 D d
XP<|d X = d3 Xl ) <az NP
x| _< (x| u)) (o, 1x0) < ab Y

k=1

[4S]

O

Fiir p € (0,00) sei LP(Q, F,P;R?) = £P(£; RY) der Vektorraum der R%wertigen Zufallsvaria-
blen mit
| Xz :=E(XP) < 0.
Fiir p = o0 sei L2(Q,F,P;R?) = £LP(Q;RY) der Vektorraum der R-wertigen Zufallsvariablen
mit
|X| e := inf sup | X (w)] < 0.
NeF, P(N)=0,eQ\N

Analog zu dem eindimensionalen Fall lassen sich die Raume LP(£2;R?) definieren. Diese sind
Banachréume.

Bemerkung 1.42. Es sei X € L2(;R?). Dann gilt

2 12
| Xk|” + | X <

1
X X < —
|k j|— 2 =9

Also gilt X;- X, € LY fir alle j,k = 1,...,d. Ungekehrt, gilt XX € LY firallej k=1,...,d,
s0 ist offensichtlich X € L2(;R?).

Definition 1.43. Sei X = (Xi,...X4) eine Ri-wertige Zufallsvariable mit X € L£L'(Q;RY).
Dann ist der Erwartungswert definiert durch

E(X) := (E(X1),...,E(Xy)).

Zufallsvariablen mit Werten in messbaren Riumen
1.4 Charakteristiken von Zufallsvariablen

Definition 1.44. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (', F') ein messbarer Raum und
@ : Q —> Q' messbar. Das Bildmaf P o ¢~ auf (', F') ist definiert iiber

(Poyp™!)(A) = P(p~'(4)), AeF. (1.10)
Der néchste Satz folgt aus standard Argumenten der Mafl und Integrationstheorie.

Satz 1.45. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (', F') ein messbarer Raum und ¢ :
Q' — Q messbar. Dann ist f : Q' — R genau dann integrierbar beziiglich P o ¢~t, wenn fo
integrierbar ist beziiglich P. In diesem Fall gilt

j F((w))P(dw) = f )P o o) ().
Q Q7
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Definition 1.46. (multivariate Normalverteilung)

(a) Die Standardnormalverteilung auf R? ist gegeben durch ein WahrscheinlichkeitsmafP auf
R? mit Dichte

_d _|lz?

p(z):= (2m)"2¢" 2, zeRL

(b) Es sei A eine reelle d x d-Matriz und b e R?. Sei T(z) := Ax + b die dazugehirige affine
Abbildung. Dann heifit P o T~ (multivariate) Normalverteilung, wo P gegeben ist wie in

(a).
Satz 1.47. Es gelten die folgenden Aussagen.

(a) Sei A invertierbar. Dann hat P o T—1 eine Dichte gegeben durch

dPoT 1)

y (z) = (21) "% (det(AAY)) "2~ 2{@0(AA) T @=b) e RY,
m
Hierbei bezeichnet At die zu A transponierte Matriz und {-,-) das Skalarprodukt im R<.

(b) Ist A nicht invertierbar, so ist Im(T) eine Nullmenge beziiglich m und P o T~ ist nicht
absolut stetig beziiglich m.

(¢) Die Klasse der Normalverteilungen ist invariant unter affin linearen Transformationen
RY — Re. Genauer, sei T(x) = Az + b mit A eine d x d-Matriz, b € R? und sei v eine

(multivariate) Normalverteilung. Dann ist v o T~ eine (multivariate) Normalverteilung
auf RY.

Beweis. (a) Sei A invertierbar. Dann ist auch ¥ := AA? invertierbar mit X! = (A%)~*A und
es gilt T71(y) = A~Y(y —b) = A~y — A71b. Aus der Translationsinvarianz von m und dem
Transformationssatz folgt fiir jedes Rechteck im R?

(mo T~Y)(R) = m(T~}(R)) = det(A~"ym(R) = det(A)~'m(R),
Da Rechtecke einen n-stabilen Erzeuger der Borel-o-Algebra bilden folgt
(moT 1) (B) = det(A)'m(B), B e B(RY).
Also ist m o T~1 absolut stetig beziiglich m und es gilt mit dem Determinanten Produktsatz

d(moT™1)

o= det(A™1) = (det(%)) 2.

17



Die Behauptung folgt aus

PoT H(B) = | 1p(x)(PoT 1) (dz) = JILB(T(x))}P’(dq:)
Rd

1p(T(2))(2m) " 2e 2T TP (da)

I
Lo B— B—y

15(y)(2m)~2e 2T 9P (m o T71)(dy)

— | @) 2e @ 2= I (det()) " 2m(dy).

Sy

O

Definition 1.48. Ein Polnischer Raum E ist ein topologischer Raum E derart dass eine Metrik
auf E existiert sodass

e Die Topologie auf E stimmt mit der durch die Metrik induzierte Topologie tiberein.

e F ist seperabel und vollstindig beziiglich dieser Metrik.
Im folgenden Betrachten wir einige Beispiele fiir Polnische Rdume.

Beispiel 1.49. Kontinuierliche Polnische Riume sind E = Ry und E = R%. Diskrete Polnische
Réiume sind E = Z. oder E = Z% mit d > 1. Die Metrik ist in allen Féllen gegeben durch

d
d($7y) = Z |3?k—yk|27 m7y6E~
k=1

Beachte, dass im diskreten Fall jede Teilmenge A < E offen ist. Abzdhlbare Produkte von Pol-
nischen Rdumen sind wieder Polnisch, sofern diese mit der Produkttopologie versehen sind.
Insbesondere ist also

R+ := {(zn)n>0 | 2 € R}

ein Polnischer Raum.

Von besonderem Interesse sind hierbei Funktionenrdume. Zufallsvariablen mit Werten in sol-
chen Réumen konnen als stochastische Prozesse bzw. stochastische Felder interpretiert werden.
Man beachte, dass jeder seperable Banachraum ein Polnischer Raum ist.

Beispiel 1.50. Sei 1 < p < 0. Der Raum der Aquivalenzklassen Funktionen f mit

£l = (Rf (@) Pm(da)

wird mit LP(R%, m(dx)) bezeichnet. Dieser ist Ein seperabler Banachraum und folglich ein Pol-
nischer Raum, siehe [WerQ(d, Seite 33]. Insbesondere ist der Raum der quadratintegrierbaren
Funktionen E = L?>(RY, m(dx)) ein Polnischer Raum.

1

P
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Beispiel 1.51. Ist T' ein kompakter metrischer Raum, so st
C(T):={f:T —R| f ist stetig }
mat
| flloo := sup | f(t)]
tel

ein seperabler topologischer Raum, siehe [WerQ0, Seite 33]. Man wdihle zum Beispiel T = [0,1].
Zufallsvariablen mit Werten in C([0,1]), d.h. X : Q@ — C([0,1]) kdnnen somit als zufillige
Funktionen Xy : QQ — R aufgefasst werden.

Beispiel 1.52. Der Raum C([0, %)) mit der durch die Metrik

L _di(fo9) e 1) — ol
V= N E T afg U9 = s 1) - ola)

erzeugten Topologie ist ein Polnischer Raum.

Zufallsvariablen mit Werten in Rdumen von Maflen treten in der Theorie der Punktprozesse
héufig auf. Genauer Betrachten wir Rdume von Punktmafien.

Beispiel 1.53. Der Raum der endlichen Punktmafle (bzw. der Raum aller endlichen Punktkon-
figurationen) auf R? ist definiert durch

= {n: B(RY) — Ny | 7 ist endliches Mag}.

Behauptung: Jedes n € Iy hat eine eindeutige Darstellung der Form

N
n= Z nk(sxm
k=1

wo N € N, ni,....,ny € N und z1,...,z5y € R? paarweise verschieden sind. Die Punkte
x1,...,TN heissen Atome von 7.

Beweis. Sei A := {x € R? | n({z}) > 1}. Angenommen A enthilt unendlich viele Elemente.
Dann gibt es eine Folge paarweise verschiedener Elemente (x,)neny © A. Fiir diese Folge gilt

o0]

Z ({zn}) = n{{zn | n e N}) < n(4) < nR?) <0

Also enthélt A nur endlich viele Elemente. Sei A = {x1,...,zn} fiir paarweise verschiedene
z1,...,xx € R und N € Ny. Definiere

N
pi=n— Y gy,
k=1
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mit ny := n({x}}). Dann folgt fiir B € B(RY) aus (B N {xx}) = npd., (B) bereits
N
p(B) = 1(B) = Y i, (B) > (A 1 B) Z nidy, (B

N N
= (B {a}) = ) mbe (B) = 0.
k=1 k=1

Damit ist > 0 und folglich ein Mafl mit Werten in Ny derart dass u({z}) = 0 fiir alle z € R?
gilt. Wir zeigen
u(B) =0, BeBRY
woraus die Behauptung folgt. Es gilt u(B) = I%im w(B n Bg), wo Br = {z € R? | |z| < R}.
—00
Da u(B n Br) € Ny, gibt es ein R > 0 derart dass u(B) = u(B n Bg). Fiir jedes z € R?
gilt u(Be(z)) \y p({z}) = 0 fir ¢ — 0. Wegen u(B:(z)) € Ng gibt es ein e(x) > 0 derart,

dass p1(B.(z) (xz)) = 0 gilt. Da B n Br beschrinkt und abgeschlossen ist, ist diese Menge auch
kompakt. Wegen

Bn BR c U Ug(x)(l')

reBNBR

mit U, ;) () = {y € RY | |y — x| < e(x)} gibt es endlich viele Punkte z1, ..., x,, derart, dass

Bm&cu%m%cU&m
j=1 j=1

Daraus folgt

p(B) = (B n Br) < (B A Br) < . 1(Be(a,)(;)) = 0.
j=1

O

Der Raum der endlichen Teilmengen von RY (bzw. der Raum der endlichen Konfigurationen)

ist gegeben durch
[y := {ncRd | 7] :=Zl<oo}.

xen

Jedes n € Ty kann vermdge >, 8, mit einem Element in f’o identifiziert werden.
TEN

Es sei C.(R%) der Raum der stetigen Funktionen f : R? — R mit kompaktem Triiger. Eine
Funktion f : R — R hat kompakten Triger, falls es ein R > 0 gibt mit f(z) = 0 fiir alle
|z| > R.

Beispiel 1.54. Der Raum aller lokal endlichen Teilmengen von R (bzw. lokal endlichen Kon-
figurationen) ist definiert durch

I={ycR| |ynK| <o KcR?kompakt}.
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Jedes y € T kann vermdége Y 6, mit einem lokal endlichen Punktmaf auf R? identifiziert werden.
Tey

Fiir jedes f € C.(R%) sei
1) = 3 @) = [ fl@ntdo)
r

ey

das Integral von f beziiglich des Punktmajles ~v. Die Topologie auf I" ist definiert als die kleinste
Topologie derart, dass alle Abbildungen Iy stetig sind. Es lisst sich zeigen, dass I' beziiglich
dieser Topologie ein Polnischer Raum ist, siehe [KK00].

Die Erweiterung auf alle lokal endlichen Punktmafle wird im néchsten Beispiel behandelt.

Beispiel 1.55. Der Raum aler lokal endlichen Punktmafle ist gegeben durch
I':={7:BRY) — Nyu {0} | (K) <0, K cR? kompakt }.

Behauptung: Jedes 7 € I hat die Darstellung

:)\/ = 2 nk5m7

TEY
wo ng € Ng und ye .

Beweis. Sei By := {x e R? | |z| < N} wo N € N. Dann ist

R = | | (Bn+1\Bn)

ﬁCS

0

eine disjunkte Zerlegung von R?, wo By := (. Folglich gilt fiir jedes B € B(R?)

3(B) = >, A((Bn+1\Bn) N B).

N=0
Q0
Sei An(B) := 4((By+1\Bn) n B). Dann ist 4 = >, und es ist nicht schwer zu sehen, dass
N=0

N € I, fiir alle N > 0. Folglich gibt es ngN), e ,n](;(vj\)[) € Ny sowie CL‘gN), e ,m](j(\%) € By+1\Bn
mit k(N) € Nund N € Ny derart, dass

k(N)

AN = Z nE»N)ém(N), N > 0.
j=1 !
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2 Unabhingigkeit und bedingte Erwartungswerte
2.1 Unabhingigkeit
Definition 2.1. Sei I eine beliebige Indexmenge.

(a) Eine Familie von Ereignissen {A; | i € I} < F heifit unabhingig, wenn

P (ﬂ Aj> =[P4
jeJ jed
fiir alle endlichen Teilmengen J < I gilt.
(b) Die Familie heif$t paarweise unabhdngig, wenn
P(4; n AJ) = ]P)(AZ)]P)(AJ), Vi,jel, ©#7].

Bemerkung 2.2. Unabhdngigkeit impliziert paarweise unabhdngigkeit. Die Umkehrung ist im
Allgemeinen falsch.

Beispiel 2.3. (a) Sei Q = {1,2,3,4} mit F = 2 und Gleichverteilung P auf Q. Seien

A={1,2}, B=1{2,3}, C={1,3}
Dann gilt

und
P(AnB)=P(AnC) =P(BnC) = i.

D.h. die Ereignisse sind paarweise unabhdngig. Die Ereignisse sind nicht unabhdingig, da

1\3
P(ANnBnC)=0# <2) =P(A)P(B)P(C).
(b) Sei I ={1,2} mit Mengen Ay, As. Dann ist Unabhdingigkeit dquivalent zu

]P)(Al M Ag) = ]P)(Al)]P)(AQ)

(c) Sei I = {1,2,3} mit Mengen A1, Aa, As. Dann ist Unabhingigkeit dquivalent zu P(A; N
AQ) = P(A1>P(A2), ]P)(Al M Ag) = P(Al)P(Ag), ]P)(AQ M Ag) = P(AQ)P(A3) und
P(Al M A2 M A3) = P(Al)P(AQ)P(Ag)

Definition 2.4. Sei I eine Indexmenge und fiir i € I seien Mengensysteme & < F gegeben. Die
Familie {&; | i € I} heifst unabhdngig, wenn fir jede Wahl A; € & die Familie {A; | i € I} von
Ereignissen unabhdngig ist.

A quivalent: Fir jede endliche Teilmenge J < I und jede Wahl Aje& mitjeJ gilt

P (ﬂ AJ) =[[»).

jedJ jedJ
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Bemerkung 2.5.
(a) Seien (Q;, Fi, ;) miti = 1,...,n Wahrscheinlichkeitsriume. Setze Q = Qq x - -+ x Qy, mit
n n
F =& F; und P = K P;. Seien Mengen A; gegeben durch
i=1 i=1

Al ZZBIXQQX'-'XQn, Blefl

A, =0 x---x B,, B,eF,.
Dann ist die Familie {Ay, ..., Ap} unabhdngig unter P.

(b) {& | i € I} ist unabhingig genau dann, wenn {& | i € J} fir alle endlichen Teilmengen
J < I unabhdingig ist.

(c) Ist A; < &; fir alleie I, so gilt
{& | i € I} ist unabhingig = {A; | i € I} ist unabhingig.
Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Satz 2.6. Sei {&; | i € I} eine unabhdingige Familie. Dann ist auch die Familie der erzeugten
Dynkin-Systeme {d(&;) | i € I} unabhdngig.

Beweis. Wegen Bemerkung sei ohne Einschrinkung [ endlich mit I = {1,...,n}. Firige [
sei

D;, :={AeF|{&,...,&%-1,{A},E+1,- -, En} ist unabhéngige Familie}.

Wir zeigen, dass D;, ein Dynkin-System ist. Hierfiir sei {i1, ... it} < I\{ip} beliebig und wéhle
Ail, Egiy, wov=1,...,k.

1. Da die kleinere Auswahl von Mengen auch unabhéngig ist, folgt
P(A;, n---n A, nQ) =P(4;,)---P(4;,) - 1.

Also ist Q € D;,.

2. Sei A € Dj,. Dann ist
PAj, n---nAj, nA) =P(Aj; n---nAjy, nQ)—P(A4;;, n---n A, 0 A)
= P(Aiy) - P(Ai, ) (1 = P(A)) = P(Ay) - - - P(Ai, )P(A%)

und folglich A¢ e D;,.

3. Seien B € D;, mit [ € N disjunkt. Dann ist

[0 0] o8]
}P’(Ailﬁu-mAikmUBl) =IP’<UAilm---mAikmBl)

=1

0
Z:IP)(AZ-1 Nn--nA;, nB) =
=1

— P(Ay,) - P(A; )P (G Bl>
=1
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o0
und folglich | J B; € D,.
=1
Damit ist D;, ein Dynkin System und {&i,...,&,—-1,Diy,Eig+1s- - -, En} ist eine unabhingige
Familie. Es gilt &, < D;, und da D;, ein Dynkin System ist, folgt &, < d(&;,) < D;,. Nach Be-
merkung [2.5ist {£1,...,Ey—1,d(Eiy), Eig+1, - - -, En} eine unabhéngige Familie. Da ig € I beliebig
war, folgt die Behauptung durch Induktion. O

Korollar 2.7. Sei {&; | i € I} eine unabhingige Familie von n-stabilen Mengensystemen mit
& < F. Dann ist {o(&;) | i € I} eine unabhingige Familie von o-Algebren.

Satz 2.8. Sei {A; | i € I} unabhingig mit A; € F. Fiir jedes i € I seien Af € {J, A;, A, Q}.
Dann ist {A} | i € I} auch unabhdngig.

Beweis. Sei & = {A;}, dann ist nach Voraussetzung {&; | ¢ € I} eine unabhingige Familie
von N-stabilen Mengensystemen. Nach Korollar ist auch {o(&;) | ¢ € I} unabhéngig. Die
Behauptung folgt aus o(&;) = {J, Ai, A, Q}. O

Lemma 2.9. (Gruppieren) Sei {&; | i € I} unabhingig und n-stabil mit & < F. Sei I = |J I;
jed

eine disjunkte Zerleqgung und A; = o < U 5j> . Dann ist {A; | j € J} eine unabhingige Familie.

il;
Beweis. Fir k e J sei
Dp={Ai,n---nA | A, €&, i1,...,in€ Iy, neN}
die Menge aller endlichen Schnitte von Mengen aus | J &. Dann ist Dy per Definition n-stabil.

iG]k

Weiterhin ist {Dy | k € J} unabhingig, da die & unabhingig sind. Wegen
.Ak =0 (U 5,) = U(Dk), kelJ
iEIk,
und Korollar 2.7]ist {A; | k € J} unabhéngig. O
Satz 2.10. (Kolmogorovsches 0-1-Gesetz) Sei (Fp)nen eine Folge unabhingiger o-Algebren mit

Fn < F. Sei
A, = \/fk =0 (U fk>

k>n k>n

und Ty := () Ay die terminale o-Algebra. Dann gilt
n>1

Ae Ty =P(A) e {0,1}.

Notation: & L & < {&1, &} unabhiingige Familie.
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Beweis. Idee: A € Ty, dann ist A unabhiingig von A, d.h. P(4)? = P(A).
Nach Korollar 2.7 und Lemma [2.9] gilt fiir n € N

An+1 J_ \/fk
k=1

Insbesondere also T, = [ Ar L \/ Fg. Daraus folgt

k>n+1 k=1
n
n>1k=1
n n
da zu jeder Menge aus () \/ Fi es ein n € N gibt, sodasss diese in \/ Fj, liegt. Korollar
n>1k=1 k=1
impliziert
a0 n
T L \/fnzo(U \/]—"k>
n=1 n>1 k=1
e}
Esist To c A, < Ay = Fi und somit 7o L Topo. O
k=1

Satz 2.11. Sei T < F eine o-Algebra mit P(A) € {0,1} fiir alle Ae T. Sei Z : Q@ — Ru {xw}
eine T messbare Zufallsvariable. Dann gibt es ein c € R u {0} mit P(Z = ¢) = 1.

=¢)
Beweis. Nach Voraussetzung ist {Z <t} € T fiir alle t € R. Also ist F'(t) := P(Z < t) monoton
wachsend mit F'(t) € {0, 1} fiir alle ¢.

Fall 1. F(t) = 0 fiir alle t € R. Dann ist P(Z > n) = 1 fiir alle n € N und somit
P(Z = +w) = nh_{%oP(Z >n) =1
Also ¢ = 4.
Fall 2. F(t) =1 fiir alle t € R. Dann ist
P(Z = —0) = lim P(Z < —n) = 1.

n—o0

Also ¢ = —o0.

Fall 3. Es gibt ein {5 € R mit
0, t<t

1, t>ty
Dann ist
1 1 1 1
1=F<t0+>—F<t0—>=P<t0—<Z§t0+>, n € N.
n n n n

Also gilt
1 1
]P)(Zzt()): lim]P’(to—<Z§t0—|—> = 1.
n n

n—o0
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Definition 2.12. Sei I eine Indexmenge und X; Zufallsvariablen mit Werten in einem MafSraum
(E;, &) fir alle i€ 1. Die Familie {X; | i € I} heifit unabhingig, falls die o-Algebren

o(Xi) = X&) = {X71(A) | Ae &)
eine unabhdngige Familie {o(X;) | i € I} bilden.

Bemerkung 2.13. (a) Falls X; messbar beziiglich D;-&; sind und {D; | i € I} unabhdingig
sind, so ist {X; | i € I'} unabhingig.

(b) {X; | i€ I} ist eine Familie von unabhdingigen Zufallsvariablen genau dann, wenn fir alle

neN, i1,...,i, € I paarweise verschieden und A;, € &;,,..., A, €&, gilt
n
P(Xi, € Aiy, .., Xi, € Ai) = [ [P(XG; € Ay (2.1)
7j=1

Wegen P(Xi, € Aiyy..., Xi, € Ai) = Po (Xi,,..., X;,) YAy x --- x Ay,) ist folglich
{X; | i € I} genau dann unabhdingig, wenn alle endlich dimensionalen Verteilungen P o
(Xi ..., X;,)"! Produktmafe sind, d.h.

Po (X;

iny*

Xi,) ' =PoX;'® - ®@PoX; .

(c) Seien {X; | © € I} unabhingig und @; : E; —> W; messbar. Dann ist {p; o X;|| i € I}
unabhdngig.

Lemma 2.14. Seien X; Zufallsvariablen mit Werten in R. Genau dann ist {X; | i € I} un-

abhdngig, wenn fir alle n € N, alle paarweise verschiedenen iy, ...,in € I und allety,... t, € R
n

P(Xi, <t X, <to) = [ [P(Xs; < 15). (2.2)
j=1

Beweis. Ist {X; | i € I} unabhéngig, so folgt direkt aus der Definition. Es gelte also (12.2]).
SeineN, iq,...,i, € I paarweise verschieden. Es reicht zu zeigen. Diese gilt wegen
fir alle Mengen der Form A;, = (—0,t;] mit ¢, € Rund k = 1,...,n. Da Mengen dieser Form
ein N-stabiles Erzeugendensystem bilden, folgt die Behauptung. O

Lemma 2.15. Seien X,Y unabhingige R-wertige Zufallsvariablen. Sei X = X* — X~ und
Y =Yt — Y~ die Zerlequng in Positiv und Negativteil. Dann sind unabhingig:

e XT YT,
e XY
e XT Y.

e X YT,
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Beweis. Wegen X = max{0, X} und X~ = max{0, —X} sind X* messbar ist beziiglich o(X).
Also gilt o(X*) < o(X). Analog sehen wir o(Y*) < ¢(Y). Da o(X) L o(Y) folgt die Behaup-
tung. O

Satz 2.16. Seien X,Y € L.
(a) Sind X,Y unabhingig, so gilt X -Y € LY und E(X -Y) = E(X) -E(Y).
(b) Sind X,Y unabhingig mit X,Y € L2, so gilt cov(X,Y) = 0 und
var(X +Y) = var(X) + var(Y).
(c) X,Y sind genau dann unabhingig, wenn fir alle messbaren, beschrinkten Funktionen f, g :
R — C gilt
E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))- (2.3)

Beweis. Teil (b) folgt direkt aus (a). Wir zeigen zunéchst (a). Wir zeigen die Behauptung fiir
X,Y > 0. Der allgemeine Fall ist eine Konsequenz aus Lemma und der Zerlegung in Positiv-
und Negativteil.

Fall 1. X =1 4 und Y = 1. Dann gilt 0 < X - Y <1, also X - Y € £'. Ferner gilt

E(X -Y) = E(Lang) = P(A ~ B) = P(A)P(B) = E(X)E(Y).

N M
Fall 2. X = > ap,ls, und Y = 3] bylp

n=1 m=1

N
X~Y=Z

=1

mit an, by, >0, N,M € N und A,, B, € F. Dann

m

gilt

anbmla, ~B, €L
1

HNE

3

Ferner gilt

N M N
E(X-Y) =) ) anbmP(A, N By, Z Ap)P(Bp)

(S )(W )=

Fall 3. Seien X,Y € £, X,,,Y,, Folgen von Elementarfunktionen wie in Fall 2 mit X,, / X und
Y, /' Y.Danngilt X,,- Y, e £}, X,,-Y, / XY und E(X,, - Y,,) = E(X,,)E(Y,,). Aus dem Satz
der monotonen Konvergenz folgt

E(X V) = lim E(X, -Y,) = lim E(X,)E(Y,) = E(X)E(Y) < .
n—o0 n—o0
Es bleibt (c) zu zeigen. Sind X, Y unabhingig, so sind auch f(X), g(Y") unabhingig und folglich

gilt (2.3). Umgekehrt gelte (2.3). Seien A € o(X) und B € o(Y), dann gibt es A’ und B’ mit
A=X"YA)und B=X"YB"). Esgilt 14(X) =14 und 15(Y) = 1p und folglich

P(A n B) = E(Ly(X)Lp(Y)) = E(Ly (X))E(Lp:(Y)) = P(A)B(B).
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2.2 Bedingte Erwartungswerte

Im folgenden betrachten wir stets R-wertige Zufallsvariablen. Fiir R%wertige Zufallsvariablen
lassen sich alle Resultate durch komponentenweise Anwendung iibertragen.

Definition 2.17. Seien A, B € F und P(B) > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben

B ist definiert iber
P(A N B)

P(A|B) := P(B)

Bemerkung 2.18. A — P(A|B) ist fir festes B mit P(B) > 0 ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Fiir eine Zufallsvariable X € L' ist der bedingte Erwartungswert von X gegeben B definiert iiber

E(X|B) : JX P(dw|B).

Satz 2.19. (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit) Sei (Bp)neny < F eine Folge disjunkter

Mengen mit | ) By, = Q und P(By,) > 0 fiir alle n > 1. Dann gilt fir alle Ae F
n>1

0
= Y P(A|B,)P(By).
n=1

Beweis. Es gilt

:P<UAmBn>=iP(AmB ilIP’A|B By).

n>1
]

Definition 2.20. Sei X eine Zufallsvariable mit hochstens abzihlbar vielen Werten {xy}ken-
Definiere

P(An{X=xx}) P(X — 0
P(A!szk)={ Boc—a) P =a1) >0

, sonst

Der bedingte Erwartungswert einer weiteren Zufallsvariable Y gegeben X = x}. ist in diesem Fall
definiert als

E(Y|X =) = jY(w)IF’(dw\X =),
Q
sofern'Y beziiglich P(-| X = xy) integrierbar ist.

Wir wollen diese Definition auf Zufallsvariablen mit kontinuierlichem Bild erweitern. Ist
P(X € B) > 0, so ist
P(An{X € B})

P(X € B)

P(A|X € B) =
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wohldefiniert. Fiir B = {z} mit 2 € R? ist jedoch in vielen Fillen P(X = z) = 0. Die Idee ist

. P(An{Xe(x—h,z+h)})
PAX =) = %li% P(X € (x —h,z + h))

Problem: Der Limes muss nicht existieren!
Loésung: Wir benutzen den Satz von Radon-Nikodym.

Definition 2.21. Sei A c F eine Teil-o-Algebra und X € L. Der bedingte Erwartungswert von
X gegeben A wird mit E(X|A) bezeichnet. Dieser ist definiert iber die folgenden Eigenschaften

e E(X|A) e LY, A,P).
o Fir alle Ae A gilt

E(L4- X) = E(L4E(X]A)) (2.4)

Kurz: Der bedingte Erwartungswert ist die beziiglich A messbare Zufallsvariable mit (2.4)).

Satz 2.22. (Existenz und Eindeutigkeit vom bedingten Erwartungswert) Sei A < F eine Teil-o-
Algebra und X € L. Dann gibt es den bedingten Erwartungswert E(X|A). Dieser ist eindeutig
in dem folgenden Sinn:

Ist g€ LY(Q, A, P) gegeben mit

E(]lA-X) = ]E(]lA‘g), AEA,
so gilt g = E(X|A) fast sicher.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz.
Fall 1: Sei X > 0 fast sicher. Dann definiert

ASA»—»JXdPZE(]lA-X) >0
A
ein Mafl auf A. Ist A derart, dass P(A) = 0. So gilt auch E(14 - X) = 0. Der Satz von Radon-
Nikodym liefert die Existenz einer Zufallsvariable E(X|.A) € £1(2, A, P) mit
E(]lA X) = ]E(]lA -g), Ae A

Dieses zeigt die Existenz in diesem Fall.

Fall 2: Sei X € L' beliebig. Betrachte die Zerlegung X = X — X~ in Positiv- und Negativteil.
Dann sind X* € £! nicht-negativ. Aus Fall 1 folgt die Existenz vom bedingten Erwartungswert
E(XE|A) € £1(Q, A, P). Setze E(X|A) := E(XT|A)—E(X~|A). Dann gilt E(X|A) € £1(Q, A, P)
und fiir alle A € A

E(la-X)=E(la-X")—E(la-X")=E(IAE(X"]A)) —E(14-E(X|A)) = E(14E(X]A)).
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Dieses zeigt die Existenz im allgemeinen Fall. Wir zeigen die Eindeutigkeit. Seien dazu g;, g2 €
£1(9, A, P) gegeben mit

E(Ta-g1) =E(la-X)=E(la-g2), A€ A (2.5)

Dann ist Ay := {g1 — g2 > 0} € Aund Az := {g2 — g1 > 0} € A. Aus (2.5)) folgt E(14, - g1) =
E(14; - g2) mit j = 1,2. Daraus folgt

E(14,(91 —9g2)) = 0=E(1a,(92 — g1))-

Da die Integranden nicht-negativ sind, sind diese fast sicher Null. Wegen der Wahl der Mengen
Ajist 14, = 0 = 14, fast sicher, d.h. P(4;) = P(A2) = 0. Insbesondere ist

P(gl #* gg) = P(Al v Az) = P(Al) + P(Az) = 0.
O

Bemerkung 2.23. Die Findeutigkeit folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym und hdtte daher
nicht gesondert gezeigt werden miissen.

Das néchste Lemma sammelt einige wichtige Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes.

Lemma 2.24. Sei A c F eine Teil-o-Algebra und X € L'. Es gelten die folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) Ist X messbar beziiglich A, so gilt E(X|A) = X.
(b) Ist X unabhingig von A, so gilt E(X|A) = E(X).
(c) Bs gilt B(X|{2,2}) = E(X).
(d) Fiir Ae F mit P(A) € (0,1) sei G = {A, A°, &5, Q}. Dann gilt
E(X|G) = E(X|A)14 + E(X|A)1 ge.

(e) Ist Y € L' und a,be R so gilt

E(aX + bY|A) = aE(X|A) + bE(Y | A).
(f) Sei G c A eine weitere Teil-o-Algebra. Dann gilt

E(E(X|A)|9) = E(X]9).

(9) Es gilt E(E(X|A)) = E(X).
(h) SeiY € L' mit Y < X. Dann gilt E(Y|A) < E(X|A).
(i) Es gilt |[E(X]A)] < E(|X|.A).
Beweis. Ubung. O
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Wir schreiben E(X|Y) fiir E(X|o(Y)) fiir zwei Zufallsvariablen X, Y.
Satz 2.25. Sei A c F eine Teil-o-Algebra. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) Sei0 < X, e L' und0 < X € L. Es gelte X,, /* X fast sicher fiir n — 0. Dann gilt auch
E(Xn|A) / E(X]A), n— o
fast sicher.

(b) Sei X, € L' und X € L. Sei p € LY mit | X,| < ¢ fiir allen > 1 und es gelte X,, — X
fast sicher. Dann gilt
E(X,|A) — E(X|A), n— ©

fast sicher.

(c) Seien X,Y Zufallsvariablen mit X - Y,Y € L'. Ferner sei X messbar beziiglich A. Dann
gilt
E(X -Y|A) = XE(Y|A)

fast sicher.

Beweis. (a) Aus der Monotonie des bedingten Erwartungswertes folgt 0 < E(X,,|A) < E(X,+1]A).
Es sei YV := lim E(X,|A) = supE(X,|A) € Ru {f+o0}. Dann ist Y messbar beziiglich A. Fiir
n—00 neN
jedes A € A gilt
E(La- Xn) = E(14-E(X,|A), n>1.

Aus dem Satz der monotonen Konvergenz folgt
E(HA . X) = E(HA : Y), Ae A

(b) Wir betrachten zuerst den Fall X,, > 0 fast sicher. In diesem Fall ist auch X > 0 fast
sicher. Angenommen X,, ist monoton. Wir betrachten den Fall, dass X,, monoton steigend ist.
Der Fall einer monoton fallenden Folge geht analog. Ist X,, monoton steigend, so folgt aus (a)
E(X,|A) /" E(X|A) fir n — . Ist X,, nicht monoton, so betrachten wir X/, := iI;f X, und
m>n
X = sup X,,. Dann gilt X/, X/ < . Diese Folgen sind monoton mit X/ ' liminf X,, = X
n—o0

m>n

und X/ N\ limsup X,, = X fast sicher. Aus dem ersten Fall folgt

n—oo

lim E(X),|4) = E(X].A) = lim E(X;].A).

n—00
Wegen X, < X,, < X/ folgt in diesem Fall die Behauptung aus
E(X}|A) < E(X,|4) <E(X)|A), n>1.

Im allgemeinen Fall, sei X,, = X;7 — X, sowie X = Xt — X~ die Zerlegung in Positiv- und

n
Negativteil. Dann folgt

E(Xn]A) = E(X,[]A) - E(X, |A) — E(XT|A) - E(X7|A) = E(X]A)
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fast sicher.
(c) Fall 1. Sei X = 1p mit B € A. Dann gilt fiir jede Menge A € A

E(1aX -Y) =E(1anpY) = E(LansE(Y]A)) = E(L4XE(Y[A)).

Fall 2. Aufgrund der Linearitét obiger Gleichung golt die Behauptung fiir alle Elementarfunk-

N
tionen X = >} a,lp, mit a, € R und B, € A.

n=1
Fall 3. Seien X,Y > 0. Dann gibt es eine Folge von Elementarfunktionen X, mit X,, * X.
Dann gilt X,,-Y X -Y und wir erhalten aus (a)

E(X-Y|A) = lim E(X,, -Y|A) = lim X, E(Y]A) = XE(Y|A).
n—a0 n—0o0

Fall 4. Seien X,Y wie in der Behauptung. Durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil erhalten
wir

E(X -Y|A) = XE(Y | A).
0

Satz 2.26. (Jensen Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte, [Bil99]) Sei ¢ : R — R konvex
und X eine Zufallsvariable mit X,po X € L'. Sei A < F eine Teil-o-Algebra. Dann gilt

p(E(X]A)) < E(p o X|A).

Definition 2.27. Sei A ¢ F eine Teil-o-Algebra, (E,&) ein Mafiraum und X eine E-wertige
Zufallsvariable. Eine Abbildung Q : Q x & —> [0,1] heifit regulirer bedingter Erwartungswert
von X gegeben A, wenn die folgenden Figenschaften gelten:

(a) Fiir jedes w € Q ist Q(w,-) : € —> [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf E.
(b) Fiir jedes B € & ist Q(-, B) : @ —> [0, 1] messbar beziiglich A.
(¢) Fir jedes B € & gilt E(1xep|A) = Q(-, B) fast sicher.

Satz 2.28. [KS07] Sei E ein Polnischer Raum. Ferner sei A < F eine Teil-o-Algebra. Fir jede
E-wertige Zufallsvariable X gibt es einen requldren bedingten Erwartungswert von X gegeben A.
Dieser ist eindeutig in dem folgenden Sinn:

Gegeben zwei requlire bedingte Erwartungswerte Q,Q'. Dann ist gibt es eine Menge M € F
mit P(M) =1 derart, dass

Qw,B)=Q'(w,B), Be&, we M.

Satz 2.29. Sei E ein Polnischer Raum. Ferner sei A < F eine Teil-o-Algebra. Sei X eine
E-wertige Zufallsvariable und Q(w,dx) der regulire bedingte Erwartungswert. Sei ¢ : E — R
messbar mit p o X € L. Dann gilt

fl@(x)lQ(w, dzr) < oo fast sicher
E
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und

E(@(X)[A)(w) = | ¢(2)Q(w, dz) (2.6)

I
oy e—

fiir fast alle w.

Beweis. Fall 1. Sei ¢ = 1 mit B € B(E). Dann ist fast sicher
E(p(X)|A)(w) = E(1xep|A)(w) = Q(w, B).

Fall 2. Da (2.6)) linear in ¢ ist, gilt die Behauptung fdirur alle Elementarfunktionen.
Fall 3. Sei ¢ > 0. Dann gibt es eine Folge von Elementarfunktionen ¢, mit ¢, / ¢. Dann ist

f on(@)Qw, dz) = E(on(X)A) /" E(p(X)]A)
E

fast sicher. Aus dem Sart der monotonen Konvergenz folgt

f on(£)Qw, dx) f o(@)Q(w, di) = E(p(X)|A) < 0.
E

E

Fall 4. Zerlege in Positiv- und Negativteil und benutze Fall 3. O

Beispiel 2.30. Es sei E = R und A c F eine Teil-o-Algebra. Sei X € L' und o(z) = x. Sei
Q(w,dz) der requlire bedingte Erwartungswert. Dann gilt fiir fast alle w € Q

| e1Qo, o) < o

R

und

E(X|A)(w) = fo(w, dx).
R

3 Schwache Konvergenz

Sei (F,d) ein metrischer Raum und sei P(E) der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafie auf E. Im
ersten Teil untersuchen wir die Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen.
Idee: Mengenweise Konvergenz, d.h.

pn(A) — p(A), Aeé&, n— w. (3.1)

Problem: Fiir viele praktische Anwendungen ist diese Art der Konvergenz zu stark. Dazu
betrachten wir die Folge pu,(dx) = nﬂ[07%](m)m(d:v) und A = (0,1]. Dann gilt p,(A) = 1. Es
liegt nahe anzunehmen, dass p,, — o konvergiert. Es gilt jedoch dp(A) = 0. Eine mengenweise
Konvergenz liegt in diesem Beispiel nicht vor.
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Wir brauchen daher eine abgeschwéchte Form von . Die Idee ist es Konvergenz iiber
die Konvergenz der dazugehorigen Momente bzw. Erwartungswerte zu beschreiben. Genauer sei
M (E) eine geeignete Familie von messbaren Funktionen auf E. Die Konvergenz p,, — p wird
daher definiert iiber

j F (@) dpin(z) — j f(@)dp(z), n— o (3.2)
E E

fir alle f € M(E).

Bemerkung 3.1. Es sei (fin)neny < P(E) und p € P(E). Genau dann gilt (3.1), wenn (3.2) fir
alle beschrinkten messbaren Funktionen f: E — R gilt.

Beweis. Gilt (3.2), so wihlen wir f = 14 fiir A € £. Umgekehrt gelte (3.1). Dann gilt fiir

alle Indikatiorfunktionen f = 14 und mittels Linearitéit auch fiir alle Elementarfunktionen. Es

reicht fir alle f > 0 zu zeigen. Sei dazu f > 0 beschrénkt und messbar und € > 0 beliebig.

Dann gibt es eine Elementarfunktion g mit 0 < ¢ < f und sup(f(z) — g(z)) < . Daraus folgt
zeE

f f (&) d(z f F () dpin f F(@)dn( f (2)du(x)

+| [ o@)duta) ~ [ a@dna@)| +| [ (e)dn(z) = [ F@)dpale)

E E E E

< 2sup[(2) ~ g(a)| + | [ 9(a)due) ~ [ gl)dpa(a)

el
E E
< 2e + J (x)d f x)dpn (x
E
welches mit n — o die Behauptung zeigt. O

Es liegt daher nahe die Menge M (E) geeignet einzuschrianken. In diesem Kapitel betrachten
wir den Fall M(E) = Cy(FE), wo Cy(E) der Raum der stetigen, beschrinkten Funktionen f :
FE — R ist. Dieser ist ein Banachraum mit der Supremumsnorm

| flloo == sup | f(z)].
zeE

Der Zusammenhang zu Zufallsvariablen ist dann gegeben durch i, := Po X' und p := Po X 1.
Dieses fithrt zu dem Begriff der Konvergenz in Verteilung.
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3.1 Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaf3en
Sei im Folgenden (F,d) ein metrischer Raum.

Definition 3.2. Eine Folge (un)nen < P(E) konvergiert schwach gegen p € P(E), falls fiir alle
feCy(E)

| F@din(e) — [ 1@duta),
FE E

Das néchste Lemma zeigt, dass der Grenzwert bei schwacher Konvergenz eindeutig ist.

Lemma 3.3. Sei (pin)neny < P(E). Angenommen es gibt p,v € P(E) derart, dass p, schwach
gegen i konvergiert. Dann ist yu = v.

Fiir den Beweis ist die folgende Funktion hilfreich. Sei A ¢ E. Der Abstand von z € F zu A

ist definiert iiber
d(z,A) := inf{d(x,a) | a € A}.

Es gilt
|d(l’,A) - d(yvA)| < d(fL‘,y), T,y € E

und d(z, A) = 0 genau dann, wenn x € A. Hierbei bezeichnet A den Abschluss von A.

Beweis. Aus der schwachen Konvergenz folgt

jf@ﬂam>=jfumwmm J e Gy(E).
E E

Es reicht zu zeigen, dass u(K) = v(K) fiir alle abgeschlossenen Mengen K < E gilt. Es sei
1—t, telo,1]
0, t>1

K c E abgeschlossen. Definiere ¢(t) := { und sei

fule) = p(nd(z, K)), weF.
Dann ist 0 < f,, <1 und f, ist stetig fiir jedes n > 1. Ferner gilt f,(z) — 1x(z) fiir n —> ©

und jedes x € E. Damit folgt

n—00

mm—mywwmqgﬁmmwwm.
E E

O]

Beispiel 3.4. (a) Sei (xp)pey < E und x € E. Falls d(xy,z) —> 0 fir n — o gilt, so
konvergiert d, schwach gegen 0.

(b) Sei pn(dz) = pp(x)m(dz) mit

Dann konvergiert ., schwach gegen dq.
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(c) Sei pn(dx) = nﬂ[ovl](m)m(d:v). Dann konvergiert u,, schwach gegen 0.

Beweis. Ubung. O

Satz 3.5. (Portmanteau-Theorem) Sei (E,d) ein metrischer Raum mit Borel-o-Algebra B(E).
Sei (fin)nen < P(E) und p€ P(E). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) pn, —> 1 schwach fiir n — 0.

(b) Fiir alle gleichmdssig stetigen Funktionen f € Cy(E) gilt

ff(rc)dun(x) — ff(:c)d,u(x), n— .
E E

(c) Fliir alle abgeschlossenen Mengen F  E gilt

lim sup i, (F) < pu(F).

n—ao0
(d) Fiir alle offenen Mengen O c E gilt

lim inf 1,(0) > p(0).

(e) Fiir alle Mengen A € B(E) mit u(0A) =0 gilt

lim f1,,(4) = p(A).

n—0o0

Bevor wir den Beweis fithren brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.6. Sei g: E —> R eine stetige Funktion und a € R. Dann gilt
Az eE|gx)<a}c{xeFE|g(x)=a}
Beweis. Sei x € d{z € R | g(z) < a}. Dann gilt fiir alle e > 0

Us(r) n{ye B[ g(y) >al # T

sowie

Ues() n{ye £ | g(y) <a} # .

Hierbei bezeichnet U.(x) := {y € E | d(z,y) < €} den offenen Ball mit Radius ¢ > 0 und
Mittelpunkt x. Fiir e = % mit n € N erhalten wir zwei Folgen (2, )nen und (yn )neny mit d(z, z,,) <
% sowie d(x,y,) < % derart, dass g(z,) > a und g(y,) < a. Weiterhin gilt z,,y, — = und
somit

a < lim g(zn) = g(z) = lim g(yn) < a.

n—0o0
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Wir kommen zum Beweis von Satz [3.5

Beweis. (¢) <= (d): klar durch Komplementbildung.
(a) = (b) : trivial.
(b) = (c) : Sei F' c E abgeschlossen und setze

G o= {er | d(x, F) <1}.
m

Dann ist G,, offen, G117 € Gy, und F = [ G,,. Folglich gilt u(G,) — u(F) fiir m — oo.

m>1
Sei
1—t, te[0,1]
t) =
o(t) {0’ > 1

und setze fp(z) 1= @(md(z, F)). Dann gilt 0 < f, < 1, fiulge, = 0, fm|r = 1 und fy, ist
Lipschitz stetig. Insbesondere ist f,, gleichmaéssig stetig mit 1p < f,,, < 1¢,,. Daraus folgt

limsup p1, (F) < lim Supffmdﬂn = medu < p(Gm) — p(F).

n—o0 n—o0
(¢) = (e) : Sei A e B(F) mit p(0A) = 0. Dann gilt

w(A) = ,u(jl) < lim iorolf ,un(jl) 1m 1nf tn(A) < limsup g, (A)

n—0o0

< limsup 1, (A) < p(A) = p(A).

n—0o0

(e) = (c) : Sei F c E abgeschlossen. Auf Lemma folgt fiir alle § > 0
HAxe E|dx,F)<dé}c{reE|dxz,F) =4} (3.3)

Da{x e E|d(z,F) = 0} fiir alle § > 0 eine abgeschlossene Menge ist, liegt sie in B(E). Weiterhin
gilt

(xeE|da,F)=8n{zcE|daF)=8 =g, 6+ (3.4)

D, i {6>0\,u<{meE]d(x,F)zi})}.

Behauptung: D,, enthilt fiir jedes n € N nur endlich viele Elemente.

Fiir n € N sei

Beweis. Angenommen nicht. Dann gibt es ein n € N und eine Folge paarweise verschiedener
Elemente (0)keny < Dy, Dann folgt aus ((3.4)

1>u<U{meE|d(xF—(5k}> i {$EE‘d$F—5k}Zi

k>1 k=1 k=1

3\'—‘
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Also ist D = | D,, abzihlbar. Folglich gibt es eine Nullfolge (0 )ken < [0, 0)\D. Aus (3.3)
n>1
folgt

W(OF) < plfw e B | d(e, F) = 6}) = 0
fir F, :={x € E | d(z,F) < 0} und alle k € N. Wegen Fj, \, {x € F | d(z, F) = 0} = F folgt

limsup pin (F) < limsup i (Fy,) = p(Fy,) — w(F), k — oo

n—0 n—0

(¢) = (a) : Sei f € Cy(E). Es reicht zu zeigen, dass

lim sup f £ (@) dpn() < f F(@)du(z).

n—0o0

Denn, daraus folgt fiir (—f) anstelle von f

liminf j F(2)djan () = T sup(— (2))dpn () < f )du(z)
E

n—a0 n—00
E

und somit

lim infjf Ydpin (z ff Ydu(z

Fiir f = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also f # 0. Wir kénnen ohne Einschrénkung annehmen, dass

0 < f < 1. Anderenfalls betrachten wir ;ﬂ% le Sei k € N fest und fiir i € N definiere

={lei}.

Dann ist F; abgeschlossen, Fj;1 < F; und es gilt

F\Fipt — {k <p it } (3.5)

Lemma 3.7. Es gilt

1< ko bt
k Z Ip = Z %]]'Fi\Fi-H <f< Z A
=1 =1 =0

]]'Fi\Fi+1 =

e

w\»a
?r\H

Beweis. Es gilt F = U F\F;+1 mit Fy = F und Fj1 = &, wobei die Vereinigung disjunkt ist.
Daraus, und aus erglbt sich die mittlere Ungleichung. Fiir die beiden Identitédten beachte

k k k—1
D+ Dipp,, = (i +1D)1g = > (i+ 1g,,
i=0 i=0 i=0

k k k k
i=0 i=0 i=1 i=1
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k
Dieses impliziert die rechte Identitét. Fiir die linke Identitét beachte 1 = > 1 F\F,,, wWoraus mit
i=0

k k
obiger Rechnung ] ilp\p,, = > 1p folgt. O
i=1 i=1

Die Behauptung folgt aus

k
1 1
lim su dpy, — — < = limsu n(F;
nﬁoopffu s < nﬁoopi_Zlu( )
E
k 1 k
< — ) limsup p,(F;) < — FiSJd
_kZZl m sup fin () k;lu( ) < | fdp

O

Satz 3.8. Seien (E,d) und (E',d") metrische Riume, jin,p € P(E) und h : E — E’ stetig.
Angenommen p, —> p schwach, dann ist p, o h~' — poh~! schwach auf E'.

Beweis. Sei f € Cy(E"). Dann ist f o h e Cy(E). O

Beispiel 3.9. Auf die Voraussetzung, dass h stetig ist kann im Allgemeinen nicht verzichtet
werden. Denn sei (Ty)neny € E mit x,, —> x und x,, # x. Dann gilt 6., — 0, schwach. Wihle

h(y) = Ly (y), dann gilt
Ban 0 ™ (A) = by (W (4)) = {1’ M) A () = Bo(A).

Analog zeigen wir 0, o h™! = On(z) = 01-
Wir miissen daher eine Bedingung an die Stetigkeitsstellen von h stellen.

Satz 3.10. Seien (E,d), (E',d') metrische Riume, h : E — E’ messbar und p,, 1 € P(E) mit
n — i schwach. Sei
Dy, :={x € E | h ist nicht stetig in x}.

Gilt u(Dy) = 0, so folgt pi, o h™' — po h™ schwach.

Beweis. Wegen

S|

pvi=J N {er FyeB: dlz,y) < % d (h(y), h(z)) >

n>1m2>1

|

folgt Dy, € B(E). Sei F ¢ E’ abgeschlossen. Dann gilt

limsup i, (h™(F)) < limsup p (h=1(F)) < p(h=1(F)).

n—0o0 n—0o0

Sei x € h~1(F), dann gibt es eine Folge (2, )neny = A~ H(F) mit z,, —> . Ist h stetig in z, so folgt
h(zy) — h(x) und da F abgeschlossen ist, folgt aus h(z,) € F bereits h(z) € F. In diesem Fall
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ist x € h~1(F). Falls h nicht stetig in z ist, so ist z € Dy, und wir erhalten h=1(F) < h=Y(F)u Dy,.
Daraus folgt aus der schwachen Konvergenz p,, — p und dem Satz von Portmanteau

limsup g (k™ (F)) < limsup (b1 (F)) < (b () < u(h™"(F)) + u(Dy) = u(h™(F)).

n—aoo n—0oo B
Nach dem Satz von Portmanteau impliziert dieses die Behauptung. O

Satz 3.11. [KS07, Theorem 8.5] Seien (un)nen < P(R) und p € P(R) gegeben und bezeichne
mit Fp(t) = pn((—0,t]) und F(t) = p((—o0,t]) die dazugehirigen Verteilungsfunktionen. Dann
sind dquivalent:

(a) pn — 1 schwach fir n — oo.
(b) F,(t) — F(t) fiir n — oo und alle Stetigkeitsstellen t von F.

Als néchstes wollen wir Familien von Wahrscheinlichkeitsmaflen betrachten, welche die Be-
dingung der Folgenkompaktheit beziiglich der schwachen Konvergenz erfiillen.

Definition 3.12. Sei I' © P(FE) eine Familie von WahrscheinlichkeitsmafSen.
(a) T heifit relativ kompakt, falls jede Folge in T' eine schwach konvergente Teilfolge hat.

(b) T heifit straff, falls fiir alle e > 0 es eine kompakte Menge K. — E gibt mit

w(Ke:)>1—¢e, Vuel.

Lemma 3.13. Sei (pin)neny € P(E) und p € P(E). Dann sind dquivalent:
(a) pn, — w1 schwach fiir n — 0.

(b) Fiir jede Teilfolge (pin, )ken von (fin)nen gibt es eine weitere Teilfolge ('“”kz )ien mit [hny,, —
w schwach fiir 1 — co.

Beweis. (a) = (b): Konvergiert eine Folge, so konvergiert auch jede Teilfolge gegen denselben
Grenzwert.

(b) = (a): Angenommen (a) gilt nicht. Dann gibt es f € Cy(E), ¢ > 0 und eine Teilfolge
(,Unk)kGN mit

| r@duni @) = [ s@)duta)| = e ke (3.6)
FE

E

Nach Voraussetzung gibt es eine weitere Teilfolge (Nnkl )ien mit Piny,, — [ schwach fiir [ — oo.
Fir diese Teilfolge gilt

| @, (@) — [ s@)dnta), 10
E E
welches im Wiederspruch zu (3.6)) steht. ]
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Bemerkung 3.14. (a) ISt E kompakt, so ist I' = {u} fir jedes p € P(E) straff. Dann sei
A, c E eine Folge von abgeschlossen Mengen mit A, /" E. Dann ist jedes A, als ab-
geschlossene Menge einer kompakten Menge wieder kompakt. Die Behauptung folgt aus

1(An) / W(E) =1 fiir n — .

(b) Es gebe eine Folge von kompakten Mengen (Kp)pew < E mit |J K, = E. Dann ist
n>1
N

N
K, /" E, und wegen p ( U Kn) S (E) =1 ist T = {u} fir jedes p € P(E) straff.
=1 n=1

n=
(c) T = P(RY) ist nicht straff.
Der néchste Satz stellt den Zusammenhang zu Straffheit und relativer Kompaktheit her.

Satz 3.15. (Satz von Prokhorov, [KS07, Theorem 8.9]) Sei E ein metrischer Raum. Ist I' <
P(E) straff, so ist ' relativ kompakt. Ist E zusditzlich ein Polnischer Rau, so ist I' genau dann
straff, wenn es relativ kompakt ist.

Im folgenden fithren wir einige Resulate ohne Beweis auf. Hierbei ist F ein metrischer Raum.
Definition 3.16. Es sei p: P(E) x P(E) — [0,0) gegeben durch
p(p,v) :=1inf{e > 0 | u(F) <v(F°)+e, F ist abgeschlossen }
mit F:={ye E | d(y,F) < e}. Die Abbildung p wird Prokhorov Metrik genannt.
Lemma 3.17. [EKS86] Die Prokhorov Metrik p definiert eine Metrik auf E.

Satz 3.18. |[EKS86] Sei E ein seperabler metrischer Raum und (fin)neny < P(E), p € P(E).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) pn, — w1 schwach fiir n — 0.
(b) p(pn, ) —> 0 fiir n — oo.
Satz 3.19. [EK86] Es gelten die folgenden Aussagen.
(a) Ist E seperabel, so ist auch P(E) seperabel.
(b) Ist E wvollstindig, so ist auch P(E) volltindig.
Insbesondere, ist E ein Polnischer Raum, so ist auch P(E) ein Polnischer Raum.

Zum Schlufl betrachten wir noch eine zusétzliche Eigenschaft von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf metrischen Rdumen.

Definition 3.20. € P(E) heifst requlir, falls fir jedes A € B(E)

w(A) = sup{u(K) | K < A kompakt} = inf{p(U) | A< U offen }.
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Eine dquivalente Definition ist gegeben durch: Fiir jedes A € B(E) und jedes € > 0 gibt es
eine kompakte Menge K. und eine offene Menge U, mit K. ¢ A c U, und

n(U:\Ke) <e. (3.7)
Satz 3.21. Sei E ein metrischer Raum. Dann gilt fir jedes p € P(E)
w(A) =sup{u(K) | K c A abgeschlossen } = inf{u(U) | Ac U offen }.
Beweis. Es sei
K ={Ae B(E) | Ye > 03U; offen, 3K, abgeschlossen mit K. ¢ A c U, und }

Dann enthélt K alle abgeschlossenen Mengen. Denn ist A abgeschlossen, so wihlen wir
1
U, = {er | d(z,A) < }
n

Dann ist A < U, und A = () U,. Folglich gilt linslo w(Uy,) = p(A), also A e K.
n>1 n—
Wir miissen zeigen, dass K = B(FE). Hierfiir reicht es zu zeigen, dass K ein Dynkin-System

ist.
e Seie > 0,z9€ F fest und U, = E. Die Mengen der Form
Ky ={xeE |d(z,zy) < a}

sind abgeschlossen und es gilt K, " E. Folglich gilt u(K,) / u(E) = 1 fiir « — o0. Also
gibt es ein a(e) > 0 mit pu(Ky()) > 1 —¢e. Dann gilt K,y € A < U und (3.7) fiir diese
Mengen.

e Sei A€ K und £ > 0. Seien K., U, die dazugehorigen Mengen. Dann ist K’ := E\K offen,
U’ := E\U abgeschlossen und es gilt U’ ¢ E\A ¢ K’ und

W(E\U') = p(U\K) <.

e Sei (Ap)nen € K eine Folge disjunkter Mengen. Sei € > 0. Dann gilt

0< > u(An) = p (U An> <uE) <1,
n=1 n=1

Q0
d.h. (u(An))n>1 ist summierbar. Folglich gibt es ein ng > 2 mit >} wu(A,) < 5. Wihle

n=ng
abgeschlossene Mengen K' und offene Mengen UZ' mit K!'  A,, < U und

p(UMNKL) < neN.

g
2n+1’
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no—1 o0
Dann ist K, := |J K[ abgeschlossen und U, := [ J U offen. Ferner gilt
n=1 n=1

e} e}
Koe|JKr e [JAnc U

n=1 n=1
und

no—1 e}

pUNK:) < D n(UNK:) = 3 w(UNK:) + Z p(USK)

no—1 1 0

pUD e Y o+ 0 (s +H(ED))
n=1

n=ngo
e 1 =
<5 Qg t 2 HlA) <e.

0
Damit ist | A4, € K.
n=1

Korollar 3.22. Sei u € P(E) derart, dass {u} straff ist. Dann ist p reguldr.

Fiir den néchsten Satz brauchen wir folgendes Lemma zur Charakterisierung von Kompakt-
heit in metrischen Rdumen.

Lemma 3.23. Sei (E,d) ein vollstindiger metrischer Raum und K < E abgeschlossen. Dann
ist K genau dann kompakt, wenn es total beschrinkt ist, d.h. fir jedes € > 0 gibt es endlich viele
Punkte x1,...,x,m € E mit

K c 6 B:(zg), (3.8)
k=1

wo Be(xy) den abgeschlossenen Ball um xp mit Radius € bezeichnet.

Beweis. Sei K kompakt und € > 0. Dann ist

K< | U.(x)

zeK

eine offene Uberdeckung von K. Es gibt daher endlich viele Punkte z1, ...,z € K mit .
Umgekehrt gelte fir jedes € > 0. Wir zeigen, dass jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge enthélt. Sei (x)neny © K. Fiir jedes m > 1 gibt es endlich viele Bélle mit Radius %,
welche K iiberdecken. Mindestens einer dieser Bélle enthélt unendlich viele Folgenglieder von
(n)nen- Fiir m = 1 sei By der Ball mit der Eigenschaft, dass Ny := {n | x, € B unendlich
viele Elemente hat. Sei ny € Ny beliebig. Fiir m = 2 sei By der Ball mit der Eigenschaft, dass
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Ny :={n > ny | z, € By n By} unendlich viele Elemente hat. Wéhle ny € Ny beliebig. Durch
Iteration erhalten wir Folgen B,,, Ny, und (1, )men sodass

m
Nm+1={n>nm|xne ﬂBk}
k=1

unendlich viele Elemente enthilt und n,,+1 € Np,41. Dann ist (2, )men eine Teilfolge und es
gilt x,,, € By, fiir alle k > m. Insbesondere gilt

d.h. (zp,,)m>1 ist eine Cauchy Folge. Da E vollstindig ist, hat diese einen Grenzwert = € E. Da
K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in K. O

Satz 3.24. Sei E ein Polnischer Raum. Dann ist {u} straff fiir jedes p € P(E). Insbesondere
ist jedes p € P(E) regulir.

Beweis. Sei (an)neny © E eine abzihlbar dichte Teilmenge. Dann gilt fiir jedes 6 > 0
| Bslan) = E.
n>1
Damit folgt
1=p(E)=p (nL>J1 Ba(an)> = lim 4 (H Ba(%)) :

Sei € > 0. Dann gibt es fiir jedes m > 1 ein n,, € N mit

7] (U Bl(dk)) >1-—2"""¢,
k=1

Sei

Nm

K= | Ba(a).

m
m>1k=1

Dann ist K abgeschlossen. Fiir jedes 6 > 0 sei m > 1 mit % < 4. Dann gilt

Nm, Nm,
K c U B%(ak) c U Bs(ag).
k=1 k=1

Also ist K nach Lemma [3.23] kompakt. Die Behauptung folgt aus

w(K°) =p ( U ﬁ Bﬁl(ak)c> < H (ﬁ Bﬁl(ak)c>
1

m>1k=1

= Z (1—#(@3;(&]6))) <e Z 2_m=€,
m=1 k=1 m=
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WO Wwir

ﬁ Bi(a ﬁ (E\B 1 (ax)) E\( j 7;(%))

k=1
benutzt haben. O

3.2 Konvergenz von Zufallsvariablen

Sei (E,d) ein metrischer Raum, (X},),en eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine
E-wertige Zufallsvariable. Dann ist w — (X, (w), X (w)) messbar beziiglich F — —B(E)® B(E).
Ferner ist (z,y) — d(x,y) stetig, also B(E x E) — —B(R) messbar. Beachte, dass E x E mit
dpxp((z,y), (2',y)) := d(z,y) + d(2',y") wieder ein metrischer Raum ist. Um die Konvergenz
X, —> X zu untersuchen, betrachten wir die Abbildung

Q—[0,00), wr— d(Xp(w), X (w)).

Diese ist messbar, sofern B(E x E) c B(F) ® B(E) gilt. Ohne weiteres ist dieses jedoch nicht
der Fall.

Lemma 3.25. Sei E seperabel. Dann ist E x E seperabel und es gilt
B(E x E) = B(E) ® B(E).
Hier und im folgenden ist (E, d) stets ein seperabler, metrischer Raum.

Definition 3.26. Sei (X,,)nen eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X ein weitere
FE-wertige Zufallsvariable.

(a) Xp, — X is Wahrscheinlichkeit, falls d(X,, X) — 0 in Wahrscheinlichkeit.
(b) Xy, — X fast sicher, falls d(X,, X) — 0 fast sicher.
(¢) X, — X in LP, falls d(X,,X) — 0 in LP.
(d) X, — X in Verteilung, falls p, :=Po X, 1 schwach gegen p:=Po X! konvergiert.
Konvergenz in Verteilung ist, per Definition vom Bildma$, dquivalent zu
E(f(X,)) — E(f(X)), n— o0
fir alle f € Cyp(E).

Satz 3.27. Sei (X,)nen eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine weitere E-
wertige Zufallsvariable. Angenommmen es gilt X, — X in Verteilung und X ist fast sicher
konstant. Dann gilt X,, — X in Wahrscheinlichkeit.
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Beweis. Es sei a € E derart, dass P(X = «) = 1. Sei A € B(F) beliebig, dann gilt
PoX HA)=P({X € A}) =P({X € A} n {X = a}) = 6,(A).

Folglich ist Po X1 = §,. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann ist {y € F | d(y,a) > €} abgeschlossen. Aus
dem Satz von Portmanteau folgt

limsup P(d(X,,, X) > ¢) = limsup P(d(X,,, @) > ¢)

n—00 n—0o0
=limsupPo X, ' ({y € E | d(y, ) > ¢})
n—o0
=PoX '({ye E|d(y,a)>c¢}) =0,
daa¢{yeE|dy,a) > ¢} -

Satz 3.28. Sei (X,)nen eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine E-wertige Zu-
fallsvariable. Gilt X,, — X in Wahrscheinlichkeit, so folgt X,, — X in Verteilung.

Beweis. Sei f € Cy(E) gleichmiissig stetig und € > 0. Dann gibt es ein § > 0, sodass fiir alle
z,y € E mit d(z,y) < d bereits |f(z) — f(y)| < e gilt. Dann gilt

E(f(X,)) — E(/(X))] < f F(X0) — F(X)|dP + f F(X) — F(X)|dP
d(Xn,X)<6 d(Xn,X)>6
< e+ 2P (d(X, X) > ).

O]

Satz 3.29. Seien (X, )nen, (Yn)nen Zufallsvariablen auf E und p € P(E). Angenommen P o
X, ' — pound d(Xy, Y,) — 0 in Wahrscheinlichkeit. Dann gilt

PoY, ! —pu, n— o

Beweis. Sei F'  E abgeschlossen. Fiir ¢ > 0 sei F© = {x € E | d(z,F) < e} und F§ = {z €
E | d(z,F) < e}. Dann gilt

(Yoe F} = ({Yy € F} A {d(X,,Y,) <)) U ({Yn € F} 0 {d(X, Yy) > €})
— ({Yn € F} A {d(Xn,Yy) < e} n {Xn € FED) U ({Ya € F} 0 {d(X, Vo) > €})
C {Xn € FE} U {d(Xp,Yy) > €} € {Xn € FF} U {d(X,,Yy) > €).

Da F* abgeschlossen ist folgt

limsupP(Y,, € F) < limsup P(d(Y,, X,) > €) + limsup P(X,, € F*°)

n—aoo n—aoo n—0oo
= limsupP o X, (F°) < Po X 1(F?).
n—aoo
Wegen F* N\ F fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O
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Wir zeigen noch einen alternativen Beweis.

Beweis. Wegen dem Satz von Portmanteau reicht es zu zeigen, dass fiir jede gleichmiissig stetige
Funktion f: F — R

| r@ey ) — [ rwdut), 0o
E E
gilt. Sei € > 0 beliebig und wéhle § > 0 derart, dass

If(z) — fly)| < %, Va,y € E mit d(z,y) < 9.

Wihle ng € N derart, dass

_ €
| rw@ex @ - [ wdntw)| < 5
E E
sowie P(d(X,,Y,) > 0) < W fiir alle n > ng gilt. Dann folgt

f F() (oY) (dy) jf(:u)du(y)
E E

< [E(f(Xn)) — E(f(Ya))] + f F)(Po XY (dy) - f F(w)du(y)
E

E

IN

[ e —smes [ e - s S
d(Xn,Yn)26 d(Xn,Yn)<6

2
< 2| fllooP(d(Xn, V) > 8) + g <e

4 Charakteristische Funktionen

Im letzten Kapitel haben wir Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf metrischen und
Polnischen Riumen untersucht. Dieses Kapitel widmet sich dem Studium von Wahrscheinlich-
keitsmaBen auf E = RY. Fiir diesen Spezialfall ist es moglich jedem endlichen MaB p auf R? eine
komplex-wertige Funktion (charakteristische Funktion) i(§) zuzuordnen. Schwache Konvergenz
von Wahrscheinlichkeitsmaflen sowie Existenz von Momenten kénnen mithilfe der charakteristi-
schen Funktion beschrieben werden.
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4.1 Fouriertransformation von Funktionen

d
Fir &,z e Resei -0 := Y &y, = (A, AN) das euklidische Skalarprodukt. hier und im folgenden
k=1
bezeichnet £'(R?) den Raum aller messbaren, integrierbaren Funktionen auf R, d.h. fiir g €
L1 (RY) gilt
f lg(x)|m(dz) < o0.
Rd

Definition 4.1. Sei g € LY(R?). Die Fouriertransformierte von g ist fiir € € R definiert durch

g9(&) = J eig'wg(:z)m(dx) = fcos(é ~x)g(x)m(dx) + i fsin(f -x)g(x)m(dx).

R4 R4 R4
Die Definition ist wegen |¢?| = 1 fiir alle £ € R? wohldefiniert.

Definition 4.2. Eine Funktion g : R? — C heifit positiv (semi-)definit, wenn fiir alle n € N
und alle &1, ..., &, € R die Matriz (g(& — &;))1<i j<n Dositiv (semi-)definit ist.

Diese Definition ist dquivalent zu: Fiir alle n € N, alle A = (A1,...,\,) € C" und alle
€1, & € RY gilt

ij=1

Denn setze A = (g(fj — fi))lgi,jgna dh Aij = g(fj — &) Dann gllt (A)\)l = Z Aij>\j und
j=1
folglich

n

VAN = Y XA = YT NdAG = D) Nidg(g — &)
i,5=1 i,5=1

i=1

Man beachte, dass die Matrix A insbesondere hermitsch ist, d.h. A = AT, Es sei ¢ eine positiv
(semi-)definite Funktion. Dann gilt:

e Fiir n = 1 und A € C folgt aus ([4.1)) |A\|?g(0) > 0, also g(0) > 0.

. . . . 0) g({)) .
e Fiir n = 2 mit = 0 und = ¢ e R? folgt, dass die Matrix 9( ositiv
51 52 5 g <g(_§) g(O) p

(semi-)definit ist. Daraus folgt g(—¢) = g(§). Ferner muss die Determinante nicht-negativ
sein, also

9(0)% = g()g(=¢) = g(0)> — |g()* > 0
und somit |g(§)] < ¢(0).

Es sei C°(R?) der Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Triger. D.h. f € C*(R?), falls
f beliebig oft differenzierbar ist und f e C.(R?).
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Lemma 4.3. [Wer00] Fiir jedes g € L*(R?) und jedes € > 0 gibt es eine Funktion f. € C*(R?)
mat

|ﬁ—ghu=fua@—g@wmmg<a
Rd

Die wichtigsten Eigenschaften der Fouriertransformierten von g sind im néchsten Satz zu-
sammengefasst.

Satz 4.4. Es sei g€ L'(R?). Es gelten die folgenden FEigenschaften.

(a) [9(O)] < llgller und g(0) = Hgdg(iﬂ)m(dfﬁ)-

(b) g ist gleichmdssig stetig.

(c) § verschwindet im Unendlichen, d.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es eine kompakte Menge K. < R?
derart, dass

9§ <e, ¢ Ke.
(d) Ist g fast iberall nicht-negativ, so ist g positiv (semi-)definit.

Beweis. (a) Klar.
(b) Seien &1, & € RY und € > 0. Wihle eine kompakte Menge K.  R? derart, dass

| lo@lm(ar) <=,
KC

Sei § > 0 mit § < 57 . Dann gilt fiir alle [§; — & < 6

3]
1+ sup [z])(1+]g]z1)
zeKe

960~ (€] < [ Jer - e g(a)m(da) < [ |67 — 2 g(a)md) +

Rd K
Es gilt
&rx
6= e =i [ etdt) < (€2~ &) ol < Jol &2~ &4
&1x

woraus folgt
~ ~ €
19(&1) = 9(&)l = 5 + lgller sup Jzf - [& — &f <.

xeK,

(c) Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir g € C°(R?). Wihle R > 0 derart, dass g(z) = 0 fiir
alle |z| > R. Wahle R’ > R und sei |{| > R. Dann finden wir ein j € {1,...,d} mit |;| > %.
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Mittels partieller Integration, wobei der Randterm wegen g € C%(RY) verschwidet, erhalten wir

3(6) = f €7 g(z)m(dz) = f €% g ym(dz)

R4 |z|<R!
1 dele 1 .. 09()
- - g ZINT)
i J 72; g(z)m(dx) i f e oz m(dz).
|z|<R! |z|<R!
Daraus folgt
- 1 | dg \F
) < o |
\5]] x|, ;|| .

Die Behauptung folgt aus R’ — oo. Fiir den allgemeinen Fall sei g € £L'(R?), ¢ > 0 und
f- € C*(R?) derart, dass |g — f-| 1 < e. Die Behauptung folgt aus

5] < [3(6) = O + |f-(©] < g — fellor + | F(€)]-

(d) Es gilt
J DA g(a)ym(dr) = j D) e G g()m(dr) = Y MAGE — &)
R 13=1 R =1 t,j=1
O
Wir betrachten das Beispiel einer Normalverteilung.
Beispiel 4.5. Es sei g(z) := e~ " mit a > 0. Dann ist
d 2
~ T _le?
9(6) = <&>2 e o, (4.2)

Beachte, fiir a = % ist (&) = (2m)2g

Beweis. Es gilt

d
9(§) = feig'xe_alwm(dx) =11 Jeigk'x’“e_amim(dx).
Rd k=1R

Also reicht es aus die Behauptung fiir d = 1 zu beweisen. Fiir diesen Fall erhalten wir fiir £,z € R
e gite _ ~o(e=2035 4 GE)-(GR)) L - pma(e-28)°,

Daraus folgt
. 2 i 2
Je’&e—me(daE) —— fe_a(’”_;x) m(dx).
R
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Fiir das Integral erhalten wir mittels Cauchys Integralsatz (siehe [FL80]) und der Substitution

y=+ax 1
—ao—i)? a2 2 s
fe (225 m(dx) = Je m(dx) = \/aie m(dx) = \/;.

R R
O
Als néchstes wollen wir die Inverse Transformation finden.
Lemma 4.6. Es seien g, h e LY(R?). Dann gilt
| aome©mas) = [ g@hemias).
Rd R
Beweis. Mittels Fubini erhalten wir
| aom©mias) = [ [ é=gm@midaimids) = | g(ehimias).
Rd Rd R4 Rd
Fubini ist anwendbar, da (z,£) — g(z)h(£) integrierbar ist beziiglich m(dx)m(dg). O
Lemma 4.7. Fiir jedes g € Cy(R?) und jedes x € R? gilt
_lzuf?
(& 4o
| o= s miay) — g-a), a0
(4ra)2
R4

Beweis. Ubung. 0
Lemma 4.8. Es sei g € Cy(R?) n LY(R?) derart, dass § € L'(R?). Dann gilt

5(x) = (@m)g(—2), zeRe
Beweis. Sei v > 0 und setze ¢, (€) := €7l Fiir diese Funktion gilt nach (£.2)

d 2
5.(6) = | ey e—aly? —(T)?
0:(8) Je e m(dy) (a> e da .
Rd
Damit erhalten wir
| a@ee i Pma) = [ g@)aemie
Rd Rd
T % letal? 2
2 _ x «
= (%) | e mide) = 2 [ 9l6)S " mide).
« (Arar)2
Rd Rd

Betrachten wir den Grenzwert o — 0, so folgt die Behauptung aus Lemma [4.7] O
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Satz 4.9. Sei g € LY(RY). Definiere die Abbildung

i) = gt | ¢ aOm(de). 7R

R4

Dann gilt fiir alle g € Cy(RY) n LY (RY) derart, dass § e L'(R?)

9=9=39
Beweis. Beachte, dass g(z) = (2;)d§(—x) fiir alle g € LY(R?) gilt. Sei g € Cyp(R?) n LY(R?) mit
g € LY(RY). Aus Lemma folgt g(z) = ﬁg(—x) = g() fiir alle x € R%. Analog lisst sich
die andere Identitét zeigen. O

4.2 Charakteristische Funktion fiir Mafle

Definition 4.10. Sei p ein endliches Maf auf R, Die charakteristische Funktion von p ist die
Fouriertransformierte von p gegeben durch

Ale) = | erutdn), €ee
Rd
o0 0
Bemerkung 4.11. (a) Sei p = ) apdy, mit ax > 0 und x;, € R? derart, dass > ap = 1.
k=1 k=1
Dann ist i ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R und es gilt

o0
A€) = D axe’ ™, £e R
k=1

(b) Hat p eine Dichte, d.h. u(dz) = p(x)m(dz), so ist
A(e) = | < p(oym(ds) = pla).
Rd
Die wichtigsten Eigenschaften sind im néchsten Satz zusammengefasst.

Satz 4.12. Es sei ju ein endliches Maf auf R%. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.

(a) [A(E)] < p(RY) = i(0) fiir alle ¢ € RY,

(b) [ ist gleichmdssig stetig.

(c) @i ist positiv (semi-)definit.
Beweis. Ubung. O

Wir betrachten einige Beispiele.
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Beispiel 4.13.  (a) Benoulli Verteilung: pn = po1 + (1 — p)do. Dann ist

i) =pe + (1—p) =1+p(1—€%), (R

n
(b) Binomialverteilung: p = Y, (})p*(1 — p)"*6x. Dann ist
k=0

i) = (1 —p+pe)', EeR.

IQ
(¢) Standardnormalverteilung: Im eindimensionalen Fall sei u(dx) = (27r)_%e_7m(dx). Dann

15t
£
2

ﬁ(é‘):e* ) §ER

Fiir den d-dimansionalen Fall sei p(dx) = (2m)"2e~ 2. Dann gilt

(d) Normalverteilung im R™: Sei u eine Normalverteilung auf dem R™. Dann gibt es eine
m x d-Matriz A und be R™ mit = vo T, wo T(x) = Az + b und

||
2

v(dz) = (27) " 2e 2 m(da).

Damit folgt

e) = [ eoulde) = [ €T @n(dn)

Rm™ Rd
_ i f GIATET, () i€ BAE _ (iebe—3(E (A0

Rd

(e) Uniforme Verteilung: Sei p(dz) = 1(_q.q) (z)5=m(dz) mit a > 0. Dann ist

sin(&a)
ﬁ(&):{ w0 f70 cem

1, sonst

1_c
T c2+x?

i) = el ¢eRr.

(f) Cauchy Verteilung: Sei p(dz) = m(dx) mit ¢ > 0. Dann gilt

Der néchste Satz zeigt, dass die charakteristische Funktion das Maf} eindeutig festlegt.

Satz 4.14. Seien u,v zwei endliche Mafle auf R mit i = D. Dann gilt p = v.
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Beweis. Bs gilt u(R?) = fi(0) = 9(0) = v(RY). Ist u(RY) = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also
(R > 0. Definiere neue Mafle i/ := Wu sowie v/ = (1 V- Dann gilt 1/ = /. Es reicht

daher aus die Behauptung fiir Wahrscheinlichkeitsmafle zu beweisen.
Die kompakten Mengen bilden ein n-stabiles Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra B(RY).
Es geniigt also pu(K) = v(K) fiir alle kompakten Mengen K < R? zu zeigen. Sei K < R? kompakt

und
1, re K

1 —md(z,K), sonst
Dann gilt 0 < f,,, <1, fp, ist stetig und f,, \, 1 fiir m — oo. Wir zeigen

1
il

me Ydp(x me Jdv(z), meN. (4.3)

Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue v(K) = p(K). Allgemeiner zeigen wir (4.3) fiir alle
f:RY — R mit

e 0K fFLI.
o feC.(RY).
Sei € > 0 beliebig. Da f kompakten Tréger hat, konnen wir IV € N wihlen mit

{reRI| f(z) #0} c [-N,N]¢=: By

und p(B§) <e, v(B$) < e. NAch dem Weierstrafischen Approximationssatz (siehe [Wer(0] fur
den Beweis in einer Dimension) gibt es eine Funktion

m
_ Z et nl&G
J
i=1

mit cj e C, 638 € Zd, lgeloo < [ flleo und

sup |f(z) —g(z)] <e.

:EEBN

Es gilt mit f|p; =0 und u(By) <1

ju—%mist—%ww+juuwmm

< E,u(BN) + ngHooM(BN) (L +[floo)e-

Analog ldsst sich zeigen, dass

‘kf—%Mvs(L%VMk-

d
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Insgesamt erhalten wir

ffdu— dev < J(f—gs)du + fgedu— Jgsdv + f(gs—f)dv
a Ra a a

Rd d

<2+ Jggdufgsdy .
d R4

Die Behauptung folgt aus

J gedp =) ¢ f eV EDdu() = Y & J NG dy(x) = Jgsdu.
R =1 R?

Rd =1 Rd
O

Satz 4.15. [Jac01, Theorem 3.5.7] Eine Funktion g : R —s C ist genau dann die charakteri-
stische Funktion von einem endlichen Mafi i auf R, wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) g ist stetig.
(ii) g ist positiv (semi-)definit.

In diesem Fall ist g(0) = u(R?). Insbesondere ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafi genau dann,
wenn g(0) = 1.

Im Folgenden wollen wir weitere Eigenschaften von p aus der charakteristischen Funktion fi
ableiten.

Lemma 4.16. Fir jedes ¢ € L'(R?) n Cy(RY) gibt es eine Folge (0n)nen < LYRY) N Cy(RY)
mit $, € LY(RY) derart, dass pn(x) — @(x) fiir alle x € R?,

|z|?
Beweis. Sei p(z) = (47ra)_%e_ﬂ und

Dann gilt

Pa@)] < e j Pa(®)m(dy) = |l
Rd

Da po(y)m(dy) schwach gegen dy konvergiert, folgt ¢, (y) —> @(y) fir alpha — oo und alle
y € R, Ferner gilt $, = @ - Po. Da @ beschrinkt ist und p, € L' (R?) folgt die Behauptung. [

Satz 4.17. Es sei ju ein endliches Maf$ auf R, Es gelten die folgenden Aussagen.
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(a) Ist fi e LY(RY), so hat u eine Dichte 0 < p € Cy(R?), welche im Unendlichen verschwindet
und gegeben ist durch

p@)i= o | R mlde), e R (4.4)
Rd

(b) Ist fi e LY(R?) derart, dass fiir ein m > 1

[ 1emiatemag) < .
R

Dann hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m. In diese Fall gilt fir alle 0 < k < m
und alle 1 < j1,...,5, < d

o )k A ~
0z, -p-(-xa)xj - E2;;d f e - & A(E)mIdE).
Rd

(c) Ist
f 2™ u(d) < o0
R

fiir ein m > 1. Dann hat [i stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung m und es gilt fiir
alle0<k<mund1<j1,....5: <d

& fi(ai)

S S L I T P
0€j, - - 0, t f%l zj, e p(dw).

Beweis. (a) Fiir jedes ¢ € LY(R?) gilt ¢ - fi € LY(R?) und folglich

| e@itmian) = | [ o@endgmian = | penlde).

R4 Rd R4 R4

Man beachte, dass alle Integrale existieren und somit der Satz von Fubini anwendbar ist. Offen-
sichtlich definiert (4.4]) eine stetige, im Unendlich verschwindende Funktion p mit [p(x)| < |zl z:-
Wir erhalten fiir jedes ¢ € LY(R?) n Cy(R?) mit $ e £1(R?)

(2 j o (@)p(e)m(dz) = f (@) P(—2)m(dz) = jw—m)ﬁ(a:)m(dx)

R4 R4 Rd
_ f 2 (@)Ax)m(dz) = fﬂ—\-)u)u(dm — (2n)! f () (dz).
Rd ]Rd Rd
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Aus Lemma und dem Satz von Lebesgue folgt fiir alle ¢ € L1(R?) n Cy(R%)

| e@p@mids) = [ ean(ao).

R4 R4

Die Behauptung folgt aus C.(R?) = £L}(R?) n Cy(RY).

(b) Die Behauptung folgt aus der Darstellung und denselben Argumenten wir fiir Teil (c).
(c) Wir zeigen nur den Fall m = 1. Der allgemeine Fall folgt dann iiber Induktion. Sei e; der
Basisvektor im R? in Richtung j. Dann ist fiir h > 0

A€ + hej) — i) _ Je“&h%”—ei&'z _ f igc€" 1
R4 Rd

p(dz).

eiZjh_l

Es gilt “=— — ix; und nach Lemma (siehe Appendix) gibt es eine stetige Funktion O
mit |©1(x)| < 1 derart, dass e+ = 1 + iz;hO1(z;h). Daraus folgt

eizjh -1

T = i.%‘j@l(.l‘jh)

ix;h
und somit Lh_l‘ < |z;| fir alle b > 0. Dieses liefert eine integrierbare Majorante, also folgt

aus dem Satz von Lebesgue

ou )
gf(f) =1 J ;€% u(da).
R4
Die Ableitung ist stetig, ebenfalls aus dem Satz von Lebesgue. O

Bemerkung 4.18. Die Momente von p haben die Darstellung

N
zlkﬁfi'umé)ﬁjk = fmjl s xg p(da).
Rd
Fiir z € R? setze g, (y) := {x,y) = = - y.
Satz 4.19. (Satz von Cramer-Wald) Seien pi,, i € P(R?). Dann sind dquivalent:
(a) pn, —> w1 schwach fiir n — oo.
(b) pnog;t — pogy' schwach fir n — o und alle x € RY.

Beweis. (a) = (b): Folgt aus der Stetigkeit von g,.

(b) = (a): Die Familie {y, o g;' | n € N} ist nach Voraussetzung fiir jedes z € R relativ
kompakt und folglich straff. Seien e, ..., eq € R? die Einheitsvektoren und € > 0 beliebig. Dann
gibt es fiir jedes i = 1,...,d eine kompakte Menge K; < R mit

— g
(hnoge, )(KG) > 1= =, neN.
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Setze K := ﬂ 9e, L(K;). Es ist nicht schwer zu zeigen, dass K abgeschlossen und beschrinkt ist,
also kompakt Ferner gllt

d d
pin (K€) = pin (U(gel i) ) Z [ © go' )gd%;

i=1
und folglich ist {u, | n € N} straff. Nach dem Satz von Prokhorov ist die Folge auch relativ
kompakt. Sei (1, )nen eine konvergente Folge in {u,, | n € N} und sei p/ € P(R?) der Grenzwert.
Dann gilt auch p/, o g;' — ' o g7' schwach fiir alle z € R%. Da p/, o ;' eine Teilfolge von
pn 0 gy b ist, konvergiert p, o g7 ! gegen denselben Grenzwertwie p, 0g; ', d.h. pog;t = p'og;t
fir alle z € R%. Wegen

A(E) = [ e€mutde) = [ to gelat) = (©), ¢ e B
Rd R
folgt u = p’. Die Behauptung folgt aus Lemma O
Satz 4.20. (Levys Stetigkeitssatz) Seien (pin)nen Wahrscheinlichkeitsmafe auf R%. Dann gelten
die folgenden Aussagen.
(a) Ist j, —> p schwach, so gilt auch [, — i punktweise auf RY.
(b) Falls es eine in 0 stetige Funktion f : R — C gibt derart, dass fin,(€) — f(&) fir alle

¢ € RL. Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf R mit i = f und p, —
schwach.

Insbesondere gilt fiir jede Folge (fin)nen < P(RY) und p € P(R?)
i — 1 schuach <= fin(€) — A(E), VEe R

Beweis. (a) Klar, da x —> €’*® stetig und beschrinkt ist.
(b) Wir zeigen nur den Fall d = 1.

Schritt 1: {u, | n € N} ist straff.

Fiir alle a > 0 gilt

Es folgt
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Der Integrand ist nicht-negativ und es gilt

Daraus folgt

Mit g = % folgt

pn([=8,B]°) < (1 — fin(t))dt.

N | @
%m\w

f (1~ fn(t))dt =

Q|+
|

N

Nach Voraussetzung ist f stetig in 0 und f(0) = lim 7,(0) = 1. Also gibt es zue > 0 ein 5 > 0
n—a0

mit 5
€
1— )] < -, [t <=
1-fOI< 5 <
Dann ist , ,
2 ¢ B [ 54
~ € £
z _ - = _ <X _ =
lim 2 [ (= Aanar =5 [ fonae< 555 =3
und es existiert ein ng(e) = ng € N mit
2 2
B 5
5 [ a=aoa-5 [ - rena <5 0z
2 2 2
3 =

— |

Damit ist also % (1 — fin(t))dt < e fur alle n > ng, d.h.

™I

pn([=8,81°) < e, n > mny.
Fiir n < ng gibt es ein B, > 0 mit py([—Bn, Bn]¢) < €. Sei By := max{S3, B1,...,Bng—1}, S0 gilt

pn([—Bos Bol®) <e, n>1.

Schritt 2. Sei (fin, )ken eine Teilfolge von (pu,)nen. Dann ist {4y, | k € N} straff und damit nach
dem Satz von Prokhorov auch relativ kompakt. Folglich gibt es eine Teilfolge (Mnkl)leN welche
schwach gegen ' konvergiert. Damit folgt

1() = i fin,, (€) = 1(€), €€R

Die Behauptung folgt aus Lemma [3.13 O
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4.3 Charakteristische Funktion fiir Zufallsvariablen

Definition 4.21. Fiir eine Zufallsvariable X mit Werten in R? ist die charakteristische Funktion
definiert durch

ox(€) = E(e€X) =Po X-1(¢), ¢eR%

Korollar 4.22. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(a) Ist ox € LY(R?), so hat X eine Dichte p € Cy(R?), welche im Unendlichen verschwindet
und gegeben ist durch

) = g | ex(@mice)

Rd

(b) Ist ox € LY(RY) und gilt fiir ein m > 1
| emex(©lmag) < =,
R4

so hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und fir 0 <k <m, 1 < ji,..., 5 < d gilt

" —i)k ,
0, p(xﬁ)x] - 2273(1 Jgjl"'5jk6_zg'x90X(§)m(d§)-
Rd

(c) Es gebe ein m € N derart, dass
E(|X|™) < 0.
Dann hat px stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und es gilt fir alle 0 < k < m,
IL<ji,...,jk<d
*ox(€) _
0&jy -+ O&jy

Insbesondere gilt fiir die Momente von X die Darstellung

1 akgO)((O)
E(Xj, -+ Xj,) = oG, 06,

PE(X, - X, ).

Satz 4.23. Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in R:. Dann gilt

ox Oy (€) = pxiv(E), £eR

Beweis. Klar. O

Satz 4.24. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R sowie Y eine Zufallsvariable mit Werten

in R™. Seien ox, ¢y, p(xy) die dazugehdrigen charakteristischen Funktionen. Genau dann sind
X, Y unabhdingig, wenn

ex(&)ey (&) = pixy) (&, &), GeRY, &LeR™ (4.5)
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Beweis. Seien X,Y unabhiingig. Dann ist Po (X,Y) ! =Po X' ®@Po Y ! und folglich

Prxy)(61,€2) = f TP o (X,Y) T (d, dy)

R4 xR™

. J 1P o X1 (dx) f VP o Y (dy)
R? R™

= px (&) ey (&2).

Umgekehrt gelte (4.5)). Seien X', Y’ unabhéngige Zufallsvariablen mit charakteristischen Funk-
tionen px sowie py. Sei p(xsy) die charakteristische Funktion von (X', Y”). Dann gilt

ey (€1,62) = pxr (&) ey (§2) = px(§1)ey (§2) = vxy)(&1,62)
und folglich
Po(X,Y) '=Po(X,Y) !=PoX!'QPoY' !'=PoX '®@Poy L
O

Korollar 4.25. Sei X = (X1,..., Xq) eine R -wertige Zufallsvariable. Genau dann sind X1, ..., Xy
unabhdngig, wenn

ox(€) = ox, (&) ox, (), YE=(&,...,&) e RY

Bemerkung 4.26. Sei X eine R:-wertige Zufallsvariable, A eine m x d Matriz und b € R™.
Dann hatY := AX + b die charakteristische Funktion

oy (€) = ey (AL, £eR™

Beispiel 4.27. (a) Cauchy-Verteilung: Seien X,Y unabhdingig und Cauchy verteilt mit Para-
meter ¢ > 0, d.h. diese haben die Verteilung

Sei A€ (0,1). Dann gilt
Pax+a-ay (€) = ex (M) ey (1 = A)§) = e~ Melemel =Vl = =el,
Also ist AX + (1 — \)Y wieder Cauchy verteilt mit Parameter c.

(b) Seien X,Y unabhingig und normalverteilt, d.h. X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,0%) mit
wx, by € R und agoa% > 0. Dann ist

x4y (€) = ox (&)py (€) = eiuxf—aigewy&—o%% — ei(ux+uy)§—(a§(+ff%)§.

Also ist X +Y ~ N(ux + py, 0% + 0%).
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Als néchstes zeigen wir, dass die Kovarianzmatrix und der Erwartungswert die Normalver-
teilung eindeutig festlegen.

Satz 4.28. Fiir jedes b € R und jede positiv (semi-)definite, symmetrische Matriz ¥ gibt es
genau eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatriz 3.

Fiir den Existenzbeweis brauchen wir folgendes Lemma aus der Linearen Algebra.

Lemma 4.29. Sei ¥ eine symmetrische, positiv (semi-)definite reellwertige d x d-Matriz. Dann
gibt es eine reellwertige Matriz A mit ¥ = AA?.

Beweis. Jede symmetrische, reellwertige Matrix ist orthogonal diagonalisierbar. Es gibt daher
eine orthogonale Matrix S mit
SY.S8" = diag(A1, ..., Aq)

WO A1,...,A\q die Eigenwerte von ¥ bezeichnen. Da ¥ positiv (semi-)definit ist, sind die Eigen-
werte nicht-negativ. Definiere eine neue Matrix

D2 = diag(\/ M, -, V).
Dann gilt (D2)! = D2 und D2(D2)! = D. Sei A := SD25*. Dann gilt
AA! = SD2SH(SD3 S = SD2S!(S)!(D2)!S" = SDS! = ¥T = ..
0

Beweis. (Satz[4.28)) Ist pu eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix 3,
so gilt
A = €i<§7b>e—%<€725>, e R

Dieses zeigt die Eindeutigkeit. Fiir die Existenz wihle A mit ¥ = AA? und benutze die Definition

der Normalverteilung. O
Satz 4.30. Sei X = (X1,...,Xq4) eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert b €
R? und Kovarianzmatriz . Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Seia = (ai,...,aq) € R? und definiere

d
Y= apXy = {a, X).
k=1

Dann ist Y eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert {a,by und Varianz
{a,Xa).

(b) X; sind fir j = 1,...,d normalverteilt mit Erwartungswert b; und Varianz ¥;;.
(c) Sind die X; paarweise unkorreliert, so ist (Xi,..., Xq) unabhdngig.

Umgekehrt, seien X1, ..., X4 unabhingige, normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert
bj € R und Varianz O'JZ. Dann ist X = (X1,...,Xq) normalverteilt mit Erwartungswert b =

(b1,...,bq) € R un Kovarianzmatriz Xij = 5z‘j<7j2--

Beweis. (a) O
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5 Grenzwertsitze
5.1 Gesetze der grofien Zahlen
Sei (X )nen © L1 eine Folge von Zufallsvariablen, m,, := E(X,,), M,, := > my, die Erwartungs-

k=1
n
werte und Sy, := Y Xj.
k=1

Definition 5.1. Die Folge (X,,)nen erfillt das schwache Gesetz der groffen Zahlen, wenn

n—o0

1
lim P(n\Sn—ans) =0, Ye>0.

Die Folge X, erfillt das starke Gesetz der grofien Zahlen, wenn S";RM" —> 0 fast sicher.

Sehen wir jede Variable X, als ein Zufallsexperiment mit Ausgang X,, an, so ist %Sn der
Mittelwert der Ausgéinge der ersten n Experimente. Folglich ist %Mn der erwartete (determi-
nistische!) Mittelwert von %Sn. Das Gesetz der groflen Zahlen besagt, dass nach hinreichend
vielen Experimenten die Ausginge der Experimente sich im Mittel deterministisch Verhalten.

Satz 5.2. Seien X, € L% unkorreliert und es gelte var(X,) < C < o fiir alle n € N und eine
Konstante C > 0. Dann gilt

1

EE((Sn - Mn)Q) — 0, n— oo

Insbesondere gilt das schwache Gesetz der grofien Zahlen.
Beweis. Es gilt E(S,,) = My, und folglich

1 1

SE((Sn — M%) = o (S, — E(S)?) = ~var(Sh)
Aus der Tschebyscheff Ungleichung folgt
P(|Sy, — M| > en) < Eln E((Sy — My)?)
und somit die Behauptung. d

Im folgenden wollen wir zeigen, dass unter denselben Voraussetzungen bereits das starke
Gesetz der grofien Zahlen gilt.

Lemma 5.3. (stochastisch schnelle Konvergenz) Sei X,, eine Folge von Zufallsvariablen mit

Z (| Xk >€) <0, Ve>0.
k=1

Dann gilt P < lim X, = O) =
n—0o0

63



Beweis. Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma gilt

<hmsup{|X > s}) =P (ﬂ J (1% > s})

n>1k>n

Insbesondere gilt

1=P <<linmj£p{|Xn| > s})c> =P (U () {IXkl < 5}) :

n>1k>n

D.h. fiir fast alle w gibt es ein n(w) € N sodass fiir alle £ > n(w) gilt |Xx(w)| < e. O

Satz 5.4. Seien X, € L? paarweise unkorreliert mit var(X,,) < C < o fiir ein C > 0 und alle
n > 1. Dann gilt das starke Gesetz der grofien Zahlen.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall E(X,,) = 0. In diesem Fall ist M,, = 0.
Schritt 1. Aus der Tschebyscheff Ungleichung folgt

11 1 & C 1
2 2
P(|Sk2| Z ek ) S ?Fvar((SkZ) ) = gzllejz_jlvar(X]) S 572?
Insbesondere gilt
> C G 1
Z]P’(|Skz| > k%) < 2 Z = <% Ve > 0.
k=1 k=1
Nach Lemma [5.3| gibt es Ny € F mit P(N;) = 0 und
lim Sp2(w) =0, weQ\N;.
k—0o0
Schritt 2. Definiere eine neue Zufallsvariable
k‘2
D2 = X; X;
Fiir jedes € > 0 folgt aus der Tschebyscheff Ungleichung
Dia (k+1)2 1
k 2
P<k225>:IP U DX >k
I=k2+1 | |j=k2+1
(k+1)2 l 1 (k+1)2 l
2
SZ]P’ Zijak SWZVM ZXj
I=k2+1 j=k2+1 I=k2+1 j=k2+1
C (k+1)? C (k+1)?
2 2 2
<o 2 =R <5 )L ((k+1)P =R
I=k2+1 I=k2+1
(k+1)2
C 4C 9 9 8C
I=k2+1
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Nach Lemma [5.3| gibt es Na € F mit P(N2) = 0 und

. LhQ(W)
Jm =

= 0, aze&)\A&.

Schritt 3. Fiir n € N sei k = k(n) € Nmit k2 <n < (k+ 1)2. Dann gilt fiir alle w € Q\(N7 U Na)

Schritt 4. Fiir den allgemeinen Fall sei Y,, := X,, — E(X,,). Dann ist Y;, € £2 mit E(Y;,) = 0 und

L%Z@UX

)| < Sp2(w) + 2

1
n

var(Y,) = var(X,,) <C <o, neN.
Ferner gilt cov(Yy,Y,,) = cov(X,, X,,) und

n n
ZXk_ ZZYk~
k=1

k=1

Die Behauptung folgt aus Schritt 1 — 3. 0
Im folgenden wollen wir die Bedingung an die Momente
var(X,) <C <o, neN
weiter abschwéchen. Hierfiir brauchen wir das zweite Borel-Cantelli Lemma.

Lemma 5.5. (Borel-Cantelli Lemma 2) Sei (Ap)neny < F eine Folge unabhdngiger Mengen und

o0
es gelte Y, P(Ay) = 0. Dann gilt P(limsup 4,) =P [ () U 4| =1

n=1 n—00 n>1k>n

Beweis. Es gilt

P((limsup A,)° (U N Ak> = lim P (ﬂ Ag) .

n—m n>1k>n k>n
Folglich reicht es zu zeigen, dass P ( N Ag) = 0 fiir n > 1. Dieses folgt aus
k>n

0

0 © - 2 P(Ay)
k>n k=n

k=n k=n

Lemma 5.6. (Kolmogorov Ungleichung) Seien X,, € L2 unabhdingig. Dann gilt

1
P — M| > < = (X -
<1I£1]?<x |Sk k| 5> = kZlvar k) = = 5 var(Sy).
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Beweis. Betrachte die Ereignisse
Cy = { Z m;

7j=1
Dann gilt C, n C; = ¢ fiir k # j und C = |J C}, erfiillt
k=1

<eg, 1<i<k

k k
2 Xi—)m
j=1 j=1

P < max |S — M| > 5) =P(C).

1<k<n

Es gilt

-y (3 x- 3w

k k n
Die Zufallsvariablen 7, = 1¢, <Z Xi— ml> und 72 = >, X; — >, sind nach Voraus-
setzung unabhéngig. Es gilt folg
E(mmnz) = E(m)E(n2) = 0.
Damit erhalten wir

var(Sy,) > ZJ

k:1

k k 2 n
<2XZ 2m> dP > * ) P(Cy) = £°P(C).

i=1 i=1

Lemma 5.7. Es gilt



Beweis. Sei g € (0,1) und ng € N. Dann gilt

o] 0 qno
an:qnozqn nozl_q
n=ng n=ngo
Fiir ¢ = 1 und ng € N mi n(i) n(i) folgt
1= 1 0 n(2) (2) '8
1 = 47mo 4 In(i) 16 1
— < 47k = < —exp (—< —1)2111(2)) ==,
k§> 22k k;m 1-373 In(2) 3 12

Satz 5.8. (Erstes Kolmogorov Theorem) Seien X, € L2 unabhingig und es gelte

< Q0.

i var(Xp,)

n=1 n?
Dann gilt das starke Gesetz der grofien Zahlen.
Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass E(X,,) = 0 fiir alle
n € N gilt. Sei € > 0 und

B(e) {weQHN()eN' |Sn(w)| <mne, Yn> N(e)}

U ﬂ{|s | < ne}.

=1ln=N

Setze By(e) = { max  L[S,| > 8}. Die Kolmogorov Ungleichung impliziert

2k—1<n<2k
max > g2kl
2k—1<n<2k

ZX ZX

1
k—1
>e2 ><€222k 5 E var(X;).
—1

2k=1<n<2k N

P(B(e)) =P ( max

n

S

P| max
1<n<2k |

IA

Daraus folgt

o0 2k

o0
kz P(By(e)) < Z S Q;k ' Z:lvar
—1 i

Nach dem ersten Borel-Cantelli Lemma gibt es fiir fast alle w ein ko(w) € N mit

max  ~|Sa(w) <& k> ko(w).

2k—1<n<2k N
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Insbesondere gilt P(B(e)) = 1 fiir alle ¢ > 0. Also gilt auch P(B(m™!)) = 1 fiir alle m > 1 und

somit P [ () B(m™') | = 1. Fiir jedes we (| B(m™!) gibt es ein N(w,m) € N sodass fiir alle
m>1 m>1

n > N(w,m) gilt ]S, (w)| < L. O

Eine Folge von Zufallsvariablen (X)), heiit identisch verteilt, wenn Po X, ! = Po X 1 U fiir
alle n > 1 gilt. In diesem Fall setze m := E(X,,) = E(X;). Das starke Gesetz der groflen Zahlen
ist dquivalent zu

— Z Xy —m, n— ©
k 1
fast sicher. Wollen wir die Integrabilitit noch weiter abschwiichen, z.B. X,, € £!, so miissen wir
annehmen dass die Folge X,, identisch verteilt ist.

Satz 5.9. (Zweites Kolmogorov Theorem, [KS07]) Seien X, € L' unabhingig und identisch
verteilt. Dann gilt das starke Gesetz der grofSen Zahlen.

Satz 5.10. (Satz von Etemadi, 1981, [Ete81]) Seien X,, € L' paarweise unabhingig und iden-
tisch verteilt. Dann gilt das starke Gesetz der groffen Zahlen.

5.2 Zentraler Grenzwertsatz

Sei X,, € £? eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen mit Erwartungswert my := E Xk)
n

n
und Varianz o7 := var(X;). Definiere S,, := Y. X;, M, Z m; und D2 := var(S,) = Z
i=1 i=1 i1

Definition 5.11. (Lindeberg Bedingung) Die Folge (X, )nen < L2 erfiillt die Lindeberg Bedin-
gung, wenn fir jedes € > 0 gilt

)2 dP =
nh—{%OD Z J (Xi —m;)“dP = 0.

i=1 | X;—m;|>eDn,

Man beachte, ist D,, = 0 fiir alle n € N, so ist X,, = 0 fast sicher fiir alle n € N. Um diesen
Fall auszuschliefien, kénnen wir annehmen, dass D,, > 0 fiir hinreichend grofle n € N gilt. Wir
werden spéiter, unter geeigneten Bedingungen, zeigen dass D,, — oo gilt. Vorher brauchen wir
jedoch das néchste Lemma.

Lemma 5.12. Sei In die Fortsetzung des natiirlichen Logarithmus auf das Gebiet

1
G = {1+Z€(C \ |z|<4},
d.h. es gilt
N B2 1
In(1+2) = Y (-DF 1 2] < 5.
k=1
Dann gibt es eine stetige Funktion © : {z€ C | |2| < $} — C mit |0(z)| < 1 und

1

In(1+2) = 2+ 0(2)|2], |z] < T
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Beweis. Fiir z = 0 ist nichts zu zeigen. Wir betrachten 0 < |z| < 1. Dann gilt

0 00 -2 .2

k
]C k z z
1+Z Z +1 Z+|Z|2 E (_1) +17w.
k=1 k=2

w —
Setze ©(z) := )] (—1)k+1zkk : % Wir zeigen, dass die Reihe absolut konvergiert
k=2

k+1z
k zP

l\.’)\'—‘

>

k=2

O]

Satz 5.13. (zentraler Grenzwertsatz) Sei X,, € L? eine Folge von unabhingigen Zufallsvaria-
blen und es gelte die Lindeberg Bedingung. Dann konvergiert S; := 5”573/[" schwach gegen die
Normalverteilung N'(0,1) auf R.

Fiir den Beweis koénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass m; = 0.
Anderseits definiere Y; := X; — m;. Flir diese Zufallsvariablen ist die Lindeberg Bedingung
immernoch erfiillt. Im Beweis zeigen wir die schwache Konvergenz mittels Konvergenz der cha-
rakteristischen Funktionen. Sei ¢,, die charakteristische Funktion von X,,. Das néchste Lemma
liefert hierfiir eine geeignete Restgliedabschéitzung.

Lemma 5.14. Es gibt Zahlen aén) derart, dass firl <k <mn gilt
¢ £, 4
S ) o1
ok <Dn oDz ¢

sowtie

71121302\@ 6| =0, VéeR.

Beweis. Es gibt stetige Funktionen 01,02 mit |O;(x)|, |O2(x)| < 1 sowie

z=1+iaz+@1(§)x,

2 3

.z Og(x)x

T _ 1 Ty T
+ 1T 5 + 6
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fiir alle x € R. Aus diesen Entwicklungen erhalten wir

Pk <D£n> = Je"Dande
Q

_ f (1 B @1(X’“)(§X’“)2> dP

D, 2D%
| Xk|>eDy
i§ £ o, O2(Xp)(EXk)?
1+ =X — X dP
+ j + D, k QD% P GD%
|Xk:|<5Dn
gop &
B 2D121 QD% (1 + el(Xk))Xde+ 6D3 ©9 Xk)Xkd]P’
| Xk|>eDn | Xk|<eDy,
Definiere
o = (1+©1(X) X7 (X)X PdP.
k’ T 2D% 1 k k 6D3 2 k k
|X}€‘25Dn |Xk‘<EDn

n
Betrachten wir }| \algn)] so erhalten wir fiir den ersten Term aus der Lindeberg Bedingung
k=1

f (1+ (01X XEaP < 5

|Xk:|25Dn

i f X2dP — 0, n — oo

2
2D =
|Xk|>6Dn

" k=1

Fiir den zweiten Term erhalten wir

\513 J 3 \§I3 N f !§\3 o o cléf
O (Xp) || X [?dP < eD,| X1|2dP < = —.

|Xk|<€Dn |Xk|<EDn
Da ¢ beliebig war, kann dieser Term beliebig klein gemacht werden.

Eine weitere wichtige Ungleichung ist im néchsten Lemma formuliert.

Lemma 5.15. Es gilt

2
Oy

lim max —% = 0. (5.1)

n—w 1<k<n D2

Beweis. Fiir jedes € > 0 gilt

1
X pr S maX J X,deF’JrlI%ll?anD—% f XZdP.

|Xk|>5D7L |Xk|S5Dn
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Der erste Term konvergiert fiir n — oo wegen der Lindeberg Bedingung gegen 0. Fiir den zweiten
Term gilt

— <
wxp | Xese
‘Xk‘<6Dn
Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O

Kommen wir zum Beweis vom zentralen Grenzwertsatz.

Beweis. (Satz|[5.13)) Es reicht zu zeigen, dass

2

or(6) — e T, EeR,

Fixiere £ € R. Dann gilt

-5 S A n
¢r,(€) = E(¢*™) =E (6 e ) =L (lgn) .

In (¢, (€)) = anln (‘pi <l§n>)

=1

gln <% <l§n>> _’_522’ no o (5.2)

2.2
fO’k

— 5D +a,(€n) (siehe (5.1). Daraus

Daraus folgt

und somit reicht es

zu zeigen. Fiir hinreichend grofie n € N ist |2 ,| < % fir zp, =

folgt
N 3 N o,
kzzjlln <<pk <Dn>> = ]; In (1 — 202 + a,

= 2DQZU’“+ZG +Z®n 2D2 +a{™
2
~ =S Nl s Y ena St o

mit Ok, n = O(z,,), |Okn| < 1. Es reicht daher zu zeigen, dass der letzte Term gegen Null

konvergiert. Es gilt
n 2 2 n 2.2
§o &g 0
< — .
2, 19kl < (S50 + 1 1) 2 (5pe + e

€0

(n)
2D2 +ak
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Die Summe ist wegen

k
5 Bt
offensichtlich beschriankt. Der erste Faktor konvergiert gegen Null, welches die Behauptung zeigt.
O

Bemerkung 5.16. Sei K < R kompakt. Dann gilt mit denselben Notationen wie im letzten
Beweis

= 0.

lim sup
N0 e K

P (5) —e 2

Der Beweis ist Ubung.

Korollar 5.17. Sei X,, € £L? ein Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen

mit m := E(X1) und 0 < 02 := var(Xy). Dann konvergiert S:L/%:;” schwach gegen die Normal-

verteilung.
Beweis. Da alle X, die gleiche Verteilung haben folgt 012 = 07 und somit D,, = Vno?. Ebenso
gilt M,, = mn und
J (Xp — my)2dP = f (X1 — my)2dP.
| Xx—my|>eDy, | X1—ma|

Die Lindeberg Bedingung folgt daher aus

1 ¢ 2 1 2
Dz & J (X — ) dP = —5 f (X1 —mq)*dP
| Xk —my|>eDn | X1—m1|>eVo2n
und dem Satz von Lebesgue wegen X1 —mq € L. O

Definition 5.18. (Lyapunov Bedingung) Eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen X, € L2
erfillt die Lyapunov Bedingung, wenn es ein 6 > 0 gibt derart, dass

248y _
lim. D2+5 Z (| Xk —mg[*™°) = 0.

Korollar 5.19. (zentraler Grenzwertsatz, Lyapunov Bedingung) Sei X, € L2 eine Folge un-

. . . . i’ . Sy — My,
abhdngiger Zufallsvariablen, welche die Lyapunov Bedingung erfiillen. Dann konvergiert D
schwach gegen die Normalverteilung N(0,1).
Beweis. Sei € > 0 und § > 0 gegeben durch die Lyapunov Bedingung. Dann gilt
1 1
— Xy — mp)?dP < ———— X, —my)*T0dP
R S ey S It
| X —my|>eDyp | Xk —my|>eDy,
s B(1 X — my[*)
— D2+5 :
Folglich gilt die Lindeberg Bedingung. O
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Satz 5.20. (Lindeberg-Feller, [KS07]) Sei X, € L* eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen

mat
2

o
lim max =% = 0.
n—ow 1<i<n D2

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

e Die Folge X, erfillt die Lindeberg Bedingung.

e Die Folge % konvergiert schwach gegen die Normalverteilung N(0,1).
5.3 Weitere Grenzwertsitze
Sei p(x) > 0 eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Wir schreiben
p(x) ~ q(z), || — o
falls es ein R > 0 und eine beschrankte Funktion g gibt mit g(z) — 0 fiir || — o0 und
p(z) = q(z)(1 +g(x)), |z| = R.

Lemma 5.21. Sei p eine Wahrscheinlichkeitsdichte mit p(x) = p(—x),

C
p(z) ~ [z]erT || — 0

und 0 < a < 2, ¢ > 0. Sei ¢ die charakteristische Funktion von p. Dann gilt
e(§) =1 —algl* +o(¢]%), &—0. (5.3)

Die Behauptung besagt, dass es eine Konstante ¢; gibt derart, dass

p(€) —1+cilg]”
[l

— 0, £€—-0.

Aquivalent, es gibt eine Funktion A mit % —> 0 fiir £ — 0 und es gilt

p(&) = 1+ c1fg]* + (&)

fiir alle hinreichend kleinen & € R. Wegen

o(—6) = f p(x)e € m(dz) = f p(—2)em(dz) = o(€)

R R

reicht es die Asymptotik nur fiir positive £ zu betrachten. Im folgenden schreiben wir der ein-
fachhalber Lebesgue Integrale wie gewthnliche Riemann Integrale.

73



Beweis. Sei R > 0 derart, dass
c
p(z) = W(l +g(x)), |z| >R

fiir eine beschrénkte Funktion g mit g(x) — 0 fiir |x| — 0. Der einfachhalber betrachten wir
¢>0.Fiir 0 < ¢ < 4 gilt

_é -R R % o
w(§) = J p(x)e®dr + | p(z)e®dr + J p(z)e*dx + Jp(x)eif”"dx + Jp(w)eifxdx
—© _1 -R R 1
€ €
= 11 (&) + 12(§) + I3(£) + 14(&) + I5(8).
R
Fiir I3 sehen wir, dass I3 beliebig oft stetig differenzierbar ist mit I3(0) = { p(z)dz und wegen
—R
p(x) = p(—x) ist auch
R
I5(0) = f p(z)izdr = 0.
“R
Daraus folgt
R
B() = 15(0) + 15(0)¢ + O() = | p(a)dz + OE), € 0.
“R
Da fiir jede Funktion h € O(£2) bereits h € o(|¢|¥) gilt, folgt
R
B(©) = [ pado+ollg), ¢ 0,
-R
Fiir I; erhalten wir mit y := £z und dy = &dx
1 1
% B -1 y
1+g(¥
. 1 . g .
L(§) = f p(x)e®dr = J el +g(z)) ‘ Ta%r(f:))elgxd:c = & J T |a£f) edy
T Yy

—00

8

8

-1 eiy -1 6iyg (%)
— (67 «
=cf J ’y‘ade—l—cf J 7|y]a+1 dy.

—00 —00

Da g beschrénkt ist und g (%) — 0 fiir £ — 0, folgt mit dem Satz von Lebesgue
-1 )
(0% ezy (e
1) =€ | vy + oflel).
—Q0
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Analog erhalten wir

0 0 1
€T +g eieT «
= fp(a;)e 52 f \a:|°‘+1 LTy = cf

[y,

_C§QJ| ‘aﬂdy*‘cfafw y_Cfaf| ‘aﬂdy‘f‘o(’f‘ )-

1o (t)
1y
|y’oc+1 € dy

Fiir die letzten zwei Terme erhalten wir aus p(x) = p(—z)

Der dritte Term liefert

-R -R 3 -R —1 y
(1 + 9(2)) L lre(y)
p(z)dz = f p(x)dx — f de = | p(z)dz —c€ Wdy
_1 —a0 —00 —0 —00
£
—R —1 1
= | pladdn—cer | —ray+olier).
—a0 —o0
Fiir den vierten Term erhalten wir analog
1
( i (1+ i 7 1
c g o (e
| ooz - j e j 2 = [parde - [ i+ o€l
R R 1

M=

Fiir den ersten Term benutzen wir e?¥ — 1 — iy = @1T(y)yz mit |01(y)| < 1. Weiterhin ist « — 1 €
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(—1,1) und somit ist Slla(z_/% auf [—1, 0] integrierbar. Daraus folgt

" ‘ R (%) .
p(z)(e% — 1 —itx)dr = £ J ||fﬂ(e’y —1—dy)dy
Y

s

JEfHNQ

e O1(y)lyl*dy

2
0 y o 9 Y

0
cgo‘J(%
=5 dy + o
2_1 1% (1€1%).-

Analog zeigen wir

T ——mi=

() (€57 — 1 — i)z = ﬁf‘w” of€[").
0

Setze

( L fei) . 1 (e
co 1 1y 1 1y
2f TEoe 2! et f ylo1

1
Dann gilt wegen S p(x)m(dx) =

(&) = 1+ 1§ + o([€]Y).

Lemma 5.22. Sei (z,,)nen eine Folge reeller Zahlen mit x,, —> x fiir n — o0. Dann gilt
n
lim (1 + x—n) = e”.

n—oo n

Beweis. Sei A > 0 mit |x,[, |z] < A fiir alle n € N. Wegen
T\ "
+ ’(1 + —) —e”

(e ) el ) - ()
n n n n

reicht es zu zeigen, dass der erste Term auf der rechten Seite gegen Null konvergiert. Das Letztere

folgt aus
<) e D ()T ()

(-0




Satz 5.23. Sei X,, eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen mit Verteilung
Po X, ' (dz) = p(x)dz, neN.

Es gelte p(x) = p(—x) und fir einc>0,0 < a <2

c
p(x) ~ W? |z| — o0.

Setze Sy, := Xi. Dann gilt

1

st

3
o™

PoS,' —v, n—owo
schwach und die Verteilung v ist bestimmt durch die charakteristische Funktion 1)(§) = e—clél”

Beweis. Es sei (&) = { e“"p(z)m(dz). Dann gilt wegen Unabhéingigkeit
R

- ()

Fiir jedes £ € R gibt nach es (5.3)) eine Folge a,,(§) mit na,(§) — 0 fiir n — oo derart, dass

. <5> - Al e,

na n

(P(G5)) = (- reo)

- (s ey

n

Wir erhalten somit

Wegen Lemma mit ©, := na,(§) — c1[¢]* — —a1|€]* =: x gilt

E(e®%) — e~lél" | p — o0,

Die Behauptung folgt somit aus Levys Stetigkeitssatz. O
Bemerkung 5.24. (a) Sei X,, € L? eine Folge unabhingig, identisch verteilter Zufallsvaria-
blen mit E(X1) = 0 und E(X?) = 1. Sei M,, := max{%, e p(—knl} Dann gilt

]P’(Mngt):IP<|X\/%‘§t, k—l,...,n) —ﬁ}P’<|X\/%|§t> =P(|X;] < +/nt)"™.
k=1
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(b)

Weiterhin erhalten wir

P(Xy| > v/nt) = f 1o P o X7 (dy)
R

2
y _
< fﬂ|y>\/ﬁtnt2P o X1 (dy)
R
On(t)

n

1 _
= s} f ?JQPOX1 l(dy) =
ly|>~/nt

mit O, (t) — 0 fir alle t > 0. Daraus folgt

P(M, <t) =P(|X1]| < v/nt)" = (1 = P(|X1] > vnt))"
> (1 — @"(t)>n — 1, n— .

n

Also gilt liHC}O P(M,, <t)=1 fir allet > 0 und somit

PoM, ! — 8, n—oo

schwach.
Konsequenz: Der wesentliche Beitrag im zentralen Grenzwertsatz kommt von der Summe
und nicht von dem mazimalen Summanden.

Sei X, wie in Satz . Fiir t > 0 gilt dann

P ( max | Xg| > tn;> =1-P ( max | Xg| < tn;>
1<k<n 1<k<n

—1- (P (|X1| < tni)>"
—1- (1P (13 > mé>)"

Ferner gilt fir hinreichend grofie n € N

1 c 2c
Pl zmd)~ | () =

aton’

1
|z|>tna

Daher gilt

2 " c
limIP(maX]XMZtn;):lim <1—<1— c>>—1—e;ta>0.
n—00 1<k<n n—00 at®n

Konsequenz: Der meximale Term hat in diesem Fall einen Einfluss auf die Konvergenz
in Satz[5.23.
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Definition 5.25. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl p(dx) auf R heifit Poissonverteilt, wenn es ein
A >0 gibt mit
)\k
M({k}) = ﬁ€_>¥ ]{7:0317"'7

[ee}
dhp=e*> ’,\C—T(Sk. FEine Zufallsvariable X heifit Poissonverteilt, wenn ihre Verteilung PoX !
k_

Poissonfuerteilg 1st.

Sei n € N. Wir betrachten n unabhingige Miinzwiirfe, wo 1 fiir Kopf und 0 fiir Zahl steht.
Ein Ausgang ist daher ein n-Tupel w = (w1, ...,wy,) € {0,1}". Wir wihlen
Q, ={w=(w1,...,wy) €{0,1}"}

mit F = 28 und

i Wk S (1—wg)
Pl = gt (1= pya M weqn

Hier ist p, € [0,1] die Wahrscheinlichkeit bei einem der Miinzwiirfe Kopf zu werfen. Demnach
ist 1 — p, die Wahrscheinlichkeit Zahl zu werfen.

Satz 5.26. (Poissonscher Grenzwertsatz) Sei p, € [0,1] mt np, —> X fiir ein X\ > 0. Dann gilt
nh_{%olf”n wEQn|z;wj=k zﬁe , keNg.
j=

Beweis. Sei k € Ny fest. Wegen np, —> A folgt p, — 0. Wir kénnen daher annehmen, dass
pn < 1 gilt. Die Anzahl der Elemente in

Ap = {weQn| ijzk:}
j=1

ist gleichbedeutend mit der Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.
Diese hat demnach (Z) Elemente. Fiir jedes w € Ay gilt

Pp({w}) = pﬁ(l - pn)n_k

und somit
n _ nn—1)---(n—k+1) npp\ "k
Pala) = ()b =t - . ph (1- ey
Wegen (1 — %)k — 1 fiir n — oo folgt
n \ T
o pyneh Jm 05T
lim <1 - —) = s=e
n— 0o n lim (1 _ npn)
n—00 n
Weiterhin gilt
lim n(n —1)---(n—k+ 1)pF = lim (np,)*F = \*.
n—aoo n—oo
Daraus folgt die Behauptung. O
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Korollar 5.27. Sei X,, eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen mit

P(X,=1)=p, PX,=0=1-p,, neN

n

fir eine Folge py, € [0,1] mit np, — A > 0. Sei S, = >, X;. Dann gilt

Jj=1

PLIEN
P(Sp = k) — Tre, kel

Die Verteilung von Sy, konvergiert also gegen die Poissonverteilung.
Zum Schluflbetrachten wir ein Beispiel aus der Thermodynamik.

Beispiel 5.28. FEs sei Vg < R3 eine Box mit Kantenlinge R > 0 und uniformer Verteilung
%m(dm) auf Vr. Dann beschreibt x € Vi die Position eines einzelnen Atoms. Wir betrachten
ein ideales Gas aus n(R) € N Atomen welche nicht miteinander wechselwirken, d.h. unabhdngig

voneinander sind. Die Positionen der Atome seien x1,...,2,r) € Vr. Der gemeinsame Zu-
standsraum ist € 1= VE(R) und wir nehmen an dass alle Atome uniform verteilt sind, d.h.
1
P= ®n(R)
( R3)n(R)m

Ist U ¢ Vi eine weitere Box, so bezeichnet

n(R)
XU(:Bla v 7mn(R)) = Z ]]_U(I'k;)
k=1

die Anzahl der Atome in U. Im thermodynamischen Limes betrachten wir den Grenzfall R — oo
mit n(R) — oo geeignet gewdhlt. Ziel ist es die Verteilung von Xy in diesem Limes zu bestim-
men. Dieses kann als Verteilung von sehr vielen Atomen in einem grofien Volumen interpretiert
werden.

Die Wahrscheinlichkeit 1 Atom in U zu finden ist gegeben durch P(Xy = 1) = % =: pp(R).
Es gilt

n(R)m(U) n(R)
”(R)pn(R) = T RS =m(U) RS
Wir betrachten die Annahme
n(R) i
R3 - P — 0.
In diesem Fall sei A = pm(U). Der Poissonsche Grenzwertsatz zeigt
A
I%E%OP(XUZk‘) = H@ s k‘ENo.

Der Wert p > 0 kann als Dichte des Gases interpretiert werden. Damit sit X die mittlere Anzahl
der Atome in dem Gebiet U.
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6 Grundlagen stochastischer Prozesse

Sei (E, &) ein messbarer Raum.

Definition 6.1. Sei T eine Indexmenge. Fin stochastischer Prozess ist eine Familie von Zu-
fallsvariablen X := (X3)wer mit Werten in E.

(a) Fir T =17 oder T =7 heist X (diskreter) stochastischer Prozess.

(b) Ist T ein Intervall [a,b] € R oder T =R oder T = R, so heifit X (Zeit kontinuierlicher)
stochastischer Prozess.

(c) Ist T ein mehrdimensionaler Raum, so heifst X auch zufdlliges Feld (random field).

Fiir jedes w € Q heifft t —> Xy (w) Trajektorie/ Realisierung bzw. Pfad von X.

6.1 Konstruktion stochastischer Prozesse

Sei E ein metrischer Raum und € := KNZ(T, E) der Pfadraum, d.h. die Menge aller Abbildungen
&:T — E.FirkeN, t1,...,t € T und A € B(E¥) heifit

cmwnijy:{weﬁ|@@m”wwmmeA}
Zylindermenge mit Basis A. Dann ist
Bt1,...,tk = {C(th s 7tk7 A) ‘ A€ B(Ek)}

cine o-Algebra auf (). Es sei B(T, E) := ¢ Bty | t1,-..,tg € T, k € N) die kleinste o-Algebra

~

welche alle By, 4, enthélt. Dann ist (Q(7, E), B(T, E))) ein messbarer Raum.

-----

Lemma 6.2. Es sei X = (X;)wer ein stochastischer Prozess. Die Abbildung
Ix :Q— QT,E), w—> (t— X;(w))
ist messbar.

Beweis. Sei ke N, Ae B(E¥) und t1,...,tx € T. Dann ist w — (X4, (W), ..., Xy, (w)) messbar.
Folglich gilt

IOty .t A) = {we Q| Ix(w) e Oty ..., ty; A)}
={we | (Xy(w),..., Xy, (w)) e A} e F.

O]

Definition 6.3. Sei X = (Xy)wer ein stochastischer Prozess. Dann heifit IP’OI)_(l Verteilung von
(Xt)ter. Die Wahrscheinlichkeitsmafie Po (Xy,, ..., Xy,) ™! auf Ef mitkeNundty,... treT
heissen endlichdimensionale Verteilungen von X.

Lemma 6.4. Seien (Xy)wer und (Yy)wer zwei stochastische Prozesse. Dann sind dquivalent:

81



(a) X undY haben diesselbe Verteilung.
(b) X undY haben diesselben endlichdimensionalen Verteilungen.
Beweis. (a) = (b) : Sei ke N, t1,...,t, € T und A € B(E¥). Dann gilt
Po(Xty,..., Xs,) HA) =P({we Q| (X W), ..., X, (w)) € A})
= Po I (O(t1,... 11 A)) = (Po I ) (C(t, . . ., tr; A))
=Po (Viy,....Y,) ' (A).
b) = (a) : Obige Rechnung zeigt dass Pol ! und Poly ! auf allen Zylindermengen iibereinstimmen.
X Y

Da diese einen n-stabilen Erzeuger bilden, folgt die Behauptung. O

~

Satz 6.5. Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (AT, E),B(T, E)). Definiere
X(@):=a), teE, HeQT,E). (6.1)

~

Dann ist (Xy)er ein stochastischer Prozess auf (QUT, E), B(T, E), u) mit Verteilung p.

Beweis. Fiir den ersten Teil reicht es zu zeigen, dass X; messbar ist fiir jedes t € T. Sei t € T
fest und A € B(E). Dann gilt

X (@) € A}

5 e T, E)
Q &(t) e Ay = C(t; A) € B(T, E).

T,E
(T, E)

Fiir den zweiten Teil betrachten wir k € N, t1,...,t; € T und A € B(E¥). Dann gilt

po IgH(C(th, .. iy A)) = ({a e UT,E) | (Xe,(@), ..., Xy, (&) € A})
—u ({a e T, E) | (B5(th),...,0(t)) € A})
=pu(Cltr, ..., tk; A))
und somit p o I)_(1 = L. O

Die Darstellung heiflt kanonische Darstellung eines stochastischen Prozesses. Insbeson-
dere ist ein stochastischer Prozess eindeutig durch seine Verteilung festgelegt. Wir haben gesehen,
dass eine solche Verteilung eindeutig durch die endlichdimensionalen Verteilungen charakterisiert
ist. Im folgenden wollen wir untersuchen, wann eine Familie von endlichdimensionalen Vertei-
lungen ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (NZ(T, E) festlegt, und damit einen stochastischen Prozess
liefert.

Definition 6.6. Sei {P;, ; € P(E¥) | ke N, t,...,tx € T} eine Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaflen. Diese Familie heif$t konsisten, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt.

(a) Fir jedes k € N, jede Permutation m von k-Elementen und jedes A = Ay x Ay € B(E¥) gilt
]P)tl,...,tk (A) = Pﬁ(tl,.‘.,tk)(A’ﬂj X oo X Aﬂk)7

wo w(ty, ... tk) = (T1,..., k).
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(b) Fiir alle t1, ...ty txr1 und alle A e A(E®) gilt
]P)t17---7tk (A) = Pt17---7tk+1(A X E)

Seien t1,...,tx € T mit k € N gegeben. Definiere die Projektion
Driy it T E) — B, pry, 0, (B) = @(0)....5(0).
Satz 6.7. (Kolmogorov’s Erweiterungssatz) Sei E ein Polnischer Raum.
(a) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (T, E), B(T, E)). Dann definiert
Py, (A) i=Popr' , (A), ti,....tyeT, keN, AeB(EF) (6.2)
eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen.

(b) Sei {Py, . 1, € P(E¥) | keN, t,...,t, € T} eine konsistente Familie von Wahrschein-
lichkeitsmafen. Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (T, E), B(T, E))
mit (6.2).

Beispiel 6.8. (Unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariablen) Sei T = Zy und E = R. Wihle
ein Wahrscheinlichkeitsmafl p auf R. Sei die Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen Py, . ¢,
gegeben durch

Pryoan(A) = [ [ 1(4;), A=A x--- x A, € BR™).
j=1

Dann ist {Py, .1, | t1,...,tn € Zy, n e N} eine konsistente Familie. Es sei P das eindeutig be-
stimmte Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf SN)(ZJH]R) mit endlichdimensionalen Verteilungen Py, 4, .
Jedes W e Q(ZJH]R) ist eine Folge (Wp)neny < R. Der dazugehorige Prozess in der kanonischen
Darstellung ist gegeben durch

Xn(@) =@, neZls.
Dann ist (Xp)nez, eine Folge von unabhingig, identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werten
in R.

Beispiel 6.9. (Gaufi-Prozesse) Ein stochastischer Prozess X = (Xi)i>0 heifst Gaufi-Prozess,
falls fiir alle t1,...,t, >0 die endlichdimensionalen Verteilungen Po (X, ..., Xy, )"t Normal-
verteilt sind. Wie wir bereits gesehen haben, ist die Normalverteilung eindeutig festgelegt durch
den Erwartungswert m(t;) = E(X3,) und die Konvarianzmatriz B mit Eintrigen

B(ti, t;) = E (X4, — m(t:))( Xy, — m(t;))) .

Die endlich-dimensionalen Verteilungen sind also festgelegt duch eine Funktion m(t) und eine
symmetrische Funktion B(t,s) derart, dass fir alle t1,...,t, > 0 die Matriz (B(ti,t;))ij=1,..n
positiv semi-definit ist.

Umgekehrt gibt es zu je zwei Funktionen m(t), B(t,s) mit obigen Eigenschaften genau einen
Gauf3—Prozess (Xi)i>0. Wihlen wir speziell B(t,s) = min{s,t} und m(t) = 0, so heifit der
dazugehorige Gauf—Prozess auch Brownsche Bewegung. Diese wird hdufig auch mit (Wi)e>o
bezeichnet.
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Satz 6.10. Sei (W;)i>0 ein stochastischer Prozess mit Werten in R. Genau dann ist (W)i>0
eine Brownsche Bewegung, wenn die folgenden Figenschaften gelten.

(a) Es gilt Wy = 0 fast sicher.

(b) Fir alle 0 < s <t ist Wy — Wy normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz t — s.

(c¢) Die Zufallsvariablen Wiy, Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, | sind fiir jedes k > 1 und alle 0 =
to <t; < --- <t unabhdngig.

Beweis. Es sei (W;);>0 eine Brownsche Bewegung. Dann gilt E(W§) = min{0, 0} = 0 und somit
Wpy = 0 fast sicher. Seien 0 < s < ¢. Dann ist (W, W) normalverteilt und somit ist auch W, — W
normalverteilt. Daraus folgt

E(W; — Wy)? = E(W2) — 2E(W: W) + E(W2) = min{t,t} — 2min{t, s} + min{s, s} =t — s.

Sei k> 1und 0 =ty <t; < --- <t Dann ist (Wy,,..., W, ) normalverteilt. Also ist auch
(Wi, Wi, =Wy, ..., Wy, —W,, ) normalverteilt. Also reicht es zu zeigen, dass die Komponenten
unkorreliert sind. Sei 1 < i < j < k, dann gilt

E((Wtz - Wti—l)(Wtj - Wtj—l)) = E(Wtth]’) - E(Wtthj—l) - E(Wti—lwtj> + E(Wti—lwtj—l)
= min{ti, tj} — min{ti, tjfl} — min{tifl, tj} + min{tz;l, t];l}
= tj — t];l — tj + L‘jfl = 0.

Umgekehrt gelten die Eigenschaften (a),(b),(c). Dann ist (Wy,, Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, ) nor-
malverteilt und die einzelnen Komponenten sind unabhéngig. Es gibt eine invertierbare Matrix
A derart, dass

(Wig, Wiy oo s Wi ) = AWy, Wiy — Wiy oo, Wey, — Wi, )E

Folglich ist auch (Wy,, Wy, , ..., W;, ) normalverteilt. Es gilt m(t) = E(Wy) = E(Wy — W) =0
und fiir 0 <s <t

B(t,s) = E(W;W,) = E(W; — W) (W, — Wo)) + E(Ws — Wp)?) = E(W2) = s.
O

Sei B(Z,,R) die kleinste o-Algebra erzeugt urch die Zylindermengen mit 7' = Z, und E = R.
Ferner sei B(R4,R) die kleinste o-Algebra erzeugt durch die Zylindermengen mit 7" = R, und
E =R.

Satz 6.11. Genau dann ist A € B(R4,R), wenn es eine Folge (ty)neny < Ry und ein B €
B(Z,R) gibt mit
A= {a e UZ,,R) | (B(t),8(ta),...) € B}.
Korollar 6.12. Sei E =R, T =R, und C > 0. Dann sind
{a e QRL,R) | [Bt)| <C, te R+}

und {& € QR ,R) | & ist stetig } keine Elemente von B(R,,R). Weiterhin ist

Q(R4,R) x Ry 3 (@,8) — &(t)

nicht messbar.
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6.2 Eigenschaften stochastischer Prozesse

Definition 6.13. FEin stochastischer Prozess (Xi)wer heifst messbar, wenn
(w, 1) — Xy(w)

messbar ist beziiglich F @ B(T) — —B(E).
Sei X 1= (X¢)e>0 ein zeitkontinuierlicher stochastischer Prozess.

o X ist linksstetig, falls t — Xy fast sicher linksstetig ist.
o X ist rechisstetig, falls t — X, fast sicher rechtsstetig ist.

o X ist cadlag, falls t — X, fast sicher rechisstetig ist und die linksseitigen Grenzwerte
existieren.

o X ist ist stetig, falls t —> X; fast sicher stetig ist.

Lemma 6.14. Sei X := (Xy)wer ein zeitkontinuierlicher stochastischer Prozess. Angenommen
X st linksstetig bzw. rechtsstetig. Dann ist X messbar.

Beweis. Wir zeigen den Fall, dass X rechtsstetig ist mit 7 = [0, 00). Der allgemeine Fall geht
analog. Definiere einen neuen Prozess durch
k k+1

Y/ (w) = Xz%(w)’ o <t< on

(6.3)

mit t > 0, n € N und k € Ng. Dann ist (Y;*);>0 messbar fiir jedes n € N. Denn fiir A € B(E) gilt

{(tw) e [0,00) x 2| V' (w) € 4} = | J

{k k+1
k>0

271,2n> x{weQ|X2in(w)eA}.

Da X rechtsstetig ist, gilt fast sicher lim Y;” = X; fiir alle t > 0. Damit ist auch X messbar. [

n—0o0

Definition 6.15. Seien (X;)wer und (Yy)wer zwei stochastische Prozesse auf demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum.

(a) X ist eine Modifikation von'Y, falls

P(X,=Y;)) =1, teT.
(b) X undY sind ununterscheidbar, falls

P(X,=Y;, teT)=1.

Bemerkung 6.16. (a) Ist T abzdhlbar, so ist X eine Modifikation von Y genau dann, wenn
X und Y ununterscheidbar sind.
(b) Ist T nicht abzihlbar, so gilt immerhin: Sind X,Y ununterscheidbar, so ist X eine Modi-
fikation von Y. Aber auch Y ist eine Modifikation von X.
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Lemma 6.17. Seien X := (Xp)wer und Y := (Yi)wer zwei zeitkontinuierliche stochastische
Prozesse, welche beide links oder rechtsstetig sind. Ist X eine Modifikation von Y, so sind X
und Y ununterscheidbar.

Beweis. Sei ' € F mit P() = 1 derart, dass fiir alle w € Q' t —> X;(w), t —> Y;(w) beide
links oder rechtsstetig sind. Sei S < T eine dichte Teilmenge. Dann gibt es fiir jedes t € S ein
O € F mit P(Q) = 1 derart, dass

Xi(w) =Yi(w), te S, we.

Wiihle Q" := Q' n [ Q € F, dann gilt
teS

P(Q) < P(Q°) + > [ P(2) = 0
tesS

und somit P(2”) = 1. Fiir jedes w € Q" und ¢ € T sei (ty)ney < S eine Folge mit ¢, —> t.
Sind X und Y linksstetig, so wihlen wir (¢,),en aufsteigend, andererseits withlen wir die Folge
absteigend. Dann gilt

Xy(w) = lim X, () = lim ¥, (w) = ().

O]

Definition 6.18. Seien X' = (X})er,..., X™ = (X™)er stochastische Prozesse auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum. Wir sagen dass X',... X™ unabhingig sind, falls die
o-Algebren

FX ::0<th ] teT), j=1,....m
unabhdngig sind.

Definition 6.19. Sei I < [0,00) eine Indexmenge. Eine Filtration ist eine Familie von o-
Algebren (Fy)ier mit den folgenden Eigenschaften:

o Fic F firalletel.
o F,C F; fir alle s,t € I mit s <t.
Der Raum (Q, F, (Fi)ter, P) heifst filtrierter Raum.

Im folgenden betrachten wir stets den Fall I = R, oder I = Ny. Im Falle I = R, ist die
folgende Definition sinnvoll.

Definition 6.20. Eine Filtration (F;)i>0 heifst rechisstetig, falls Fr = |J Fu.

u>t
Ist eine Filtration (F:)¢>0 gegeben, so ist per Definition F; := () F: rechtsstetig. Insbeson-

u>t
dere ist F; rechtsstetig genau dann, wenn F; = Fyy fiir alle t > 0.
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Beispiel 6.21. Sei (X;)i>0 ein stochastischer Prozess. Die von X erzeugte Filtration ist gegeben
durch

Fii=0(Xs|s<t), t>0.

Definition 6.22. Sei (X¢):>0 ein stochastischer Prozess mit Werten in E.

(a) (Xt)>0 heifit adaptiert, falls Xy messbar beziglich Fy ist fir alle t > 0.

(b) (Xt)e>0 heif§t progressiv messbar, falls fir alle T > 0

[0,T] x Q3 (t,w) — Xi(w)
messbar beziglich B([0,T]) ® Fr — B(E) ist.

Satz 6.23. Sei (X;);>0 ein stochastischer Prozess und f : E.— R beschrdnkt und messbar.

(a) Ist X progressiv messbar, so ist X adaptiert und messbar.

(b) Ist X adaptiert und messbar, so gibt es eine Modifikation Y von X derart, dass X progressiv
messbar ist.

(c) Ist X adaptiert und rechtsstetig, so ist X progressiv messbar.

(d) Ist X progressiv messbar, so ist f o X progressiv messbar und

t
Y= | f(Xs)ds
|

adaptiert.

(e) Ist X messbar und adaptiert, so ist fo X adaptiert und messbar und Y; hat eine progressiv
messbare Modifikation.

Beweis. (a) klar.
(b) Siehe ...

(¢) Approximiere X durch (6.3]).
(d) Sei A e B(R), dann gilt fiir alle 7" > 0

{(w,t) e @ x [0,T] | f(Xe(w)) € A} = {(w, 1) € 2 x [0,T] | Xi(w) € f71(A)} € F@B([0,T])

und folglich ist f o X progressiv messbar. Fiir festes ¢ ist f(X,) messbar beziiglich F, ¢ F; fiir
alle s € [0, t], welches die Behauptung zeigt.

(e) fo X ist messbar, als Verkettung messbarer Funktionen. Sei t > 0 und A € B(E). Dann gilt
fweQ| f(Xiw) e A} ={we Q| Xy(w) e fH(A)} e F

und folglich ist fo X adaptiert. Folglich ist Y; messbar und adaptiert. Die Behauptung folgt aus
(b). O
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6.3 Stoppzeiten
Definition 6.24. FEine Abbildung T : Q@ —> [0, 0] heifst Stoppzeit, falls
(T<t}eF, t>0.
Die Stoppzeit T' heif$t diskret, falls {T € D} = §Q fiir eine abzihlbare Menge D — [0, 0] gilt.
Fiir s < t auch {T < s} € F; < F; und folglich
1
{T<t}—nLZJ1{T§t—n}e]-} (6.4)

und {T" =t} = {T < t}\{T < t} € F;. Ist T zusétzlich diskret, so ist 7" eine Stoppzeit genau
dann, wenn {T =t} € F; fiir alle t € D n [0, o).

Lemma 6.25. Sei (T),),en eine Folge von Stoppzeiten, T, S weitere Stoppzeiten.
(a) min{T, S} und o - T sind Stoppzeiten fir o > 1.
(b) T ist eine Stoppzeit beziglich (Fit )i>0 genau dann, wenn {T" < t} € F; fir allet > 0.

(c) sup T, ist eine Stoppzeit.

neN
(d) Ig1<in Ty, ist eine Stoppzeit fir alle n > 1.
<n

(e) Ist (Fi)i>0 rechtsstetig, so sind auch inlg Ty, liminf T;, und limsup T}, Stoppzeiten.
- ne n—00

n—aoo
Beweis. (a) Es gilt
{min{T, S} <t} ={T <t} n{S<t}eF.
Weiterhin gilt
t
{a- T <t} = {TS}E}"z c Fi.

«
(b) Ist {T < t} € F; fiir alle t > 0, so gilt {T <t +n"'} e F 1 fiir alle n > m und folglich
{T <t} = ﬂ{T<t+”7l} € ﬂ From-1 = Fry.
n>1 m>1

Die Umkehrung folgt aus (6.4)).
(c) Es gilt {supT,, <t} = ({Tn <t} € F.
n>1

> n>1
(d) Es gilt {minTy, <t} = (J {Tx <t} € Fi.
(e) Es gilt

{TilgiiTn <t}=J{Tn<t}e R
n>1
und da (F;)¢>0 rechtsstetig ist, folgt die Behauptung aus (b). Wegen liminf7,, = sup inf T,
= n—o0 m>1 n>m

und limsup T}, = inf sup T, folgt die Behauptung. O
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Insbesondere lésst sich jede Stoppzeit T durch eine Folge von beschriankten Stoppzeiten
T, := max{T,n} von unten approximieren. Eine weitere niitzliche Approximationseigenschaft
ist im folgenden Satz formuliert.

Satz 6.26. FirneN sei 0 = tén) < tgn) ... eine Folge mit klim tfcn) = o0 und
—00

lim sup )y g,
n—0 keN( ol F )

Sei T eine (Fiy )i>0 Stoppzeit und
T, = {tl(c?jr)l’ tl(cn) <T< tz(ﬁ)p k=0 ‘

0, T =
Dann ist T,, eine Stoppzeit und es gilt nlgrslo T, = T. Ist zusdtzlich (t,(gn))keN c (t,gn+1))k€N fiir alle
n>1, so gilt Tho1 < T),.
Beweis. Sei ay(t) := max{tén) | t;n) < t}. Dann gilt

{Tn <t} ={T = an(t)} ={T < an(t)} € Fo,4) < Fr-
Der zweite Teil der Behauptung ist klar. O
Definition 6.27. Sei T eine Stoppzeit. Definiere
Fr={AeF|An{T <t}leF, Vt>0}

und
Fri ={AeF | An{T <t} e Fy, Vt>0}

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass Fr und Fr o-Algebren sind. Ebenfalls ist es nicht schwer
zu zeigen, dass T messbar beziiglich Fr ist, denn fiir > 0 gilt

{(T<cn{T'<t}={T <rat}eF
und somit {T" < ¢} € Fr.
Lemma 6.28. Seien T, S Stoppzeiten. Dann gelten die folgenden Figenschaften.
(a) min{T, S} ist messbar beziiglich Fr.
(b) Ist T < S, so gilt Fr < Fgs.
Beweis. (a) Fiir alle s,t > 0 gilt

{(SAT<s}n{T <t} ={SAT <sat}n{T <t}
=({S<satbu{T <sat}) n{T <t}eF.

Folglich gilt {S A T < s} € Fr und damit ist S A T messbar.
(b) Sei A e Fr und ¢t > 0 beliebig. Dann gilt

An{S<t}=An{S<t}n{T <t}eF
da An{T <t}e Fund {S <t}eF. O
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Sei X = (X¢)¢>0 ein stochastischer Prozess und T eine Stoppzeit. Definiere
XT 0 — E, W XT(W)(CU),

wo Xo = xo mit einem beliebigen (festen) Punkt zy € E. Der zum Zeitpunkt 7' gestoppte
Prozess ist definiert durch

(XT)e := Xrae = Xelper + Xrlrey
Betrachte die dazugehorigen o-Algebren Fp sowie
Frao={AeF | An{min{T,t} < s} e F;, Vs> 0}.

Satz 6.29. Es sei (Xi)i>0 progressiv messbar beziglich der Filtration (Fi)i>o. Dann gelten die
folgenden Figenschaften.

(a) X ist messbar beziiglich Frp.
(b) XT ist (Frat)iso sowie (Fy)i>0 progressiv messbar, wobei Fr ., eine Filtration ist.
(¢) (X74t)t>0 ist (Frit)e>o0 progressiv messbar, wo
Froo={Ae F | An{T +t<s}eFs, Vs>0}
ewne Filtration ist.

Beweis. (a) Sei t > 0, dann ist T A ¢ messbar beziiglich F;. Also ist auch w — (T(w) A t,w)
messbar beziiglich F; — —B([0,t]) ® ;. Da X progressiv messbar ist, ist auch die Komposition
w = Xp(u)rt(w) messbar beziiglich F;. Folglich gilt fiir A € B(E)

{XTEA}G{TSt}Z{XTAtGA}ﬁ{TSt}E.Ft

und somit {Xp € A} € Fr.
(b), (c) siehe [EK86, Chapter 2, Proposition 1.4]. O

Wir wollen uns abschlieSend mit Beispielen von Stoppzeiten beschéftigen. Es sei (X¢):>0 ein
stoch. Prozess mit Werten in E. Gegeben A € B(FE), dann ist die Ersteintrittszeit von X in A
definiert durch

Tp=inf{t >0| X, e A}

wo inf ¢f := +00. Es sei o eine [0, co]-wertige Zufallsvariable. Dann ist die Ersteintrittszeit von
X in A nach o definiert durch

Ty =inf{t > o | X, € A}.
Beachte, fiir 0 = 0 ist T5 4 = T'4.

Satz 6.30. Es sei X = (X;)i>0 ein rechisstetiger stoch. Prozess, (Fi)e>0 adaptiert und o eine
(Ft)e>0 Stoppzeit. Ist A < E offen, so ist T, 4 eine Stoppzeit beziiglich (Fii)t>0-
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Beweis. Es gilt
1
{Ta,A<t}= U{Xt_iEA}m{o-<t+n}€]:t'

n>1

O]

Es gilt ein stirkeres Resultat. Hierfiir brauchen wir, dass der Wahrscheinlichkeitsraum vollstandig
ist.

Definition 6.31. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,IP) heifit vollstindig, falls F alle Null-
mengen enthdlt. D.h. ist A€ F mit P(A) =0, so gilt fiir alle B < A bereits B € F.

Satz 6.32. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei
N={AcQ|3IBeF: Ac B, P(B)=0}.
Dann ist (2, F*,P*) ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum, wo
F*={AUN|AeF, NeN}

eine o-Algebra und
P*(AUuN):=P(A), AeF, NeN

ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf F* ist.

Definition 6.33. Ein filtrierter Raum (0, F, (Ft)i>0,P) erfillt die iblichen Bedingungen, falls
gilt:

o (2, F,P) ist vollstindig.
e Nc Fo.
o (Fi)i>0 ist rechtsstetig.

Satz 6.34. Sei (Q,F, (Ft)i>0,P) ein filtrierter Raum mit den iblichen Bedingungen, (X¢)i>o0
ein beziglich (Fi)i>0 progressiv messbarer stochastischer Prozess. Dann ist fir jedes A € B(E)
die Ersteintrittszeit T eine Stoppzeit beziiglich (Ft)i>0-

7 Martingale

Definition 7.1. Es sei (My)>o ein reellwertiger, stochastischer Prozess adaptiert an eine Fil-
tration (Fi)i>0 mit E(|M|) < oo fir alle t > 0. Dann ist M; ein

o Submartingal, falls My < E(M|Fs) fir alle s <t.
o Supermartingal, falls My > E(M|F) fir alle s < t.

e Martingal, falls My = E(M|Fs) fiir alle s < t.
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Sei (My)¢>0 ein Submartingal, s < ¢ und A € F. Dann gilt

stdIP’ < JE(Mt\}'S)dIP - fMth.
A A A

Umgekehrt (M;)s>0 ist genau dann ein Submartingal, wenn obige Ungleichung gilt. Analog ist
(M¢)e>0 genau dann ein Supermartingal, wenn fiir alle A € F;

JMSdIP’ > fMtdIP).
A A

(My)e>0 ist genau dann ein Martingal, wenn fiir alle A € F

JMSdIP = fMtd]P’.
A A

Das néchste Lemma folgt aus der Jensen Ungleichung fiir bedingte Erwartungswerte.

Lemma 7.2. (a) Es sei (M)i>0 ein Martingal und ¢ : R — R konvex mit E(|p(M;)]) < o©
fir allet > 0. Dann ist (¢ o My)e>0 ein Submartingal.

(b) Es sei (My)i>0 ein Submartingal und ¢ : R — R konvex und monoton steigend mit
E(Jo(M)|) < o fir alle t > 0. Dann ist (¢ o My)i>o ein Submartingal.

Beweis. (a) Fir s <t folgt die Behauptung aus
(M) = ¢ (E(M:|Fs)) < E(p(My)|Fs).
(b) Fiir s <t folgt die Behauptung aus
p(Ms) < o (E(M;|Fy)) < E(p(My)|Fs).
O

Bemerkung 7.3. Es sei (M;)i>0 ein an die Filtration (Fi)i>0 adaptierter stochastischer Pro-
zess. Dann gelten:

(a) Ist My ein Submartingal, so E(Mg) < E(M;).
(b) Ist My ein Supermartingal, so E(M;) > E(M,).
(c) Ist My ein Martingal, so E(M;) = E(M;).

Bevor wir die allgemeine Theorie der Martingale uns ansehen, wollen wir einige Beispiele
Betrachten. Wir beginnen mit einem diskreten Beispiel.
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Beispiel 7.4. Sei (Z,,)nen, eine Folge unabhingig, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Z; €
LY und E(Zy) = 0. Definiere eine Filtration durch

Fni=0(Z; | 0 <k <n).
Dann ist
n
n = }:AZk’ n=>0
k=1
ein zeitdiskretes Martingal in dem folgenden Sinne:
o M, ist messbar beziiglich F,, und es gilt E(|M,|) < o

e Fliir alle k < n gilt
E(M,|Fy) = M.

Die erste Eigenschaft ist klar. Fir die zweite Figenschaft erhalten wir

k n n
M ‘}—k Z Z Z |]:k M. + Z
j=0 j=k+1 j=k+1

Das néchste Beispiel ist eine zeitkontinuierliche Version.

Beispiel 7.5. Es sei (Z;);>0 ein stetiger stochastischer Prozess, mit 0 < Zy € L1, E(Z;) = 0
sowie

t
fE )ds < 0
0

fiir alle t > 0. Definiere eine Filtration F; := o(Zs | s <t). Dann ist

Mi(w) = s(w)ds, t>0

o
N

ein Submartingal.

Beweis. Da Z; stetig und beziiglich F; adaptiert ist, ist (Z;):>0 progressiv messbar und folglich
ist M; adaptiert. Ferner gilt nach Voraussetzung

t
Mtsz )ds < o0.
0

Es sei 0 < s <t, dann gilt

s t s t
E(M;|F,) = JIE(ZTLFS)dr + JIE(ZA]-"S)dr — erdr + JE(ZT]FS)dr > M,.
0 s 0 s
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Beispiel 7.6. (Brownsche Bewegung) Es sei (Bt)i>o die Brownsche Bewegung. Definiere eine
Filtration
ft = (T(BS ’ s < t).

Dann ist (Bt)e>0 ein Martingal beziiglich (Fi)e>0.

Beweis. Per Definition ist (Bi)i>o adaptiert. Da By fiir t > 0 Normalverteilt ist mit Varianz t,
folgt

1 |2
E(|By|) = \/Tﬂf|x|e2tdx < .
R

Es sei 0 < s < t, dann ist B; — Bs wegen Unabhéngigkeit der Inkremente und der Wahl der
Filtration unabhéngig von Fs. Daraus folgt

E(B¢|Fs) = E(B; — Bs|Fs) + E(Bs|Fs) = E(B; — Bs) + Bs = Bs.

Eine allgemeine Brownsche Bewegung definieren wir wie folgt.

Definition 7.7. Es sei (B:)i>0 ein stochastischer Prozess und (Fi)i>0 eine Filtration. Dann
heifit (Bt)e>o eine Brownsche Bewegung beziiglich (Fi)i>o0, falls die folgenden Figenschaften gel-
ten:

e By =0 fast sicher.

e B, — By ist unabhdngig von Fs und Normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz t —s
fir alle 0 < s <t.

Obiges Beispiel zeigt, dass (B;)¢>0 ein Martingal beziiglich (F;):>0 ist. Allgemeiner ist der
néchste Satz.

Satz 7.8. Es sei (My)i>0 ein stochastischer Prozess adaptiert and die Filtration (Fi)i>o mit
E(|M¢|) < oo fir allet > 0. Es gelte

e E(Mjy) =0.
o My — M, sei unabhingig von Fy fir alle 0 < s < t.
Dann sind die folgenden stochastischen Prozesse Martingale:
(a) (My)i>o.
(b) Ist E(M?) < oo fiir alle t > 0, so ist M — E(M?) ein Martingal.
Beweis. (a) Es gilt

E(M|Fs) = E(My — M| Fs) + My = E(M, — M) + My = M.
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(b) Da (M;)¢>0 ein Martingal ist, folgt
E((My; — M,)?|Fs) = E(M? — 2M; M + M2|Fy)
= E(MP|Fy) + M7 + 2ME(M| Fy) = E(M7 — MZ|Fy).
Daraus folgt
E(MP|Fs) = E(M} — MZ|Fs) + M7 = E((M; — My)*|Fy) + M
= E(M} — M?) + M?

und somit

E(M{ —E(M{)|Fs) = M7 — E(M?).

7.1 Martingale in diskreter Zeit

Definition 7.9. Sei (My,)nen, eine Folge von Zufallsvariablen auf einem filtrierten Raum (2, F, (Fn)neNg: P)
mit M, ist messbar beziglich Fp, und E(|M,|) < 0co. Dann heifit (My)nen, zeitdiskretes

o Submartingal, falls My, < E(My|Fi)
e Supermartingal, falls My, > E(M,|F)
e Martingal, falls My = E(M,|Fy).

fir alle k < n gilt.

Lemma 7.10. Sei (My,)nen, €ine Folge von Zufallsvariablen auf einem filtrierten Raum (Q, F, (Fn)neNgs P)
mit M, ist messbar beziiglich F,, und E(|M,|) < co. Dann gilt:

(a) M, ist ein Submartingal <= M, _1 < E(M,|Fn-1)
(b) M, ist ein Supermartingal <= My,_1 > E(M,|Fn-1)
(c) M, ist ein Martingal <= M,,_1 = E(M,|F,—1).

Beweis. Wir zeigen nur den Fall eines Submartingals. Die anderen Félle gehen analog. Die
Richtung = ist klar. Fiir die Umkehrung sei k < n.

My < E(My+1|Fr) < E(E(Mp+2|Fr1)[Fr) = E(Myt2|F).
Iteration liefert nach endlich vielen Schritten die Behauptung. O

Der erste Satz zeigt, dass jedes Submartingal zerlegt werden kann in die Summe von einem
Martingal und einem monoton steigenden stochastischen Prozess.

Satz 7.11. (Doob Zerlegung) Sei (X, )nen, €in Submartingal beziiglich einer Filtration (Fy,)nen, -
Dann gibt es zwei stochastische Prozesse (My)nen und (An)neny mit den folgenden Eigenschaften
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X, = My, + Ay, n > 0.

(M) nen, ist ein Martingal beziiglich (Fp)nen, -

Ag =0, A, ist messbar beziiglich F,,_1 fiir allen > 1.

A, ist monoton steigen, d.h.

An((.U) < An+1((.U)
fir fast alle w und alle n > 0.

Gegeben ein weiteres Paar M) und Al, mit denselben Figenschaften. Dann gilt M,, = M), sowie
A, = Al fast sicher.

Beweis. Angenommen wir haben M,, und A,, bereits konstruiert. Dann gilt fiir n > 1

Xn-1=My—1+ An—l
Xn = M, + A,.

Betrachten wir die Differenz dieser Gleichungen und bedingen auf F,,_1, so folgt
E(Xn|]:n71) - anl = An - Anfl'

Also ist A,, eindeutig durch (X, )nen, sowie A,_ festgelegt. Wegen der Bedingung M,, = X,,— A,
ist dann auch M,, eindeutig festgelegt. Beginnen wir mit My = Xo und Ag = 0, so lasst sich die
Eindeutigkeit iiber Induktion nachweisen.

Fiir die Existenz setze My := Xg, Ag:= 0 und fiir n > 1

An = E(Xn|fn—1) - Xn—l - An—l; Mn = Xn - An

Es bleibt zu zeigen, dass die so definierten Prozesse alle Bedingungen erfiillen. Die erste Bedin-
gung folgt direkt aus der Konstruktion. Fiir die zweite Bedingung rechnen wir nach

E(Mp|Fn-1) = E(X,, — Ap|Fn-1) = E(Xp|Frn-1) — 4pn
= An—1— Anfl = Mnfl'

Die dritte Bedingung folgt aus der Definition von A,. Die letzte Bedingung folgt aus
An = E(Xn|Fn—1) - Xn—l + An—l Z An—l
da (X5 )nen, €in Submartigal ist. d

Satz 7.12. (Optional Sampling) Sei (Xy)nen, ein Submartingal und T, S zwei zeitdiskrete Stopp-
zeiten mit S <T < k fiir ein k € N. Dann gilt

Xs <E(X7|Fs). (7.1)

Ist (X)nen, €in Martingal bzw. ein Supermartingal, so gilt = bzw. > in ([7.1))
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Beweis. Ist (X;,)nen, €in Supermartingal, so ist (—X,,)nen, €in Submartingal. Wir zeigen daher
den Fall dass (X, )nen, ein Submartigal ist. Sei A € Fgund 1 < m < n. Setze A, := An{S = m}.
Dann ist A, n {T" > n} € F,, und folglich (da (Xy)nen, €in Submartigal ist)

J X, dP < J X1 1dP.
Amn{T>n} Apmn{T>n}

Daraus folgt

f XpdP < J X, dP + j X, dP

Amn{T>n} Amn{T>n} Amn{T=n}
- J X, 1dP + f X, dP
Amn{T>n} Amn{T=n}
- f X, 1dP + f X, dP
Amn{T>n+1} Amn{T=n}
und somit
f X,,dP — f X, 1dP < f X, dP.
Amn{T>n} Amn{T>n+1} Amn{T=n}

Summieren iiber n = m bis k liefert mittels Teleskopsumme

f X, dP — f X, dP — f X1 dP
Am Amn{T>m} Amn{T>k+1}

k
=] f X, dP — f X 41dP

Amn{T>n} Amn{T>n+1}
k
< 2 J X, dP = JXTdIP’.
n:mAmm{T:n} Am

Bilden wir jetzt die Summe von m = 1 bis k, so folgt

JXSd]P’ < fXTdIP’
A A

und somit ([7.1)). O

Definition 7.13. Eine Familie von Zufallsvariablen (Xy)wer, wo T eine beliebige Menge ist,
heif$t gleichgradig integrierbar, falls

lim sup E(1x,|>n|X:]) = 0.

n—=90 e
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Lemma 7.14. Fine Familie von Zufallsvariablen (X¢)ier ist genau dann gleichgradig integrier-
bar, wenn gilt

e supE(]Xy]) < 0.
teT

e Fiir alle e > 0 gibt es ein § > 0 mit
E(14|Xy]) <e, teT
fiir alle A mit P(A) < 4.
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 7.15. Optional Sampling gilt im allgemeinen nur fir beschrdinkte Stoppzeiten S <
T < k. Ist hingegen (Xp)nen gleichgradig integrierbar, so gilt Optional Sampling fiir beliebige
Stoppzeiten S < T.

Satz 7.16. (Doob Ungleichung) Sei (Xp)nen, €in Submartingal. Dann gilt fir alle n € N und
jedes € > 0

1
> ) < < Z +
P(Org%le >e) < J X, dP < EJE((Xn) ),

max X;>€
0<i<n

wo (X,,)" = max{X,,0}.

Beweis. Sei
S =min{k e Ny | X}, > ¢}

mit min ¢J := 0. Dann sind S A n < n =: T beschrinkte Stoppzeiten. Ferner gilt fiir m <n

Xi > S <m} = Xk > e} € F.
{OI%lI?SXn r>etn{SAn<m} {é}cagxm k> €t eFm
Fiir m > n ist { max X > ¢} € F, < F,, und somit

0<k<n

X > < .
{Or;?%(n r>etn{SAan<m}eF,

Daraus folgt {Orglgzc Xj > e} € Fgap und mit Optional Sampling
SKRSNn
eP ( max X > 5> < j XgnndP < J X,dP < E((X,)7).

0<k<n

max Xp>e max Xp>¢e
1<k<n 0<k<n

O]

Korollar 7.17. Sei (M, )nen, ein Martingal oder ein positives Submartingal. Dann gilt fiir jedes
e>0undpe[l,0)

1
P( sup |[M|P >e| < =E(|M,)
0<k<n ep
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Beweis. Da x — |z|P konvex ist, ist (|M,|?)nen ein Submartingal. Folglich gilt

5pIP’<max ]Mn]p25> < J | M, [PdP < E(|M,|P).
0<i<n

max |Mp|P>e
0<i<n

O]

Satz 7.18. [EKS86] Sei (My)nen, ein Martingal oder ein positives Submartingal. Dann gilt fir

alleneN undp > 1
P
E( sup |Mk|p> < <p> E (|M,").
0<k<n p—1

Beispiel 7.19. Sei (Fp)nen, und Y € LY. Dann definiert
M, == E(Y|F,), neN
ein Martingal.

Definition 7.20. Ein Martingal (Xy,)nen, heifst abgeschlossen, falls es ein My, € LY gibt mit
Xp = E(Xw|Fn).

Definiere die o-Algebra
Foo i=0(F, | n>0).

Man beachte, dass Fy nicht mit F iibereinstimmen muss. Sei (M )nen, ein abgeschlossenes
Martingal mit My, € £' und definiere

M. =E(My | Fu).

Dann gilt
E(Méo’]:n) = E(E(Moo|foo)|fn) = E(M%|Fn) = M,.
Daher konnen wir stets annehmen, dass My, messbar ist beziiglich F.

Satz 7.21. Ein Martingal ist genau dann abgeschlossen, wenn es gleichgradig integrierbar ist.

Wir zeigen nur die gleichgradige integrierbarkeit. Die Umkehrung lésst sich in [Dud02] nach-
lesen.

Beweis. Sei (My,)nen €in abgeschlossenes Martingal mit M., € £! messbar beziiglich F.,. Wir
miissen zeigen, dass
lim sup E(1ps, |>m|Mn|) = 0.
neN

m—00

Da | - | eine konvexe Funktion ist folgt

| M| = |E(Mw|Fn)| < E(|Mol|Fr).
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Daraus folgt E(|M,|) < E(|My|) < o fiir alle n € N und

| M,,|dP < J | Mo | dP.
|My|>m |Mpy|>m

Sei € > 0 beliebig. Wegen 1|57, |<y — 1 fast sicher fiir N — o0 und dem Satz von Lebesgue
gibt es ein N mit E(1|y7,|>n|Mx|) < €. Daraus folgt

sup E(Lyaz,|>m|Mnl|) < supE(L|az, |>m|Meol)
neN neN

< sup E(Ljag, (sm L jas < [Moo|) + Sup E(Laz, (sm Lar, (=8 [ Mool)
neN neN

< Nsup (M| > m) + E(Ljpg, o[ Moo)):

neN
Der zweite Term ist kleiner € und fiir den ersten gilt

E([ M)

1
sup P(|M,| > m) < sup < E(|Mc).

neNg neN

Satz 7.22. (Doob) Sei (My)nen, ein abgeschlossenes Martingal. Dann gilt
M, — My, n—
fast sicher und in L.

Lemma 7.23. Es sei F' die Menge aller Y € L' derart dass Y messbar beziiglch F,, fir ein
n € N ist. Fiir jedes ¢ > 0 und X € L}(Q, Fp,P) gibt es Y € F mit

E(X -Y)| <e.
Beweis. Sei K = ) F, und

neNp
G={A|Ve>03BeKk: P((A\B)u (B\4)) <¢}.
Dann ist K ein n-stabiler Erzeuger von Fy und G ist ein Dynkin System.
Fo =0(K)=d(K)cg.
Die letzte Inklusion gilt da F, € G fiir alle n > 1.
Schritt 1. Ist X = 14, so wihle B € G mit P(AAB) < e. Setze Y := 1p € F. Dann gilt

E(|X - Y|) = P(AAB) <.

N
Schritt 2. Sei X = )] aply, mit paarweise disjunkten Mengen A,, € F, und a,, > 0. Wéhle
n=1
B,, € G mit
€
N(1 '
(1 + max o]

=1,...

P(A,AB,) <
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N
Dann ist Y := )} a;lp, € F und es gilt
k=1

N N
E(\X—Y|)<E<Z]akH]lAk—]lBkO< max |- Z (AyABy) <
k=1 el

Schritt 3. Sei X € LY(Q, Fo,P) mit 0 < X < M, wo M > 0 eine Konstante. Wihle X’ > 0
Elementarfunktion mit X’ < X und

E(X" - X|) <

w\m

Nach Schritt 2 gibt es Y € F' mit E(]Y — X’|) < 5. Daraus folgt
R(IX - Y]) < B(X - X'|) + E(X' — Y]) <«

Schritt 4. Sei X € L}, Fo,P) nicht-negativ. Dann gibt es M > 0 mit E(L x> p|X]) <
Ferner gibt es nach Schritt 3 ein Y € F' mit E(|Y — 1|x<pX][) < §. Daraus folgt

NI

E(IX = Y]) SE(x>m|X]) + E(IX T xj<p = V) <€
Der letzte Schritt folgt durch Zerlegen in Positiv und Negativteil. O

Beweis. Zu € > 0 und My, € LY(Q, Foo,P) wihle Y, € F mit
E(|My — Yy|) < €2 (7.2)

Sei Yy, := E(Yy|Fy,). Dann ist (M, — Y, )nen, ein Martingal. Also ist (|M,, — Y,|)nen, ein Sub-
martingal mit

| My, = Yo| = [E(Mop — Yoo | Fp)| S E(|Mop = Yoo| | Fn).

Daraus folgt
E(| My — Yal) < E(|Ms — Yiol).

Aus Doobs Ungleichung folgt

1 1
P <sup M, —Y,| > £> < —supE(|M,, = Yy|) < E(\Moo Yo|) <e. (7.3)

neN neN
Nach der Wahl von F gilt Yo, =Y, fiir hinreichend grofie n € N. Also folgt aus ([7.3])
P <lim sup(M,, — Y) > 5) <e P <lim inf(M, —Y,) < —5) <e. (7.4)
n—0o0 n—0

Aus Chebyscheff und (|7.2)) folgt

1
P(|My — Y| >¢) < EE(’MOO —Yyul|) <e¢
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Wir erhalten aus (|7.4))

P (hm sup(M,, — M) > 25) <P <Iimsup(Mn —Y, > €> +P <limsup(Yoo — My) > a) < 2e¢
n—00 n—00 n—0

und analog

P <lim inf(M,, — My) < —25) < 2e.

n—aoo
Da € > 0 beliebig war folgt M,, —> My, fast sicher fiir n — oo.
Fiir die Konvergenz in £! sei £ > 0 fest. Da (M,)nen gleichgradig integrierbar ist gibt es
0 > 0 derart, dass fiir alle A € F mit P(A) < ¢

supf\Mn]dIP’ <eg, f]Mw\dP <e.
neN
A

Da M,, — M, fast sicher konvergiert, gilt Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, d.h.
P(|M,, — My| >¢) <4
fiir hinreichend grofle n € N. Fiir solche groflen n erhalten wir
B[ My — Mon]) < E(MoTng,—apoe) + E(Moo|Tp_pt, o)
+ E(|Mp — Moo |Ljps,—pip|<e) < €
Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O
Satz 7.24. (Doob) Sei (My)nen ein Martingal mit
sup E(|M,|) < .

neN
Dann gibt es Y € L' mit M,, — Y fast sicher.

Korollar 7.25. Sei (X,,)nen €in Submartingal mit

sup E(|X,|) < o0.

neN

Dann gibt es Y € LY mit X, —> Y fast sicher. Ist (X,)nen gleichgradig integrierbar, so gilt
diese Konvergenz auch in L.

Beweis. Sei X,, = M,, + A, die Doob Zerlegung von X,,. Da A,, > 0 monoton steigend ist, gibt
es Ay 1= lin%o Ay, € [0,0]. Aus dem Satz der monotonen Konvergenz folgt
n—

E(Ay) = lim E(A4,) <supE(A,)

n—w neN
<supE(X,, — M,) =supE(X,, — M7) < supE(|X,|) + E(|M1]) < .
neN neN neN

Insbesondere gilt A,, / A in £!. Ferner gibt es M., € £' mit M,, — M, fast sicher. Daraus
folgt X, = M,, + A, — My, + Ay fast sicher. Ist (X,,)nen gleichgradig integrierbar, so ist
M,, —> My in £! und damit auch X,, — My, + Ay in L1 O
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7.2 Martingale in stetiger Zeit

In diesem Abschnitt betrachten wir Martingale (M;);>o. Hier und im folgenden ist (€2, F, (F¢)>0, P)
ein filtrierter Raum mit den iiblichen Bedingungen. Bisher haben wir nichts an die Pfadeigen-
schaften von Martingalen gefordert. Dieses ist in der Regel auch nicht notwendig wie der néchste
Satz zeigt.

Satz 7.26. [KS91] Sei (2, F, (Ft)t>0,P) ein filtrierter Raum mit den dblichen Bedingungen und
(Xt)i>0 ein Submartingal. Genau dann hat (X¢)i>0 eine Modifikation (Yi)i>0 wo (Yi)i>o0 cadlag
ist. Fine solche Modifikation kann derart gewdhit werden, dass Yy an F adaptiert ist.

Man beachte, dass im obigen Fall (Y};):>0 wieder ein Submartingal ist. Insbesondere besitzt
jedes Martingal eine Modifikation mit rechtsstetigen Pfaden. Im Folgenden betrachten wir stets
(Sub-)Martingale mit rechtsstetigen Pfaden.

Definition 7.27. (Poisson-Prozess) Ein Poisson Prozess mit Intensitit A > 0 ist ein stochasti-
scher Prozess (N¢)i>o0 mit den folgenden Eigenschaften.

e Ny =0 fast sicher.
o (Ni)i>o ist rechtsstetig und (Fi)i>o-adaptiert.
o N; — N; ist unabhingig von Fs fi alle 0 < s <t und es gilt

At —5)"

(N~ No=n) = ——

, n>0.

Der Prozess Ny := Ny — \t heifit kompensierter Poisson Prozess.

Beispiel 7.28. Ist (N;)¢>0 ein Poisson Prozess, so ist -7\71& ein Martingal. Nach Definition ist ]Vt
messbar beziiglich F;. Wegen

ist Ny € L' und somit auch Nt e L' Sei 0 < s <t, dann gilt

E(Nt|fs) = E(Nt - N5|Fs) + E(Ns - >‘t|fs)
— E(N; — Ny) + Ny — Mt = M — As — At + N, = N,

Lemma 7.29. Sei (M;);>0 < £? ein Martingal. Dann gilt

E((M; — M) | Fs) = E(M7 — MZ | Fo).
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Beweis. Es gilt

E((M; — M,)? | Fy) = E(M2 — 2M,M, + M2 | F,)
E(M? | Fs) — 2ME(M; | Fs) + M2

E(M? | Fs) — M2) = E(M} — M? | Fs).

O

Beispiel 7.30. Sei (N¢)i>0 ein Poisson Prozess mit Intensitit A > 0 und Nt der kompensierte
Poisson Prozess. Dann ist N} — Mt =: My ein Martingal beziiglich F; := o(Ng| s < t).
Denn My ist per Definition messbar beziiglich F; und es gilt

E(N?) < 2E(N?) + 2\ < 0.
Folglich ist My € L?. Sei 0 < s < t, dann gilt
E(Nf — N | Fo) = B((Ny — No)* | Fo) = E((N: = Ny = A(t — 5))° | Fo)
= E((N; — Ny — A(t — 5))?) = var(N; — Ny) = A(t — s).
Daraus folgt die Behauptung.
Das néchste Beispiel zeigt, dass ein solcher Prozess existiert.

Beispiel 7.31. Sei (T,)nen eine Folge unabhingiger exponentialverteilter Zufallsvariablen mit
Parameter A > 0, d.h.
P o T, (dt) = Ae M Ljg o) (t)m(dt).

n
Die Zeiten T,, werden als Ankunftszeiten interpretiert. Setze So = 0 und Sy, := Y, T). Dann be-
k=1
schreibt S, den Zeitpunkt der n-ten Ankunft. Definiere einen Ng-wertigen stochastischen Prozess

durch
N¢:=max{n>0| 5, <t}

mit Filtration F; := o(Ng | s < t). Dann ist (N¢)¢>0 ein Poisson Prozess. Fir einen Beweis
siehe [ChuTj).

Im Folgenden brauchen wir einige Sétze aus der Integrationstheorie.
Satz 7.32. (Satz von Vitali) Es sei (X,)nen © LY und X € L1. Dann sind dquivalent
(a) X, — X in L.
(b) Xy, — X in Wahrscheinlichkeit und (X, )nen ist gleichgradig integrierbar.
Beweis. Siehe Mafl und Integrationstheorie. O

Lemma 7.33. (Scheffe’s Lemma) Sei (X,)nen © L' und X eine weitere Zufallsvariable mit
X, — X fast sicher. Dann sind die folgenden Aussgen dquivalent:
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(a) (Xn)nen ist gleichgradig integrierbar.

(b) Es gilt X € L' und
E(|Xal) — E(IX]), n— .

Insbesondere gilt X,, —> X in L',
Beweis. Es gilt fast sicher |X,,| < |X,, — X| + | X| und somit
0<|X, — X|+ |X]| = |Xn] <|Xn| +|X]+ | X|— | X0 =2|X]. (7.5)

(a) = (b) : Sei m € N derart, dass E(1 x,|>m|Xn|) < 1 fiir alle n € N. Dann folgt aus dem
Lemma von Fatou

E(|X|) < liminf E(|X,|

< hmlnfE(]l‘Xan]XnD + hmlnfE(]1|Xn|<m]Xn]) <1l+m.
n—0o0 - n—0o0

Aus (7.5) folgt mit dem Satz von Lebesgue
E(| X, — X|+ |X|—|Xn|]) — 0, n — . (7.6)

Nach dem Satz von Vitali folgt E(|X,, — X|) — 0 und somit E(|X,|) — E(|X]).
(b) = (a) : Aus ([7.5) und dem Satz von Lebesgue folgt erneut (7.6)). Wegen E(|X,,|) — E(|X])
folgt die Behauptung. O

Satz 7.34. (Optional Sampling) Sei (Xi)i>0 ein cadlag Submartigal beziiglich (Fi)¢>0. Seien
S < T beschrdinkte Stoppzeiten. Dann gilt

Xg < E(Xﬂfg). (7.7)
Ist (Xt)i>0 ein Martingal bzw. ein Supermartingal, so gilt = bzw. > in ([7.7)).
Beweis. Definiere Stoppzeiten
w0, S =+
5() = { (@)

amr g S SW) < g

Dann ist 5, eine Stoppzeit mit S < S, und S,, \, S. Definiere T}, analog. Dann gilt S,, < T,,.
Lemma 7.35. (ohne Beweis) (Xg, Jnen sowie (X1, )nen sind gleichgradig integrierbar.

In diesem Fall folgt aus Xg, — Xg sowie X7, — X7 fast sicher mit dem Satz von Vitali
Xg, X1 € L sowie Xg, — Xg, X7, — X in L. Ist A € Fg, so folgt aus S < S, auch
Fs < Fgs,, und damit A € Fg,. Aus dem diskreten Optional Sampling Theorem erhalten wir

fXSndP < JXTndIP’, n>1.
A A
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Durch Grenziibergang n — oo folgt

JXSdIP’ < fXTdIF’.
A A

O]

Bemerkung 7.36. Ist (X;);>0 gleichgradig integrierbar, so gilt Optional Sampling fir alle
Stoppzeiten S < T.

Korollar 7.37. Sei (M;);>0 ein cadlag Martingal und T eine Stoppzeit. Dann ist M1 :=
(M n1)i>0 ein cadlag Martingal beziiglich (Fy)i>o. Ist M stetig, so ist auch M1 stetig.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass M7 adaptiert ist. Die Integrierbarkeit wurde im letzten
Satz bewiesen. Sei 0 < s < t, dann gilt

E(M{ — MJ|Fy) = E(Mr e — My sl Fs) = E(M(zaryvs — Ms)| F).
Wegen s < (T A t) v s <T at<timpliziert Optional Sampling
E((M(ratyvs — Ms)|Fs) = E(M(7 nt)v s Fs) — Ms = My — M = 0.
Die letzte Behauptung ist offensichtlich. O

Korollar 7.38. Sei (X;)i>0 ein cadlag Submartingal und T eine Stoppzeit. Dann ist X1 :=
(X7 At)t>0 €in cadlag Submartingal beziiglich (Fi)e>o. Ist X stetig, so ist auch XT stetig.

Beweis. Ersetze an geeigneter Stelle = durch >. Die Details sind Ubung. O

Satz 7.39. (Doob-Ungleichung) Sei (X¢)i>0 ein cadlag Submartingal. Dann gilt fir alle € > 0
und T > 0

P sup Xy >¢e| < 1IE(X;) (7.8)
te[0,T] €

und

P ( inf X; < —¢ ) (7.9)

< E(X7) — E(Xo)
te[0,T] B

3

Ist X nicht-negativ, so gilt fiir jedes p > 1

p
E( sup X7 | < (p) E(X%).
te[0,77] p—1
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Beweis. Wir zeigen zuerst ([7.8)). Da X rechtsstetig ist gilt sup X; = sup X;. Wéhle eine

te[0,T] te[0,T]nQ
aufsteigende Folge von Mengen (F},)peny mit [0,7] nQ = |J F),. Dann gilt fir 0 < < ¢
n>1

1
P sup X;>e | < limP (maxXt > 5) < fIE(X;).
1€[0,7]~Q n—0  \ teFy, d

Fiir § — ¢ folgt (7.8). Die Ungleichung ([7.9)) folgt durch eine analoge Beweisidee. Fiir die letzte
Behauptung betrachten wir zuerst

p
((swp x7) < (1) B, 0z

teFyn

welches aus der Doob Ungleichung fiir diskrete Submartingale folgt. Die linke Seite ist monoton

wachsend in n mit sup X /' sup XP = sup X?. Die Behauptung folgt mit n — 0. O
teFy te[0,T]nQ te[0,T]

Korollar 7.40. (Doob-Ungleichung) Sei (M;)i>o ein cadlag Martingal. Dann gilt fir alle € > 0
und T > 0

1
P sup |[M¢ >e | < -E(|Mp|)
te[0,T] €

P
E( swp |27 <<p ) E(Mz]?).
te[0,T) p—1

Wir kommen zu den Martingal Konvergenzsétzen.

und firp>1

Satz 7.41. (Konvergenz von Submartingalen) Sei (Xi)¢>0 ein cadlag Submartingal mit

supE(X;") < .
>0

Dann gibt es X € LY und es gilt X; —> Xo, fiirt — oo fast sicher.

Satz 7.42. (Konvergenz von Submartingalen) Sei (X¢)¢>o ein cadlag Submartingal. Betrachte
die Bedingungen:

(a) (Xt)e>0 ist gleichgradig integrierbar.
(b) Es gibt Xo € LY mit X; —> Xoo in L.
(c) Es gibt Xo € LY mit X; —> X, fast sicher und es gilt Xy < E(Xop|Ft).
Dann gilt (a) = (b) = (c). Ist ferner X nicht-negativ, so sind alle Bedingungen dquivalent.

Satz 7.43. (Konvergenz von Supermartingalen) Sei (Xi)i>0 ein nicht-negatives cadlag Super-
martingal. Dann gibt es eine Zufallsvariable Xo, mit Xy — Xo, fiir t — oo fast sicher.
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Esseifoo=0<U .7-}).

t>0
Satz 7.44. (Konvergenz von Martingalen) Sei (M;):>o ein cadlag Martingal. Dann sind dquivalent:
(a) (M) ist gleichgradig integrierbar.
(b) Es gibt My, € LY mit My — My, in L fiir t — oo.
(c) Es gibt My, € LY mit My —> My, fast sicher fiir t — o0 und
M, = E(Mo|Fop).

(d) Es gibt Y € LY mit M; = E(Y|Fy) fiir alle t > 0.
In diesem Fall gilt My, = E(Y|Fy).

Zum Schluf} wollen wir noch die kontinuierliche Version der Doob-Meyer Zerlegung beweisen.
Hierfiir brauchen wir einige Vorbereitung.

Definition 7.45. Die o-Algebra
P =0 ((He)i>0 | (He)e>0 ist linksstetig und adaptiert )

heifit die o-Algebra der vorhersehbaren Mengen. Ein stochastischer Prozess (Xi)i>o heifit vor-
hersehbar (predictable), falls
Q x[0,00) 3 (w,t) — Xy(w)

messbar ist beziiglich P.
Lemma 7.46. Es gilt
P—o({Ax {0} AeFo} U{Ax (s,6] | s <t, Ac Fi}).

Insbesondere ist jeder vorhersehbare beschrinkte stochastische Prozess (Xi)i>o Grenzwert von
Elementarfunktionen der Form

Xi(w) = ao + Lag (W) + Lyoy(t) Lo ] () (7.10)

||M2

mit a, € R, NeN, 0 < s, <tp, A, € Fs,.

Beweis. Essei P’ = o ({A x {0} Ae Fo} u{A x (s,t] | s <t, A€ Fs}). Dannist jede beziiglich
P’ messbare Zufallsvariable Grenzwert von Zufallsvariablen der Form . Ferner sind diese
Elementarfunktionen linksstetig und adaptiert, woraus P’ < P folgt. Umgekehrt, sei X links-
stetig und adaptiert. Dann ist

XM= X1 + Y X

messbar beziiglich P’ und es gilt X,FN) —> X, fast sicher fiir alle t und N — o0. Also ist auch
X messbar beziiglich P’. Dieses zeigt P < P'. O
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Definition 7.47. Sei (Xt)¢>0 ein stochastischer Prozess.
(a) (Xt)i>0 ist von der Klasse (D), falls die Familie
{X7 | T Stoppzeit mit P(T < ) = 1}
gleichgradig integrierbar ist.
(b) (X¢)e>0 ist von der Klasse (DL), falls fiir alle m € N die Familie
{X7 | T <m Stoppzeit }
gleichgradig integrierbar ist.
Lemma 7.48. Sei (Xt)i>0 ein cadlag Prozess. Es gelten die folgenden Aussagen.
(a) Ist (Xi)i>0 ein nicht-negatives Submartingal, so ist (Xi)i>0 von der Klasse (DL).
(b) Ist (X¢)e>0 von der Klasse (D), so ist (X¢)i>0 von der Klasse (DL).
(c) Ist (Xi)i>0 ein gleichgradig integrierbares Submartingal, so ist (X¢)i>0 von der Klasse (D).

(d) Ist Xy € LP mit sup E(X{) < o0 und p > 1, so ist (Xy)efo,r) gleichgradig integrierbar.
te[0,T]

Beweis. (a) Sei T eine beschriankte Stoppzeit mit T < m € N. Aus Optional Sampling folgt
X1 < E(X,,|Fr). Ferner ist { X7 > n} € Fr und somit

E(Lixp>nyX1) < E(Lxys>nB(Xm|FT)) = E(LxponXm)-

Aus Tschebyscheff und Optional Sampling folgt
1 1
P(X7r >n) < gE(XT) < EE(Xm) — 0, n— o0

Daraus lasst sich leicht die Behauptung folgern.

(b) Jede Stoppzeit T' mit T' < m erfiillt insbesondere P(T" < w0) = 1.
(c) Ubung.

(d) Es gilt mit der Holder Ungleichung mit % + % =1

E(1X:]) <E(|X:[") < sup E(X}) <0
te[0,T]

und damit sup E(|X¢|) < co. Ferner gilt
te[0,T]

RS

Q|
Qe

E(14X]) < (E(1%)) " (B(X,[))> < ( sup IE(IXtI”)> (P(A))

te[0,T]

welches die Behauptung zeigt. O
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Wir werden spéter weitere hinreichende Bedingungen sehen.

Satz 7.49. (Doob-Meyer Zerlequng, [KS91]) Sei (U, F, (Fi)t>0,P) ein filtrierter Raum mit den
iblichen Bedingungen und (Xi)t>0 ein cadlag Submartingal. Dann sind aduivalent:

(a) (Xt)¢>0 ist von der Klasse (DL).

(b) Es gibt ein rechtsstetiges Martingal (My)i>0 und einen rechtsstetigen vorhersehbaren Pro-
zess (At)e>0 mit
A0=0, ASSAt, s<t

derart, dass

Xy =Xo+ M+ Ay, t>0.

Ist (M], A}) eine weitere Zerlegung mit obigen Eigenschaften, so sind My, M| sowie Ay, A}, unun-
terscheidbar. Ist zusdtzlich (X¢)i>o0 von der Klasse (D), so ist (Mi)¢>o gleichgradig integrierbar
und Ag := tlim Ay ist integrierbar.

—00

Diesen Satz zu beweisen erfordert einiges an Vorbereitung und soll hier nicht gemacht werden.

Wir werden jedoch einen wichtigen Spezialfall beweisen.

Beispiel 7.50. Dann ist (M?)>o ein nicht-negatives Submartingal und somit von der Klasse
(DL). Die Doob-Meyer Zerlegung liefert die Existenz und FEindeutigkeit eines vorhersehbaren,
steigenden Prozesses (Ai)i>o derart, dass Mt2 — Mg — A; ein Martingal ist.

Definition 7.51. Sei (M;)i>0 < L£? ein cadlag Martingal mit Mo = 0. Dann wird der vorher-
sehbare, steigende Prozess (A¢)i>o0 mit (M) bezeichnet. Dieser wird Kompensator bezeichnet.

Beispiel 7.52. o Sei (By)i>o die Brownsche Bewegung. Dann ist (B); =t.
o Sei (N¢)i>o der Poisson Prozess mit Intensitdt A > 0. Dann ist (N); = At.

Im Folgenden wollen wir die Existenz und Eindeutigkeit des Kompensators (M); ohne
Riickgriff auf die Doob-Meyer Zerlegung beweisen. Hierfiir betrachten wir den Fall von Mar-
tingalen mit stetigen Pfaden. Der allgemeine Fall von cadlag Pfaden ist wesentlich schwieriger
zu beweisen.

Satz 7.53. Seip e [1,0), (Mt(n)) c LP eine Familie von Martingalen mit stetigen Pfaden und
(My)e>0 < LP ein stochastischer Prozess. Es gelte Mt(n) —> My in LP fiir n — oo fiir jedest > 0.
Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) (My)i>0 hat eine Modifikation welche ein Martingal ist.
(b) Seip > 1. Es gibt eine Modifikation von (My)i>0, welche wir wieder mit (My)i>o bezeich-
nen, derart dass M; adaptiert ist, stetige Pfade hat und

E ( sup |M™ — Mt|p> 0, VT >0.
te[0,T]
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Beweis. (a) Sei 0 < s < t. Dann gilt M = E(Mt(")\}"s) fiir alle n > 1 und
(BG4 |17 ~ BOaF)) = (B = Ml 7)< E(M™ = My)PIF).
Folglich gilt
n p n
E((B(M™|7) - BIF))) <E (01 - M)

und damit ]E(Mt(n)|]-"5) —> E(M|Fs) fir n — oo in LP. Daraus folgt durch Grenziibergang
n —
M = E(M|Fs).

Also ist (My)¢>0 ein Martingal.
(b) Sei T > 0 fest. Da M(™) — M) ein Martingal ist, folgt aus der Doob Ungleichung

P
E (( sup ’Mt(m) - Mt(n)’> ) =E < sup ‘Mt(m) - Mt(n)‘p>
t€[0,T7 t€[0,71

p
b m n
<(.” 1) B — MP)P)

| sup [M™ — M| eo < —HM — M| — 0
te[0,T]

und somit

fiir n,m — c0. Wir konnen daher eine Teilfolge (ny)ren finden derart, dass
”M}nkle) . M}nk)||£p < 2—k’ k> 1

Folglich gilt

o0
sup (M) w0 < SV sup (M M
k=1 tE[O,T] Lo k=1 tG[O T]
p (ng+1) (nk) S
< — Z | M= = Mp™ | e < Z o <
pP= k 1 k:1
und somit

o0
P 2 sup ]Mt(nk“) — Mt(nk)\ <w| =1
k:1t€[07T]

Q0
Also konvergiert >, |Mt(nk“) - Mt(nk)| fast sicher gleichmissig in ¢ € [0,7]. Insbesondere kon-
k=1

0
vergiert Y; := ), (Mt(nk“) - Mt(m“)) fast sicher gleichméssig in ¢ € [0,7']. Wegen
k=1

N—-1
Mt(nN) _ Mt(nl) + Z (Mt(nk+1) _ Mt("k))
k=1
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konvergiert Mt("N N Mt(nl) +Y; fast sicher gleichméssig in ¢ € [0,7]. Nach Ubergang zu einer
geeigneten Teilfolge sehen wir M; = Mt(m) +Y; fast sicher fiir alle ¢t € [0,T]. Die rechte Seite
hat stetige Pfade und ist, da der Wahrscheinlichkeitsraum vollstédndig ist, adaptiert. Die letzte
Behauptung folgt aus Doobs Ungleichung wegen

p
E ( sup | M;" — M#) < <p> E(|M{Y — My|?).
te[0,T] p—1

O

Lemma 7.54. Sei (M)>0 = L' ein adaptierter stochastischer Prozess mit cadlag Pfaden.
Genau dann ist (M)i>o ein Martingal, wenn

E(Mr) = E(My) (7.11)
fiir alle beschrinkten Stoppzeiten gilt.

Beweis. Ist (My)¢>0 ein Martingal, so gilt (7.11) nach Optional Sampling. Umgekehrt gelte
(7.11)). Fiir konstante Stoppzeiten T' = t > 0 liefert dieses

E(M;) = E(My), t>0.
Sei s <t und A € F,. Wir miissen
E(M;1a) = E(Ms14)
zeigen. Wihle T' = sl 4 + t1 4c. Dann ist T eine beschrinkte Stoppzeit und es gilt
E(Mr) = E(LaMs + LacMy) = E(LaMs) + E(My) — E(LaMy).

Ferner gilt
E(My) = E(Mo) = E(M;)

welches die Behauptung zeigt. O

Sei (My)i>0 = L2 ein Martingal mit My = 0 derart, dass M(w) fiir jedes w € § stetig in
t > 0 ist. Sei (7,,)nen eine Folge von Zerlegungungen

Ozt((]")<t§")<-~<t§(;3

mit t%ﬁ? — 00, sup (t,(ﬁ)1 — t,(gn)) < o0 und T, € Tpy1. Definiere einen Prozess

=0,...,n

V;(n) = 2 (Ms’/\t - MS/\t)2>

SETH
wo s’ den Nachfolger von s bezeichnet.

Satz 7.55. Es gibt einen stochastischen Prozess (M), derart, dass die folgenden Eigenschaften
gelten:
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(a) (M), € L' ist adaptiert, hat stetige Pfade und ist monoton steigend. (fast sicher)
(b) Es gilt

lim P sup [V, —(My|>c| =0, Ve>0, T>0.
n—0 te[0,7]

(c) ME — (M), ist ein Martingal.
(d) Ist zusdtzlich (My)y>o beschrinkt, d.h. ¢c:=  sup  |My(w)| < o0, so gilt
a (w,t)exRy
E < sup [V, — <M>t|2> —0, VYT >0.
t

€[0,77]

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass M; beschrinkt ist. Wir zeigen zunéchst, dass
(Vt(n))neN fiir jedes ¢t > 0 eine Cauchy Folge in £2.

Sei N € N so gross dass fir m >n > N: t < tg(,tz < tm. Wegen (a — b)? = a? — 2(a — b)b — b*
folgt

V}(n) - Z (MS/M - MuQAt) —2 Z Muynt(Muynp = Mynt)

UETH UETH
2
= ME—2 ) My(Myny — Myny)
u<Tn
u<t

= MtQ -2 Z Z Mu(Ms’/\t - Ms/\t)

u<tp u<s<u'
u<t SETM,

wo die letzte Gleichung aus

Mu’/\t - MuAt = 2 (Ms’/\t - Msm‘,)

u<s<u'
SETM,

folgt. Analog erhalten wir

V=02 =2 ) MM~ M)

s<Tm
s<t

= Mt2 -2 Z Z MS(MS//\t - Msmﬁ)

u<lt u<s<u'
UETN  SETM

Daraus folgt

VI v = 2 SN (Mo(Myay — My) — My(Myng — Mane)) -

UETH u<ls<u’
SETM

-9 Z Z (Mg — M) (Mg g — Mgny).

ust u<s<u'
UETH,  SETM
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Wir erhalten somit

E ((V;(m) - ‘/15(”))2) = 4K Z Z (Ms - Mu)2(Ms//\t - MS/\t)2 )

u<t y<s<u'
UETH  SETmM

wo alle gemischten Terme wegen der Martingaleigenschaft verschwinden (nachrechnen!). Sei

Ay := sup sup sup{(Ms —Mu)2 |uety, ut, SET, uls< u'}.
n/>N m/>n' weQ)

Da (My)i>o stetige Pfade hat, gilt Ay — 0 fast sicher fir N — oo. Ferner gilt Ay < 4c?.
Damit erhalten wir

E ((V;t(m) - V;E(n))2> § E AN Z Z (Ms’/\t - MS/\t)2

ust u<s<u/
UETR  SETM

N
N

< @) B[ Y Y (Mon—Man)?

ust y<s<u/
UETH,  SETM

2\ 3

N|=
=

= (E(A?V)) Z (Ms’/\t - ]\45/\15)2

s<t
SETM

Aus dem Satz der dominierten Konvergenz folgt E(A%) — 0. Ferner erhalten wir

2
E Z (Ms//\t - MSAt)2 =E Z (Ms’/\t - Msm‘,)4
s<t s<t

+ 2B Z Z (MSI/\t o MS/\t)Q(Mu//\t - Mu/\t)2

s<t u<s
SETM UETM

S 402E Z (Ms’/\t - MS/\t)2
s<t
+2 Z Z E ((MS//\t - MSAt)Q(Mu’At - Mu/\t)2)

s<t s<u
SETM UETM

=51 + Ss.
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Es gilt

S]_ = 402E Z (Ms//\t - MS/\t)2
s<t
= 402 2 5 ,\t 2Ms /\tMS/\t + Ms/\t)

s<t
SETM

= 4¢? Z M; /\t 2MS/\tE< S'/\t‘f8> + MSQ/\t)

s<t
SETM

o 462 Z s /\t S/\t) - 462E(Mt M()2) = 4C2E(M752) < 4@4'

s<t
SETM

und analog

Z E ((Ms’/\t - MSAt)Q(Mu’/\t - MU/\t)Q) = Z E (E((Mu’/\t u/\t) ’]: )( s'At T Ms/\t)Q)

s<u s<u
UETM, UETM,

Z E(E(Mg/\t u/\t‘]:)( s'at T MSAt)2)

s<u
UETM

Z E ((Mg N’ Mg/\t)(Ms’/\t - Msx\t)z)

s<u
UETM,

=E ((M2 MSZ/\t)(Ms At T MS/\t)2)
< 262E ((Ms’/\t - MS/\t) ) = 202E (M2

s’ At

MSQ/\t)
Daraus folgt

) = APE(M}) < 4c.

sAt

SQ<4C2 Z SAt M2

s<t
SETM

Insgesamt folgt
1
E (™ = v™)?) < (B(a%)* VB — 0.
Sei Vi := lingo Vt(n) der £2-Grenzwert. Setze

=2 Z MS/\t s'At T MS/\t)-

SETn
Dann ist (K(n))tzg ein Martingal und es gilt

Y =MV — M Vi, n—
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in £2. Also gibt es eine Modifikation (Y;)¢>9 von M7 — V; derart, dass Y ein Martingal mit
stetigen Pfaden ist. Folglich hat V; eine Modifikation mit stetigen Pfaden gegeben durch

(M, = ME —Yi. (7.12)

Insbesondere ist (M) auch adaptiert und es gilt

E ( sup [V, — <M>t|2> —0, n— 0. (7.13)
te[0,T]

Betrachten wir den allgemeinen Fall. Sei
Ry (w) :=inf{t > 0 | |[My(w)| > k}.
Dann ist Ry, eine Stoppzeit. Ferner gilt |M; g, | < k. Nach Optional Sampling ist
My n gy, = M
ein beschrinktes Martingal. Aus obigen Uberlegungen gibt es einen stetigen, adaptierten Prozess
(M"Y, = V. Es sei (VF)(™ die Approximation von V/¥ iiber die Zerlegung 7,.

Lemma 7.56. (Diagonalfolgentrick) Es gibt es eine Teilfolge (n;)en und Qo € Fo mit P(Qp) = 1
derart, dass

Sup |(V:9k)(nl) - <Mk>s| - 0, l — 00, WweE Qo.
s€[0,t]

Beweis. Wegen ([7.13)) gibt es fiir £ = 1 eine Teilfolge (n1(l))en und Q1 € Fo mit P(2;) = 1
derart, dass

sup [(VHMO) — (MDY | — 0, | — o0, wey.
s€[0,t]

Wihle eine weitere Teilfolge (n2(1))eny von (n1(1))eny und Qg € Fy mit P(Q2) = 1 derart, dass

sup [(V2)™20) — (M| — 0, | — o0, weDy.
s€[0,t]

Eine solche Wahl ist wegen der Konvergenz in ([7.13) moglich. Iteration liefert eine Folge von
Teilfolgen (ng(l))en, wo (ng1(1))en eine Teilfolge von (ng(l))en ist, Mengen Qj € Fy mit
P(Q) = 1 derart, dass

sup [(VF) D) — (MR | — 0, 1> 0, we .
s€[0,t]

Dann liefert Qg := (] Qi sowie n(l) := ny(l) das gewiinschte. O
k>1

Es gilt Ry < Rp,1 fast sicher. Fiir R := klim Ry € [0, 0] gilt
—00

P(R>m)=P(3k: |[My|<k)=1, VmeN.
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Also ist R = oo fast sicher und somit Ry —> c0. Damit ist P(9 n {R = c0}) = 1 Damit ist

(MF*y(w), fiir ke Nmit we {t < R} n Qo
0, sonst ’

(M)t(w) = {

auf Qg N {R = o} definiert und auf dem Komplement 0. Ferner gilt
Li<n, V™ = Lier VIR, = Di<r, (V)™ — 1<, (M*), (7.14)

fiir | — oo auf Q. Dieses zeigt, dass (M ); unabhéngig von der Wahl von k ist.
Seien d,e > 0 beliebig. Wihle k(J) € N derart, dass

]P’(Rk((;) < t) < 6.
Dann folgt

P ( sup V7~ an > <)
0<s<t

=P(sup [V — (M| > e, Rk<t> +P(sup VI — (M| > e, Rk>t)

0<s<t 0<s<t

<P(Re< )+ F ((sup (VAW a2 e, Rzt
0<s<t

<P(R,<t)+P ( sup [(VF)™ — ()| > s>
0<s<t
Fiir den zweiten Summanden gilt nach Tschebyscheff
1
P ( sup 00 = il 2 €) < S ((sup [0 = AELE) —0, e

0<s<t € 0<s<t

Daraus folgt
limsup P ( sup V.M — (M| > 5) <P(Rp <t) <. (7.15)
n— o0 0<s<t

Dieses zeigt (b). Fiir Teil (a) bleibt es zu zeigen, dass (M ); monoton steigend ist. Sei ¢ > 0 fest,
dann gilt

VW = 30 (M = Mupe)* = 35 (My = M) + (M = Mg, ()°
UETY Z?;’;

wo 0s(n) = sup{u € 7, | u < s}. Daraus folgt

P sup | > (My —M,)* = (M| >e¢
SE[O,t] UETY
u! <t

Vi — (M),

<P < sup (Mg — M;,())* + sup
36[07t] SE[O,t]

25>

< P(sup (My — Ms,())* > €) + P ( sup (V" — (M),

s€[0,t] se[0,t]

25)
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Der zweite Term konvergiert wegen ([7.15)) gegen 0, der erste wegen der Stetigkeit der Pfade. Da
> (My — My)? monoton wachsend in ¢ ist, ist es auch (M );.

SETR
s/<t

Es bleibt (c) zu zeigen. Wir zeigen dass M# — (M) € £! und
E(M7) = E(M)r)

fiir alle beschriinkten Stoppzeiten gilt. Die Behauptung folgt dann aus Lemma [7.54 Wegen

(7.12)) ist
Mf —(M"y = Mynpgy, — (M")y = My, — (M)irr,

ein Martingal fiir alle k£ € N. Insbesondere gilt fiir alle beschrinkten Stoppzeiten T’
E(M7 . ,) = E(M)TAR,)-

Aus dem Satz der monotonen Konvergenz und der Submartingal Eigenschaft zusammen mit
Optional Sampling folgt

E(M)r) = lim B(M)rag,) = lim B(MZ, 5,) < E(M3).
Mit dem Lemma von Fatou gilt
E((Mr) = lim E(M3,,5,) > E(M3).

Wir erhalten also
E((M)r) = E(M7).

Ist m € N mit T" < m so folgt aus Optional Sampling
E(M?) <E(M2) < o

welches die Behauptung zeigt. O

8 Appendix

Lemma 8.1. Fir jedes N € Ny gibt es eine stetige Funktion Oni1(x) € C mit |On41(z)] <1

derart, dass
N+1

N (iz)n 5
e = Z (ZZ') + ((N)—i- 1)‘@1\/“(:3), zeR.
= nl !

Beweis. Wir zeigen iiber Induktion, dass fiir alle N € Ny mit g = 1 gilt

to ty

o _ 0 @ v o
e = Z ' + (ix)™ T f~-fe”” N+tdtn g -- - diy
n=0 0 0
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Dann hat
to tnN

(“)N+1(LE) = (N + 1)'J .- f@ith+1dtN+1 < dty
0 0

die gewiinschten Eigenschaften. Fiir N = 0 gilt offensichtlich
to
e’ =1 +ix | e*dt.

0

N — N + 1: Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung

to tN
o (i) 4
e’ = Z ol + (ix)N+1J-" JezxtN+1dtN+1 AR
n=0 ’ 0 0
Fiir das innere Integral gilt nach N =0

tn tn tn IN+1
f eTINTIdE N g = J ldty + iz f J TN 2t odt N
0 0 0 0

Daraus folgt

to

n

tn
ol — Z (Z"E‘) +(ix)N+1J"'fldtN+1"'dt1 +(m)N+2f... J BETEY
n=0 '
0

0
Die Behauptung folgt, da

to tn 1
0 0
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