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1 Grundbegriffe

1.1 Wahrscheinlichkeitsräume und Zufallsvariablen

Definition 1.1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Maßraum pΩ,F ,Pq mit PpΩq “ 1.

Hier und im Folgenden bezeichnet pΩ,F ,Pq einen Wahrscheinlichkeitsraum. Ohne An-
gabe eines Wahrscheinlichkeitsraumes ist ein abstrakter Raum pΩ,F ,Pq gemeint. Wir
führen die folgende Notation ein:

• Ω - Ereignisraum

• ω P Ω - Elementarereignis

• A P F - Ereignis

• P - Wahrscheinlichkeitsmaß.

• PpAq - Wahrscheinlichkeit von A.

• Ac - Ereignis A tritt nicht ein.

• AYB - A oder B treten ein.

• AXB - A und B treten ein.

• A Ă B - A impliziert B.

Beachte
0 ≤ PpAq ≤ PpAq ` PpAcq “ PpAY Acq “ 1

und
PpAcq “ PpΩzAq “ 1´ PpAq.

Wir betrachten einige Beispiele für solche Räume.

Beispiel 1.2. (diskrete Gleichverteilung) Angenommen wir stehen vor einer wichtigen
Entscheidung. Die Menge aller möglichen Entscheidungen bezeichnen wir mit Ω. Wir
nehmen an, dass Ω endlich ist, d.h. |Ω| “

ř

ωPΩ

1 ă 8. Jedes ω P Ω entspricht der Wahl

einer speziellen Entscheidung. Wir betrachten auf Ω die Potenz-σ-Algebra F “ 2Ω. Das
Wahrscheinlichkeitsmaß sagt wie wahrscheinlich die Wahl ω ist. Angenommen jede Aus-
wahl ist gleich wahrscheinlich, z.B. weil wir keine näheren Informationen haben. Dann ist
das Wahrscheinlichkeitsmaß bereits eindeutig festgelegt und gegeben durch Pptωuq “ 1

|Ω|

und

PpAq “
ÿ

xPω

Pptωuq “
ÿ

xPΩ

1

|Ω|
“
|A|

|Ω|
, A Ă Ω, (1.1)

wo |B| :“
ř

xPB

1 die Anzahl der Elemente in einer Menge B Ă Ω bezeichnet.
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Wir können auch den Fall betrachten, wo nicht jeder Ausgang ω P Ω gleich wahr-
scheinlich ist.

Satz 1.3. Sei Ω eine abzählbare Menge und F die Potenz-σ-Algebra auf Ω. Dann gilt:

1. Sei p : Ω ÝÑ r0, 1s mit
ř

ωPΩ

ppωq “ 1 gegeben. Dann definiert

PpAq :“
ÿ

ωPA

ppωq, A Ă Ω (1.2)

ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω.

2. Jedes Wahrscheinlichkeitsmaß P auf Ω ist von der Form (1.2) mit ppωq :“ P ptωuq.

Beweis. 1. P gegeben durch (1.2) lässt sich umschreiben zu

Ppdωq “
ÿ

ηPΩ

δηpdωqppηq,

denn es gilt
PpAq “

ÿ

ωPA

ppωq “
ÿ

ηPΩ

ppηq1Apηq “
ÿ

ηPΩ

ppηqδηpAq.

2. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ω. Sei A Ă Ω, dann gilt

PpAq “ P

˜

ď

ωPA

tωu

¸

“
ÿ

ωPA

Pptωuq

und die Behauptung folgt mit ppωq :“ Pptωuq.

Wir betrachten noch Beispiele für überabzählbare Ω.

Beispiel 1.4. (uniforme Verteilung) Es sei Ω Ă Rd messbar. Wir betrachten einen Dart-
wurf mit Zielgebiet Ω. Für eine messbare Menge A Ă Ω ist PpAq die Wahrscheinlichkeit
das Gebiet A zu treffen. Die uniforme Verteilung besagt, dass die Wahrscheinlichkeit
überall gleich verteilt ist. Analog zu (1.1) definieren wir daher

PpAq “

ş

A

1dx

ş

Ω

1dx
“:

volpAq

volpΩq
,

also Ppdxq “ 1
volpΩq

dx, wo volpΩq “ mpΩq das Lebesgue-Maß von Ω bezeichnet.

Haben wir ein Ziel auf welches der Dart geworfen werden soll, so ist davon auszugehen,
dass die Verteilung des Darts nicht mehr uniform verteilt ist. Eine bessere Beschreibung
auf R ist unten beschrieben.
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Beispiel 1.5. (Cauchy Verteilung) Es sei Ω “ R und Ppdxq “ ppxqdx mit c ą 0, a P R
und

ppxq “
1

π

c

c2 ` px´ aq2
, x P R.

Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaß und es gilt
ż

R

|x|kppxqdx “ 8, k P N.

Eine weitere Wahl auf R ist die Gaussverteilung bzw. Normalverteilung.

Beispiel 1.6. (Normalverteilung) Es sei Ω “ R und Ppdxq “ ppxqdx mit µ P R sowie
σ ą 0 und

ppxq “ p2πσ2
q
´ 1

2 e´
px´µq2

2σ2 , x P R.
Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaß mit

ż

Rd

xppxqdx “ µ

und
ż

R

px´ µq2ppxqdx “ σ2.

Definition 1.7. Seien P,Q zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf Ω. Q heißt absolut stetig
bezüglich P, falls

PpAq “ 0 ùñ QpAq “ 0.

Sei g : Ω ÝÑ R` integrierbar bezüglich P und sei

QpAq :“

ż

A

gpωqdPpωq, A P F .

Dann ist Q ein Maß und Q ist absolut stetig bezüglich P. Die Umkehrung ist im nächsten
Satz formuliert.

Satz 1.8. (Satz von Radon-Nikodym) Seien P,Q zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf Ω
und sei Q absolut stetig bezüglich P. Dann gibt es eine integrierbare Funktion dQ

dP derart
dass

QpAq “
ż

A

dQ
dP

dP, A P F . (1.3)

Ist g : Ω ÝÑ R` eine weitere integrierbare Funktion, sodass (1.3) gilt. Dann ist g “ dQ
dP

fast sicher bezüglich P. Wir schreiben auch Q “ dQ
dPP. Diese Funktion wird Radon-Nikodym

Ableitung von Q bezüglich P genannt.
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Häufig wird dQ
ddP auf als Dichte von Q bezüglich P bezeichnet. Der Fall Ω “ Rd ist von

besonderer Bedeutung.

Definition 1.9. Ein Wahrscheinlichkeitsmaß P auf Rd hat eine Dichte, falls es absolut
stetig bezüglich des Lebesgue Maßes mpdxq “ dx ist. Die Dichte p ist definiert als die
Radon-Nikodym Ableitung p “ dP

dm
. Folglich gilt für jede messbare Menge A Ă Rd

PpAq “
ż

A

ppxqdx.

Betrachten wir eine Folge von möglichen Experimenten, so sind wir gezwungen kom-
pliziertere Räume Ω zu wählen. Die spezielle Wahl von Ω ergibt sich häufig aus Existenz-
resultaten (siehe letztes Kapitel zu stoch. Prozessen). Im Folgenden soll Ω daher nicht
weiter spezifiziert werden.

Ziel: Beschreibung von zeitabhängigen Problemen (Dynamiken).
Genauer, wir wollen ein System beschreiben welches z.B. physikalischer, mathematischer,
biologischer, etc. Natur ist. Ein System besteht aus verschiedenen Zuständen, die Men-
ge aller Zustände ist der Zustandsraum E. Wir nehmen im Folgenden an, dass E ein
messbarer Raum mit σ-Algebra E ist. Später werden wir weitere Eigenschaften fordern.
Wahrscheinlichkeitsmaße auf E werden mit µ, ν bezeichnet.

Beispiel 1.10. 1. Diskrete Zustandsräume sind häufig E P tZ,Zdu. Solche Räume
können durch eine Diskretisierung entstehen und sind in manchen Fällen einfacher
zu untersuchen. Auf diese Weise lassen sich z.B. Gitterstrukturen von Atomen, bzw.
Spins von Atomen beschreiben.

2. Kontinuierliche Zustandsräume E P tR,Rdu. Im Fall E “ R` können wir x P R`
als Länge, Zeit oder Alter von Objekten vorstellen. Im Fall E “ Rd ist x P Rd z.B.
die Position eines zu beschreibenden Teilchens.

Beschreiben wir ein System mit Zustandsraum E, so wollen wir Zustände X P E
als zufällige Variablen modellieren. Insbesondere ist die Position, Alter, Grösse etc. von
modellierten Teilchen zufällig.

Definition 1.11. Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine messbare Abbildung X : Ω ÝÑ E.

Wir sagen auch

• X ist eine E-wertige ZV.

• X ist eine ZV mit Werten in E.

• X ist eine ZV auf E.
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Definition 1.12. (Erinnerung) Sei µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf E und ϕ : E ÝÑ
E 1 wo E 1 ein messbarer Raum ist. Das Bildmaß µ ˝ ϕ´1 ist definiert über

µ ˝ ϕ´1
pAq “ µpϕ´1

pAqq.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass µ˝ϕ´1 ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf E 1 ist. Ferner
gilt für jede nicht-negative meßbare Funktion f : E 1 ÝÑ R`

ż

E

fpϕpxqqdµpxq “

ż

E1

fpyqµ ˝ ϕ´1
pdyq. (1.4)

Sei f : E ÝÑ R messbar, genau dann ist f ˝ϕ integrierbar bezüglich µ, wenn f bezüglich
µ ˝ ϕ´1 integrierbar ist. In diesem Fall gilt (1.4).

Definition 1.13. Sei X eine E-wertige Zufallsvariable. Dann ist µX :“ P ˝ X´1 die
Verteilung von X.

Wir betrachten das Beispiel der Normalverteilung auf Rd.

Definition 1.14. (mehrdimensionale Normalverteilung)

1. Die Standardnormalverteilung auf Rd ist gegeben durch die Dichte

ppxq “ p2πq´
d
2 e´

|x|2

2 , x P Rd.

2. Es sei A eine reelle d ˆ d-Matrix und b P Rd. Sei T pxq “ Ax ` b die dazugehörige
affine Abbildung und µpdxq :“ ppxqdx. Dann heißt µ˝T´1 (allgemeine) Normalver-
teilung.

3. Sei X eine Rd-wertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion µX . Diese heißt nor-
malverteilt bzw. gaußsch, wenn µX eine Normalverteilung ist.

Bemerkung 1.15. Es gibt gaußsche Zufallsvariablen. Wähle Ω “ Rd “ E mit Xpωq “ ω.
Sei P normalverteilt, dann ist µXpdxq “ P ˝X´1 eine Normalverteilung.

Satz 1.16. (a) Sei A invertierbar. Dann hat µ ˝ T´1 eine Dichte gegeben durch

dµ ˝ T´1

dm
pxq “ p2πq´

d
2 pdetpAA˚qq´

1
2 e´

1
2
xpx´µq,pAA˚q´1px´µqy, x P Rd.

Hier ist A˚ die transponierte Matrix zu A. Ist A nicht invertierbar, so ist ImpT q
eine Nullmenge bezüglich m und µ ˝ T´1 ist nicht absolut stetig bezüglich m.

(b) Die Klasse der Normalverteilungen ist invariant unter affin linearen Abbildungen
Rd ÝÑ Rd. D.h. sei T pxq “ Ax ` b mit A eine reelle d ˆ d-Matrix, b P Rd und ν
eine Normalverteilung. Dann ist ν ˝ T´1 eine Normalverteilung auf Rd.
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Beweis. (a) Sei A invertierbar. Dann ist auch Σ :“ AA˚ invertierbar mit Σ´1 “ pA˚q´1A.
Es ist T´1pyq “ A´1py´ bq “ A´1y´A´1b und somit folgt mit der Translationsinvarianz
von m und dem Transformationssatz für jedes Recteck R

m ˝ T´1
pRq “ mpT´1

pRqq “ mpA´1
pRqq “ detpA´1

qmpRq “ detpAq´1mpRq (1.5)

Rechtecke bilden einen Schnittstabilen Erzeuger der Borel-σ-Algebra, also

m ˝ T´1
pBq “ detpA´1

qmpBq, B P BpRd
q.

Also istm˝T´1 absolut stetig bezüglichm und es gilt mit dem Determinanten Produktsatz

dm ˝ T´1

dm
“ detpA´1

q “ pdetpΣqq´
1
2 .

Die Behauptung folgt nun aus der folgenden Rechnung

µ ˝ T´1
pBq “

ż

Rd

1Bpxqµ ˝ T
´1
pdxq “

ż

T´1pRdq

1BpT pxqqµpdxq

“

ż

Rd

1BpT pxqqp2πq
´ d

2 e´
1
2
|T´1Tx|dx

“

ż

Rd

1Bpyqp2πq
´ d

2 e´
1
2
|T´1y|2

pm ˝ T´1
qpdyq

“

ż

Rd

p2πq´
d
2 e´

1
2
xy´b,Σ´1py´bqy

pdetpΣqq´
1
2 dy

wo wir T´1pyq “ A´1py ´ bq und

|T´1y|2 “ xT´1y, T´1yy “ xA´1
py ´ bq, A´1

py ´ bqy “ xy ´ b,Σ´1
py ´ bqy

benutzt haben. IstA nicht invertierbar, so ist ImpT q Ă Rd ein höchstens d´1-dimensionaler
Unterraum und folglich eine Nullmenge bezüglich m. Sei B :“ ImpT q, dann ist mpBq “ 0
und es reicht zu zeigen, dass µ ˝ T´1pBq ‰ 0. Dieses folgt aus 1BpT pxqq “ 1 und

µ ˝ T´1
pBq “

ż

Rd

1Bpxqµ ˝ T
´1
pdxq “

ż

Rd

1BpT pxqqµpdxq “ µpRd
q “ 1.

(b) Verknüpfungen affin linearer Abbildungen sind affin linear.

Speziell für R-wertige ZV haben wir das nützliche Konzept einer Verteilungsfunktion.
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Definition 1.17. Sei X eine R-wertige ZV. Die Verteilungsfunktion von X ist eine Funk-
tion FX : R ÝÑ r0, 1s gegeben durch

FXptq “ PpX ≤ tq “ P
ˆ"

ω P Ω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Xpωq ≤ t

*˙

, t P R.

Der nächste Satz wird ohne Beweis aufgeführt.

Satz 1.18. (a) Sei X eine R-wertige ZV. Dann ist die Verteilungsfunktion FX monoton
wachsend, rechtsstetig mit

lim
tÑ´8

FXptq “ 0, lim
tÑ8

FXptq “ 1. (1.6)

(b) Sei F : R ÝÑ r0, 1s monoton wachsend, rechtsstetig mit (1.6). Dann gibt es genau
ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf R mit µpp´8, tsq “ F ptq.

1.2 Erwartungswerte und Varianz

Definition 1.19. Es sei L1 “ L1pΩ,Pq “ L1pΩ,F ,Pq die Menge aller integrierbaren,
reellwertigen Zufallsvariablen. Für jedes X P L1 ist der Erwartungswert definiert über

EpXq “
ż

Ω

XdP.

Definition 1.20. Wir sagen, dass eine Eigenschaft P-fast sicher gilt, falls es ein A P F
gibt mit PpAq “ 0 und für alle ω P Ac ist diese Eigenschaft erfüllt.

Bemerkung 1.21. Die Bedingung X P L1 ist eine Bedingung an die Verteilung µX von
X. Es gilt nämlich

E|X| “
ż

R

|x|dµXpxq.

In diesem Fall kann der Erwartungswert ausgedrück werden über die Verteilung µX

EpXq “
ż

R

xdµXpxq.

Der Vektorraum Lp “ LppΩ,Pqmit p P p0,8q ist definiert als der Raum der messbaren,
reellwertigen Zufallsvariablen mit

ż

Ω

|X|pdP ă 8.

Für Zufallsvariablen mit Werten in E ist der Erwartungswert ohne weiteres nicht definiert.
Es gilt jedoch das folgende Lemma.
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Lemma 1.22. Sei X eine E-wertige Zufallsvariable und ϕ : E ÝÑ R eine messbare
Funktion. Dann ist ϕ ˝X messbar. Sei µX :“ P ˝X´1 die Verteilung von X auf E. Dann

ϕ ˝X P L1
pΩ,Pq ðñ ϕ P L1

pE, µXq.

Ist das der Fall, so gilt

EpϕpXqq “
ż

E

ϕpxqdµXpxq.

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition vom Bildmaß.

Der folgende Spezialfall ist von besonderer Bedeutung. Sei X eine Rd-wertige Zufalls-
variable und f : Rd ÝÑ R derart, dass fpXq “ fpX1, . . . , Xdq integrierbar ist. Dann
gilt

EpfpXqq “
ż

Rd

fpx1, . . . , xdqdµXpx1, . . . , xdq.

Insbesondere gilt für f “ 1A mit A P BpRdq

µXpAq “

ż

Rd

1ApxqdµXpxq “ Ep1ApXqq “ PpX P Aq.

D.h. EpfpXqq legt die Verteilung von X eindeutig fest.

Beispiel 1.23. Sei X eine R-wertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

µXpdxq “
8
ÿ

n“1

anδxnpdxq,

wo an ≥ 0 mit
8
ř

n“1

an “ 1 und pxnqnPN Ă R. Dann ist

ż

R

|x|µXpdxq “
8
ÿ

n“1

|xn|an.

Folglich ist X genau dann integrierbar, wenn
8
ř

n“1

|xn|an ă 8. In diesem Fall gilt

EpXq “
8
ÿ

n“1

xnan.

Allgemeiner sei ϕ : R ÝÑ R eine messbare Funktion. Dann gilt

Ep|ϕpXq|q ă 8 ðñ
8
ÿ

n“1

|ϕpxnq|an ă 8.
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In diesem Fall gilt

EpϕpXqq “
8
ÿ

n“1

ϕpxnqan.

Definition 1.24. Sei X eine R-wertige Zufallsvariable derart, dass

Ep|X|nq ă 8, n P N.

Die Momente sind definiert als

EpXn
q “

ż

Ω

XndP “
ż

R

xndµXpxq, n P N0.

Die zentrierten Momente sind definiert als

EppX ´ EpXqqnq “
ż

Ω

pX ´ EpXqqndP “
ż

R

px´ EpXqqndµXpxq.

Lemma 1.25. 1. Der Erwartungswert ist linear, d.h. sind X, Y P L1 und a, b P R so
gilt

EpaX ` bY q “ aEpXq ` bEpY q.

2. Ist X ≥ 0 und EpXq “ 0 so ist X “ 0 fast sicher.

3. Sei h : R ÝÑ R eine konvexe Funktion und sei X P L1 eine Zufallsvariable auf R
mit hpXq P L1. Dann ist

hpEpXqq ≤ EphpXqq.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Linearität des Integrals. Die Zweite ist aus der
Maßtheorie bekannt. Wir zeigen die letzte Aussage. Da h konvex ist, gibt es eine affin
lineare Funktion g mit g ≤ h und gpEpXqq “ hpEpXqq (Stützgerade). Es folgt

hpEpXqq “ gpEpXqq “ EpgpXqq ≤ EphpXqq.

Korollar 1.26. Seien 0 ă p1 ≤ p, so gilt LppΩq Ă Lp1pΩq mit

pE|X|p1q
1
p1 ≤ pE|X|pq

1
p .

Beweis. Die Funktion hpxq :“ |x|
p
p1 ist für 0 ă p1 ≤ p konvex. Es folgt mit Y :“ |X|p

1

´

Ep|X|p1q
¯

p
p1

“ hpEpY qq ≤ EphpY qq “ Ep|Y |
p
p1 q “ Ep|X|pq

und somit die Behauptung.
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Satz 1.27. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R und h ≥ 0 monoton steigend.
Dann gilt für alle c P R

hpcqPpX ≥ cq ≤ EphpXqq.

Beweis. Es gilt

hpcqPpX ≥ cq ≤ hpcqPphpXq ≥ hpcqq “ Ephpcq1hpXq≥hpcqq ≤ EphpXqq.

Der Fall hpxq “ |x|p ist bekannt als Markovsche Ungleichung.

Korollar 1.28. (Markovsche Ungleichung) Sei X eine R-wertige Zufallsvariable, p ą 0
und h ą 0. Es gilt

P p|X| ≥ hq ≤ 1

hp
Ep|X|pq.

Bemerkung 1.29. Der Fall p “ 2 ist als Tschebyscheff Ungleichung bekannt. Insbeson-
dere gilt

• Ep|X|q “ 0 ðñ X “ 0 fast sicher.

• Ep|X|q ă 8 ùñ |X| ă 8 fast sicher.

Die Umkehrung der zweiten Aussage ist falsch. Denn sei

pΩ,F ,Pq “ pr0, 1s,Bpr0, 1sq,mpdxqq

und Xpωq “ 1
ω

. Dann ist |X| ă 8 fast sicher und

Ep|X|q “
ż

r0,1s

1

ω
mpdωq “ 8.

Satz 1.30. (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Sind X, Y P L2 so gilt X ¨ Y P L1 und

Ep|X ¨ Y |q ≤
a

Ep|X|2q
a

Ep|Y |2q.

Satz 1.31. (Hölder Ungleichung) Seien 1 ≤ p, q ă 8 mit 1
p
` 1

q
“ 1 und X P Lp, Y P Lq.

Es gilt X ¨ Y P L1 und

Ep|X ¨ Y |q ≤ pEp|X|pqq
1
p pEp|Y |qqq

1
q .

Definition 1.32. Für eine Zufallsvariable X P L1 ist die Varianz definiert als

varpXq :“ EppX ´ EpXqq2q P r0,8s.

Für X, Y P L1 mit X ¨ Y P L1 ist die Konvarianz definiert über

covpX, Y q :“ EppX ´ EpXqqpY ´ EpY qqq.

X und Y heißen unkorreliert, wenn covpX, Y q “ 0.
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Die Varianz einer Zufallsvariable X ist somit das zweite zentrierte Moment der Ver-
teilungsfunktion von X.

Lemma 1.33. Es gelten die folgenden Rechenregeln.

1. varpaX ` bq “ a2varpXq für alle a, b P R.

2. varpXq “ EpX2q ´ pEpXqq2.

3. varpXq ă 8 genau dann, wenn X P L2.

4. varpXq “ 0 genau dann, wenn X “ EpXq fast sicher.

5. Pp|X ´ EpXq| ≥ hq ≤ 1
h2

varpXq.

6. EpX ¨ Y q “: xX, Y y definiert eine Abbildung L2 ˆ L2 ÝÑ R mit den folgenden
Eigenschaften:

• L2 ˆ L2 Q pX, Y q ÞÝÑ xX, Y y ist linear in jeder komponente (bilinear).

• xX, Y y “ xY,Xy.
• xX,Xy ≥ 0.

• Ist xX,Xy “ 0, so folgt X “ 0 fast sicher.

7. Für X, Y P L1 mit X ¨ Y P L1 gilt covpX, Y q “ EpX ¨ Y q ´ EpXqEpY q.

8. Für X, Y P L2 ist

varpX ` Y q “ varpXq ` varpY q ` 2covpX, Y q. (1.7)

Beweis. Übung.

Aus der Definition der Kovarianz folgt, dass covpX, Y q bilinear ist.

Satz 1.34. (Satz von Bienayme) Seien X1, . . . , Xn P L2 paarweise unkorreliert. Dann gilt

var

˜

n
ÿ

k“1

Xk

¸

“

n
ÿ

k“1

varpXkq.

Beweis. Wir beweisen den Satz über Induktion. Der Fall n “ 2 folgt aus (1.7). Für
n ÞÝÑ n` 1 erhalten wir

var

˜

n`1
ÿ

k“1

Xk

¸

“ var

˜

n
ÿ

k“1

Xk

¸

` varpXn`1q ` cov

˜

n
ÿ

k“1

Xk, Xn`1

¸

“

n`1
ÿ

k“1

varpXkq `

n
ÿ

k“1

covpXk, Xn`1q “

n`1
ÿ

k“1

varpXkq,

wo wir in der zweiten Gleichheit benutzt haben, dass cov linear im ersten Argument
ist.
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Beispiel 1.35. Sei X eine Normalverteilte Zufallsvariable auf R, d.h. mit Verteilung

µXpdxq “ p2πσ
2
q
´ 1

2 e´
|x´µ|2

2σ2 dx.

Dann ist EpXq “ µ und varpXq “ σ2.

Im folgenden betrachten wir Rd-wertige Integrale. Das nächste Lemma liefert ein
nützliches Kriterium um die Integrierbarkeit von Rd-wertigen Zufallsvariablen zu prüfen.

Hierbei bezeichnet |a| :“

d

d
ř

k“1

a2
k die euklidische Norm von a “ pa1, . . . , adq P Rd.

Lemma 1.36. Es sei X eine Rd-wertige Zufallsvariable und p P r1,8q. Es sei X “

pX1, . . . , Xdq die Darstellung in Komponenten. Dann gilt

|X| P Lp ðñ Xi P Lp, @i “ 1, . . . , d.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass
ż

Ω

|X|pdP ă 8 ðñ
ż

Ω

|Xi|
pdP ă 8, @i “ 1, . . . , d.

Es gilt |X|p “

ˆ

d
ř

k“1

|Xk|
2

˙

p
2

. Daraus folgt

|Xi|
p
“
`

|Xi|
2
˘
p
2 ≤

˜

d
ÿ

k“1

|Xk|
2

¸

p
2

“ |X|p.

Anderseits gilt auch

|X|p ≤

˜

d

ˆ

max
k“1,...,d

|Xk|

˙2
¸

p
2

“ d
p
2

ˆ

max
k“1,...,d

|Xk|

˙p

≤ d
p
2

d
ÿ

k“1

|Xk|
p.

Es sei LppΩ,F ,P;Rdq “ LppΩ;Rdq der Raum der Rd-wertigen Zufallsvariablen mit
Ep|X|pq ă 8. Insbesondere gilt X P L1pΩ;Rdq genau dann, wenn Xi P L1. Ferner ist
X P L2pΩ;Rdq genau dann, wenn Xi P L2, d.h. |Xi|

2 P L1 für alle i “ 1, . . . , d.

Bemerkung 1.37. Es sei X P L2pΩ;Rdq. Dann gilt

|Xi ¨Xj| ≤
|Xi|

2 ` |Xj|
2

2
≤ 1

2

g

f

f

e

d
ÿ

k“1

|Xk|
2 “

1

2
|X|2 P L1.

Also gilt Xi ¨ Xj P L1 für alle i, j “ 1, . . . , d. Umgekehrt, gilt Xi ¨ Xj P L1 für alle
i, j “ 1, . . . , d, so ist offensichtlich X P L2pΩ;Rdq.
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Definition 1.38. Sei X “ pX1, . . . , Xdq
T P L1pΩ;Rdq. Der Erwartungswert von X ist

komponentenweise definiert, d.h.

EpXq “
`

EpX1q . . . EpXdq
˘T
.

Ist zusätzlich X P L2pΩ;Rdq, so ist die Kovarianzmatrix definiert über ΣpXq :“ pσijpXqqij
mit σijpXq “ covpXi, Xjq.

Bemerkung 1.39. ΣpXq ist symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Seien λ1, . . . , λd P R, dann gilt

0 ≤ E

¨

˝

˜

d
ÿ

i“1

λipXi ´ EpXiqq

¸2
˛

‚“

d
ÿ

i,j“1

λiλjcovpXi, Xjq “ xλ,ΣpXqλy

wo λ “ pλ1, . . . , λdq. Die Symmetrie von ΣpXq folgt aus der von σijpXq, denn

σijpXq “ EppXi ´ EpXiqqpXj ´ EpXjqqq.

Beispiel 1.40. (a) Sei X standardnormalverteilt mit Werten in Rd. Dann gilt EpXq “
0 und covpXi, Xjq “ δij, wo

δij “

#

1, i “ j

0, i ‰ j

das Kronecker-Delta Symbol bezeichnet.

(b) Sei X wie oben und Y :“ AX`b mit b P Rm und A eine reelle mˆd-Matrix. Es gilt
EpY q “ b und ΣpY q “ AAT . Ferner ist Y Normalverteilt mit Verteilung µX ˝ T

´1,
wo T pxq :“ Ax`b eine affin lineare Abbildung ist. Denn es gilt für alle beschränkten
messbaren Funktionen ϕ : Rm ÝÑ R

EpϕpY qq “ EpϕpT pXqqq “
ż

Rd

ϕpT pxqqdµXpxq “

ż

Rm

ϕpyqpµX ˝ T
´1
qpdyq.

Betrachte jetzt ϕpyq “ 1Apyq für A P BpRmq so folgt

PpY P Aq “ pµX ˝ T´1
qpAq,

d.h. µY “ µX ˝ T
´1.
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1.3 Unabhängigkeit

Definition 1.41. Sei I eine beliebige Indexmenge.

(a) Eine Familie von Ereignissen tAi | i P Iu Ă F heißt unabhängig, wenn

P

˜

č

iPJ

Ai

¸

“
ź

iPJ

PpAiq

für alle endlichen Teilmengen J Ă I.

(b) Die Familie heißt paarweise unabhängig, wenn

PpAi X Ajq “ PpAiqPpAjq, @i, j P I, i ‰ j.

Bemerkung 1.42. Unabhängigkeit impliziert paarweise Unabhängigkeit. Die Umkehrung
ist im Allgemeinen falsch.

Beispiel 1.43. (a) Sei Ω “ t1, 2, 3, 4u mit F “ 2Ω und Gleichverteilung P auf Ω. Seien

A “ t1, 2u, B “ t2, 3u, C “ t1, 3u.

Dann gilt

PpAq “ PpBq “ PpCq “
1

2

und

PpAXBq “ PpAX Cq “ PpB X Cq “
1

4
.

D.h. die Ereignisse A,B,C sind paarweise unabhängig. Die Ereignisse sind nicht
unabhängig, da

PpAXB X Cq “ PpHq “ 0 ‰

ˆ

1

2

˙3

“ PpAqPpBqPpCq.

(b) Sei I “ t1, 2u mit Mengen A1, A2. Dann ist Unabhängigkeit äquivalent zu

PpA1 X A2q “ PpA1qPpA2q.

(c) Sei I “ t1, 2, 3u mit Mengen A1, A2, A3. Dann ist Unabhängigkeit äquivalent zu
PpA1 X A2q “ PpA1qPpA2q, PpA1 X A3q “ PpA1qPpA3q, PpA2 X A3q “ PpA2qPpA3q

und
PpA1 X A2 X A3q “ PpA1qPpA2qPpA3q.
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Definition 1.44. Sei I eine beliebige Indexmenge und Ei Ă F . Die Familie tEi | i P Iu
heißt unabhängig, wenn für jede Wahl Ai P Ei die Familie tAi | i P Iu von Ereignissen
unabhängig ist.
Äquivalent: Für jede endliche Teilmenge J Ă I und jede Wahl Aj P Ej mit j P J gilt

P

˜

č

jPJ

Aj

¸

“
ź

jPJ

PpAjq.

Bemerkung 1.45.

(a) Seien pΩi,Fi,Piq mit i “ 1, . . . n Wahrscheinlichkeitsräume und setze Ω “ Ω1 ˆ Ωn

mit F “
n
Â

i“1

Fi und P “
n
Â

i“1

Pi. Seien Mengen Ai gegeben durch

A1 :“ B1 ˆ Ω2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωn, B1 P F1

. . .

An :“ Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωn´1 ˆBn, Bn P Fn

Dann ist die Familie tA1, . . . , Anu unabhängig unter P. Für jede Auswahl von k-
Tupeln mit k ≤ n gilt nämlich

PpAj1 X ¨ ¨ ¨ X Ajkq “ Pj1pB1q ¨ ¨ ¨PjkpBkq “ PpAj1q ¨ ¨ ¨PpAjkq.

(b) Sei tEi | i P Iu ist unabhängig genau dann, wenn tEi | i P Ju für alle endlichen
Teilmengen J Ă I unabhängig ist.

(c) Ist Ai Ă Ei für alle i P I, so gilt:

tEi | i P Iu ist unabhängig ùñ tAi | i P Iu ist unabhängig.

Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Satz 1.46. Sei tEi | i P Iu eine unabhängige Familie. Dann ist auch die Familie der
erzeugten Dynkin-Systeme tdpEiq | i P Iu unabhängig.

Beweis. Wegen Bemerkung 1.45 sei ohne Einschränkung I endlich mit I “ t1, . . . , nu.
Für i0 P I sei

Di0 “ tA P F | tE1, . . . , Ei0´1, tAu, Ei0`1, . . . , Enu ist unabhängige Familieu.

Dann ist Di0 ein Dynkin-System. Hierfür sei ti1, . . . , iku Ă Izti0u beliebig und wähle
Aiν P Eiν , wo ν “ 1, . . . , k. Es folgt:
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1. Da die kleinere Auswahl von Mengen auch unabhängig ist, folgt

PpAi1 X ¨ ¨ ¨ X Aik X Ωq “ PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikq ¨ 1.

Also ist Ω P Di0 .

2. Sei A P Di0 , dann ist

PpAi1 X ¨ ¨ ¨ X Aik X A
c
q “ PpAi1 X ¨ ¨ ¨ X Aik X Ωq ´ PpAi1 X ¨ ¨ ¨ X Aik X Aq
“ PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikqp1´ PpAqq “ PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikqPpA

c
q

und folglich Ac P Di0 .

3. Seien Bl P Di0 mit l P N disjunkt. Dann ist

P

˜

Ai1 X ¨ ¨ ¨ X Aik X
8
ď

l“1

Bl

¸

“ P

˜

8
ď

l“1

Ai1 X ¨ ¨ ¨ X Aik XBl

¸

“

8
ÿ

l“1

PpAi1 X ¨ ¨ ¨ X Aik XBlq “

8
ÿ

l“1

PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikqPpBlq

“ PpAi1q ¨ ¨ ¨PpAikqP

˜

8
ď

l“1

Bl

¸

und folglich
8
Ť

l“1

Bl P Di0 .

Damit istDi0 ein Dynkin System und tE1, . . . , Ei0´1,Di0 , Ei0`1, . . . , Enu ist eine unabhängige
Familie. Es gilt Ei0 Ă Di0 und da Di0 ein Dynkin System ist, folgt Ei0 Ă dpEi0q Ă Di0 .
Nach Bemerkung 1.45 ist tE1, . . . , Ei0´1, dpEi0q, Ei0`1, . . . , Enu eine unabhängige Familie.
Da i0 P I beliebig war, folgt die Behauptung aus Induktion.

Korollar 1.47. Sei tEi | i P Iu eine unabhängige Familie von X-stabilen Mengensystemen
mit Ei Ă F . Dann ist tσpEiq | i P Iu eine unabhängige Familie von σ-Algebren.

Satz 1.48. Sei tAi | i P Iu unabhängig mit Ai P F . Für jedes i P I sein A˚i P

tH, Ai, A
c
i ,Ωu. Dann ist tA˚i | i P Iu auch unabhängig.

Beweis. Sei Ei “ tAiu, dann ist nach Voraussetzung tEi | i P Iu eine unabhängige Familie
von X-stabilen Mengensystemen. Nach Korollar 1.47 ist auch tσpEiq | i P Iu unabhängig.
Die Behauptung folgt aus σpEiq “ tH, Ai, Aci ,Ωu.

Lemma 1.49. (Gruppieren) Sei tEi | i P Iu unabhängig und X-stabil mit Ei Ă F . Sei

I “
Ť

jPJ

Ij eine disjunkte Zerlegung und Aj “ σ

˜

Ť

iPIj

Ej

¸

. Dann ist tAj | j P Ju eine

unabhängige Familie.
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Beweis. Für k P J sei

Dk “
"

Ai1 X ¨ ¨ ¨ X Ain

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ail P Eil , i1, . . . , in P Ik, n P N
*

die Menge aller endlichen Schnitte von Mengen aus
Ť

iPIk

Ei. Dann ist Dk ist per Definition

X-stabil. Weiterhin ist tDk | k P Ju unabhängig, da die Ei unabhängig sind. Wegen

Ak “ σ

˜

ď

iPIk

Ei

¸

“ σpDkq, k P J

und Korollar 1.47 ist tAk | k P Ju unabhängig.

Satz 1.50. (Kolmogoroffsches 0-1-Gesetz) Sei pFnqnPN eine Folge unabhängiger σ-Algebren
mit Fn Ă F . Definiere

An :“
ł

k≥n
Fk :“ σ

˜

ď

k≥n
Fk

¸

und die terminale-σ-Algebra T8 :“
Ş

n≥1

An. Dann gilt

A P T8 ùñ PpAq P t0, 1u.

Notation: E1 K E2 ðñ tE1, E2u unabhängige Familie.

Beweis. Idee: A P T8 ùñ A ist unabhängig von A, d.h. PpAq2 “ PpAq.
Nach Korollar 1.47 und Lemma 1.49 ergibt sich für n P N

An`1 K

n
ł

k“1

Fk.

Insbesondere also T8 “
Ş

k≥n`1

Ak K
n
Ž

k“1

Fk. Daraus folgt

T8 K
ď

n≥1

n
ł

k“1

Fk,

da zu jeder Menge aus
Ť

n≥1

n
Ž

k“1

Fk es ein n P N gibt, sodass diese in
n
Ž

k“1

Fk liegt. Korollar

1.47 impliziert

T8 K
8
ł

n“1

Fn “ σ

˜

ď

n≥1

n
ł

k“1

Fk

¸

.

Es ist T8 Ă Ak Ă A1 “
8
Ž

k“1

Fk für alle k P N und somit T8 K T8.
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Satz 1.51. Sei T Ă F eine σ-Algebra mit PpAq P t0, 1u für alle A P T . Sei Z : Ω ÝÑ R
eine T messbare Zufallsvariable. Dann gibt es ein c P R mit PpZ “ cq “ 1.

Beweis. Nach Voraussetzung ist tZ ≤ tu P T für alle t P R. Somit ist F ptq “ PpZ ≤ tq
monoton wachend und F ptq P t0, 1u für alle t.

Fall 1: F ptq “ 0 für alle t P R. Dann ist PpZ ą nq “ 1 für alle n P N und somit PpZ “

8q “ lim
nÑ8

PpZ ą nq “ 1, also c “ `8.

Fall 2: F ptq “ 1 für alle t P R. Dann ist PpZ “ ´8q “ lim
nÑ8

PpZ ≤ ´nq “ 1, also c “ ´8.

Fall 3: Es gibt ein t0 P R mit

F ptq “

#

0, t ă t0

1, t ą t0
.

Dann ist

1 “ F

ˆ

t0 `
1

n

˙

´ F

ˆ

t0 ´
1

n

˙

“ P
ˆ

t0 ´
1

n
≤ Z ≤ t0 `

1

n

˙

, n P N.

Als PpZ “ t0q “ lim
nÑ8

P
`

t0 ´
1
n
≤ Z ≤ t0 `

1
n

˘

“ 1, d.h. c “ t0.

Definition 1.52. Sei I eine beliebige Indexmenge und Xi Zufallsvariablen mit Werten in
pEi, Eiq für alle i P I. tXi | i P Iu heißt unabhängige Familie von Zufallsvariablen, falls
die σ-Algebren

σpXiq :“ X´1
i pEiq “ tX´1

i pAq | A P Eiu
eine unabhängige Familie tσpXiq | i P Iu bilden.

Bemerkung 1.53.

(a) Falls Xi messbar bezüglich Di–Ei sind und tDi | i P Iu unabhängig sind, so ist auch
tXi | i P Iu unabhängig.

(b) tXi | i P Iu ist eine Familie von unabhängigen Zufallsvariablen genau dann, wenn
für alle n P N, i1, . . . , in P I paarweise verschieden und Ai1 P Ei1 , . . . , Ain P Ein

PpXi1 P Ai1 , . . . , Xin P Ainq “
n
ź

j“1

PpXij P Aijq. (1.8)

Wegen PpXi1 P Ai1 , . . . , Xin P Ainq “ P˝pXi1 , . . . , Xinq
´1pAi1ˆ¨ ¨ ¨ˆAinq ist folglich

tXi | i P Iu genau dann unabhängig, wenn alle endlich dimensionalen Verteilungen
P ˝ pXi1 , . . . , Xinq

´1 Produktmaße sind, d.h.

P ˝ pXi1 , . . . , Xinq
´1
“ P ˝X´1

i1
b ¨ ¨ ¨ b P ˝X´1

in

gilt für alle paarweise verschiedenen i1, . . . , in P I und n P N.
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(c) Seien tXi | i P Iu unabhängig und ϕi : Ei ÝÑ Wi seien Ei–Wi-messbar. Dann ist
tϕi ˝Xi | i P Iu unabhängig.

Lemma 1.54. Seien Xi Zufallsvariablen mit Werten in R. Genau dann ist tXi | i P Iu
unabhängig, wenn für alle n P N, alle paarweise verschiedenen i1, . . . , in P I und alle
t1, . . . , tn P R

PpXi1 ≤ t1, . . . , Xin ≤ tnq “
n
ź

j“1

PpXij ≤ tjq. (1.9)

Beweis. Ist tXi | i P Iu unabhängig, so folgt (1.9) direkt aus der Definition. Es gelte also
(1.9). Sei n P N und i1, . . . , in P I paarweise verschieden. Es reicht (1.8) zu zeigen. Diese
gilt wegen (1.9) für alle Mengen der Form Aik “ p´8, tks mit tk P R und k “ 1, . . . , n. Da
Mengen dieser Form ein X-stabiles Erzeugendensystem bilden, folgt die Behauptung.

Lemma 1.55. Seien X, Y unabhängige R-wertige Zufallsvariablen. Sei X “ X`´X´ und
Y “ Y ` ´ Y ´ die Zerlegung in Positiv- und Negativteil. Dann sind X˘, Y ˘ unabhängig.

Beweis. Behauptung: X˘ ist messbar bezg̈lich σpXq. Sei A P BpRq, dann gilt

pX`
q
´1
pAq “

 

ω P Ω | X`
pωq P A

(

“
 

ω P Ω | X`
pωq P AX r0,8q

(

“ tω P Ω | Xpωq P AX r0,8qu P σpXq.

Analog erhalten wir

pX´
q
´1
pAq “

 

ω P Ω | X´
pωq P AX r0,8q

(

“ tω P Ω | ´Xpωq P AX r0,8qu

“ tω P Ω | Xpωq P ´ pAX r0,8qqu P σpXq.

Hierbei haben wir benutzt, dass BpRq “ t´A | A P BpRqu, welches aus der Tatsache
folgt, dass x ÞÝÑ ´x eine stetige Abbildung mit stetiger Inverser ist. Dieses zeigt die erste
Behauptung. Wegen σpX˘q Ă σpXq und σpY ˘q Ă σpY q ist das Lemma bewiesen.

Satz 1.56. Seien X, Y P L1 unabhängige, R-wertige Zufallsvariablen. Dann gilt.

(a) X ¨ Y P L1 und EpX ¨ Y q “ EpXq ¨ EpY q.

(b) Seien X, Y P L2. Dann ist covpX, Y q “ 0 und

varpX ` Y q “ varpXq ` varpY q.

Beweis. Behauptung (b) folgt unmittelbar aus (a). Wir zeigen daher (a). Sei X “ X` ´

X´ und Y “ Y ` ´ Y ´ die Zerlegung in Positiv- und Negativteil. Dann gilt X ¨ Y “

X`Y ` `X´Y ´ ´X`Y ´ ´X´Y `. Die Behauptung folgt, falls wir

EpX˘
¨ Y ˘q “ EpX˘

qEpY ˘q
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gezeigt haben. Da X˘, Y ˘ nicht-negativ und unabhängig sind, können wir ohne Ein-
schränkung der Allgemeinheit X, Y ≥ 0 annehmen.
Fall 1: X “ 1A und Y “ 1B, dann gilt 0 ≤ X ¨ Y ≤ 1, also X ¨ Y P L1 und

EpX ¨ Y q “ Ep1AXBq “ PpAXBq “ PpAqPpBq “ EpXqEpY q.

Fall 2: X “
N
ř

n“1

an1An und Y “
M
ř

m“1

bm1Bm mit an, bm ≥ 0, N,M P N und pAnqnPN Ă F ,

pBnqnPN Ă F . Dann gilt

X ¨ Y “
N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

anbm1An1Bm “
N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

anbm1AnXBm

und folglich X ¨ Y P L1. Unabhängigkeit liefert

EpX ¨ Y q “
N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

anbmPpAn XBmq “

N
ÿ

n“1

M
ÿ

m“1

anbmPpAnqPpBmq

“

˜

N
ÿ

n“1

anPpAnq

¸˜

M
ÿ

m“1

bmPpBmq

¸

“ EpXqEpY q.

Fall 3: SeienX, Y P L1,Xn, Yn Folgen von Elementarfunktionen wie in Fall 2 mitXn Õ X
und Yn Õ Y . Dann gilt Xn ¨ Yn P L1 und EpXn ¨ Ynq “ EpXnqEpYnq. Aus dem Satz der
monotonen Konvergenz folgt

EpX ¨ Y q “ EpXqEpY q ă 8

und somit X ¨ Y P L1.

Satz 1.57. Seien X, Y zwei Zufallsvariablen mit Werten in Rd. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(i) X, Y sind unabhängig.

(ii) Für alle beschränkten messbaren Funktionen f, g : Rd ÝÑ R gilt

EpfpXqgpY qq “ EpfpXqqEpgpY qq.

(iii) Für alle stetigen beschränkten Funktionen f, g : Rd ÝÑ R gilt

EpfpXqgpY qq “ EpfpXqqEpgpY qq.
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Beweis. piq ùñ piiq: Da fpXq, gpY q unabhängig sind.
piiq ùñ piq: Betrachte f “ 1A sowie g “ 1B, dann folgt

PpX P A, Y P Bq “ EpfpXqgpY qq “ EpfpXqqEpgpY qq “ PpX P AqPpY P Bq.

piiq ùñ piiiq: Jede stetige Funktion ist messbar.
piiiq ùñ piq: Es seien A “ ra, bs, B “ rc, ds mit a ă b, c ă d. Wähle Folgen fn, gn stetiger
Funktionen mit 0 ≤ fn, gn ≤ 1 sowie fn Õ 1A und gn Õ 1B für nÑ 8. Dann gilt

EpfnpXqgnpY qq “ EpfnpXqqEpgnpY qq, n P N.

Mit dem Satz von Lebesgue folgt mit nÑ 8

PpX P ra, bs, Y P rc, dsq “ PpX P ra, bsqPpY P rc, dsq.

Da die abgeschlossenen Intervalle einen X-stabilen Erzeuger von BpRq bilden, folgt

P ˝ pX, Y q´1
“ P ˝X´1

b P ˝ Y ´1.

1.4 Konvergenzbegriffe

Definition 1.58. Sei pXnqnPN eine Folge von R-wertigen Zufallsvariablen.

(a) pXnqnPN konvergiert P-fast sicher gegen eine Zufallsvariable X, falls

Pptω P Ω | lim
nÑ8

Xnpωq “ Xpωquq “ 1.

(b) pXnqnPN konvergiert im p-ten Mittel bzw. in Lp gegen eine Zufallsvariable X, falls
Xn, X P Lp und

Ep|Xn ´X|
p
q ÝÑ 0, nÑ 8.

(c) pXnqnPN konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsvariable X, falls für
alle ε ą 0

lim
nÑ8

Pptω P Ω | |Xnpωq ´Xpωq| ≥ εuq “ 0.

Satz 1.59. (Satz von Lebesgue, Satz der dominierten Konvergenz) Sei pXnqnPN Ă L1 eine
Folge von Zufallsvariablen und X P L1. Angenommen es gibt Y P L1 mit

|Xn| ≤ Y, n P N, fast sicher

und Xn ÝÑ Y fast sicher. Dann gilt Xn ÝÑ X in L1.
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Beweis. Siehe Maßtheorie.

Satz 1.60. (Satz von Beppo-Levi, Satz der monotonen Konvergenz) Sei pXnqnPN eine
Folge nicht-negativer Zufallsvariablen mit Xn ≤ Xn`1 und Xn ÝÑ X fast sicher, wo X
eine Zufallsvariable ist. Dann gilt

lim
nÑ8

EpXnq “ EpXq.

Beweis. Siehe Maßtheorie.

Wendet man diesen Satz für Yn :“
n
ř

k“1

Xk an, so ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 1.61. Sei pXnqnPN eine Folge nicht-negativer Zufallsvariablen. Dann gilt

E

˜

8
ÿ

n“1

Xn

¸

“

8
ÿ

n“1

EpXnq. (1.10)

Hierbei ist 8 “ 8 zugelassen. In diesem Fall ist die linke Seite endlich genau dann,
wenn die rechte Seite endlich ist. Ist pXnqnPN eine Folge R-wertiger Zufallsvariablen mit
8
ř

n“1

Ep|Xn|q ă 8, so gilt (1.10) immernoch und beide Seiten sind endlich.

Lemma 1.62. (Lemma von Fatou) Sei pXnqnPN eine Folge nicht-negativer Zufallsvaria-
blen. Dann gilt

Eplim inf
nÑ8

Xnq ≤ lim inf
nÑ8

EpXnq.

Beweis. Siehe Maßtheorie.

Satz 1.63. (a) Angenommen Xn ÝÑ X fast sicher, dann gilt Xn ÝÑ X in Wahr-
scheinlichkeit.

(b) Angenommen Xn ÝÑ X in Lp, dann gilt Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. (a) Sei Yn “ 1|Xn´X|≥ε, ε ą 0 fest. Dann ist Yn ÝÑ 0 fast sicher und Yn ≤ 1. Mit
dem Satz von Lebesgue folgt

Pp|Xn ´X| ≥ εq “ EpYnq ÝÑ 0, nÑ 8.

(b) Die Markovsche Ungleichung impliziert für alle ε ą 0

Pp|Xn ´X| ≥ εq ≤ 1

εp
Ep|Xn ´X|

p
q Ñ 0, nÑ 0.
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Die so definierten Konvergenzbegriffe wurden ohne Rückgriff auf eine Metrik definiert.
Daher ist ohne weiteres nicht klar, ob die so definierten Grenzwerte bezüglich einer der
obigen Konvergenzarten eindeutig sind. Dieses soll im nächsten Lemma bewiesen werden.

Lemma 1.64.

(a) Angenommen Xn ÝÑ X und Xn ÝÑ Y in Wahrscheinlichkeit. Dann gilt X “ Y
fast sicher.

(b) Angenommen Xn ÝÑ X fast sicher und Xn ÝÑ Y fast sicher. Dann gilt X “ Y
fast sicher.

(c) Angenommen Xn ÝÑ X in Lp und Xn ÝÑ Y in Lp. Dann gilt X “ Y fast sicher.

Beweis. Es reicht Behauptung (a) zu zeigen. Behauptungen (b) und (c) sind eine direkte
Folgerung aus (a). Für alle ε ą 0 gilt

Pp|X ´ Y | ≥ εq ≤ P
´

|Xn ´X| ` |Xn ´ Y | ≥
ε

2
`
ε

2

¯

≤ P
´!

|Xn ´X| ≥
ε

2

)

Y

!

|Xn ´ Y | ≥
ε

2

)¯

≤ P
´

|Xn ´X| ≥
ε

2

¯

` P
´

|Xn ´ Y | ≥
ε

2

¯

ÝÑ 0, nÑ 8.

Beispiel 1.65. Alle anderen denkbaren Pfeile gelten nicht.
Sei hierzu pΩ,F ,Pq “ pr0, 1s,Bpr0, 1sq, dxq.

(a) Sei Xn “ n
1
p1r0, 1

n
s. Dann ist Xn P Lp mit Xn ÝÑ 0 fast sicher. Wegen

Pp|Xn| ≥ εq ≤ Pp|Xn| ą 0q ≤ 1

n

folgt Xn ÝÑ 0 in Wahrscheinlichkeit. Aber Ep|Xn|
pq “ 1

n
pn

1
p qp “ 1 zeigt, dass

Xn nicht gegen X “ 0 in Lp konvergiert. Nach Lemma 1.64 kann somit die Folge
pXnqnPN nicht in Lp konvergieren.

(b) Sei
Xn :“ 1rk2´m,pk`1q2´mq, n “ 2m ` k, m P N0, 0 ≤ k ă 2m

Dann gilt
Pp|Xn| ≥ εq ≤ Pp|Xn| ą 0q “ 2´m ÝÑ 0, nÑ 8

und
Ep|Xn|

p
q “ Pp|Xn| ą 0q “ 2´m.

Folglich Xn ÝÑ 0 in Wahrscheinlichkeit und in Lp. Wir zeigen, dass Xnpωq für
kein ω P r0, 1q konvergiert. Sei ω P r0, 1q fest. Für jedes m P N finden wir genau
ein k “ kpω,mq mit ω P rk2´m, pk ` 1q2´mq. Also gilt Xkpm,ωq`2mpωq “ 1. Für alle
anderen 0 ≤ k1 ă 2m ist Xk1`2mpωq “ 0. Damit kann pXnpωqqnPN nicht konvergieren.
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Satz 1.66. (Satz von Lebesgue für Lp) Sei pXnqnPN eine Folge von Zufallsvariablen mit
Xn ÝÑ X fast sicher und es gelte |Xn| ≤ Y für eine Zufallsvariable Y P Lp. Dann gilt
Xn ÝÑ X in Lp.

Beweis. Es gilt |Xn´X|
p ÝÑ 0 fast sicher. Ferner gibt es eine MengeM P Ω mit PpMq “ 1

und n0 P N mit

|Xpωq| ≤ |Xpωq ´Xnpωq| ` |Xnpωq| ≤ 1` Y pωq, ω PM, n ≥ n0.

Somit gilt für n ≥ n0 und alle ω PM mit pa` bqp ≤ 2p´1pap ` bpq

|Xn ´X|
p ≤ p|Xn| ` |X|q

p ≤ p1` 2Y qp ≤ 2p´1
p1` 2pY p

q “ 2p´1
` 22p´1Y p

P L1.

Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue.

Lemma 1.67. (1. Borel-Cantelli Lemma) Sei pAnqnPN eine Folge von Ergeignissen An P F
mit

8
ř

n“1

PpAnq ă 8. Dann gilt

Pplim sup
nÑ8

Anq “ 0.

Hierbei bezeichnet lim sup
nÑ8

An “
Ş

n≥1

Ť

k≥n
Ak.

Beweis. Seien Bn :“
Ť

k≥n
Ak, dann ist Bn Œ lim sup

nÑ8
An. Es folgt

Pplim sup
nÑ8

Anq “ lim
nÑ8

PpBnq ≤ lim
nÑ8

ÿ

k≥n
PpAkq “ 0.

Satz 1.68. Sei pXnqnPN eine Folge von Zufallsvariablen mit Xn ÝÑ X in Wahrschein-
lichkeit. Dann gibt es eine Teilfolge pnkqkPN mit Xnk ÝÑ X fast sicher.

Beweis. Da Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit, finden wir zu jedem k P N ein nk P N mit

P
ˆ

|Xnk ´X| ≥
1

k

˙

≤ 1

k2
.

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei nk ă nk`1. Setze M :“ lim sup
kÑ8

Ak und Ak “
 

|Xnk ´X| ≥ 1
k

(

. Nach Borel-Cantelli folgt PpMq “ 0. Für ω P M c gilt ω R
Ş

n≥1

Ť

k≥n
Ak,

d.h. ω P
Ť

n≥1

Ş

k≥n
Ack. Für jedes ω P M c gibt es also n ≥ 1 sodass für alle k ≥ n, ω P Ack “

 

|Xnk ´X| ă
1
k

(

. Wir erhalten somit

lim
kÑ8

|Xnkpωq ´Xpωq| “ 0, ω PM c

und wegen PpM cq “ 1 die Behauptung.
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Wir wollen die Vollständigkeit der Konvergenzbegriffe beweisen.

Satz 1.69. (Vollständigkeit bei fast sicherer Konvergenz) Sei pXnqnPN eine Folge von
Zufallsvariablen auf R mit

|Xn ´Xm| ÝÑ 0, n,mÑ 8 fast sicher. (1.11)

Dann gibt es eine Zufallsvariable X auf R mit Xn ÝÑ X fast sicher.

Beweis. Sei M P F mit PpMq “ 1 derart, dass (1.11) für jedes ω P M gilt. Da R
vollständig ist gibt es für jedes ω P M einen Grenzwert Xpωq :“ lim

nÑ8
Xnpωq. Für ω R M

setze Xpωq :“ 0. Wir zeigen, dass X messbar ist. Dann folgt Xn ÝÑ X fast sicher und
somit die Behauptung. Es sei

X|M : M ÝÑ R, ω ÞÝÑ X|Mpωq :“ lim
nÑ8

Xnpωq.

Dann ist X|M als Grenzwert messbarer Funktionen messbar bezüglich

F XM :“ tAXM | A P Fu.

Wegen M P F folgt F XM Ă F , also ist X|M messbar bezüglich F . Sei a P R, es reicht
zu zeigen dass tX ≤ au P F .
Fall 1: Ist a ă 0, so gilt tX ≤ au “ tX|M ≤ au P F .
Fall 2: Ist a ≥ 0, so schreiben wir

tX ≤ au “ tX ă 0uYtX “ 0uYt0 ă X ≤ au “ tX|M ă 0uYtX “ 0uYt0 ă X|M ≤ au.

Die erste und letzte Menge liegt in F . Ferner gilt

tX “ 0u “ tX|M “ 0u YM c
P F .

Satz 1.70. (Vollständigkeit bei Konvergenz in Wahrscheinlichkeit) Sei pXnqnPN mit

lim
n,mÑ8

Pp|Xn ´Xm| ≥ εq “ 0, @ε ą 0.

Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Sei pXnkqkPN eine Teilfolge mit

P
ˆ

|Xnk ´Xnk`1
| ≥ 1

k2

˙

≤ 1

k2
.
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Nach dem 1. Borel-Cantelli Lemma gilt Pplim sup
kÑ8

Akq “ 0, wo Ak “ t|Xnk´Xnk`1
| ≥ 1

k2
u.

Setze M :“ lim sup
kÑ8

Ak. Dann gilt PpM cq “ 1 und für jedes ω P M c “
Ť

n≥1

Ş

k≥n
Ack gibt es

n ≥ 1 sodass für alle k ≥ n

|Xnkpωq ´Xnk`1
| ă

1

k2
.

Damit ist pXnkpωqqkPN eine Cauchy Folge in R und konvergiert folglich. Setze Xpωq :“
lim
kÑ8

Xnkpωq. Ferner sei X|M :“ 0. Dann ist X eine Zufallsvariable. Da Xnk ÝÑ X fast

sicher, gilt die Konvergenz auch in Wahrscheinlichkeit. Es bleibt zu zeigen, dass die ganze
Folge Xn ÝÑ X fast sicher konvergiert. Sei n P N und nk ≥ n, dann ist

Pp|Xn ´X| ≥ εq ≤ P p|Xn ´Xnk | ` |Xnk ´X| ≥ εq

≤ P
´!

|Xn ´Xnk | ≥
ε

2

)

Y

!

|Xnk ´X| ≥
ε

2

)¯

≤ P p|Xnk ´X| ≥ εq ` P p|Xn ´Xnk | ≥ εq .

Mit n, k Ñ 8 folgt die Behauptung.

Für den Fall Lp betrachten wir p P r1,8q. Für X P Lp sei

}X}Lp :“ pEp|X|pqq
1
p “

¨

˝

ż

Ω

|X|pdP

˛

‚

1
p

. (1.12)

Angenommen es ist }X}Lp “ 0. Mit der Markov Ungleichung folgt für jedes ε ą 0

Pp|X| ≥ εq ≤ 1

εp
Ep|X|pq “ 0

und folglich Pp|X| ą 0q “ 0. Also ist PpX “ 0q “ 1, d.h. X “ 0 fast sicher. Es sei

N :“ tX P Lp ||PpX “ 0q “ 1u “ tX P Lp | X “ 0 fast sicher u

der Raum der Zufallsvariablen, welche fast sicher verschwinden. Der Quotientenraum

Lp :“ Lp{N
ist der Quotientenraum der Äquivalenzklassen von Zufallsvariablen X, welche P-fast
überall übereinstimmen. Für eine solche Äquivalenzklasse von Zufallsvariablen X ist das
Lebesgue Integral bezüglich P wohldefiniert.

Satz 1.71. Der Raum pLp, } ¨ }Lpq ist ein Banachraum für 1 ≤ p ă 8. Im Fall p “ 2 ist
es ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

xX, Y yL2 “ EpX ¨ Y q.

Beweis. Siehe Maßtheorie oder [Wer00].

Bemerkung 1.72. Wir haben den Fall von R-wertigen Zufallsvariablen betrachtet. Der
Fall von Rd-wertigen Zufallsvariablen geht analog. Wir behalten hierfür alle bisherigen
Notationen bei.
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2 Schwache Konvergenz

Sei pE, dq ein metrischer Raum und sei PpEq der Raum der Wahrscheinlichkeitsmaße auf
E. Im ersten Teil untersuchen wir die Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen.
Idee: Mengenweise Konvergenz, d.h.

µnpAq ÝÑ µpAq, A P E , nÑ 8. (2.1)

Problem: Für viele praktische Anwendungen ist diese Art der Konvergenz zu stark. Dazu
betrachten wir die Folge µnpdxq “ n1r0, 1

n
spxqdx und A “ p0, 1s. Dann gilt µnpp0, 1sq “ 1.

Es liegt nahe anzunehmen, dass µn ÝÑ δ0 konvergiert. Es gilt jedoch δ0pp0, 1sq “ 0. Eine
mengenweise Konvergenz liegt in diesem Beispiel nicht vor.
Wir brauchen daher eine abgeschwächte Form von (2.1). In vielen Anwendungen treten
häufig Integrale der Form

ş

E

fpxqdµpxq auf, es liegt daher Nahe (2.1) durch

ż

E

fpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, f PMpEq

zu ersetzen, wo MpEq eine geeignete Familie von Funktionen auf E bezeichnet. Wir be-
trachten den Fall MpEq “ CbpEq, wo CbpEq den Raum der stetigen beschränkten Funk-
tionen f : E ÝÑ R bezeichnet. Dieser ist ein Banachraum mit der Supremumsnorm

}f}8 :“ sup
xPE

|fpxq|.

Der Zusammenhang zu Zufallsvariablen wird ebenfalls hergestellt. Hierbei führen wir einen
einen Konvergenzbegriff für Folgen von Zufallsvariablen Xn ein. D.h. Xn konvergiert in
Verteilung gegen X, wenn die Folgen der Verteilungen schwach konvergieren.

2.1 Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen

Definition 2.1. Eine Folge pµnqnPN Ă PpEq konvergiert schwach gegen µ P PpEq, falls
ż

E

fpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, f P CbpEq, nÑ 8.

Das nächste Lemma zeigt, dass die Grenzwerte eindeutig sind.

Lemma 2.2. Sei pµnqnPN Ă PpEq. Angenommen es gibt µ, ν P PpEq derart dass µn
schwach gegen µ und schwach gegen ν konvergiert. Dann gilt µ “ ν.

Für den Beweis ist die folgende Funktion hilfreich. Sei A Ă E eine Menge. Der Abstand
von x P E zur Menge A ist definiert über

dpx,Aq :“ inftdpx, aq | a P Au.
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Es gilt
|dpx,Aq ´ dpy, Aq| ≤ dpx, yq

und dpx,Aq “ 0 genau dann, wenn x P A. Hierbei bezeichnet A den Abschluss von A.

Beweis. Aus der schwachen Konvergenz folgt

ż

E

fpxqdµpxq “

ż

E

fpxqdνpxq, @f P CbpEq.

Es reicht zu zeigen, dass µpKq “ νpKq für alle abgeschlossenen Mengen K Ă E gilt. Sei

K Ă E abgeschlossen. Definiere ϕptq “

#

1´ t, t P r0, 1s

0, t ≥ 1
und sei

fnpxq “ ϕpndpx,Kqq, x P E.

Dann ist 0 ≤ fn ≤ 1 und fn ist stetig für jedes n P N. Ferner gilt fnpxq ÝÑ 1Kpxq für
nÑ 8 für jedes x P E. Damit folgt

µpKq “ lim
nÑ8

ż

E

fnpxqdµpxq “ lim
nÑ8

ż

E

fnpxqdνpxq “ νpKq.

Beispiel 2.3. 1. Sei pxnqnPN Ă E und x P E. Falls dpxn, xq ÝÑ 0 gilt, so konvergiert
δxn schwach gegen δx.

2. Sei µnpdxq “ pnpxqdx mit

pnpxq “

c

n

2π
e´

n
2
x2 .

Dann konvergiert µn schwach gegen δ0.

3. Sei µnpdxq :“ n1r0, 1
n
spxqdx, dann konvergiert µn ÝÑ δ0 schwach.

Satz 2.4. (Portmanteau-Theorem) Sei pE, dq ein metrischer Raum mit Borel-σ-Algebra
E. Sei pµnqnPN Ă PpEq und µ P PpEq. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(a) µn ÝÑ µ schwach.

(b) Für alle gleichmässig stetigen Funktionen f P CbpEq gilt

ż

E

fpxqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fpxqdµpxq, nÑ 8.
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(c) Für alle abgeschlossenen Mengen F Ă E gilt

lim sup
nÑ8

µnpF q ≤ µpF q.

(d) Für alle offenen Mengen O Ă E gilt

lim inf
nÑ8

µnpOq ≥ µpOq.

(e) Für alle Mengen A P E mit µpBAq “ 0 gilt

lim
nÑ8

µnpAq “ µpAq.

Bevor wir den Beweis führen brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.5. Sei g : E ÝÑ R eine stetige Funktion und a P R. Dann gilt

Btx P E | gpxq ≤ au Ă tx P E | gpxq “ au.

Beweis. Sei x P Bty P E | gpyq ≤ au. Dann gilt für alle ε ą 0

Uεpxq X ty P E | gpyq ą au ‰ H

sowie
Uεpxq X ty P E | gpyq ≤ au ‰ H.

Hierbei bezeichnet Uεpxq :“ ty P E | dpx, yq ă εu den offenen Ball mit Radius ε ą 0 und
Mittelpunkt x. Für ε “ 1

n
mit n P N erhalten wir zwei Folgen pxnqnPN sowie pynqnPN mit

dpx, xnq ă
1
n

sowie dpx, ynq ă
1
n

derart, dass gpxnq ą a und gpynq ≤ a. Weiterhin gilt
xn, yn ÝÑ x und somit

a ≤ lim
nÑ8

gpxnq “ gpxq “ lim
nÑ8

gpynq ≤ a.

Wir kommen zum Beweis von Satz 2.4

Beweis. pcq ô pdq: klar durch Komplementbildung.
paq ñ pbq: trivial.
pbq ñ pcq: Sei F Ă E abgeschlossen und setze

Gm :“

"

x P E | dpx, F q ă
1

m

*

,
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wo dpx, F q :“ inftdpx, yq | y P F u. Dann ist Gm offen, Gm`1 Ă Gm und F “
Ş

m≥1

Gm.

Folglich gilt auch µpGmq ÝÑ µpF q. Sei

ϕptq :“

#

1´ t, t P r0, 1s

0, t ≥ 1

und setze fmpxq :“ ϕpmdpx, F qq. Dann gilt 0 ≤ fm ≤ 1, fm|Gcm “ 0, fm|F “ 1 und fm
ist Lipschitz stetig. Insbesondere ist fm gleichmässig stetig und es gilt 1F ≤ fm ≤ 1Gm .
Daraus folgt

lim sup
nÑ8

µnpF q ≤ lim sup
nÑ8

ż

E

fmdµn “

ż

E

fmdµ ≤ µpGmq ÝÑ µpF q.

pcq ñ peq: Sei A P E mit µpBAq “ 0. Dann gilt

µpAq “ µp
˝

Aq ≤ lim inf
nÑ8

µnp
˝

Aq ≤ lim inf
nÑ8

µnpAq ≤ lim sup
nÑ8

µnpAq

≤ lim sup
nÑ8

µnpAq ≤ µpAq “ µpAq.

peq ñ pcq: Sei F Ă E abgeschlossen. Aus Lemma 2.5 folgt für alle δ ą 0

Btx P E | dpx, F q ≤ δu Ă tx P E | dpx, F q “ δu. (2.2)

Da tx P E | dpx, F q “ δu für alle δ ą 0 eine abgeschlossene Menge ist, liegt sie in E .
Weiterhin gilt

tx P E | dpx, F q “ δu X tx P E | dpx, F q “ δ1u “ H, δ ‰ δ1. (2.3)

Für n P N sei

Dn “

"

δ ą 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

µ

ˆ"

x P E | dpx, F q ≥ 1

n

*˙*

.

Behauptung: Dn enthält für jedes n P N nur endlich viele Elemente.

Beweis. Angenommen nicht. Dann gibt es ein n P N und eine Folge paarweise verschie-
dener Elemente pδkqkPN Ă Dn. Dann folgt aus (2.3)

1 ≥ µ

˜

ď

k≥1

tx P E | dpx, F q “ δku

¸

“

8
ÿ

k“1

µ ptx P E | dpx, F q “ δkuq ≥
8
ÿ

k“1

1

n
“ 8.
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Also ist D “
Ť

n≥1

Dn abzählbar. Folglich gibt es eine Nullfolge pδkqkPN Ă r0,8qzD. Aus

(2.2) folgt
µpBFkq ≤ µ ptx P E | dpx, F q “ δkuq “ 0

für Fk :“ tx P E | dpx, F q ≤ δku und alle k P N. Wegen Fk Œ tx P E | dpx, F q “ 0u “ F
folgt

lim sup
nÑ8

µnpF q ≤ lim sup
nÑ8

µnpFkq “ µpFkq ÝÑ µpF q, k Ñ 8.

pcq ñ paq: Sei f P CbpEq. Es reicht zu zeigen, dass

lim sup
nÑ8

ż

E

fpxqdµnpxq ≤
ż

E

fpxqdµpxq.

Denn, daraus folgt für p´fq anstelle von f

´ lim inf
nÑ8

ż

E

fpxqdµnpxq “ lim sup
nÑ8

ż

E

p´fpxqqdµnpxq ≤
ż

E

p´fpxqqdµpxq

und somit

lim inf
nÑ8

ż

E

fpxqdµnpxq ≥
ż

E

fpxqdµpxq.

Für f “ 0 ist nichts zu zeigen. Sei also f ‰ 0. Wir können ohne Einschränkung der
Allgemeinheit annehmen, dass 0 ≤ f ≤ 1. Andernfalls betrachten wir f`}f}8

2}f}8
. Sei k P N

fest und für i P N definiere

Fi :“

"

f ≥ i

k

*

. (2.4)

Dann ist Fi abgeschlossen, Fi`1 Ă Fi und es gilt

FizFi`1 “

"

i

k
≤ f ă

i` 1

k

*

.

Lemma 2.6. Es gilt

1

k

k
ÿ

i“1

1Fi “

k
ÿ

i“1

i

k
1FizFi`1

≤ f ≤
k
ÿ

i“0

i` 1

k
1FizFi`1

“
1

k
`

1

k

k
ÿ

i“1

1Fi .

Beweis. Es gilt E “
k
Ť

i“0

FizFi`1 mit F0 “ E, Fk`1 “ H, wobei die Vereinigung disjunkt

ist. Daraus, und aus (2.4) ergibt sich die mittlere Ungleichung. Für die beiden Identitäten
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beachte

k
ÿ

i“0

pi` 1q1FizFi`1
“

k
ÿ

i“0

pi` 1q1Fi ´
k´1
ÿ

i“0

pi` 1q1Fi`1

“

k
ÿ

i“0

1Fi `

k
ÿ

i“0

i1Fi ´
k
ÿ

i“1

i1Fi “ 1`
k
ÿ

i“1

1Fi .

Dieses impliziert die rechte Identität. Für die linke Identität beachte 1 “
k
ř

i“0

1FizFi`1

woraus mit obiger Rechnung
k
ř

i“1

i1FizFi`1
“

k
ř

i“1

1Fi folgt.

Die Behauptung folgt aus

lim sup
nÑ8

ż

E

fdµn ´
1

k
≤ 1

k
lim sup
nÑ8

k
ÿ

i“1

µnpFiq

≤ 1

k

k
ÿ

i“1

lim sup
nÑ8

µnpFiq ≤
1

k

k
ÿ

i“1

µpFiq ≤
ż

E

fdµ.

Satz 2.7. Seien pE, dq und pE 1, d1q zwei metrische Räume. Seien µn, µ P PpEq und h :
E ÝÑ E 1 stetig. Angenommen µn ÝÑ µ schwach, dann µnh

´1 ÝÑ µh´1 schwach auf E 1.

Beweis. Sei f P CbpE
1q. Dann gilt wegen f ˝ h P CbpEq

ż

E1

fpxqdµnh
´1
pxq “

ż

E

fphpxqqdµnpxq ÝÑ

ż

E

fphpxqqdµpxq “

ż

E1

fpxqdµh´1
pxq.

Beispiel 2.8. Auf die Voraussetzung, dass h stetig ist kann im allgemeinen nicht verzich-
tet werden. Denn sei pxnqnPN Ă E mit xn ÝÑ x, xn ‰ x. Dann gilt δxn ÝÑ δx schwach.
Wähle hpyq “ 1txupyq, dann gilt

δxnh
´1
pAq “ δxnph

´1
pAqq “

#

1, xn P h
´1pAq

0, xn R h
´1pAq

“

#

1, hpxnq P A

0, hpxnq R A
“ δhpxnqpAq “ δ0pAq.

Analog zeigen wir δxh
´1 “ δhpxq “ δ1.

Wir müssen daher eine Bedingung an die Stetigkeitsstellen von h stellen.

34



Satz 2.9. Seien pE, dq, pE 1, d1q metrische Räume, h : E ÝÑ E 1 messbar und µn, µ P PpEq
mit µn ÝÑ µ schwach. Sei

Dh “ tx P E | h ist nicht stetig in xu.

Gilt µpDhq “ 0, so folgt µnh
´1 ÝÑ µh´1 schwach.

Beweis. Wegen

Dh “
ď

n≥1

č

m≥1

"

x P E | Dy, z P E : dpx, yq ă
1

m
, dpx, zq ă

1

m
, d1phpyq, hpzqq ≥ 1

n

*

folgt Dh P BpEq. Sei als F Ă E 1 abgeschlossen. Dann gilt

lim sup
nÑ8

µnph
´1
pF qq ≤ lim sup

nÑ8
µnph´1pF qq ≤ µph´1pF qq.

Sei x P h´1pF q, dann gibt es eine Folge pxnqnPN Ă h´1pF q mit xn ÝÑ x. Falls h stetig
ist, so folgt hpxnq ÝÑ hpxq und da F abgeschlossen ist auch hpxq P F , d.h. x P h´1pF q.
Damit gilt h´1pF q Ă h´1pF q YDh. Daraus folgt

lim sup
nÑ8

µnph
´1
pF qq ≤ µph´1pF qq ≤ µph´1

pF qq ` µpDhq “ µph´1
pF qq.

Portmanteau liefert die Behauptung.

Satz 2.10. Seien pµnqnPN, µ P PpRq, Fnptq “ µnpp´8, tsq und F ptq “ µpp´8, tsq. Dann
sind äquivalent:

1. µn ÝÑ µ schwach für nÑ 8.

2. Fnptq ÝÑ F ptq für nÑ 8 und alle Stetigkeitspunkte t von F .

Definition 2.11. (a) Eine Teilmenge Γ Ă PpEq heißt relativ kompakt, wenn jede Folge
in Γ eine schwach konvergente Teilfolge hat.

(b) Γ Ă PpEq heißt straff, falls für alle ε ą 0 eine kompakte Menge Kε Ă E existiert
mit

µpKεq ≥ 1´ ε, @µ P Γ.

Bemerkung 2.12. (a) Ist E kompakt, so ist tµu für jedes µ P PpEq straff. Denn sei
An Ă E eine Folge von abgeschlossenen Mengen mit An Õ E. Dann ist jedes An
als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge, selbst wieder kompakt. Die
Behauptung folgt aus µpAnq Õ µpEq “ 1 für nÑ 8.

(b) Es gebe eine Folge von kompakten Mengen pKnqnPN Ă E mit
Ť

n≥1

Kn “ E. Dann ist

für jedes µ P PpEq, µpKnq Õ 1 und folglich ist tµu straff.
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(c) Γ “ PpRdq ist nicht straff, denn tδx | x P Rdu ist nicht straff.

Definition 2.13. Ein Polnischer Raum E ist ein topologischer Raum derart dass eine
Metrik auf E existiert sodass

1. Die Topologie auf E stimmt mit der durch die Metrik induzierte Topologie überein.

2. E ist separabel und vollständig bezüglich dieser Metrik.

Beispiel 2.14. 1. E “ Rd oder E “ R` sind Polnische Räume.

2. E “ C8pRdq mit Metrik dpf, gq :“ }f ´ g}8, wo

C8pRd
q “ tf P CbpRd

q | @ε ą 0 DR ą 0 mit |fpxq| ă ε |x| ≥ Ru

den Raum der im unendlichen verschwindenden Funktionen bezeichnet.

3. E “ L2pRd,mpdxqq.

4. Der Raum der endlichen Punktmaße

‚‚

Γ0 “ t η : BpRd
q ÝÑ N0 (endliches) Maß u.

Behauptung: Jedes η P
‚‚

Γ0 hat eine (eindeutige) Darstellung der Form

η “
N
ÿ

k“1

nkδxk ,

wo N P N0, n1, . . . , nN P N und x1, . . . , xN P Rd paarweise verschieden sind. Die
Punkte x1, . . . , xN heißen Atome.

Beweis. Sei A :“ tx P Rd | ηptxuq ≥ 1u. Angenommen A enthält unendlich viele
Elemente. Dann gibt es eine Folge pxnqnPN Ă A mit xn ‰ xm für n ‰ m. Für diese
Folge gilt

8 “

8
ÿ

n“1

ηptxnuq “ η ptxn | n P Nuq ≤ ηpAq ≤ ηpRd
q ă 8.

Also enthält A nur endlich viele Elemente. Sei A “ tx1, . . . , xNu für paarweise
verschiedene x1, . . . , xN P Rd und N P N0. Definiere

µ :“ η ´
N
ÿ

k“1

nkδxk .
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Dann folgt für B P BpRdq aus ηpB X txkuq “ nkδxkpBq bereits

µpBq “ ηpBq ´
N
ÿ

k“1

nkδxkpBq ≥ ηpAXBq ´
N
ÿ

k“1

nkδxkpBq

“

N
ÿ

k“1

ηpB X txkuq ´
N
ÿ

k“1

nkδxkpBq “ 0.

Damit ist µ ein Maß mit Werten in N0 und es gilt µptxuq “ 0 für alle x P Rd. Für
jedes x P Rd gilt µpBεpxqq Œ µptxuq “ 0 für ε Ñ 0. Da µpBεpxqq P N0 gibt es
ein εpxq ą 0 derart, dass µpBεpxqpxqq “ 0 gilt. Wegen BR Õ Rd für R Ñ 8 mit
BR :“ tx P Rd | |x| ≤ Ru, folgt

µpBRq Õ µpRd
q, RÑ 8

und da µpBRq P N0 ist, folgt µpBRq “ µpRdq für ein hinreichend grosses R. Wir
zeigen

µpBq “ 0, @B P BpRd
q,

woraus die Behauptung folgt. Da B XBR beschränkt und abgeschlossen ist, ist diese
Menge auch kompakt. Wegen

B XBR Ă
ď

xPBXBR

Uεpxqpxq

mit Uεpxqpxq “ ty P Rd | |x ´ y| ă εpxqu gibt es endlich viele Punkte x1, . . . , xm
derart, dass

B XBR Ă

m
ď

j“1

Uεpxjqpxjq Ă
m
ď

j“1

Bεpxjqpxjq.

Daraus folgt

µpBq “ µpB XBRq ≤ µpB XBRq ≤
m
ÿ

j“1

µpBεpxjqpxjqq “ 0.

5. Der Raum der endlichen Teilmengen von Rd

Γ0 “

#

η Ă Rd
| |η| :“

ÿ

xPη

1 ă 8

+

.

Jedes η P Γ0 kann vermöge
ř

xPη

δx mit einem Element in
‚‚

Γ0 indentifiziert werden.
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6. Der Raum aller lokal endlichen Teilmengen von Rd

Γ “ tγ Ă Rd
| |γ X Λ| ă 8 für alle Λ Ă Rd kompakt u.

Jedes γ P Γ kann vermöge
ř

xPγ

δx mit einem lokal endlichen Punktmaß auf Rd iden-

tifiziert werden. Es sei CcpRdq den Raum der stetigen Funktionen f : Rd ÝÑ R mit
kompaktem Träger bezeichnet. Eine solche Funktion hat kompakten Träger, falls es
ein R ą 0 gibt derart, dass fpxq “ 0 für |x| ≥ 0. Für jedes f P CcpRdq sei

If pγq :“
ÿ

xPγ

fpxq.

Die Topologie auf Γ ist definiert als die kleinste Topolgie derart, dass alle Abbil-
dungen If stetig sind. Es lässt sich zeigen, dass Γ bezüglich dieser Topolgie ein
Polnischer Raum ist, siehe [KK06].

7. Der Raum aller lokal endlichen Punktmaße gegeben durch
‚‚

Γ “
 

γ : BpRd
q ÝÑ N0 Y t8u | γpKq ă 8 K Ă Rd kompakt

(

.

Behauptung: Jedes pγ P
‚‚

Γ hat die Darstellung

pγ “
ÿ

xPγ

nkδx,

wo nx P N0 und γ P Γ.

Beweis. Sei BN :“ tx P Rd | |x| ≤ Nu wo N P N. Dann ist

Rd
“

8
ď

N“0

pBN`1zBNq

eine disjunkte Zerlegung von Rd, wo B0 :“ H. Folglich gilt für jedes B P BpRdq

pγpBq “
8
ÿ

N“0

pγppBN`1zBNq XBq.

Sei
pγNpBq :“ pγppBN`1zBNq XBq, N ≥ 0

Dann ist pγ “
8
ř

N“0

pγN und pγN P
‚‚

Γ0 für alle N ≥ 0. Folglich gibt es nN1 , . . . , n
N
kpNq P N0

sowie xN1 , . . . , x
N
kpNq P BN`1zBN mit kpNq P N und N P N0 derart, dass

pγN “

kpNq
ÿ

j“1

nNj δxNj , N ≥ 0.

38



Satz 2.15. (Satz von Prokhorov) [KS07] Sei E ein metrischer Raum. Ist Γ Ă PpEq straff,
so ist Γ relativ kompakt. Ist E zusätzlich ein Polnischer Raum, so ist Γ Ă PpEq genau
dann straff, wenn es relativ kompakt ist.

Im Folgenden führen wir einige weitere Resultate ohne Beweis auf.

Definition 2.16. Definiere eine Abbildung ρ : PpEq ˆ PpEq ÝÑ r0,8q durch

ρpµ, νq “ inf tε ą 0 | µpF q ≤ νpF ε
q ` ε, F P Cu .

Hierbei ist C die Menge aller abgeschlossenen Mengen auf E und

F ε
“ ty P E | inf

xPF
dpx, yq ă εu.

Die Abbildung ρ wird Prokhorov Metrik genannt.

Lemma 2.17. [EK86] Die Prokhorov Metrik ρ definiert eine Metrik auf E.

Satz 2.18. [EK86] Sei E ein separabler metrischer Raum und pµnqnPN Ă PpEq, µ P PpEq.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(a) µn ÝÑ µ schwach.

(b) ρpµn, µq ÝÑ 0.

Satz 2.19. [EK86] Die folgenden Aussagen gelten.

1. Ist E separabel, so ist auch PpEq separabel.

2. Ist E vollständig, so ist auch PpEq vollständig.

Insbesondere, ist E ein Polnischer Raum, so ist auch PpEq ein Polnischer Raum.

Definition 2.20. Sei E ein metrischer Raum und µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf
pE,BpEqq. µ heißt regulär, falls für jedes A P BpEq

µpAq “ sup tµpKq | K Ă A kompakt u “ inf tµpUq | A Ă U offen u .

Äquivalent: Für jedes A P BpEq und jedes ε ą 0 gibt es eine kompakte Menge Kε und
eine offene Menge Uε mit Kε Ă A Ă Uε und

µpUεzKεq ă ε. (2.5)

Satz 2.21. Sei E ein metrischer Raum. Dann gilt für jedes µ P PpEq

µpAq “ sup tµpKq | K Ă A abgeschlossen u “ inf tµpUq | A Ă U offen u .
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Beweis. Es sei

K “ tA P BpEq | @ε ą 0 DUε offen, DKε abgeschlossen mit Kε Ă A Ă Uε und (2.5)u

Die Behauptung folgt, sobald wir gezeigt haben, dass K “ BpEq. Hierfür reicht es die
folgenden Eigenschaften zu zeigen:

(a) K enthält alle abgeschlossenen Mengen.

(b) K ist ein Dynkin System.

(a) Ist A abgeschlossen, so wählen wir Un “
 

x P E | dpx,Aq ă 1
n

(

. Dann ist A Ă Un und
A “

Ş

n≥1

Un. Folglich gilt lim
nÑ8

µpUnq “ µpAq, d.h. A P K.

(b) 1. z.Z.: E P K. Sei ε ą 0, x0 P E fest und Uε “ E. Die Mengen der Form

Kα “ tx P E | dpx, x0q ≤ αu

sind abgeschlossen und es gilt Kα Õ E für αÑ 8. Folglich gilt µpKαq Õ µpEq “ 1. Also
gibt es ein αpεq ą 0 mit µpKαpεqq ą 1 ´ ε. Dann gilt Kαpεq Ă A Ă Uε und (2.5) für diese
Mengen.
2. Sei A P K und ε ą 0. Sei Kε, Uε die dazugehörigen Mengen. Dann ist K 1 :“ EzK offen,
U 1 :“ EzU abgeschlossen, es gilt U 1 Ă EzA Ă K 1 und

µpK 1
zU 1q “ µpUzKq ă ε.

3. Sei pAnqnPN Ă K eine Folge disjunkter Mengen. Sei ε ą 0. Dann gilt

0 ≤
8
ÿ

n“1

µpAnq “ µ

˜

8
ď

n“1

An

¸

≤ µpEq “ 1,

d.h. pµpAnqqn≥1 ist summierbar. Folglich gibt es ein n0 ≥ 2 mit
8
ř

n“n0

µpAnq ă
ε
2
. Wähle

abgeschlossene Mengen Kn
ε und offene Mengen Un

ε mit Kn
ε Ă An Ă Un

ε und

µpUn
ε zK

n
ε q ă

ε

2n`1
, n P N.

Dann ist Kε “
n0´1
Ť

n“1

Kn
ε abgeschlossen und Uε “

8
Ť

n“1

Un
ε offen. Ferner gilt Kε Ă

8
Ť

n“1

An Ă Uε

und

µpUεzKεq ≤
8
ÿ

n“1

µpUn
ε zKεq “

n0´1
ÿ

n“1

µpUn
ε zKεq `

8
ÿ

n“n0

µpUn
ε zKεq

≤
n0´1
ÿ

n“1

µpUn
ε zK

n
ε q `

8
ÿ

n“n0

µpUn
ε q ≤ ε

n0´1
ÿ

n“1

1

2n`1
`

8
ÿ

n“n0

´ ε

2n`1
` µpKn

ε q

¯

≤ ε

2

8
ÿ

n“1

1

2n
`

8
ÿ

n“n0

µpAnq ≤ ε.
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Damit ist
8
Ť

n“1

An P K.

Korollar 2.22. Sei µ P PpEq derart, dass tµu straff ist. Dann ist µ regulär.

Lemma 2.23. Sei pE, dq ein vollständiger metrischer Raum und K Ă E eine abgeschlos-
sene Teilmenge. Genau dann ist K kompakt, wenn es total beschränkt ist, d.h. für jedes
ε ą 0 gibt es endlich viele Punkte x1, . . . , xm P E mit

K Ă

m
ď

k“1

Bεpxkq, (2.6)

wo Bεpxkq “ tx P E | dpx, xkq ≤ εu der abgeschlossene Ball um xk mit Radius ε ist.

Beweis. Sei K kompakt und ε ą 0. Dann ist

K Ă
ď

xPK

Uεpxq

eine offene Überdeckung von K, wo Uεpxq “ ty P E ||dpx, yq ă εu. Es gibt daher endlich
viele Punkte x1, . . . , xm P K mit (2.6).
Umgekehrt gelte (2.6) für jedes ε ą 0. Wir zeigen, dass jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge enthält. Sei pxnqnPN Ă K. Für jedes m ≥ 1 gibt es endlich viele Bälle mit
Radius 1

m
, welche K überdecken. Mindestens einer dieser Bälle enthält unendlich viele

Folgenglieder von pxnqnPN. Für m “ 1 sei B1 der Ball mit der Eigenschaft, dass N1 :“
tn | xn P B1u unendlich viele Elemente hat. Sei n1 P N1 beliebig. Für m “ 2 sei B2 der Ball
mit der Eigenschaft, dass N2 :“ tn ą n1 | xn P B1 X B2u unendlich viele Elemente hat.
Wähle n2 P N2 beliebig. Durch Iteration erhalten wir eine Folgen Bm, Nm und pnmqm≥1

sodass

Nm`1 “

#

n ą nm |xn P
m
č

k“1

Bk

+

unendlich viele Elemente enthält und nm`1 P Nm`1. Dann ist pxnmqm≥1 eine Teilfolge und
es gilt xnk P Bm für alle k ≥ m. Insbesondere gilt

dpxnk , xnlq ≤
1

m
, k, l ≥ m,

d.h. pxnmqm≥1 ist eine Cauchy-Folge. Da E vollständig ist, hat diese einen Grenzwert
x P E. Da K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in K.

Satz 2.24. Sei E ein Polnischer Raum. Dann ist tµu straff für jedes µ P PpEq. Insbe-
sondere ist jedes µ P PpEq regulär.
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Beweis. Sei panqnPN Ă E eine abzählbar dichte Teilmenge. Dann gilt für jedes δ ą 0

ď

n≥1

Bδpanq “ E,

wo Bδpanq “ tx P E | dpx, aq ≤ δu den abgeschlossenen Ball mit Radius δ um an bezeich-
net. Damit folgt

1 “ µpEq “ µ

˜

ď

n≥1

Bδpanq

¸

“ lim
nÑ8

µ

˜

n
ď

k“1

Bδpakq

¸

.

Sei ε ą 0. Dann gibt es für jedes m ≥ 1 ein nm P N mit

µ

˜

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq

¸

≥ 1´ 2´mε.

Sei

K :“
č

m≥1

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq .

Dann ist K abgeschlossenen. Für jedes δ ą 0 sei m ≥ 1 mit 1
m
≤ δ, dann gilt

K Ă

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq Ă

nm
ď

k“1

Bδ pakq .

Also ist K nach Lemma 2.23 kompakt. Die Behauptung folgt aus

µpKc
q “ µ

˜

ď

m≥1

nm
č

k“1

B 1
m
pakq

c

¸

≤
8
ÿ

m“1

µ

˜

nm
č

k“1

B 1
m
pakq

c

¸

“

8
ÿ

m“1

˜

1´ µ

˜

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq

¸¸

≤ ε
8
ÿ

m“1

2´m “ ε,

wo wir
nm
č

k“1

B 1
m
pakq

c
“

nm
č

k“1

pEzB 1
m
pakqq “ Ez

˜

nm
ď

k“1

B 1
m
pakq

¸

benutzt haben.

2.2 Konvergenz von Zufallsvariablen

Sei pE, dq ein metrischer Raum. Sei pXnqnPN eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen
und X eine E-wertige Zufallsvariable. Dann ist ω ÞÝÑ pXnpωq, Xpωqq messbar bezüglich
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F–BpEqbBpEq. Ferner ist px, yq ÞÝÑ dpx, yq stetig, also BpEˆEq–BpRqmessbar. Beachte,
dass E ˆ E mit dEˆEppx, yq, px

1, y1qq :“ dpx, yq ` dpy, y1q wieder ein metrischer Raum ist.
Um die Konvergenz Xn ÝÑ X zu untersuchen, betrachten wir die Abbildung

Ω ÝÑ r0,8q, ω ÞÝÑ dpXnpωq, Xpωqq.

Diese ist messbar, sofern BpE ˆEq Ă BpEq b BpEq gilt. Das folgende Lemma führen wir
ohne Beweis.

Lemma 2.25. Sei E separabel. Dann ist E ˆ E seperabel und es gilt

BpE ˆ Eq “ BpEq b BpEq.

Hier und im folgenden sei pE, dq stets ein separabler metrischer Raum.

Definition 2.26. Sei pXnqnPN eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine
E-wertige Zufallsvariable.

(a) Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit, falls dpXn, Xq ÝÑ 0 in Wahrscheinlichkeit.

(b) Xn ÝÑ X fast sicher, falls dpXn, Xq ÝÑ 0 fast sicher.

(c) Xn ÝÑ X in Lp, falls dpXn, Xq ÝÑ 0 in Lp.

(d) Xn ÝÑ X in Verteilung, falls für µn :“ P ˝X´1
n und µ :“ P ˝X´1 bereits µn ÝÑ µ

schwach konvergiert.

Konvergenz in Verteilung ist, nach Definition vom Bildmaß äquivalent zu

EpfpXnqq ÝÑ EpfpXqq, nÑ 8

für alle f P CbpEq.

Satz 2.27. Sei pXnqnPN eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine E-wertige
Zufallsvariable. Angenommen Xn ÝÑ X in Verteilung und X ist P-fast sicher konstant,
so gilt Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Es sei α P E derart, dass PpX “ αq “ 1. Sei A P BpEq beliebig, dann gilt

P ˝X´1
pAq “ PptX P Auq “ PptX P Au X tX “ αuq ` PptX P Au X tX ‰ αuq

“ Pptα P Au X tX “ αuq ` Pptα P Au X tX ‰ αuq

“ Pptα P Auq “ δαpAq.

Folglich ist P˝X´1 “ δα. Sei ε ą 0 beliebig. Dann ist ty P E | dpy, αq ≥ εu abgeschlossen.
Analog zu Lemma 2.5 lässt sich zeigen, dass Bty P E | dpy, αq ≥ εu Ă ty P E | dpy, αq “ εu.
Damit ist

P ˝X´1
pBty P E | dpy, αq ≥ εuq ≤ P ˝X´1

pty P E | dpy, αq “ εuq “ 0,
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da α R ty P E | dpy, αq “ εu. Aus Portmanteau folgt

lim sup
nÑ8

PpdpXn, Xq ≥ εq “ lim sup
nÑ8

PpdpXn, αq ≥ εq

“ lim sup
nÑ8

P ˝X´1
n pty P E | dpy, αq ≥ εuq

“ P ˝X´1
pty P E | dpy, αq ≥ εuq “ 0.

Satz 2.28. Sei pXnqnPN eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine E-wertige
Zufallsvariable. Gilt Xn ÝÑ X in Wahrscheinlichkeit, so folgt Xn ÝÑ X in Verteilung.

Beweis. Sei f P CbpEq gleichmässig stetig und ε ą 0. Dann gibt es ein δ ą 0, sodass
für alle x, y P E mit dpx, yq ă δ bereits |fpxq ´ fpyq| ă ε gilt. Sei µn :“ P ˝ X´1

n und
µ :“ P ˝X´1. Dann gilt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqdµnpxq ´

ż

E

fpxqdµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |EpfpXnqq ´ EpfpXqq|

≤
ż

dpXn,Xqăδ

|fpXnq ´ fpXq|dP`
ż

dpXn,Xq≥δ

|fpXnq ´ fpXq|dP

≤ ε` 2}f}8PpdpXn, Xq ≥ δq.

Satz 2.29. Seien pXnqnPN, pYnqnPN Zufallsvariablen auf E und µ P PpEq. Angenommen
P ˝X´1

n ÝÑ µ und dpXn, Ynq ÝÑ 0 in Wahrscheinlichkeit, dann gilt

P ˝ Y ´1
n ÝÑ µ, nÑ 8.

Beweis. Sei F Ă E abgeschlossen. Für ε ą 0 sei F ε “ tx P E | dpx, F q ≤ εu und
F ε

0 “ tx P E | dpx, F q ă εu. Dann gilt

tYn P F u “ ptYn P F u X tdpXn, Ynq ă εuq Y ptYn P F u X tdpXn, Ynq ≥ εuq

“ ptYn P F u X tdpXn, Ynq ă εu X tXn P F
ε
0 uq Y ptYn P F u X tdpXn, Ynq ≥ εuq

Ă tXn P F
ε
0 u Y tdpXn, Ynq ≥ εu Ă tXn P F

ε
u Y tdpXn, Ynq ≥ εu.

Da F ε abgeschlossen ist folgt

lim sup
nÑ8

PpYn P F q ≤ lim sup
nÑ8

PpdpYn, Xnq ≥ εq ` lim sup
nÑ8

PpXn P F
ε
q

“ lim sup
nÑ8

P ˝X´1
n pF

ε
q ≤ µpF ε

q.

Wegen F ε Œ F für εÑ 0 folgt die Behauptung.

44



Wir zeigen noch einen alternativen Beweis.

Beweis. Wegen Portmanteau reicht es zu zeigen, dass
ż

E

fpyqpP ˝ Ynq´1
pdyq ÝÑ

ż

E

fpyqdµpyq, nÑ 8

für jede gleichmässig stetige Funktion f : E ÝÑ R gilt. Sei also f gleichmässig stetig und
sei ε ą 0 fest. Wähle δ ą 0 derart, dass

|fpxq ´ fpyq| ă
ε

3
, @x, y P E mit dpx, yq ă δ.

Wähle n0 P N derart, dass
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpyqpP ˝Xnq
´1
pdyq ´

ż

E

fpyqdµpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
ε

3

sowie PpdpXn, Ynq ≥ δq ă ε
3p2}f}8`1q

für alle n ≥ n0 gilt. Dann folgt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpyqpP ˝ Ynq´1
pdyq ´

ż

E

fpyqdµpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ |EpfpYnqq ´ EpfpXnqq| `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpyqpP ˝Xnq
´1
pdyq ´

ż

E

fpyqdµpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
ż

dpXn,Ynq≥δ

|fpXnq ´ fpYnq|dP`
ż

dpXn,Ynqăδ

|fpXnq ´ fpYnq|dP`
ε

3

≤ 2}f}8PpdpXn, Ynq ≥ δq `
2

3
ε ≤ ε.

3 Charakteristische Funktionen

Im letzten Kapitel haben wir Wahrscheinlichkeitsmaße und die schwache Konvergenz auf
metrischen und insbesondere Polnischen Räumen untersucht. Viele Anwendungen wer-
den jedoch für den Fall E “ Rd modelliert oder lassen sich zumindest auf diesen Fall
zurückführen. Dieses Kapitel widmet sich dem Studium von Wahrscheinlichkeitsmaßen
auf E “ Rd. Für diesen Spezialfall ist es möglich jedem endlichen Maß µ auf Rd eine
komplex-wertige Funktion (charakteristische Funktion) pµpξq mit gewissen Eigenschaften
zuzuordnen. Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmaßen sowie Existenz von Mo-
menten können mithilfe der charakteristischen Funktion beschrieben werden.
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3.1 Fourieransformation für Funktionen

Für ξ, x P Rd sei ξ ¨ x :“
d
ř

k“1

ξkxk.

Definition 3.1. Sei g P L1pRdq. Die Fouriertransformierte von g ist definiert als

pgpξq :“

ż

Rd

eiξ¨xgpxqdx :“

ż

Rd

cospξ ¨ xqgpxqdx` i

ż

Rd

sinpξ ¨ xqgpxqdx, ξ P Rd.

Die Definition ist wohldefiniert, da für alle ξ P Rd: |eiξ¨x| “ 1.

Definition 3.2. Eine Funktion g : Rd ÝÑ C heißt positiv (semi-)definit, wenn für alle
n P N und alle ξ1, . . . , ξn P Rd die Matrix pgpξj ´ ξiqqi,j“1,...,n positiv (semi-)definit ist.
Äquivalent: Für alle n P N, alle λ “ pλ1, . . . , λnq P Cn und ξ1, . . . , ξn P Rd gilt

n
ÿ

i,j“1

λjλigpξj ´ ξiq ≥ 0.

Beweis. (der Äquivalenz)
Es sei n P N, λ “ pλ1, . . . , λnq P Cn und ξ1, . . . , ξn P Rd. Setze A :“ pgpξj ´ ξiqqi,j“1,...,n,

d.h. Aij “ gpξj ´ ξiq. Dann gilt pAλqi “
n
ř

j“1

Aijλj und folglich

xλ,Aλy “
n
ÿ

i“1

λipAλqi “
n
ÿ

i,j“1

λiλjAij “
n
ÿ

i,j“1

λiλjgpξj ´ ξiq.

Man beachte, dass die Matrix A insbesondere hermitsch ist, d.h. A “ AT gilt. Es sei
g eine positiv (semi-)definite Funktion.

(i) Für n “ 1 und λ P C folgt |λ|2gp0q ≥ 0, also gp0q ≥ 0.

(ii) Für n “ 2, mit ξ1 “ 0 und ξ2 “ ξ P Rd folgt, dass die Matrix

ˆ

gp0q gpξq
gp´ξq gp0q

˙

positiv (semi-)definit ist. Daraus folgt gp´ξq “ gpξq. Ferner muss die Determinante
nicht-negativ sein, also

gp0q2 ´ gpξqgp´ξq “ gp0q2 ´ |gpξq|2 ≥ 0

und damit |gpξq| ≤ gp0q.

Es sei C8c pRdq der Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Träger. D.h. f P C8c pRdq,
falls f beliebig oft differenzierbar ist und kompakten Träger hat.
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Lemma 3.3. [Wer00] Für jedes g P L1pRdq und jedes ε ą 0 gibt es eine Funktion
fε P C

8
c pRdq mit

}fε ´ g}L1 :“

ż

Rd

|fεpxq ´ gpxq|dx ă ε.

Satz 3.4. Es sei g P L1pRdq Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(a) |pgpξq| ≤ }g}L1.

(b) pgp0q “
ş

Rd
gpxqdx.

(c) g ist gleichmässig stetig.

(d) pg verschwindet im Unendlichen, d.h. für alle ε ą 0 gibt es eine kompakte Menge
Kε Ă Rd derart, dass

|pgpξq| ă ε, ξ R Kε.

(e) Ist g fast überall nicht-negativ, so ist pg positiv (semi-)definit.

Beweis. (a) klar.

(b) klar.

(c) Seien ξ1, ξ2 P Rd und ε ą 0. Wähle eine kompakte Menge Kε Ă Rd derart, dass

ż

Kc
ε

|gpxq|dx ă
ε

4
.

Sei δ ą 0 mit δ ă ε?
22p1` sup

xPKε

|x|qp1`}g}L1 q
. Dann gilt für alle |ξ1 ´ ξ2| ă δ

|pgpξ1q ´ pgpξ2q| ≤
ż

Rd

|eiξ1¨x ´ eiξ2¨x||gpxq|dx ≤
ż

Kε

|eiξ1¨x ´ eiξ2¨x||gpxq|dx`
ε

2

Es gilt mit z1 :“ ξ1 ¨ x und z2 :“ ξ2 ¨ x

|eiz1 ´ eiz2 | “
a

| cospz1q ´ cospz2q|
2 ` | sinpz1q ´ sinpz2q|

2

≤
?

2|z1 ´ z2| ≤
?

2|x||ξ1 ´ ξ2|.

Daraus folgt

|pµpξ1q ´ pµpξ2q| ≤
ε

2
`
?

2}g}L1 sup
xPKε

|x| ¨ |ξ1 ´ ξ2| ≤ ε.
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(d) Wir zeigen die Behauptung zuerst für g P C8c pRdq. Wähle R ą 0 derart, dass
gpxq “ 0 für alle |x| ≥ R. Wähle R1 ą R und sei |ξ| ≥ R, dann finden wir ein
j P t1, . . . , du mit |ξj| ≥ R1?

d
. Mittels partieller Integration, wobei der Randterm

wegen g P C8c pRdq verschwindet, erhalten wir

pgpξq “

ż

Rd

eiξ¨xgpxqdx “

ż

|x|≤R1

eiξ¨xgpxqdx

“
1

iξj

ż

|x|≤R1

Beiξ¨x

Bxj
gpxqdx “ ´

1

iξj

ż

|x|≤R1

eiξ¨x
Bgpxq

Bxj
dx.

Daraus folgt

|pgpξq| ≤ 1

|ξj|

›

›

›

›

Bgpxq

Bxj

›

›

›

›

L1
≤
?
d

R1

›

›

›

›

Bgpxq

Bxj

›

›

›

›

L1
.

Die Behauptung folgt aus R1 ÝÑ 8. Für den allgemeinen Fall sei g P L1pRdq, ε ą 0
und fε P C

8
c pRdq derart, dass }g ´ fε}L1 ă ε. Die Behauptung folgt aus

|pgpξq| ≤ |pgpξq ´ pfεpξq| ` |pfεpξq| ≤ }g ´ fε}L1 ` |pfεpξq|.

(e) Es gilt

ż

Rd

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

j“1

λje
iξj ¨x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

gpxqdx “

ż

Rd

n
ÿ

i,j“1

λiλje
ix¨pξi´ξjqgpxqdx “

n
ÿ

i,j“1

λiλjpgpξi ´ ξjq.

Beispiel 3.5. Es sei gpxq :“ e´α|x|
2

mit α ą 0. Dann ist

pgpξq “
´π

α

¯
d
2
e´

|ξ|2

4α . (3.1)

Beachte, für α “ 1
2

ist pgpξq “ p2πq
d
2 gpξq.

Beweis. Es gilt

pgpξq “

ż

Rd

eiξ¨xe´α|x|
2

dx “
d
ź

k“1

ż

R

eiξk¨xke´αx
2
kdxk,

also reicht es aus die Behauptung für d “ 1 zu beweisen. Für diesen Fall erhalten wir für
ξ, x P R

e´αx
2

eiξx “ e
´α

´

x2´2x iξ
2α
`p iξ2αq

2
´p iξ2αq

2
¯

“ e´
ξ2

4α e´αpx´
iξ
2αq

2

.
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Daraus folgt
ż

R

eiξ¨xe´αx
2

dx “ e´
ξ2

4α

ż

R

e´αpx´
iξ
2αq

2

dx.

Für das Integral erhalten wir mittels Cauchys Integralsatz (siehe [FL80]) und der Substi-
tution y “

?
αx

ż

R

e´αpx´
iξ
2αq

2

dx “

ż

R

e´αx
2

dx “
1
?
α

ż

R

e´x
2

dx “

c

π

α
.

Lemma 3.6. Es seien g, h P L1pRdq. Dann gilt pg ¨ h, g ¨ ph P L1pRdq und

ż

Rd

pgpξqhpξqdξ “

ż

Rd

gpξqphpξqdξ.

Beweis. Mittels Fubini erhalten wir
ż

Rd

pgpξqhpξqdξ “

ż

Rd

ż

Rd

eiξ¨xgpxqhpξqdxdξ “

ż

Rd

gpξqphpξqdξ.

Fubini ist anwendbar, da px, ξq ÞÝÑ gpxqhpξq integrierbar bezüglich dxdξ ist.

Lemma 3.7. Für jedes g P CbpRdq und jedes x P Rd gilt

ż

Rd

gpyq
e´

|x`y|2

4α

p4παq
d
2

dy ÝÑ gp´xq, αÑ 0.

Beweis. Übung.

Lemma 3.8. Es sei g P CbpRdq X L1pRdq derart, dass pg P L1pRdq. Dann gilt

p

pgpxq “ p2πqdgp´xq, x P Rd.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass

ż

Rd

pgpξqeiξ¨xdξ “ p2πqdgp´xq, x P Rd.
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Sei α ą 0 und setze ϕxpξq :“ eix¨ξe´α|ξ|
2
. Für diese Funktion gilt nach (3.1)

xϕxpξq “

ż

Rd

eiξ¨yϕxpyqdy “

ż

Rd

eiξ¨yeix¨ye´α|y|
2

dy

“

ż

Rd

eipξ`xq¨ye´α|y|
2

dy “
´π

α

¯
d
2
e´

|ξ`x|2

4α .

Damit erhalten wir
ż

Rd

pgpξqeiξ¨xe´α|ξ|
2

dξ “

ż

Rd

gpξqxϕxpξqdξ

“

´π

α

¯
d
2

ż

Rd

gpξqe´
|x´ξ|2

4α dξ “ p2πqd
ż

Rd

gpξq
e´

|x`ξ|2

4α

p4παq
d
2

dξ.

Betrachten wir den Grenzwert αÑ 0, so folgt die Behauptung aus Lemma 3.7.

Satz 3.9. Sei g P L1pRdq. Definiere eine Abbildung

qgpxq :“
1

p2πqd

ż

Rd

e´ix¨ξgpξqdξ, x P Rd.

Dann gilt für alle g P CbpRdq X L1pRdq derart, dass pg P L1pRdq

q

pg “ g “ p

qg.

Beweis. Beachte, dass qgpxq “ 1
p2πqd

pgp´xq für alle g P L1pRdq gilt. Sei g P CbpRdqXL1pRdq

mit pg P L1pRdq. Aus Lemma 3.8 folgt q

pgpxq “ 1
p2πqd

p

pgp´xq “ gpxq für alle x P Rd. Analog

lässt sich die andere Identität beweisen.

3.2 Charakteristische Funktion für Maße

Definition 3.10. Sei µ ein endliches Maß auf Rd. Die charakteristische Funktion von µ
ist die Fouriertransformierte von µ gegeben durch

pµpξq :“

ż

Rd

eiξ¨xµpdxq, ξ P Rd. (3.2)

Beispiel 3.11. (a) Sei µ “
8
ř

k“1

akδxk mit ak ≥ 0, xk P Rd derart, dass
8
ř

k“1

ak “ 1. Dann

ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Rd und es gilt

pµpξq “
8
ÿ

k“1

ake
iξ¨xk , ξ P Rd.
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(b) Hat µ eine Dichte, d.h. µpdxq “ ppxqdx für eine Wahrscheinlichkeitsdichte ppxq, so
ist

pµpξq “

ż

Rd

eiξ¨xppxqdx “ pppxq.

Satz 3.12. Es sei µ ein endliches Maß auf Rd. Es gelten die folgenden Eigenschaften.

(a) |pµpξq| ≤ µpRdq für alle ξ P Rd.

(b) pµp0q “ 1.

(c) pµ ist gleichmässig stetig.

(d) pµ ist positiv (semi-)definit.

Beweis. Übung.

Beispiel 3.13. (a) Bernoulli Verteilung: µpdxq “ pδ1pdxq ` p1´ pqδ0pdxq. Dann ist

pµpξq “ peiξ ` p1´ pq “ 1` pp1´ eiξq, ξ P R.

(b) Binomialverteilung: µpdxq “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

pkp1´ pqn´kδkpdxq. Dann ist

pµpξq “ p1´ p` peiξqn, ξ P R.

(c) Standardnormalverteilung: Im eindimensionalen Fall sei µpdxq “ p2πq´
1
2 e´

x2

2 dx.
Dann ist

pµpξq “ e´
ξ2

2 , ξ P R.

Für den d-dimensionalen Fall sei µpdxq “ p2πq´
d
2 e´

|x|2

2 dx. Dann gilt

pµpξq “ e´
|ξ|2

2 , ξ P Rd.

(d) Normalverteilung im Rm: Sei µ eine Normalverteilung auf dem Rm. Dann gibt es
eine mˆ d Matrix A und b P Rm mit µ “ ν ˝ T´1, wo T pxq “ Ax` b und

νpdxq “ p2πq´
d
2 e´

|x|2

2 dx

die Standardnormalverteilung auf dem Rd ist. Damit folgt

pµpξq “

ż

Rm

eiξ¨xµpdxq “

ż

Rd

eiξ¨T pxqνpdxq “ eiξ¨b
ż

Rd

eipA
T ξq¨xνpdxq

“ eiξ¨be´
1
2
|AT ξ|2

“ eiξ¨be´
1
2
xξ,pAAT qξy.
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(e) Uniforme Verteilung: Sei µpdxq “ 1p´a,aqpxq
1
2a

dx mit a ą 0. Dann ist

pµpξq “

#

sinpaξq
aξ

, ξ ‰ 0

1, sonst
, ξ P R.

(f) Cauchy Verteilung: Sei µpdxq “ 1
π

c
c2`x2

dx mit c ą 0. Dann gilt

pµpξq “ e´c|ξ|, ξ P R.

Satz 3.14. Die charakteristische Funktion charakterisiert das dazugehörige Maß eindeu-
tig. Genauer, sind µ, ν zwei endliche Maße Rd und gilt pµpξq “ pνpξq für alle ξ P Rd, so
folgt µ “ ν.

Beweis. Es gilt µpRdq “ pµp0q “ pνp0q “ νpRdq. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei
µpRdq, νpRdq ą 0. Definiere neue Maße µ1 :“ 1

µpRdqµ sowie ν 1 :“ 1
νpRdqν. Dann gilt pµ1pξq “

pν 1pξq für alle ξ P Rd. Es reicht daher aus, die Behauptung für Wahrscheinlichkeitsmaße zu
zeigen.

Die kompakten Mengen bilden ein X-stabiles Erzeugendensystem der Borel-σ-Algebra
BpRdq. Es genügt also µpKq “ νpKq für alle kompakten Mengen K Ă Rd zu zeigen. Sei
also K Ă Rd kompakt und m P N. Definiere

fmpxq “

$

’

&

’

%

1, x P K

0, dpx,Kq ≥ 1
m

1´mdpx,Kq, sonst

.

Es gilt dann 0 ≤ fm ≤ 1, fm ist stetig und fm Œ 1K für mÑ 8. Wir zeigen

ż

Rd

fmpxqdµpxq “

ż

Rd

fmpxqdµpxq, m P N. (3.3)

Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue νpKq “ µpKq. Allgemeiner zeigen wir (3.3) für
alle f : Rd ÝÑ R mit

• 0 ≤ f ≤ 1.

• f P CcpRdq.

Sei ε ą 0 beliebig. Da f kompakten Träger hat, können wir N P N wählen sodass

tx P Rd | fpxq ‰ 0u Ă r´N,N sd “: BN
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und µpBc
Nq ă ε, νpBc

Nq ă ε gilt. Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz (siehe
[Wer00] für den Beweis in einer Dimension) gibt es eine Funktion

gpxq “
m
ÿ

j“1

cje
i π
N
xξj ,xy

mit cj P C, ξj P Zd und
sup
xPBN

|fpxq ´ gpxq| ≤ ε.

Es gilt mit f |BcN “ 0 und µpBNq ≤ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pf ´ gqdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤
ż

BN

|f ´ g|dµ`

ż

BcN

|f | ` |g|dµ

≤ εµpBNq ` }g}8µpB
c
Nq ≤ p1` }g}8qε.

Analog lässt sich zeigen, dass
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pf ´ gqdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ p1` }g}8qε.

Insgesamt erhalten wir
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

fdµ´

ż

Rd

fdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pf ´ gqdµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

gdµ´

ż

Rd

gdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

pg ´ fqdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ 2ε`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rd

gdµ´

ż

Rd

gdν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Die Behauptung folgt aus

ż

Rd

gdµ “
m
ÿ

j“1

cj

ż

Rd

ei
π
N
xξj ,xydµpxq “

m
ÿ

j“1

cj

ż

Rd

ei
π
N
xxj ,xydνpxq “

ż

Rd

gdν

Satz 3.15. ([Jac01, Theorem 3.5.7], Bochner-Theorem) Eine Funktion g : Rd ÝÑ C ist
genau dann die charakteristische Funktion von einem endlichen Maß µ auf Rd, wenn die
folgenden Eigenschaften gelten:

(i) g ist stetig.
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(ii) g ist positiv (semi-)definit.

In diesem Fall gilt gp0q “ µpRdq. Insbesondere ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß genau
dann, wenn gp0q “ 1.

Es sei µ ein endliches Maß auf Rd mit pµ “ g. Dann haben wir bereits gezeigt, dass g
die geforderten Eigenschaften hat. Ferner wissen wir, dass µ eindeutig ist. Der Beweis der
Umkehrung erfordert einiges mehr an Vorbereitung und soll daher nicht bewiesen werden.

Lemma 3.16. Für jedes ϕ P L1pRdqXCbpRdq gibt es eine Folge pϕnqnPN Ă L1pRdqXCbpRdq

mit xϕn P L1pRdq derart, dass ϕnpxq ÝÑ ϕpxq für alle x P Rd.

Beweis. Definiere

ϕαpxq :“ p4παq´
d
2

ż

Rd

ϕpx´ yqe´
|y|2

4α dy.

Dann gilt

|ϕαpxq| ≤ }ϕ}8p4παq´
d
2

ż

Rd

e´
|y|2

4α dy “ }ϕ}8.

Da p4παq´
d
2 e´

|y|2

4α dy schwach gegen δ0 konvergiert, folgt ϕαpxq ÝÑ ϕpxq für jedes x P Rd.
Es lässt sich zeigen, dass

pϕα “ pϕ ¨ ppα,

wo pαpxq “ p4παq
´ d

2 e´
|y|2

4α . Da pϕ beschränkt ist und ppα P L1pRdq folgt die Behauptung.

Satz 3.17. Es sei µ ein endliches Maß auf Rd. Es gelten die folgenden Aussagen.

(a) Ist pµ P L1pRdq, so hat µ eine Dichte 0 ≤ p P C8pRdq gegeben durch

ppxq :“
1

p2πqd

ż

Rd

e´iξ¨xpµpξqdξ “
1

p2πqd
p

pµp´xq, x P Rd. (3.4)

(b) Ist pµ P L1pRdq derart, dass für ein m ≥ 1

ż

Rd

|x|mpµpξqdξ ă 8.

Dann hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m. In diesem Fall gilt für alle
0 ≤ k ≤ m und alle 1 ≤ j1, . . . , jk ≤ d

Bkppxq

Bxj1 . . . Bxjk
“
p´iqk

p2πqd

ż

Rd

e´iξ¨xξj1 ¨ ¨ ¨ ξjkpµpξqdξ.
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(c) Ist
ż

Rd

|x|mµpdxq ă 8 (3.5)

für ein m P N. Dann hat pµ stetige partielle Ableigungen bis zur Ordnung m, und es
gilt für alle 0 ≤ k ≤ m und 1 ≤ j1, . . . , jk ≤ d

Bkpµpξq

Bξj1 . . . Bξjk
“ ik

ż

Rd

xj1 ¨ ¨ ¨ xjke
iξ¨xµpdxq.

Beweis. (a) Für jedes ϕ P L1pRdq gilt ϕ ¨ pµ P L1pRdq und folglich
ż

Rd

ϕpxqpµpxqdx “

ż

Rd

ż

Rd

ϕpxqeiξ¨xµpdξqdx “

ż

Rd

pϕpξqµpdξq.

Man beachte, dass alle Integrale existieren. Offensichtlich ist p P C8pRdq mit |ppxq| ≤
}pµ}L1 . Wir erhalten für jedes ϕ P L1pRdq X CbpRdq mit pϕ P L1pRdq

p2πqd
ż

Rd

ϕpxqppxqdx “

ż

Rd

ϕpxqppµp´xqdx “

ż

Rd

ϕp´xqppµpxqdx

“

ż

Rd

{ϕp´¨qpxqpµpxqdx “

ż

Rd

{

{ϕp´¨qpxqµpdxq “ p2πqd
ż

Rd

ϕpxqµpdxq.

Aus Lemma 3.16 und dem Satz von Lebesgue folgt für alle ϕ P L1pRdq X CbpRdq

ż

Rd

ϕpxqppxqdx “

ż

Rd

ϕpxqµpdxq.

Da CcpRdq Ă L1pRdq X CbpRdq folgt die Behauptung.
(b) Die Behauptung folgt aus der Darstellung (3.4) und Argumenten wie in (c).
(c) Wir zeigen nur den Fall m “ 1. Der allgemeine Fall folgt dann über Induktion. Es
gelte (3.5). Sei ej der Basisvektor im Rd in Richtung j. Dann ist für h ą 0

pµpξ ` hejq ´ pµpξq

h
“

ż

Rd

eipξ`hejq¨x ´ eiξ¨x

h
µpdxq “

ż

Rd

eiξ¨x
eixjh ´ 1

h
µpdxq.

Es gilt eixjh´1
h

ÝÑ ixj und
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eixjh ´ 1

h

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≤ |xj| ` ε
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für hinreichend kleine h, ε ą 0. Dieses ist wegen (3.5) eine Majorante. Der Satz von
Lebesgue impliziert

Bpµpξq

Bξj
“ i

ż

Rd

xje
iξ¨xµpdxq.

Die Ableitung ist stetig, ebenfalls nach dem Satz von Lebesgue.

Bemerkung 3.18. Die Momente von µ lassen sich daher wie folgt ausdrücken

Bmpµp0q

Bξj1 . . . Bξjm
“ im

ż

Rd

xj1 ¨ ¨ ¨ xjmµpdxq.

Das nachfolgende Kriterium ist nützlich um die schwache Konvergenz zu prüfen.

Lemma 3.19. Sei E ein metrischer Raum, pµnqnPN Ă PpEq sowie µ P PpEq. Dann sind
die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) µn ÝÑ µ schwach.

(ii) Für jede Teilfolge pµnkqkPN gibt es eine weitere Teilfolge pµnkl qlPN mit µnkl ÝÑ µ
schwach.

Beweis. piq ùñ piiq: Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen denselben
Grenzwert.
piiq ùñ piq: Angenommen µn konvergiert nicht schwach gegen µ. Dann gibt es ein ε ą 0,
ein f P CbpEq und eine Teilfolge pµnkqkPN mit

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

E

fpxqµnkpdxq ´

ż

E

fpxqµpdxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

≥ ε, k P N. (3.6)

Nach (ii) gibt es eine weitere Teilfolge pµnkl qlPN von pµnkqkPN sodass µnkl ÝÑ µ schwach.
Dieses ist ein Wiederspruch zu (3.6).

Satz 3.20. (Satz von Cramer-Wald) Seien µn, µ P PpRdq und für x P Rd setze gxpyq :“

x ¨ y :“
d
ř

k“1

xkyk. Dann gilt

µn ÝÑ µ schwach ðñ µng
´1
x ÝÑ µg´1

x schwach für alle x P Rd.

Beweis. ñ: Folgt aus der Stetigkeit von gx.
ð: Sei pµng

´1
x qnPN schwach konvergent gegen µg´1

x für jedes x P Rd. Dann ist pµng
´1
x qnPN

relativ kompakt und folglich straff für jedes x P Rd. Seien e1, . . . , ed die Einheitsvektoren
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im Rd. Sei ε ą 0 beliebig. Dann gibt es für jedes i “ 1, . . . , d eine kompakte Menge Ki Ă R
mit

pµng
´1
ei
qpKiq ≥ 1´

ε

d
, n P N.

Setze K :“
d
Ş

i“1

g´1
ei
pKiq. Diese Menge sind abgeschlossen und beschränkt und somit kom-

pakt. Es gilt

µnpK
c
q “ µn

˜

d
ď

i“1

pg´1
ei
pKiqq

c

¸

≤
d
ÿ

i“1

pµng
´1
ei
qpKc

i q ≤ d
ε

d
“ ε

und folglich ist pµnqnPN straff. Nach dem Satz von Prokhorov ist die Folge relativ kompakt.
Sei pµ1nqnPN Ă PpRdq eine Teilfolge mit µ1n ÝÑ µ1 schwach für ein µ1 P PpRdq. Dann
gilt auch µ1ng

´1
x ÝÑ µ1g´1

x schwach für alle x P Rd. Nach Voraussetzung ist aber auch
µng

´1
x ÝÑ µg´1

x schwach für alle x P Rd. Da µ1ng
´1
x eine Teilfolge von µng

´1
x ist, konvergiert

µ1ng
´1
x gegen denselben Grenzwert wie µng

´1
x , d.h. µg´1

x “ µ1g´1
x für alle x P Rd. Wegen

pµpξq “

ż

Rd

eiξ¨xµpdxq “

ż

R

eitµg´1
ξ pdtq “

pµ1pξq, ξ P Rd

folgt µ “ µ1. Die Behauptung folgt aus Lemma 3.19.

Satz 3.21. (Levys Stetigkeitssatz) Seien pµnqnPN Wahrscheinlichkeitsmaße auf Rd. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Ist µn ÝÑ µ schwach, so gilt auch pµn ÝÑ pµ punktweise auf Rd.

(b) Falls es eine in 0 stetige Funktion f : Rd ÝÑ C gibt derart, dass pµnpξq ÝÑ fpξq für
alle ξ P Rd. Dann gibt es ein Wahrschrscheinlichkeitsmaß µ auf Rd mit pµ “ f und
µn ÝÑ µ schwach.

Insbesondere gilt für pµnqnPN Ă PpRdq und µ P PpRdq

µn ÝÑ µ schwach ðñ pµnpξq ÝÑ pµpξq, @ξ P Rd.

Beweis. (a) Da x ÝÑ eiξ¨x stetig und beschränkt ist, folgt die Behauptung.
(b) Wir zeigen nur den Fall d “ 1.
Schritt 1. tµn | n P Nu ist straff.
Für alle α ą 0 gilt

α
ż

´α

pµnptqdt “

α
ż

´α

ż

R

eitxµnpdxqdt “

ż

R

α
ż

´α

eitxdtµnpdxq

“

ż

R

eiαx ´ e´iαx

ix
µnpdxq “

ż

R

2 sinpαxq

x
µnpdxq.
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Es folgt

α
ż

´α

p1´ pµnptqqdt “ 2α ´

ż

R

2 sinpαxq

x
µnpdxq

“ 2α

¨

˝1´

ż

R

sinpαxq

αx
µnpdxq

˛

‚“ 2α

ż

R

ˆ

1´
sinpαxq

αx

˙

µnpdxq.

Der Integrand ist nicht-negativ und es gilt

1´
sinpαxq

αx
≥ 1

2
, |αx| ≥ 2.

Daraus folgt
α
ż

´α

p1´ pµnptqqdt ≥ αµn

ˆ„

´
2

α
,

2

α

c˙

.

Es ergibt sich mit β “ 2
α

µnpr´β, βs
c
q ≤ 1

α

α
ż

´α

p1´ pµnptqqdt “
β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ pµnptqqdt.

Nach Voraussetzung ist f stetig in 0 und fp0q “ lim
nÑ8

xµnp0q “ 1, also gibt es zu ε ą 0 ein

β ą 0 mit

|1´ fptq| ≤ ε

4
, |t| ≤ 2

β
.

Dann ist

lim
nÑ8

β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ pµnptqqdt “
β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ fptqqdt ≤ ε

4

β

2

4

β
“
ε

2

und es existiert ein n0pεq “ n0 P N mit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ pµnptqqdt´
β

2

2
β
ż

´ 2
β

p1´ fptqqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ε

2
, n ≥ n0.

Damit ist also 2
β

2
β
ş

´ 2
β

p1´ pµnptqqdt ă ε für alle n ≥ n0, d.h.

µnpr´β, βs
c
q ≤ ε, n ≥ n0.
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Für n ă n0 gibt es ein βn ą 0 mit µnpr´βn, βns
cq ≤ ε. Sei β0 “ maxtβ, β1, . . . , βn0´1u, so

gilt
µnpr´β0, β0s

c
q ≤ ε, n ≥ 1.

Schritt 2. Sei pµnkqkPN eine Teilfolge von pµnqnPN. Dann ist tµnk | k P Nu straff u nd
damit nach dem Satz von Prokhorov auch relativ kompakt. Folglich gibt es eine Teilfolge
pµnkl qlPN welche schwach gegen ein µ1 konvergiert. Damit folgt

fpξq “ lim
lÑ8

pµnkl pξq “
pµ1pξq, @ξ P Rd.

Folglich gibt es für jede Teilfolge eine weitere Teilfolge welche gegen denselben Grenzwert
konvergiert. Die Behauptung folgt aus Lemma 3.19.

3.3 Für Zufallsvariablen

Definition 3.22. Für eine Zufallsvariable X mit Werten in Rd ist die charakteristische
Funktion definiert als

ϕXpξq :“ Epeiξ¨Xq “ {PX´1pξq “ xµXpξq.

Korollar 3.23. Sei X eine Rd-wertige Zufallsvariable. Dann gelten die folgenden Aussa-
gen:

(a) Ist ϕX P L1pRdq, so hat X eine Dichte p P C8pRdq welche gegeben ist durch

ppxq “
1

p2πqd

ż

Rd

e´iξ¨xϕXpξqdξ, x P Rd.

(b) Ist ϕX P L1pRdq und gilt für ein m ≥ 1

ż

Rd

|ξ|m|ϕXpξq|dξ ă 8,

so hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und für 0 ≤ k ≤ m, 1 ≤ j1, . . . , jk ≤
d gilt

Bkppxq

Bxj1 . . . Bxjk
“
p´iqk

p2πqd

ż

Rd

ξj1 ¨ ¨ ¨ ξjke
´iξ¨xϕXpξqdξ.

(c) Es gebe ein m P N derart, dass

Ep|X|mq ă 8.
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Dann hat ϕX stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und es gilt für alle 0 ≤ k ≤ m,
1 ≤ j1, . . . , jk ≤ d

Bk

Bξj1 ¨ ¨ ¨ Bξjk
ϕXpξq “ ikEpXj1 ¨ ¨ ¨Xjke

iξ¨X
q.

Insbesondere gilt für die Momente von X die Darstellung

Bk

Bξj1 ¨ ¨ ¨ Bξjk
ϕXp0q “ ikEpXj1 ¨ ¨ ¨Xjkq.

Satz 3.24. Seien X, Y unabhängige Zufallsvariablen mit Werten in Rd. Dann gilt

ϕXpξqϕY pξq “ ϕX`Y pξq, ξ P Rd.

Beweis. klar.

Satz 3.25. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Rd sowie Y eine Zufallsvariable mit
Werten in Rm. Seien ϕX , ϕY , ϕpX,Y q die dazugehörigen charakteristischen Funktionen.
Genau dann sind X, Y unabhängig, wenn

ϕXpξ1qϕY pξ2q “ ϕpX,Y qpξ1, ξ2q, ξ1 P Rd, ξ2 P Rm. (3.7)

Beweis. Seien X, Y unabhängig. Dann ist P˝ pX, Y q´1 “ P˝X´1bP˝Y ´1. Wir erhalten

ϕpX,Y qpξ1, ξ2q “

ż

RdˆRm

eiξ1¨xeiξ2¨yP ˝ pX, Y q´1
pdx, dyq

“

ż

Rd

eiξ1¨xP ˝X´1
pdxq

ż

Rm

eiξ2¨yP ˝ Y ´1
pdyq

“ ϕXpξ1qϕY pξ2q.

Umgekehrt gelte (3.7). Seien X 1, Y 1 unabhängige Zufallsvariablen mit charakteristischen
Funktionen ϕX sowie ϕY . Sei ϕpX 1,Y 1q die charakteristische Funktion von pX 1, Y 1q, dann
gilt

ϕpX 1,Y 1qpξ1, ξ2q “ ϕX 1pξ1qϕY 1pξ2q “ ϕXpξ1qϕY pξ2q “ ϕpX,Y qpξ1, ξ2q.

Damit folgt P ˝ pX 1, Y 1q´1 “ P ˝ pX, Y q´1 und somit die Behauptung.

Korollar 3.26. Sei X “ pX1, . . . , Xdq eine Rd-wertige Zufallsvariable. Genau dann sind
X1, . . . , Xd unabhängig wenn

ϕXpξq “ ϕX1pξ1q ¨ ¨ ¨ϕXdpξdq, @ξ “ pξ1, . . . , ξdq P Rd.
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Bemerkung 3.27. Sei X eine Rd-wertige Zufallsvariable, A eine m ˆ d Matrix und
b P Rm. Dann gilt hat Y :“ AX ` b die charakteristische Funktion

ϕY pξq “ eiξ¨bϕXpAξq, ξ P Rm.

Beispiel 3.28. (a) Cauchy-Verteilung. Seien X, Y unabhängig und Cauchy-Verteilt mit
Parameter c ą 0, d.h. diese haben die Verteilung

µpdxq “
1

π

c

c2 ` x2
dx.

Sei λ P p0, 1q. Dann gilt

ϕλX`p1´λqY pξq “ ϕXpλξqϕpp1´ λqξq “ e´cλ|ξ|e´cp1´λq|ξ| “ e´c|ξ|.

Also ist λX ` p1´ λqY wieder Cauchy-Verteilt mit Parameter c.

(b) Seien X, Y unabhängig und normalverteilt, d.h. X „ N pµX , σ2
Xq, Y „ N pµY , σ2

Y q.
mit µX , µY P R und σ2

X , σ
2
Y ą 0. Dann ist

ϕX`Y pξq “ ϕXpξqϕY pξq “ eiµXξ´σ
2
X
ξ2

2 eiµY ξ´σ
2
Y
ξ2

2 “ eipµX`µY qξ´
ξ2

2
pσ2
X`σ

2
Y q.

Also ist X ` Y „ N pµX ` µY , σ2
X ` σ

2
Y q.

Satz 3.29. Für jedes b P Rd und jede positiv (semi-)definite, symmetrische Matrix Σ gibt
es genau eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix Σ.

Für den Existenzbeweis brauchen wir folgendes Lemma aus der Linearen Algebra.

Lemma 3.30. Sei Σ eine symmetrische, reellwertige d ˆ d-Matrix. Dann gibt es eine
reellwertige Matrix A mit Σ “ AAT .

Beweis. Jede symmetrische, reellwertige Matrix ist orthogonal diagonalisierbar. Es gibt
daher eine orthogonale Matrix S derart, dass

SΣST “ D “ diagpλ1, . . . , λdq.

Hierbei bezeichnen λ1, . . . , λd ≥ 0 die Eigenwerte von Σ. Definiere eine neue Matrix

D
1
2 “ diagpλ

1
2
1 , . . . , λ

1
2
d q.

Dann gilt pD
1
2 qT “ D

1
2 und D

1
2 pD

1
2 qT “ D. Sei A :“ SD

1
2ST , dann gilt

AAT “ SD
1
2ST pSD

1
2ST qT “ SD

1
2ST pST qT pD

1
2 q
TST “ SDST “ ΣT

“ Σ.
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Beweis. (Satz 3.29)
Eindeutigkeit: Ist µ eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix
Σ, so gilt

pµpξq “ eixξ,bye´
1
2
xξ,Σξy, ξ P Rd.

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion.
Existenz: Zu einem gegebenem Σ gibt es immer mindestens eine Matrix A mit Σ “

AAT .

Satz 3.31. Sei X “ pX1, . . . , Xdq eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
b P Rd und Kovarianzmatrix Σ. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Sei a “ pa1, . . . , adq P Rd und definiere

Y :“
d
ÿ

k“1

akXk :“ xa,Xy.

Dann ist Y eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert xa, by und Va-
rianz xa,Σay.

(b) Xj sind für j “ 1, . . . , d normalverteilt mit Erwartungswert bj und Varianz Σjj.

(c) Sind die Xj paarweise unkorreliert, so sind ist pX1, . . . , Xdq unabhängig.

Umgekehrt, seien X1, . . . , Xd unabhängige, normalverteilte, R-wertige Zufallsvariablen mit
Erwartungswert bj und Varianz σ2

j . Dann ist auch X “ pX1, . . . , Xdq normalverteilt mit
Erwartungswert b “ pb1, . . . , bdq P Rd und Kovarianzmatrix Σij “ δijσ

2
j .

Beweis. (a) Für alle ξ P R gilt

ϕY pξq “ EpeiξY q “ Epeixaξ,Xyq “ eixaξ,bye´
1
2
xaξ,Σpaξqy

“ eiξxa,bye´
1
2
|ξ|2xa,Σay.

(b) Betrachte a P Rd gegeben durch die Koordinaten ak “ δjk.

(c) Es reicht zu zeigen, dass

ϕXpξq “ ϕX1pξ1q ¨ ¨ ¨ϕXdpξdq, @ξ “ pξ1, . . . , ξdq P Rd.

Da Xj paarweise unkorreliert sind, folgt Σij “ covpXi, Xjq “ 0 für i ‰ j. Daraus
folgt

ϕxpξq “ eixξ,bye´
1
2
xξ,Σξy

“ eixξ,bye´
|ξ|2

2 .

Sind X1, . . . , Xd unabhängig, so folgt

ϕXpξq “
d
ź

k“1

ϕXkpξkq “
d
ź

k“1

eiξkbke´
σ2k
2
ξ2k “ eiξ¨be´

1
2
xξ,Σξy.
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4 Appendix

4.1 Topologische Räume

Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der offenen Mengen für
abstrakte Räume Ω. Details und weitere Resultate lassen sich zum Beispiel in [Jän05]
nachlesen.

Definition 4.1. Ein topologischer Raum ist ein paar Paar pE, T q, wo E eine nicht-leere
Menge ist und T Ă 2E ein Mengensystem mit den folgenden Eigenschaften:

1. E,H P T .

2. Seien A1, . . . , An P T mit n P N, so ist auch
n
Ş

k“1

Ak P T .

3. Sei I eine beliebige Indexmenge und pAiqiPI Ă T , so ist auch
Ť

iPI

Ai P T .

Mengen A P T heißen offen. Eine Menge A Ă E heißt abgeschlossen, wenn Ac P T , d.h.
Ac ist offen. Das Mengensystem T heißt Topologie auf E.

Hier und im Folgenden sei pE, T q ein topologischer Raum. Ist die Topologie T fest
gewählt, so schreiben wir kurz E ist ein topologischer Raum.

Definition 4.2. Sei pE, T q ein topologischer Raum. Eine Menge A Ă E heißt kompakt,
falls für jede offene Überdeckung pAiqiPI Ă T von A eine endliche Teilüberdeckung exis-

tiert, d.h. ist A Ă
Ť

iPI

Ai so gibt es i1, . . . , in P I mit n P N derart, dass A Ă
n
Ť

k“1

Ak.

Beispiel 4.3. Sei E eine nicht-leere Menge.

1. T “ tH, Eu ist eine Topologie auf E.

2. T “ 2E ist eine Topologie auf E.

3. Sei pE, dq ein metrischer Raum und sei T das Mengensystem aller offenen Mengen
bezüglich der Metrik d. D.h. A P T , falls für jedes x P A ein ε ą 0 existiert mit

Bεpxq :“ ty P E | dpx, yq ă εu Ă A.

Dann ist pE, T q ein topologischer Raum.

4.2 Maß und Integrationstheorie

Wir wollen einige Grundlagen der Maß und Integrationstheorie hier aufgreifen. Hier und
im Folgenden bezeichnet Ω stets eine nicht-leere Menge. Die Potenzmenge bezeichnen wir
mit 2Ω. Die hier angegebenen Resultate basieren auf der gängigen Literatur zur Maß und
Integrationstheorie, siehe zum Beispiel [Kal02, KS07, Sch11].
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Maßräume

Definition 4.4. Eine σ-Algebra F Ă 2Ω ist ein Mengensystem mit den folgenden Eigen-
schaften.

1. Ω P F .

2. A P F , so ist auch Ac P F .

3. Ist pAnqnPN Ă F , so ist auch
8
Ť

n“1

An P F .

Die Potenzmenge 2Ω ist eine σ-Algebra.

Lemma 4.5. Sei F Ă 2Ω ein Mengensystem. Die kleinste σ-Algebra, welche F enthält
ist gegeben durch

σpFq :“
č

FĂA
A,

wo der Schnitt über alle σ-Algebren läuft, welche F enthalten.

Definition 4.6. Sei F eine σ-Algebra. Ein Mengensystem A Ă F heißt Erzeugendensys-
tem von F , falls σpAq “ F .

We sagen, dass Mengen pAnqnPN Ă F paarweise disjunkt sind, sofern An X Am “ H
für n ‰ m gilt.

Definition 4.7. Ein Mengensystem D heißt Dynkin System, falls die folgenden Eigen-
schaften gelten:

1. Ω P D

2. A P D, so gilt auch Ac P D.

3. Ist pAnqnPN Ă D eine Folge paarweise disjunkter Mengen, so gilt
8
Ť

n“1

An P D.

Ist A ein Mengensystem, so schreiben wir dpAq für das von A erzeugte Dynkin System.
Es ist das kleinste Dynkin System, welches A enthält.

Satz 4.8. Es sei A ein X-stabiles Mengensystem, d.h. A,B P A so gilt auch AXB P A.
Dann gilt dpAq “ σpAq.

Definition 4.9. Sei Ω ein topologischer Raum. Die Borel-σ-Algebra über Ω ist definiert
als die kleinste σ-Algebra, welche das Mengensystem aller offenen Mengen in Ω enthält.
Wir bezeichnen diese σ-Algebra mit BpΩq.
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Beispiel 4.10. Ist Ω “ Rd, so ist die Borel-σ-Algebra BpRdq erzeugt durch die Rechtecke
der Form

pa1, b1q ˆ . . . pan, bnq, aj ă bj, j “ 1, . . . , d.

Sofern wir mit einem topologischen Raum arbeiten, betrachten wir stets die Borel-
σ-Algebra auf diesem. In diesem Fall werden wir nicht explizit auf die Borel-σ-Algebra
hinweisen.

Definition 4.11. Ein Maß ist eine Abbildung µ : F ÝÑ r0,8s mit den folgenden Eigen-
schaften.

1. µpHq “ 0.

2. Ist pAnqnPN Ă F eine Folge von Mengen mit An X Am “ H für alle n ‰ m, so gilt

µ

˜

8
ď

n“1

An

¸

“

8
ÿ

n“1

µpAnq.

Beispiel 4.12. Sei F eine σ-Algebra und ω P Ω. Die Abbildung δω : F ÝÑ r0, 1s gegeben
durch

δωpAq :“ 1Apxq :“

#

1, ω P A

0, , ω R A
.

definiert ein Maß auf Ω. Sei panqn≥1 eine Folge nicht-negativer Zahlen und pωnqn≥1 Ă Ω.
Dann definiert

µpAq :“
ÿ

n≥1

anδωnpAq

ein Maß auf pΩ,Fq.

Definition 4.13. Ein Maßraum ist pΩ,F , µq, wo F eine σ-Algebra auf Ω ist und µ ein
Maß. Das Tupel pΩ,Fq heißt messbarer Raum.

Lebesgue-Integral

Definition 4.14. Seien pΩ,Fq und pΩ1,F 1q zwei messbare Räume und f : Ω ÝÑ Ω1. Die
Abbildung f heißt messbar bezüglich F-F 1, falls gilt

f´1
pAq P F , A P F 1.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass

f´1
pF 1q “ tf´1

pAq | A P F 1u

eine σ-Algebra ist.
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Lemma 4.15. Sei f : Ω ÝÑ Ω1 eine Abbildung zwischen den messbaren Räumen pΩ,Fq
und pΩ1,F 1q. Die folgenden Aussagen gelten.

1. f ist genau dann messbar bezüglich F-F 1, wenn f´1pF 1q Ă F .

2. Sei h : Ω1 ÝÑ Ω2 eine weitere Abbildung. Angenommen f und h sind messbar. Dann
ist auch h ˝ f messbar.

Wir lassen den Zusatz F -F 1 weg, sofern aus dem Zusammenhang hervorgeht um welche
σ-Algebren es sich handelt.

Lemma 4.16. Es gelten die folgenden Aussagen.

1. Sei f : Ω ÝÑ R. Dann ist f genau dann messbar, wenn tω P Ω | fpωq ≤ au P F für
alle a P R.

2. Messbarkeit ist abgeschlossen unter abzählbaren Operationen, d.h. lim
nÑ8

fn, sup
nPN

fn,

inf
nÑ8

fn sind messbar, falls alle fn messbar sind und die Ausdrücke Sinn machen.

Satz 4.17. Sei pΩ,Fq ein messbarer Raum und Γ eine Menge nicht-negativer, messbarer
Funktionen für die gilt:

1. f, g P Γ, a, b ≥ 0, so ist auch af ` bg P Γ.

2. fn P Γ, n P N, und ist fnpωq Õ fpωq für alle ω P Ω, so ist auch f P Γ.

3. 1A P Γ für alle A P F .

Dann ist Γ die Menge aller nicht-negativer, messbarer Funktionen.

Wir konstruieren das Lebesgue-Integral. Sei hierfür pΩ,F , µq ein Maßraum. Eine Ele-
mentarfunktion f : Ω ÝÑ R`, ist eine Funktion der Form

fpωq “
N
ÿ

n“1

an1Anpωq (4.1)

mit an ≥ 0 und An P F . Für solche Funktionen definieren wir das Lebesgue-Integral über

ż

Ω

fpωqdµpωq :“

ż

Ω

fpωqµpdωq :“
N
ÿ

n“1

anµpAnq.

Es lässt sich zeigen, dass obige Definition unabhängig von der Darstellung (4.1) ist.

Lemma 4.18. Sei f : Ω ÝÑ R`, dann ist f genau dann messbar, wenn es eine Folge
von nicht-negativen Elementarfunktionen fn gibt mit fn ≤ fn`1 ≤ f und fnpωq ÝÑ fpωq
für alle ω P Ω.
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Sei f : Ω ÝÑ R` messbar und pfnqnPN eine Folge von positiven Elementarfunktionen
wie oben. Das Lebesgue-Integral von f bezüglich µ ist definiert als

ż

Ω

fpωqdµpωq :“ lim
nÑ8

ż

Ω

fnpωqdµpωq.

Auch diese Definition ist unabhängig von der Wahl der Folge pfnqn. Ist f : Ω ÝÑ R
messbar, so sei f “ f` ´ f´ die Zerlegung in Positiv- und Negativteil, wo f˘ ≥ 0.
Angenommen

ż

Ω

f˘pωqdµpωq ă 8, (4.2)

dann ist das Integral definiert über

ż

Ω

fpωqdµpωq :“

ż

Ω

f`pωqdµpωq ´

ż

Ω

f´pωqdµpωq.

Bedingung (4.2) ist äquivalent zu

ż

Ω

|fpωq|dµpωq ă 8.

Eine Funktion f mit dieser Eigenschaft heißt integrierbar bezüglich µ. Für A P F und
eine integrierbare Funktion f definieren wir

ż

A

fpωqdµpωq :“

ż

Ω

1Apωqfpωqdµpωq.

Satz 4.19. Sei pΩ,F , µq ein Maßraum. Es gelten die folgenden Eigenschaften.

1. Seien a, b P R, f, g integrierbar, so gilt

ż

Ω

pafpωq ` bgpωqqdµpωq “ a

ż

Ω

fpωqdµpωq ` b

ż

Ω

gpωqdµpωq.

2. Seien f ≤ g integrierbar, so gilt

ż

Ω

fpωqdµpωq ≤
ż

Ω

gpωqdµpωq.
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3. Seien A,B P F mit AXB “ H und f integrierbar. Dann gilt

ż

AYB

fpωqdµpωq “

ż

A

fpωqdµpωq `

ż

B

fpωqdµpωq.

4. Sei f integrierbar und N P F mit µpNq “ 0. Dann gilt

ż

Ω

fpωqdµpωq “

ż

ΩzN

fpωqdµpωq.

Bemerkung 4.20. Die erste Behauptung im obigen Satz ist immernoch richtig, sofern
wir a, b ≥ 0 und f, g ≥ 0 fordern. In diesem Fall können wir auf die Integrierbarkeit von
f, g verzichten. Die Integrale können dann jedoch den Wert 8 annehmen.

Definition 4.21. (Produkträume) Sei I eine Indexmenge, pΩi,FiqiPI eine Familie messba-
rer Räume und Ω “

ś

iPI

Ωi. Die Produkt-σ-Algebra F :“
Â

iPI

Fi ist definiert als die kleinste

σ-Algebra derart dass alle Projektionen πi : Ω ÝÑ Ωi, pωiqiPI ÞÝÑ ωi messbar sind, d.h.

F “ σ pπi | i P Iq :“ σ

˜

ď

iPI

tπipAq | A P Fiu

¸

.

Definition 4.22. (σ-endliche Maße) Sei pΩ,F , µq ein Maßraum. Dann heißt µ σ-endlich,

wenn es eine Folge pAnqnPN Ă F gibt mit
8
Ť

n“1

An “ Ω und µpAnq ă 8. In diesem Fall

sagen wir, dass pΩ,F , µq ein σ-endlicher Maßraum ist.

Satz 4.23. (Produktmaß) Seien pΩ1,F1, µ1q und pΩ2,F2, µ2q zwei Maßräume. Dann gibt
es ein Maß µ “ µ1 b µ2 auf F1 b F2 mit der Eigenschaft

µpA1 ˆ A2q “ µ1pA1qµ2pA2q, A1 P F1, A2 P F2.

Sind zusätzlich µ1, µ2 σ-endliche Maße, so ist µ eindeutig.

Satz 4.24. (Satz von Fubini-Tonelli) Seien pΩ1,F1, µ1q, pΩ2,F2, µ2q zwei σ-endliche
Maßräume und sei f : Ω1 ˆ Ω2 ÝÑ R eine messbare Funktion. Angenommen einer der
drei Integrale

1.
ş

Ω1

ş

Ω2

|fpω1, ω2q|dµ2pω2qdµ1pω1q

2.
ş

Ω2

ş

Ω1

|fpω1, ω2q|dµ1pω1qdµ2pω2q
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3.
ş

Ω1ˆΩ2

|fpω1, ω2q|dµpω1, ω2q

ist endlich. Dann sind auch alle anderen Integrale endlich und es gilt
ż

Ω1

ż

Ω2

fpω1, ω2qdµ2pω2qdµ1pω1q “

ż

Ω2

ż

Ω1

fpω1, ω2qdµ1pω1qdµ2pω2q “

ż

Ω1ˆΩ2

fpωqdµpωq. (4.3)

Bemerkung 4.25. Für f ≥ 0 messbar gilt (4.3) ohne die Bedingungen 1–3. In diesem
Fall kann in (4.3) jedoch 8 “ 8 “ 8 auftreten. Eines der Integrale ist dann endlich
genau dann, wenn die anderen Integrale endlich sind.

Definition 4.26. Sei pΩ,F , µq ein Maßraum. Eine Menge N Ă Ω heißt Nullmenge, wenn
es ein A P F gibt mit N Ă A und µpAq “ 0. Eine Eigenschaft gilt fast überall, wenn es
eine Nullmenge N gibt derart, dass diese Eigenschaft für alle x P N c gilt.

Lebesgue-Maß

Satz 4.27. Es gibt genau ein Maß mpdxq “ dx auf pRd,BpRdqq sodass

mpra1, b1q ˆ . . . rad, bdqq “
d
ź

j“1

pbj ´ ajq

für alle aj ă bj mit j “ 1, . . . , d. Ferner, mpdxq ist translationsinvariant, d.h.

mpAq “ mpA` bq, A P BpRd
q, b P Rd.

Sei Ω Ă Rd offen und Φ : Ω ÝÑ ΦpΩq. Ein C1-Diffeomorphismus ist eine bijektive,
stetig differenzierbare Abbildung derart, dass die Inverse Φ´1 : ΦpΩq ÝÑ Ω ebenfalls
stetig differenzierbar ist.

Satz 4.28. (Transformationssatz) Sei Ω Ă Rd offen und Φ : Ω ÝÑ ΦpΩq ein C1-
Diffeomorphismus. Dann ist f : ΦpΩq ÝÑ R genau dann integrierbar, wenn Ω ÞÝÑ

fpΦpxqq|detpDΦpxqq| integrierbar ist. In diesem Fall gilt
ż

ΦpΩq

fpyqdy “

ż

Ω

fpΦpxqq|detpDΦpxqqdx.

Hierbei bezeichnet DΦpxq die Jacobi Matrix von Φ an der Stelle x P Ω.

Korollar 4.29. Für f “ 1 folgt

mpΦpΩqq “

ż

Ω

|detpDΦpxqq|dx.

Ist Φpxq “ Ax` b für A eine dˆ d Matrix und b P Rd, so gilt

mpΦpΩqq “ |detpAq|mpΩq.
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Korollar 4.30. Sei A P BpRdq ein höchstens d ´ 1-dimensionaler Unterraum. Dann ist
A eine Nullmenge.

Bemerkung 4.31. Die Annahmen an Φ lassen sich wie folgt abschwächen.

1. Φ braucht nicht stetig differenzierbar zu sein. Es reicht, wenn Φ lokal Lipschitz-stetig
ist. In diesem Fall ist Φ fast überall differenzierbar und x ÞÝÑ detpDΦpxqq ist lokal
beschränkt und lokal integrierbar.

2. Φ braucht nicht injektiv zu sein. Es genügt, wenn Φ fast überall injektiv ist. In
diesem Fall ist Φ fast überall differenzierbar und die Funktionaldeterminante ist
lokal beschränkt und lokal integrierbar.

3. detpDΦpxqq darf auch den Wert Null annehmen. Nach dem Satz von Sard (siehe
[Sar42, Hir94]) ist

tΦpxq | x P Rd mit detpDΦpxqq “ 0u

eine Nullmenge.
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