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1 Grundbegriffe

1.1 Wahrscheinlichkeitsriume und Zufallsvariablen

Definition 1.1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Mafraum (2, F,P) mit P(Q2) = 1.

Hier und im Folgenden bezeichnet (€2, F,P) einen Wahrscheinlichkeitsraum. Ohne An-
gabe eines Wahrscheinlichkeitsraumes ist ein abstrakter Raum (2, F,P) gemeint. Wir
fithren die folgende Notation ein:

e () - Ereignisraum

e w e () - Elementarereignis

e A€ F - Ereignis

e PP - Wahrscheinlichkeitsmaf.

e P(A) - Wahrscheinlichkeit von A.
e A° - Ereignis A tritt nicht ein.

e Au B - A oder B treten ein.

e An B - A und B treten ein.

e Ac B - Aimpliziert B.

Beachte
0<PA) <PA)+PA°) =P(AU A°) =1
und
P(A°) = P(N\A) =1 —P(A).
Wir betrachten einige Beispiele fiir solche Radume.

Beispiel 1.2. (diskrete Gleichverteilung) Angenommen wir stehen vor einer wichtigen
Entscheidung. Die Menge aller méglichen Entscheidungen bezeichnen wir mit €. Wir
nehmen an, dass Q endlich ist, d.h. |Q = >, 1 < 0. Jedes w € Q entspricht der Wahl

weN

einer speziellen Entscheidung. Wir betrachten auf Q) die Potenz-o-Algebra F = 2. Das
Wahrscheinlichkeitsmafl sagt wie wahrscheinlich die Wahl w ist. Angenommen jede Aus-
wahl ist gleich wahrscheinlich, z.B. weil wir keine ndheren Informationen haben. Dann ist
das Wahrscheinlichkeitsmafl bereits eindeutig festgelegt und gegeben durch P({w}) = ﬁ
und

P(4) = Y P({w}) = ¥ % _ %, AcQ (1.1)
TEW €S

wo |B| := Y, 1 die Anzahl der Elemente in einer Menge B < Q) bezeichnet.
zeB



Wir konnen auch den Fall betrachten, wo nicht jeder Ausgang w € 2 gleich wahr-
scheinlich ist.

Satz 1.3. Sei Q) eine abzdhlbare Menge und F die Potenz-o-Algebra auf Q2. Dann gilt:
1. Seip:Q —[0,1] mit > p(w) =1 gegeben. Dann definiert

weN

P(A):= ) pw), AcQ (1.2)

weA

ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf §2.
2. Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf Q ist von der Form (1.2)) mit p(w) := P({w}).
Beweis. 1. P gegeben durch ((1.2)) ldsst sich umschreiben zu

P(dw) = 3 6,(dw)p(n),

neQd

denn es gilt

P(A) = > p(w) = > pm)Laln) = . p(n)d,(A).

weA neQd ne)
2. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2. Sei A < €2, dann gilt

P(A) =P <U{w}> = > P({w})

weA weA
und die Behauptung folgt mit p(w) := P({w}). O
Wir betrachten noch Beispiele fiir iiberabzéhlbare €.

Beispiel 1.4. (uniforme Verteilung) Es sei Q0 = RY messbar. Wir betrachten einen Dart-
wurf mit Zielgebiet Q. Fiir eine messbare Menge A < §) ist P(A) die Wahrscheinlichkeit
das Gebiet A zu treffen. Die uniforme Verteilung besagt, dass die Wahrscheinlichkeit
tberall gleich verteilt ist. Analog zu definieren wir daher

S 1dz ;
A . vo (A)
P(4) = (1dz  wol(Q)’

also P(dz) = #(Q)dx, wo vol(2) = m(Q) das Lebesque-Majf$ von § bezeichnet.

Haben wir ein Ziel auf welches der Dart geworfen werden soll, so ist davon auszugehen,
dass die Verteilung des Darts nicht mehr uniform verteilt ist. Eine bessere Beschreibung
auf R ist unten beschrieben.



Beispiel 1.5. (Cauchy Verteilung) Es sei Q = R und P(dz) = p(x)dx mit ¢ > 0, a € R

und
1 c

o) = e G

Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und es gilt

z € R.

J|m|kp(m)dx =, keN.
R

Eine weitere Wahl auf R ist die Gaussverteilung bzw. Normalverteilung.

Beispiel 1.6. (Normalverteilung) Es sei @ = R und P(dx) = p(x)dz mit p € R sowie

o >0 und
(z—p)?

p(z) = (277'0'2)_%6_ 202, zxeR.

Dann ist P ein Wahrscheinlichkeitsmajf$ mit

| etz - u
Rd
und

|~ nppaas = o2

R
Definition 1.7. Seien P, Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf 2. Q heifst absolut stetig
beziiglich P, falls

P(A) =0= Q(A) = 0.

Sei g : 2 — R, integrierbar beziiglich P und sei

Q(A) = f g(w)dPw), Ac F.
A

Dann ist Q ein Mafl und Q ist absolut stetig beziiglich P. Die Umkehrung ist im néchsten
Satz formuliert.

Satz 1.8. (Satz von Radon-Nikodym) Seien P,Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf
und set Q absolut stetig beziiglich P. Dann gibt es eine integrierbare Funktion % derart
dass
dQ
A)=| —=dP, A ) 1.
Q) - [ Spap. AcF (1.3
A

Ist g : Q —> R, eine weitere integrierbare Funktion, sodass (1.3) gilt. Dann ist g = %

fast sicher beziiglich P. Wir schreiben auch Q = %P. Diese Funktion wird Radon-Nikodym
Ableitung von Q beziiglich P genannt.



Héaufig wird % auf als Dichte von Q beziiglich P bezeichnet. Der Fall Q = R? ist von

besonderer Bedeutung.

Definition 1.9. Fin Wahrscheinlichkeitsmafi P auf R? hat eine Dichte, falls es absolut
stetig beziiglich des Lebesque Mafles m(dx) = dx ist. Die Dichte p ist definiert als die
Radon-Nikodym Ableitung p = %. Folglich gilt fiir jede messbare Menge A = RY

P(A) — J p(z)da.

A

Betrachten wir eine Folge von méglichen Experimenten, so sind wir gezwungen kom-
pliziertere Rdume €2 zu wéhlen. Die spezielle Wahl von €2 ergibt sich haufig aus Existenz-
resultaten (siehe letztes Kapitel zu stoch. Prozessen). Im Folgenden soll © daher nicht
weiter spezifiziert werden.

Ziel: Beschreibung von zeitabhéngigen Problemen (Dynamiken).

Genauer, wir wollen ein System beschreiben welches z.B. physikalischer, mathematischer,
biologischer, etc. Natur ist. Ein System besteht aus verschiedenen Zusténden, die Men-
ge aller Zustidnde ist der Zustandsraum FE. Wir nehmen im Folgenden an, dass E ein
messbarer Raum mit o-Algebra £ ist. Spéter werden wir weitere Eigenschaften fordern.
Wahrscheinlichkeitsmafle auf £ werden mit p, v bezeichnet.

Beispiel 1.10. 1. Diskrete Zustandsriume sind hiufig E € {Z,Z%. Solche Rdiume
konnen durch eine Diskretisierung entstehen und sind in manchen Fdllen einfacher
zu untersuchen. Auf diese Weise lassen sich z.B. Gitterstrukturen von Atomen, bzw.
Spins von Atomen beschreiben.

2. Kontinuierliche Zustandsriume E € {R,R%}. Im Fall E = R, kénnen wir v € R,
als Linge, Zeit oder Alter von Objekten vorstellen. Im Fall E = R? ist x € R? 2.B.
die Position eines zu beschreibenden Teilchens.

Beschreiben wir ein System mit Zustandsraum FE, so wollen wir Zustdnde X € E
als zufillige Variablen modellieren. Insbesondere ist die Position, Alter, Grosse etc. von
modellierten Teilchen zufillig.

Definition 1.11. Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine messbare Abbildung X : Q@ — E.
Wir sagen auch
e X ist eine E-wertige ZV.
e X ist eine ZV mit Werten in E.

e X ist eine ZV auf E.



Definition 1.12. (Erinnerung) Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf E und ¢ : E —>
E' wo E' ein messbarer Raum ist. Das Bildmaf$ po ™1 ist definiert iiber

poe H(A) = (e (A)).

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass po@ ™! ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf £’ ist. Ferner
gilt fiir jede nicht-negative mefbare Funktion f : £/ — R

f F(o(@))dpu(z) = f Fw)uo o (dy). (1.4)

Sei f: E — R messbar, genau dann ist f o ¢ integrierbar beziiglich y, wenn f beziiglich
po ot integrierbar ist. In diesem Fall gilt (1.4)).

Definition 1.13. Sei X eine E-wertige Zufallsvariable. Dann ist px = Po X! die
Verteilung von X.

Wir betrachten das Beispiel der Normalverteilung auf R¢.
Definition 1.14. (mehrdimensionale Normalverteilung)

1. Die Standardnormalverteilung auf R? ist gegeben durch die Dichte

_d _ |z

p(z) = (2m)"2e” 2, zeR%L

2. Es sei A eine reelle d x d-Matriz und b € R?. Sei T(x) = Az + b die dazugehirige
affine Abbildung und p(dz) := p(x)dz. Dann heift po T~ (allgemeine) Normalver-
teilung.

3. Sei X eine R¥%-wertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion jux. Diese heifit nor-
malverteilt bzw. gaufisch, wenn px eine Normalverteilung ist.

Bemerkung 1.15. Es gibt gaupfsche Zufallsvariablen. Wihle Q = R? = E mit X (w) = w.
Sei P normalverteilt, dann ist pux(dr) = Po X~ eine Normalverteilung.

Satz 1.16. (a) Sei A invertierbar. Dann hat o T~ eine Dichte gegeben durch

dpoT™!
dm

vl

(det(AA*))‘%e‘%«x‘“)’(“f‘*)_l(”‘“», reR%

(z) = (2m)”

Hier ist A* die transponierte Matriz zu A. Ist A nicht invertierbar, so ist Im(T)
eine Nullmenge beziiglich m und p o T~ ist nicht absolut stetig beziiglich m.

(b) Die Klasse der Normalverteilungen ist invariant unter affin linearen Abbildungen
R? — RY. D.h. sei T(x) = Ax + b mit A eine reelle d x d-Matriz, b € R? und v
eine Normalverteilung. Dann ist v o T~ eine Normalverteilung auf R?,

7



Beweis. (a) Sei A invertierbar. Dann ist auch X := AA* invertierbar mit ¥~ = (A4*)71 A.
Esist T7'(y) = A7 (y —b) = A~y — A~1b und somit folgt mit der Translationsinvarianz
von m und dem Transformationssatz fiir jedes Recteck R

moT YR) =m(T*(R)) = m(A(R)) = det(A " )Ym(R) = det(A) 'm(R) (1.5)
Rechtecke bilden einen Schnittstabilen Erzeuger der Borel-o-Algebra, also
moT Y (B) = det(A"Ym(B), Be B(R?).

Also ist moT ! absolut stetig beziiglich m und es gilt mit dem Determinanten Produktsatz

D=

= det(A™") = (det(X)) 2.
Die Behauptung folgt nun aus der folgenden Rechnung

o TV (B) = | 1p(e)uo T (dr) = f 15(T(2)) ()

J
R4 T-1(R4)

_ 1,0 @n)Ee BT e gy
— [ 1) (@m)te T (o T (ay)
— [ @n) tembob 00 qer(3))Eay

R4

7 e

wo wir T 1(y) = A~1(y — b) und
T~y =Ty, Ty ={A(y = 1), A" (y = b)) =y = 0,57 (y — b))

benutzt haben. Ist A nicht invertierbar, so ist Im(7") = R? ein hochstens d—1-dimensionaler
Unterraum und folglich eine Nullmenge beziiglich m. Sei B := Im(T"), dann ist m(B) = 0
und es reicht zu zeigen, dass o T~ (B) # 0. Dieses folgt aus 15(T(z)) = 1 und

poT ) = [ ta(@no T (do) = [ 15(T(@)n(do) = p(®Y = 1

R4 R4

(b) Verkniipfungen affin linearer Abbildungen sind affin linear. [

Speziell fiir R-wertige ZV haben wir das niitzliche Konzept einer Verteilungsfunktion.



Definition 1.17. Sei X eine R-wertige ZV. Die Verteilungsfunktion von X ist eine Funk-
tion Fx : R — [0, 1] gegeben durch

FX(t)zlP’(th):P({weQ'X(W)St}), teR.

Der néchste Satz wird ohne Beweis aufgefiihrt.

Satz 1.18. (a) Sei X eine R-wertige ZV. Dann ist die Verteilungsfunktion Fx monoton
wachsend, rechtsstetig mit

lim Fy(t) =0, lim Fy(t) = 1. (1.6)

t——00 t—00

(b) Sei F: R — [0, 1] monoton wachsend, rechtsstetig mit (1.6)). Dann gibt es genau
ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ p auf R mit p((—oo,t]) = F(t).

1.2 Erwartungswerte und Varianz
Definition 1.19. Es sei L' = LY(Q,P) = LY(Q, F,P) die Menge aller integrierbaren,

reellwertigen Zufallsvariablen. Fiir jedes X € L' ist der Erwartungswert definiert tiber

E(X) f XdP.

Definition 1.20. Wir sagen, dass eine Figenschaft P-fast sicher gilt, falls es ein A € F
gibt mit P(A) = 0 und fir alle w € A ist diese Figenschaft erfillt.

Bemerkung 1.21. Die Bedingung X € L' ist eine Bedingung an die Verteilung jpx von
X. Es gilt namlich

EIX| = [leldpx(z).
R
In diesem Fall kann der Erwartungswert ausgedriick werden tiber die Verteilung px

E(X) = f wdpx (2).

R

Der Vektorraum £7 = £P(2,P) mit p € (0, o) ist definiert als der Raum der messbaren,
reellwertigen Zufallsvariablen mit

J|X]pd]P’ < .
Q

Fiir Zufallsvariablen mit Werten in E ist der Erwartungswert ohne weiteres nicht definiert.
Es gilt jedoch das folgende Lemma.



Lemma 1.22. Sei X eine E-wertige Zufallsvariable und ¢ : E —> R eine messbare
Funktion. Dann ist oo X messbar. Sei ux = Po X~ die Verteilung von X auf E. Dann

poXe LY NP = pe LY E, ux).
Ist das der Fall, so gilt
B(p(X)) = [ ole)dux(o).

E

Bewers. Folgt unmittelbar aus der Definition vom BildmaS. O]

Der folgende Spezialfall ist von besonderer Bedeutung. Sei X eine R%-wertige Zufalls-
variable und f : R — R derart, dass f(X) = f(Xi,...,X,) integrierbar ist. Dann
gilt

E(f(X)) = ff(ml, oo xg)dux (T, .. ).
Rd
Insbesondere gilt fiir f = 14 mit A € B(R?)

() = [ Laohdpx (@) = B(L4(X)) = P(X € 4)
R4
D.h. E(f(X)) legt die Verteilung von X eindeutig fest.
Beispiel 1.23. Sei X eine R-wertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

px(dz) = Z a0, (dx),
n=1

o0
wo a, >0 mit > a, =1 und (x,)ney < R. Dann ist

n=1

0
[ ety = 3 oo
R n=1

o0
Folglich ist X genau dann integrierbar, wenn Y. |x,|a, < 0. In diesem Fall gilt
n=1

0
E(X) = Z L.
n=1

Allgemeiner sei ¢ : R — R eine messbare Funktion. Dann gilt

oe]

E(|p(X)]) < o0 =} [p(n)lan < .

n=1

10



In diesem Fall gilt
0
E(p(X)) = Z (@) an.
n=1

Definition 1.24. Sei X eine R-wertige Zufallsvariable derart, dass
E(|X]|") <o, neN.

Die Momente sind definiert als

E(X") = fX”dIP> = Jx”dux(x), n € Ny.

Q R

Die zentrierten Momente sind definiert als

B((X ~ E(X))) = [(X ~ECO)dP = (@~ ECO)dux(z).

Q R

Lemma 1.25. 1. Der Erwartungswert ist linear, d.h. sind X,Y € L' und a,b e R so
gilt
E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y).

2. Ist X >0 und E(X) =0 so ist X = 0 fast sicher.

3. Sei h: R — R eine konveze Funktion und sei X € L' eine Zufallsvariable auf R
mit h(X) € L. Dann ist
ME(X)) < E(h(X)).

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Linearitdt des Integrals. Die Zweite ist aus der
Mafitheorie bekannt. Wir zeigen die letzte Aussage. Da h konvex ist, gibt es eine affin
lineare Funktion g mit ¢ < h und g(E(X)) = h(E(X)) (Stiitzgerade). Es folgt

ME(X)) = g(E(X)) = E(g(X)) < E(h(X)).

L
Korollar 1.26. Seien 0 < p' < p, so gilt LP(Q) < LV (Q) mit
EIXI")7 < (EIXP)>.
Beweis. Die Funktion h(zx) := ]x]ﬁ ist fiir 0 < p’ < p konvex. Es folgt mit YV := | X'
(EQXP))7 = HEW) < EG(Y) - B(Y ) = E(XP)
und somit die Behauptung. O]

11



Satz 1.27. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R und h > 0 monoton steigend.
Dann gilt fir alle c e R
ROP(X > ¢) < E(h(X)).

Beweis. Es gilt
h(e)P(X = ¢) < h(e)P((X) = h(c)) = E(h(c)Lnx)2n) < E(A(X)).
Der Fall h(z) = |z|P ist bekannt als Markovsche Ungleichung.

Korollar 1.28. (Markovsche Ungleichung) Sei X eine R-wertige Zufallsvariable, p > 0
und h > 0. Es gilt

P(X| > h) < - E(IXP).

Bemerkung 1.29. Der Fall p = 2 ist als Tschebyscheff Ungleichung bekannt. Insbeson-
dere gilt

e E(|X]|) =0<«<= X =0 fast sicher.
o E(|X]|) <0 = |X| < w0 fast sicher.
Die Umkehrung der zweiten Aussage ist falsch. Denn sei
(€2, F,P) = ([0,1], B([0, 1]), m(dz))
und X (w) = L. Dann ist | X| < o0 fast sicher und
1
E(|X]) = f —m(dw) = 0.
w
[0,1]
Satz 1.30. (Cauchy-Schwarz Ungleichung) Sind X,Y € L* so gilt X - Y € L' und
E(IX-Y]) < VE(XP)VE(YP).

Satz 1.31. (Holder Ungleichung) Seien 1 < p,q < oo mit ]lj —i—é =1und X € LP,Y € L1.
Es qilt X -Y € L1 und

E(1X - Y]) < (B(IXP))» (E(Y])7.
Definition 1.32. Fiir eine Zufallsvariable X € L' ist die Varianz definiert als
var(X) := E((X — E(X))?) € [0, o].
Fir X,Y € LY mit X - Y € L' ist die Konvarianz definiert iiber
cov(X,Y) :=E(X —E(X))(Y —E(Y))).
X und Y heiffen unkorreliert, wenn cov(X,Y) = 0.

12



Die Varianz einer Zufallsvariable X ist somit das zweite zentrierte Moment der Ver-
teilungsfunktion von X.

Lemma 1.33. FEs gelten die folgenden Rechenregeln.
1. var(aX + b) = a*var(X) fiir alle a,b € R.
var(X) = E(X?) — (E(X))”.
var(X) <« genau dann, wenn X € L2
var(X) = 0 genau dann, wenn X = E(X) fast sicher.
P(X — B(X)| 2 ) < fhvar(X).

E(X -Y) = (X,Y) definiert eine Abbildung L£*> x L> — R mit den folgenden
Figenschaften:

S v e

o L2 x L?5(X,)Y)—(X,Y) ist linear in jeder komponente (bilinear).
e (X)Y)={,X).

o (X, X)>0.

o [st(X,X)=0, so folgt X =0 fast sicher.

7. Fir X,Y e L mit X -Y € L' gilt cov(X,Y) =E(X -Y) - E(X)E(Y).
8. Fir X,Y e L? ist
var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X, Y). (1.7)
Beweis. Ubung. [

Aus der Definition der Kovarianz folgt, dass cov(X,Y') bilinear ist.
Satz 1.34. (Satz von Bienayme) Seien X1, ..., X, € L? paarweise unkorreliert. Dann gilt

ar (Z Xk> = Z var(X).
k=1 k=1

Beweis. Wir beweisen den Satz iiber Induktion. Der Fall n = 2 folgt aus (1.7)). Fiir
n —— n + 1 erhalten wir

(Tf Xk> = var (Z Xk> + var(X,11) + cov <Z X, n+1>

k=1 k=1 k=1
n+1 n+1
= Z var(Xg) + Z cov(Xg, Xpi1) Z var(Xg),
k=1 k=1

wo wir in der zweiten Gleichheit benutzt haben, dass cov linear im ersten Argument
ist. O

13



Beispiel 1.35. Sei X eine Normalverteilte Zufallsvariable auf R, d.h. mit Verteilung

lz—p|?

px(dz) = (2#02)7%67 202 dx.

Dann ist E(X) = p und var(X) = o2.

Im folgenden betrachten wir R?wertige Integrale. Das nichste Lemma liefert ein
niitzliches Kriterium um die Integrierbarkeit von R%wertigen Zufallsvariablen zu priifen.

| d
Hierbei bezeichnet |a| := 4 | . a2 die euklidische Norm von a = (a4, . ..,aq) € R%
k=1

Lemma 1.36. Es sei X eine Re-wertige Zufallsvariable und p € [1,00). Es sei X =
(X1,...,Xy) die Darstellung in Komponenten. Dann gilt

| X| el < X;eLP, Yi=1,...,d

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass

J|X|pd}P><oo<=>J|Xi|pd]P’<oo, Vi—1,....d
Q Q

iS]

d 5
Es gilt | X|P = (Z |Xk|2> . Daraus folgt

k=1

s

X7 = (1X]?)

d 5
< (Z |Xk|2) = | X"
k=1

Anderseits gilt auch

(M|

]

Es sei £P(Q,F,P;RY) = LP(Q;R?Y) der Raum der Ré-wertigen Zufallsvariablen mit
E(|X|P) < 0. Insbesondere gilt X € £}(Q;RY) genau dann, wenn X; € L', Ferner ist
X € L2(Q; RY) genau dann, wenn X; € £2, d.h. | X;|2 e £ fiir allei =1,...,d.

Bemerkung 1.37. Es sei X € L2(;R?). Dann gilt

12 12
Xl + X1 1

[ Xi - X;] < <
2 2

d 1
D IXkf2 = 51 X7 e L.
k=1

Also gilt X; - X; € L' fiir alle i,j = 1,...,d. Umgekehrt, gilt X; - X; € L' fiir alle
i,j=1,...,d, so ist offensichtlich X € L?(2;R?).

14



Definition 1.38. Sei X = (Xi,...,Xq)T € LYQ;R?). Der Erwartungswert von X ist
komponentenweise definiert, d.h.

E(X) = (B(X)) ... E(Xy)".

Ist zusditzlich X € L2(Q;RY), so ist die Kovarianzmatriz definiert iber £(X) := (04;(X))s
mit O'ij(X) = COV(XZ‘, XJ)

Bemerkung 1.39. 3(X) ist symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Seien Aq,...,\; € R, dann gilt

i=1

inj=1
wo A = (A1,...,Ag). Die Symmetrie von X(X) folgt aus der von o,;(X), denn
0i3(X) = E((Xi — E(X:))(X; — E(Xj))).

[

Beispiel 1.40. (a) Sei X standardnormalverteilt mit Werten in R%. Dann gilt E(X) =
0 und cov(X;, X;) = d;j, wo
1, 1=

8i; =
/ {0, i

das Kronecker-Delta Symbol bezeichnet.

(b) Sei X wie oben undY := AX +b mitbe R™ und A eine reelle m x d-Matriz. Es gilt
E(Y) =b und (Y) = AAT. Ferner ist Y Normalverteilt mit Verteilung px o T™1,
wo T(x) := Ax+0b eine affin lineare Abbildung ist. Denn es gilt fiir alle beschrankten
messbaren Funktionen ¢ : R™ — R

E(p(Y)) = E(p(T(X))) = fw(T(x))duxm - f o) (x 0 T1)(dy).
Betrachte jetzt p(y) = 1a(y) fir Ae B(R™) so folgt
P(Y € A) = (ux o T-)(A),

d.h. py = px oT 1.
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1.3 Unabhingigkeit
Definition 1.41. Sei I eine beliebige Indexmenge.

(a) Eine Familie von Ereignissen {A; | i € I} < F heifst unabhdngig, wenn
P (ﬂ Ai> =[P4
€] ieJ
fiir alle endlichen Teilmengen J < 1.

(b) Die Familie heif$t paarweise unabhingig, wenn

Bemerkung 1.42. Unabhdingigkeit impliziert paarweise Unabhdingigkeit. Die Umkehrung
ist im Allgemeinen falsch.

Beispiel 1.43. (a) Sei Q = {1,2,3,4} mit F = 2% und Gleichverteilung P auf Q. Seien
A=1{1,2}, B={2,3}, C ={1,3}.

Dann gilt

und

IP(AmB)zlP(AmC)zlP(BmC)ZZ

D.h. die Ereignisse A, B,C sind paarweise unabhdngig. Die Ereignisse sind nicht
unabhdngig, da

P(AnBAC)=P(Z) =0+ (%) — P(A)P(B)P(C).

(b) Sei I ={1,2} mit Mengen Ay, As. Dann ist Unabhingigkeit dquivalent zu
(c) Sei I = {1,2,3} mit Mengen Ai, As, A3. Dann ist Unabhdngigkeit dquivalent zu
P(Al M Az) = P(Al)]P(AQ), P(Al M Ag) = P(Al)P(A3)7 IED(AQ M Ag) = P(AQ)P(AQ,)

und

P(Al M AQ M Ag) = P(A1>]P>(A2)]P(A3)
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Definition 1.44. Sei I eine beliebige Indexmenge und & < F. Die Familie {&; | i € I}
heifit unabhingig, wenn fir jede Wahl A; € &; die Familie {A; | i € I} von Ereignissen
unabhdngig ist.

A quivalent: Fiir jede endliche Teilmenge J < I und jede Wahl Aje& mit jeJ gilt

P (ﬂ Aj> =[P4,
JjedJ jedJ
Bemerkung 1.45.

(a) Seien (S, Fi,P;) miti = 1,...n Wahrscheinlichkeitsriume und setze Q = Qp x €2,
mit F = ) F; und P = X)P;. Seien Mengen A; gegeben durch

i=1 i=1

AllzBl><QQ><"'XQn, Blefl

A, = x--xQ, 1 x B, B,eF,

Dann ist die Familie {Aq, ..., A,} unabhdingig unter P. Fir jede Auswahl von k-
Tupeln mit k < n gilt namlich

P(Aj, n--on Ay) =Py (Br) - Py (Be) = P(Ay,) - - - P(Ay,).

(b) Sei {& | i € I} ist unabhdngig genau dann, wenn {&; | i € J} fir alle endlichen
Teilmengen J < I unabhdngiqg ist.
(c) Ist A; < &; fiir alle i€ 1, so gilt:
{& | i€ 1} ist unabhingig = {A; | i € I} ist unabhdingig.
Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

Satz 1.46. Sei {&; | ¢ € I} eine unabhdngige Familie. Dann ist auch die Familie der
erzeugten Dynkin-Systeme {d(&;) | i € I} unabhingig.

Beweis. Wegen Bemerkung sei ohne Einschrankung I endlich mit I = {1,...,n}.
Fiir ig € I sei

D,y ={AeF|{&,....&-1,{A}, Eigt1y - - -, En} ist unabhéingige Familie}.
Dann ist D;, ein Dynkin-System. Hierfiir sei {iy,...,ix} < I\{ip} beliebig und wéihle
A, €&, wov=1,... k. Esfolgt:
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1. Da die kleinere Auswahl von Mengen auch unabhéngig ist, folgt
P(A;,n---nA, nQ)=P(4;,) --P(4,) 1.
Also ist Q € D;,.

2. Sei Ae D, . dann ist

PA,n--nA, nA°)=PA,;n---nA, nQ)—PA;, n---nA, nA)
= P(Ay) - P(A;,)(1 = P(A)) = P(A;,) - - P(Ay, )P(A%)

und folglich A° e D;,.

3. Seien B; € D;, mit [ € N disjunkt. Dann ist

I
~

() B(A, )P (fj B,>

o0
und folglich | J B; € D;,.
=1

Damit ist D;, ein Dynkin System und {&1, ..., &1, Diy, Eig+1, - - -, En } 1St eine unabhingige
Familie. Es gilt &, < D;, und da D;, ein Dynkin System ist, folgt &, < d(&;,) < D;,.
Nach Bemerkung ist {&1,...,&i-1,d(Eiy), Eig+1s - - -, En} eine unabhingige Familie.
Da ig € I beliebig war, folgt die Behauptung aus Induktion. [

Korollar 1.47. Sei {&; | i € I} eine unabhdngige Familie von n-stabilen Mengensystemen
mit & < F. Dann ist {o(&;) | i € I} eine unabhdngige Familie von o-Algebren.

Satz 1.48. Sei {A; | i € I} unabhingig mit A; € F. Fir jedes i € I sein A} €
{T, Ai, AS, QY. Dann ist {AY | i € I} auch unabhdngig.

Beweis. Sei & = {A;}, dann ist nach Voraussetzung {&; | i € I} eine unabhéngige Familie
von N-stabilen Mengensystemen. Nach Korollar ist auch {o(&;) | ¢ € I} unabhéngig.
Die Behauptung folgt aus o(&;) = {, A;, AS, Q. O

Lemma 1.49. (Gruppieren) Sei {&; | i € I} unabhingig und n-stabil mit & < F. Sei

I = |J I, eine disjunkte Zerlegung und A; = o | |J &, |. Dann ist {A; | j € J} eine
JjeJ 1€l

unabhdngige Familie.
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Bewess. Fir k € J sei
,Dk:{Ailm"'mAin’Ailegip il,...,inEIk, TLEN}

die Menge aller endlichen Schnitte von Mengen aus | J &;. Dann ist Dy, ist per Definition
ielk

n-stabil. Weiterhin ist {Dy, | k € J} unabhéngig, da die & unabhéngig sind. Wegen

Ay =0 (Ug,) —o(Dy), kel

iEIk
und Korollar ist {Ay | k € J} unabhingig. O
Satz 1.50. (Kolmogoroffsches 0-1-Gesetz) Sei (F,,)nen eine Folge unabhdngiger o-Algebren

mit F, < F. Definiere
A, = \/]:k =0 <U ]:k>

k>n k>n

und die terminale-o-Algebra Ty := ) An. Dann gilt

n>1
AeT,=P(A) e {0,1}.
Notation: & L & <= {&;, &} unabhingige Familie.

Beweis. Idee: A € T, = A ist unabhiingig von A, d.h. P(A4)? = P(A).
Nach Korollar und Lemma ergibt sich fiir n € N

An+1 1 \n/fk
k=1

Insbesondere also Ty, = [ Ax L \/ Fi. Daraus folgt

k>n+1 k=1

T L U\n/fka

n>1 k=1

da zu jeder Menge aus ] \/ Fi es ein n € N gibt, sodass diese in \/ Fj, liegt. Korollar
n>1k=1 k=1

1.47 impliziert

TszFn=a<U\7Fk).

n>1 k=1

o0
Es ist Ty, € Ay < Ay = \/ F fiir alle k£ € N und somit 7o, L 7o O
k=1
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Satz 1.51. Sei T < F eine o-Algebra mit P(A) € {0,1} fir alle Ae T. Sei Z : Q — R
eine T messbare Zufallsvariable. Dann gibt es ein c € R mit P(Z = ¢) = 1.

Beweis. Nach Voraussetzung ist {Z < t} € T fiir alle t € R. Somit ist F(t) = P(Z < t)
monoton wachend und F(t) € {0, 1} fir alle ¢.

Fall 1: F(t) = 0 fiir alle ¢t € R. Dann ist P(Z > n) = 1 fiir alle n € N und somit P(Z =
w) = lim P(Z >n) =1, also ¢ = +0.

n—0o0

Fall 2: F(t) =1 fir alle t € R. Dann ist P(Z = —o0) = lim P(Z < —n) =1, also ¢ = —0.

n—0oo
Fall 3: Es gibt ein ¢ty € R mit
0, t<t
Fiy=1{ "="
1, t>t

Dann ist

1 1 1 1
1=F(t0+—)—F<t0——>=P<t0——§Z§t0+—), n € N.
n n n n

<

to+ 1) =1, dh. c =t

]

Definition 1.52. Se:i I eine beliebige Indexmenge und X; Zufallsvariablen mit Werten in
(E;, &) fir allei e I. {X; | i€ I} heifst unabhingige Familie von Zufallsvariablen, falls
die o-Algebren

o(X;) = X&) = {X;1(A) | Ae &}
eine unabhdngige Familie {o(X;) | i € I} bilden.
Bemerkung 1.53.

(a) Falls X; messbar beziiglich D;~E; sind und {D; | i € I} unabhingig sind, so ist auch
{X; | i € I} unabhdingig.

(b) {X; | i€ I} ist eine Familie von unabhdngigen Zufallsvariablen genaw dann, wenn
fiir alle n e N, 4q,...,1, € I paarweise verschieden und A;, € &,,...,A;, €&,

P(X;, € Ay, Xi € Ay) = [ [P(X5, € Ay) (1.8)
j=1

Wegen P(X;, € Ay, ..., Xi, € A;)) =Po(Xyy, ..., X;,) (A, x -+ x Ay;)) ist folglich
{X; | i€} genau dann unabhingig, wenn alle endlich dimensionalen Verteilungen
Po (X;,...,X;, )"t Produktmafe sind, d.h.

Po(Xi,...,X;,) ' =PoX;'® - @PoX;"'

qilt fiir alle paarweise verschiedenen iq,...,1, € I und n € N.
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(c) Seien {X; | i € I} unabhingig und ¢; : E; — W seien E-W;-messbar. Dann ist
{¢io X, | i € I} unabhdngig.

Lemma 1.54. Seien X; Zufallsvariablen mit Werten in R. Genau dann ist {X; | i € I}

unabhdngig, wenn fir alle n € N, alle paarweise verschiedenen iy,...,i, € I und alle
ti,...,tn € R
P(X;, <ti,.... X, <t,)=][P(X; <t (1.9)
7j=1

Beweis. Ist {X; | i € I} unabhéngig, so folgt direkt aus der Definition. Es gelte also
. Sei n € N und iy,...,17, € I paarweise verschieden. Es reicht zu zeigen. Diese
gilt wegen fiir alle Mengen der Form A;, = (—o0,t;] mit ¢, e Rund k = 1,...,n. Da
Mengen dieser Form ein n-stabiles Erzeugendensystem bilden, folgt die Behauptung. [

Lemma 1.55. Seien X,Y unabhdngige R-wertige Zufallsvariablen. Sei X = X+t —X~ und
Y =Y — Y~ die Zerlegung in Positiv- und Negativteil. Dann sind X+, Y+ unabhingig.

Beweis. Behauptung: X7 ist messbar bezglich o(X). Sei A € B(R), dann gilt

(X)) NA) ={weQ | XT(w)eA} ={weQ| XT(w)e An[0,0)}
={weQ| X(w)e An[0,:)} € o(X).

Analog erhalten wir

(X)) MA) ={weQ | X (W) eAdn[0,0)} ={weQ| — X(w)e An[0,0)}
={weQ | X(w)e—-(An][0,0))} € o(X).

Hierbei haben wir benutzt, dass B(R) = {-A | A € B(R)}, welches aus der Tatsache
folgt, dass x — —x eine stetige Abbildung mit stetiger Inverser ist. Dieses zeigt die erste
Behauptung. Wegen o(X*) < 0(X) und o(Y*) < o(Y) ist das Lemma bewiesen. O

Satz 1.56. Seien X,Y € L' unabhingige, R-wertige Zufallsvariablen. Dann gilt.
(a) X Y el und E(X -Y)=E(X)- E().
(b) Seien X,Y € L2. Dann ist cov(X,Y) = 0 und

var(X +Y) = var(X) + var(Y).
Beweis. Behauptung (b) folgt unmittelbar aus (a). Wir zeigen daher (a). Sei X = X+ —
X" und Y = YT — Y~ die Zerlegung in Positiv- und Negativteil. Dann gilt X - Y =
XYt + XY™ — XY~ — X Y*. Die Behauptung folgt, falls wir
E(X* Y*) =E(XTE(YT)
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gezeigt haben. Da X* Y+ nicht-negativ und unabhingig sind, kénnen wir ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit X, Y > 0 annehmen.
Fall 1: X =1, und Y = 1z, danngilt 0 < X -Y < 1,also X -Y € £! und

E(X YY) =E(ls.p) = P(An B) = P(AP(B) = E(X)E(Y).

N M

Fall 2: X = > a,14, und Y = > b, 1p, mit a,, b, >0, N,M € N und (A,)neny < F,
n=1 m=1

(B))nen < F. Dann gilt

N M
X-Yzzz bnla, 1B, = Zzanb La,nB.n,

n=1m=1 n=1m=1

Fall 3: Seien X, Y € £!, X,,, Y, Folgen von Elementarfunktionen wie in Fall 2 mit X,, / X
und Y,, /Y. Dann gilt X,, - Y, € £! und E(X,, - Y,)) = E(X,,)E(Y,,). Aus dem Satz der

monotonen Konvergenz folgt
E(X Y)=EX)EY)<w»

und somit X - Y e L1,
O]

Satz 1.57. Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit Werten in R?. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) X,Y sind unabhdngig.

(ii) Fiir alle beschrinkten messbaren Funktionen f,g: R4 — R gilt



Beweis. (i) = (i7): Da f(X), g(Y) unabhéngig sind.
(171) = (i): Betrachte f = 14 sowie g = 1p, dann folgt

P(X e A,Y € B) = E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(9(Y)) = P(X € A)P(Y € B).

(17) = (i11): Jede stetige Funktion ist messbar.
(i1i) = (i): Es seien A = [a,b], B = [¢,d] mit a < b, ¢ < d. Wihle Folgen f,, g, stetiger
Funktionen mit 0 < f,,, g, < 1 sowie f,, /" 14 und g, / 1p fiir n — c0. Dann gilt

E(fu(X)gn(Y)) = E(fu( X))E(ga(Y)), neN.
Mit dem Satz von Lebesgue folgt mit n — oo
P(X € [a,b],Y € [c,d]) = P(X € [a,b])P(Y € [c,d]).
Da die abgeschlossenen Intervalle einen n-stabilen Erzeuger von B(R) bilden, folgt

Po(X, V) !'=PoX '@PoY .

1.4 Konvergenzbegriffe
Definition 1.58. Sei (X,,)nen €ine Folge von R-wertigen Zufallsvariablen.

(a) (Xp)nen konvergiert P-fast sicher gegen eine Zufallsvariable X, falls

P({we Q| lim X,(w)=X(w)}) = 1.

n—o0

(b) (X)nen konvergiert im p-ten Mittel bzw. in LP gegen eine Zufallsvariable X, falls
X,, X € LP und
E(|X, - X|?) — 0, n— .

(¢) (Xu)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsvariable X, falls fiir
alle e > 0
lim P{we | |X,(w) —X(w)| >¢e})=0.
n—aoo

Satz 1.59. (Satz von Lebesgue, Satz der dominierten Konvergenz) Sei (X, )neny < L1 eine
Folge von Zufallsvariablen und X € L'. Angenommen es gibt Y € L' mit

| X, <Y, neN, fast sicher

und X,, — Y fast sicher. Dann gilt X,, — X in L.
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Beweis. Siehe Maftheorie. O]

Satz 1.60. (Satz von Beppo-Levi, Satz der monotonen Konvergenz) Sei (X, )nen €ine
Folge nicht-negativer Zufallsvariablen mit X, < X, 11 und X,, — X fast sicher, wo X
eine Zufallsvariable ist. Dann gilt

lim E(X,) = E(X).

n—0o0

Beweis. Siehe MaBtheorie. O

Wendet man diesen Satz fiir Y,, := >, X} an, so ergibt sich das folgende Korollar.
k=1

Korollar 1.61. Sei (X,,)nen eine Folge nicht-negativer Zufallsvariablen. Dann gilt

(ix ) . 2 (1.10)

Hierber ist co = oo zugelassen. In diesem Fall ist die linke Seite endlich genau dann,
wenn die rechte Seite endlich ist. Ist (X, )nen €ine Folge R-wertiger Zufallsvariablen mit

Q0
> E(|X,|) < o, so gilt (1.10) immernoch und beide Seiten sind endlich.

n=1

Lemma 1.62. (Lemma von Fatou) Sei (X,)nen eine Folge nicht-negativer Zufallsvaria-
blen. Dann gilt
E(liminf X,,) < liminf E(X,,).
n—o0 n—a0

Beweis. Siehe MaBtheorie. O]

Satz 1.63. (a) Angenommen X,, — X fast sicher, dann gilt X,, — X in Wahr-
scheinlichkeit.

(b) Angenommen X, — X in LP, dann gilt X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. (a) Sei Y, = 1|x, x|, € > 0 fest. Dann ist ¥, — 0 fast sicher und ¥,, < 1. Mit
dem Satz von Lebesgue folgt

P(|X, — X| >¢) =E(Y,) — 0, n — .

(b) Die Markovsche Ungleichung impliziert fiir alle £ > 0

1
]P)(|Xn_X| ZE)S_pE(|Xn_X|p)—>Oa n — 0.
£
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Die so definierten Konvergenzbegriffe wurden ohne Riickgriff auf eine Metrik definiert.
Daher ist ohne weiteres nicht klar, ob die so definierten Grenzwerte beziiglich einer der
obigen Konvergenzarten eindeutig sind. Dieses soll im néchsten Lemma bewiesen werden.

Lemma 1.64.

(a) Angenommen X, — X und X,, — Y in Wahrscheinlichkeit. Dann gilt X =Y
fast sicher.

(b) Angenommen X,, —> X fast sicher und X, — Y fast sicher. Dann gilt X =Y
fast sicher.

(c) Angenommen X, — X in LP und X,, — Y in LP. Dann gilt X =Y fast sicher.

Beweis. Es reicht Behauptung (a) zu zeigen. Behauptungen (b) und (c) sind eine direkte
Folgerung aus (a). Fiir alle ¢ > 0 gilt

PIX ~Y|26) SP(1X0 = X| + [Xa = V]2 5 + )

gp({p(n—)q > g}u {|Xn—Y| > g})

§P<|Xn—X|Zg>+IP<|Xn—Y|zg>—>O, n — .

Beispiel 1.65. Alle anderen denkbaren Pfeile gelten nicht.
Sei hierzu (2, F,P) = ([0, 1], B([0,1]), dx).

(a) Sei X, = n%]l[o’;]. Dann ist X,, € LP mit X,, — 0 fast sicher. Wegen

1
P(X,| 2 2) <P(X,| > 0) < 2
n
folgt X,, —> 0 in Wahrscheinlichkeit. Aber E(|X,?) = %(n%)p = 1 zeigt, dass
X, nicht gegen X = 0 in LP konvergiert. Nach Lemma kann somit die Folge
(Xn)nen micht in LP konvergieren.

(b) Sei
X, = 1[k2—m7(k+1)2—m), n=2"+ /{7, me No, 0<k<2™
Dann gilt
P(|X,| >¢e) <P(|X,|>0)=2""—0, n—> o
und

E(|X,[?) = P(|X,| > 0) =27
Folglich X,, — 0 in Wahrscheinlichkeit und in LP. Wir zeigen, dass X,(w) fir
kein w € [0,1) konvergiert. Sei w € [0,1) fest. Fiir jedes m € N finden wir genau
ein k = k(w,m) mit w e [k27™, (k4 1)27™). Also gilt Xymw)+om(w) = 1. Fiir alle
anderen 0 < k' < 2™ ist Xpyom(w) = 0. Damit kann (X,,(w))nen nicht konvergieren.
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Satz 1.66. (Satz von Lebesque fiir LP) Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen mit
X, — X fast sicher und es gelte | X,,| <Y fir eine Zufallsvariable Y € LP. Dann gilt
X, — X in LP.

Beweis. Es gilt | X,,— X [P — 0 fast sicher. Ferner gibt es eine Menge M € Q mit P(M) = 1
und ng € N mit

IX(w)] < | X(w) = Xp(w)] +Xp(w)] <1+ Y(w), we M, n>ng.
Somit gilt fiir n > ng und alle w € M mit (a + b)P < 2P~ (a? + bP)
1X, — X|P < (| X, + | X])P < (1+2Y)P <2°7H(1 + 2°YP) = 2071 4 2%~ 1yP e L1,
Die Behauptung folgt aus dem Satz von Lebesgue. O
Lemma 1.67. (1. Borel-Cantelli Lemma) Sei (Ay)nen €ine Folge von Ergeignissen A, € F
mit i P(A,) < . Dann gilt
i P(limsup A,,) = 0.

n—0o0

Hierbei bezeichnet limsup A, = (| |J Ax.

n—00 n>1k>n

Beweis. Seien B,, := | A, dann ist B,, \ limsup 4,,. Es folgt

k>n n—00

P(limsup A,) = lim P(B,) < lim D IP(A) = 0.

n—0o0
n—00 k>n

Satz 1.68. Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit X,, — X in Wahrschein-
lichkeit. Dann gibt es eine Teilfolge (ny)reny mit X,, —> X fast sicher.

Beweis. Da X,, — X in Wahrscheinlichkeit, finden wir zu jedem k € N ein n; € N mit

1 1
P (\Xnk ~X|> %) <

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei n, < nj,1. Setze M := limsup A; und A, =
k—o0

{| X, — X| > 1}. Nach Borel-Cantelli folgt P(M) = 0. Fiir w € M¢ gilt w ¢ () U A,
n>1k>n
dh.we [ ) AL Fiir jedes w € M¢ gibt es also n > 1 sodass fiir alle k > n, w e A} =
n>1k>n

{| X, — X| < £}. Wir erhalten somit
klim | X, (W) — X(w)| =0, we M
—00

und wegen P(M¢) = 1 die Behauptung. O
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Wir wollen die Vollstindigkeit der Konvergenzbegriffe beweisen.

Satz 1.69. (Vollstindigkeit bei fast sicherer Konvergenz) Sei (X, )nen eine Folge von
Zufallsvariablen auf R mit

| X, — Xin| — 0, n,m — o fast sicher. (1.11)
Dann gibt es eine Zufallsvariable X auf R mit X,, — X fast sicher.

Beweis. Sei M € F mit P(M) = 1 derart, dass (l.11)) fiir jedes w € M gilt. Da R
vollsténdig ist gibt es fiir jedes w € M einen Grenzwert X (w) := lim X,,(w). Fir w ¢ M
n—a0

setze X (w) := 0. Wir zeigen, dass X messbar ist. Dann folgt X,, — X fast sicher und
somit die Behauptung. Es sei

Xy M—R, w— X|y(w):=lim X,(w).

n—0o0

Dann ist X | als Grenzwert messbarer Funktionen messbar beziiglich
FaM:={AnM]| Ae F}.

Wegen M € F folgt F n M < F, also ist X|j; messbar beziiglich F. Sei a € R, es reicht
zu zeigen dass {X < a} e F.

Fall 1: Ist a <0, so gilt {X <a} = {X|y <a}eF.

Fall 2: Ist a > 0, so schreiben wir

(X <a}={X<0}u{X=0u{0< X <a} ={X|y<0}u{X =0}u{0<X|y <a}.
Die erste und letzte Menge liegt in F. Ferner gilt

(X =0} = {X|y =0} uM°eF.

Satz 1.70. (Vollstindigkeit bei Konvergenz in Wahrscheinlichkeit) Sei (X, )nen mit

lim P(X, — Xn| >¢) =0, Ve>0.

n,m— 00
Dann gibt es eine Zufallsvariable X mit X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Sei (X, )ren eine Teilfolge mit

1 1
P (|Xnk _Xnk+1| > E) < ﬁ
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Nach dem 1. Borel-Cantelli Lemma gilt P(limsup A) = 0, wo Ay, = {| X, — X0\, | > 5}

k—o0
Setze M := limsup Ag. Dann gilt P(M¢) = 1 und fiir jedes w € M° = J () Af gibt es
k—o0 n>1k>n
n > 1 sodass fir alle k > n .
|Xnk (w) - Xnk+1| < ﬁ

Damit ist (X, (w))keny eine Cauchy Folge in R und konvergiert folglich. Setze X (w) :=
klim Xy, (w). Ferner sei X[y := 0. Dann ist X eine Zufallsvariable. Da X,, — X fast
—00

sicher, gilt die Konvergenz auch in Wahrscheinlichkeit. Es bleibt zu zeigen, dass die ganze
Folge X,, — X fast sicher konvergiert. Sei n € N und n; > n, dann ist

P(|Xn_X|Zg)gp(’Xn_Xnk|+|Xnk_X| Zg)

< (- xal = 5o 12 3)
SP(| X, — X[ 2 ) + P X0 — Xy | > ).
Mit n, k — oo folgt die Behauptung. [
Fiir den Fall £ betrachten wir p € [1, ). Fiir X € L? sei

X e = (E(XP)) = f x| (1.12)

Angenommen es ist | X||z» = 0. Mit der Markov Ungleichung folgt fiir jedes e > 0
P(X| > <) < SE(XIP) =0
und folglich P(|X| > 0) = 0. Also ist P(X =0) = 1, d.h. X = 0 fast sicher. Es sei
N ={Xell||[P(X =0)=1} ={X e L] X =0 fast sicher }
der Raum der Zufallsvariablen, welche fast sicher verschwinden. Der Quotientenraum
LP = LPIN

ist der Quotientenraum der Aquivalenzlflassen von Zufallsvariablen X, welche P-fast
iiberall iibereinstimmen. Fiir eine solche Aquivalenzklasse von Zufallsvariablen X ist das
Lebesgue Integral beziiglich P wohldefiniert.

Satz 1.71. Der Raum (LP,| - |z») ist ein Banachraum fir 1 < p < co. Im Fall p = 2 ist
es ewn Hilbertraum mat Skalarprodukt

(X, Y5 = E(X-Y).
Beweis. Siehe Mafitheorie oder [Wer(()]. O

Bemerkung 1.72. Wir haben den Fall von R-wertigen Zufallsvariablen betrachtet. Der
Fall von Re-wertigen Zufallsvariablen geht analog. Wir behalten hierfiir alle bisherigen
Notationen ber.
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2 Schwache Konvergenz

Sei (F,d) ein metrischer Raum und sei P(E) der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafle auf
E. Im ersten Teil untersuchen wir die Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien.
Idee: Mengenweise Konvergenz, d.h.

pn(A) — u(A), A€, n— . (2.1)

Problem: Fiir viele praktische Anwendungen ist diese Art der Konvergenz zu stark. Dazu
betrachten wir die Folge p,(dz) = nﬂ[oji](a:)dx und A = (0,1]. Dann gilt p,((0,1]) = 1.
Es liegt nahe anzunehmen, dass u,, — dg konvergiert. Es gilt jedoch d¢((0,1]) = 0. Eine
mengenweise Konvergenz liegt in diesem Beispiel nicht vor.

Wir brauchen daher eine abgeschwiichte Form von (2.1). In vielen Anwendungen treten
hiufig Integrale der Form § f(z)du(z) auf, es liegt daher Nahe durch

f £ (@) dpin() — ff(x)du<x>, f e M(E)

zu ersetzen, wo M (E) eine geeignete Familie von Funktionen auf E bezeichnet. Wir be-
trachten den Fall M(E) = Cy(E), wo Cp(E) den Raum der stetigen beschrinkten Funk-
tionen f : E — R bezeichnet. Dieser ist ein Banachraum mit der Supremumsnorm

[flleo = sup [f(x)].
el

Der Zusammenhang zu Zufallsvariablen wird ebenfalls hergestellt. Hierbei fithren wir einen
einen Konvergenzbegriff fiir Folgen von Zufallsvariablen X,, ein. D.h. X,, konvergiert in
Verteilung gegen X, wenn die Folgen der Verteilungen schwach konvergieren.

2.1 Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien

Definition 2.1. Eine Folge (fi,)nen < P(E) konvergiert schwach gegen p € P(E), falls

fﬂx)d“”(m) — Jf(x)du(a;), feGy(E), n— .

Das néchste Lemma zeigt, dass die Grenzwerte eindeutig sind.

Lemma 2.2. Sei (py)nen < P(E). Angenommen es gibt p,v € P(E) derart dass i,
schwach gegen p und schwach gegen v konvergiert. Dann gilt p = v.

Fiir den Beweis ist die folgende Funktion hilfreich. Sei A < E eine Menge. Der Abstand
von x € E zur Menge A ist definiert iiber

d(z,A) :=inf{d(z,a) | a € A}.
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Es gilt

und d(z, A) = 0 genau dann, wenn = € A. Hierbei bezeichnet A den Abschluss von A.

Beweis. Aus der schwachen Konvergenz folgt
| r@uta) = [ raavta), vre o).
E E

Es reicht zu zeigen, dass p(K) = v(K) fiir alle abgeschlossenen Mengen K < E' gilt. Sei
1—t, te]|0,1]
0, t>1

K < FE abgeschlossen. Definiere ¢(t) = { und sei

fu(@) = ¢(nd(z,K)), v€kE.

Dann ist 0 < f, < 1 und f, ist stetig fiir jedes n € N. Ferner gilt f,(x) — 1x(z) fiir
n — oo fiir jedes x € E. Damit folgt

(k) = lim [ fu(o)dn(e) = lim [ fula)dvle) = ().

n—o0
E

]

Beispiel 2.3. 1. Sei (x,)neny € F und x € E. Falls d(z,,z) — 0 gilt, so konvergiert
0z, Schwach gegen 0.

2. Sei p,(dx) = pp(x)dz mit

Dann konvergiert p,, schwach gegen dq.
8. Sei py(dz) == nly 1y(z)dx, dann konvergiert y, — &y schwach.

n

Satz 2.4. (Portmanteau-Theorem) Sei (E,d) ein metrischer Raum mit Borel-o-Algebra
E. Sei (n)neny < P(E) und pn € P(E). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) pin, —> p schwach.

(b) Fiir alle gleichmdssig stetigen Funktionen f € Cy(E) gilt

[ s@am — [ s@aute), n o
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(¢) Fiir alle abgeschlossenen Mengen F < E gilt

lim sup g, (F) < p(F).

n—aoo B
(d) Fir alle offenen Mengen O < E gilt

liminf 4, (O) > u(0O).

(e) Fiir alle Mengen A € & mit u(0A) =0 gilt

lim p1,(A4) = pu(A).

n—o0

Bevor wir den Beweis fithren brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.5. Sei g: E — R eine stetige Funktion und a € R. Dann gilt
HAxeE|g(x)<a}lc{reFE]|g(x)=al
Beweis. Sei x € d{y € E | g(y) < a}. Dann gilt fiir alle ¢ > 0

Ulz)n{ye E|gly) >a} # I

sowie

Udz) n{ye B gly) <a} # J.

Hierbei bezeichnet U.(x) := {y € F | d(z,y) < €} den offenen Ball mit Radius £ > 0 und

Mittelpunkt x. Fiir ¢ =

1
d(z,x,) < L sowie d(x,Zn

ZTn,Yn —> x und somit
a < lim g(z,) = g(z) = lim g(y,) < a.

n—0o0 n—0o0

Wir kommen zum Beweis von Satz [2.4]

Beweis. (¢) < (d): klar durch Komplementbildung.
(a) = (b): trivial.
(b) = (c): Sei F' < E abgeschlossen und setze

G, = {er|d(m,F)<l},
m
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wo d(z, F) := inf{d(z,y) | y € F}. Dann ist G,, offen, G,,;1 < G, und F = (] G..
m>1

Folglich gilt auch p(G,,) — wu(F). Sei

oft) im {1—15, te0,1]

0, t>1

und setze fn,(z) := p(md(z, F)). Dann gilt 0 < f,,, < 1, fulge, = 0, fulp = 1 und f,,
ist Lipschitz stetig. Insbesondere ist f,, gleichméssig stetig und es gilt 1 < f,,, < 1g,,.
Daraus folgt

lim sup 1, (F) < lim supjfmdun = medu < p(G) —> p(F).

(¢) = (e): Sei A € €& mit u(0A) = 0. Dann gilt

p(A) = u(;l) < liminf ,un(jl) < liminf y,,(A) < limsup p,(A)

n—00 n—00 00

< limsup i, (A) < p(A) = p(A).

n—o0

(e) = (¢): Sei F' = E abgeschlossen. Aus Lemma [2.5| folgt fiir alle § > 0
HreE |d(x,F)<d}c{xeE|dx,F) =4} (2.2)

Da {z € E | d(z,F) = ¢} fiir alle 6 > 0 eine abgeschlossene Menge ist, liegt sie in £.
Weiterhin gilt

(zeB|da,F)=8)n{zcE|dxz,F) =8 =g, 6+45. (2.3)

o=o|u({reriann= 1)}

Behauptung: D,, enthilt fiir jedes n € N nur endlich viele Elemente.

Fiir n € N sei

Beweis. Angenommen nicht. Dann gibt es ein n € N und eine Folge paarweise verschie-
dener Elemente (0 )reny © D,,. Dann folgt aus ([2.3))

3I*—‘

12u<U{erd(x,F)=5k}> Zﬂ {reE|d,F)=0})> )

k>1 k=1 k=1
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Alsoist D = | J D,, abzéhlbar. Folglich gibt es eine Nullfolge (dx)ren < [0, 20)\D. Aus

n>1
folgt
w(0Fy) < p({ze E|dx, F) =6:}) =0

fir Fy:={x e E | d(z,F) < d;} und alle k € N. Wegen F, \\ {r € F | d(z,F) =0} = F
folgt
lim sup fi,, (F) < limsup g, (Fy) = p(Fr) — p(F), k — oo,

n—o0 n—0o0

(¢) = (a): Sei f € Cy(F). Es reicht zu zeigen, dass

fimsup [ f(a)dp(z) < [ Fla)duta)

n—oo
E

Denn, daraus folgt fiir (—f) anstelle von f

~tmint | F(e)de () = limsup f( F@)din(o) < [~

n—a n—00
E

und somit

lim inf f F@)dpn(z) > f F@)du(z).

n—0o0

Fir f = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also f # 0. Wir kénnen ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit annehmen, dass 0 < f < 1. Andernfalls betrachten wir f;ﬂ Il Gei k e N
fest und fiir ¢ € N definiere
IR (2.4)
= Z 0 )

Dann ist F; abgeschlossen, F;,; < F; und es gilt

1 1+ 1
F\Fiy1 = {E < }

o

Lemma 2.6. Es gilt

1 k k. k.
R Zg Fi\Fipn S SZ
=1 i=1 i=0

H

?rlr—ﬂ

1
F\Fiy1 = E

B

k
Beweis. Es gilt E' = | J Fi\F;+1 mit Fy = E, Fi.41 = J, wobei die Vereinigung disjunkt
i=0
ist. Daraus, und aus ({2.4)) ergibt sich die mittlere Ungleichung. Fiir die beiden Identitdten
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beachte

k k k—1
Z(l + ]')II‘Fi\Fi+1 = Z(Z + 1)ILF1 - Z(Z + 1)1Fz+1
i=0 i=0 i=0

k k k k
=Y lp + Y ily = Y iy =14 ) 15,
=0 =0 i=1 i=1

k
Dieses impliziert die rechte Identitét. Fiir die linke Identitdt beachte 1 = »] 1p

Fiq
i=0
k k
woraus mit obiger Rechnung »; ilpy\p,, = >, 1, folgt. O
i=1 i=1
Die Behauptung folgt aus
k
lim sup f fdu, — - < — hm sup Z fin (F})

Satz 2.7. Seien (E,d) und (E',d’) zwei metrische Raume. Seien i, € P(E) und h :
E — FE' stetig. Angenommen jt,, —> i schwach, dann p,h=t' — ph=' schwach auf E'.

Beweis. Sei f € Cy(E"). Dann gilt wegen f o h e Cy(E)

| r@aun ff el (z) —> f SN aute) = [ rrapn

]

Beispiel 2.8. Auf die Voraussetzung, dass h stetig ist kann im allgemeinen nicht verzich-
tet werden. Denn sei (x,)nen < E mit x, — x, x, # x. Dann gilt 6,, —> J, schwach.
Wihle h(y) = Lz (y), dann gilt

1, x,€h 1 (A) {

Oz, hH(A) = 04, (K7 (A)) = { S = Onan)(A) = do(A).

0, x,¢h (A 0, h(xz,)¢ A
Analog zeigen wir 6,h™" = dp(p) = 1.

Wir miissen daher eine Bedingung an die Stetigkeitsstellen von h stellen.
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Satz 2.9. Seien (E,d), (E',d') metrische Ridume, h : E — E' messbar und p,,, 1 € P(FE)
mit p, — p schwach. Sei

Dy, = {x € E | h ist nicht stetig in x}.
Gilt u(Dy,) = 0, so folgt pi,h=' — ph=* schwach.

Beweis. Wegen

L d(h(y). h(=)) >

1
Dy, = U ﬂ {erHy,zeE: d(x,y)<a, d(z,z) <

n>1m>1

S|
——

folgt Dy, € B(E). Sei als F' < E' abgeschlossen. Dann gilt

lim sup g, (R (F)) < limsup pn, (h=1(F)) < pu(h=1(F)).

n—ao0 n—o0

Sei x € h™1(F), dann gibt es eine Folge (7,)neny © h™H(F) mit z,, —> . Falls h stetig
ist, so folgt h(x,) — h(x) und da F abgeschlossen ist auch h(z) € F, d.h. z € h™1(F).
Damit gilt h~1(F) < h™'(F) u Dj,. Daraus folgt

lim sup 11, (A~ (F)) < p(h=1(F)) < u(h™(F)) + u(Dy) = u(h™(F)).

n—0o0

Portmanteau liefert die Behauptung. O]

Satz 2.10. Seien (fin)nen, it € P(R), F(t) = pn((—00,t]) und F(t) = p((—o0,t]). Dann
sind dquivalent:

1. p, —> p schwach fiir n — co.
2. F,(t) — F(t) fir n — oo und alle Stetigkeitspunkte t von F.

Definition 2.11. (a) FEine Teilmenge I' € P(E) heifit relativ kompakt, wenn jede Folge
in I' eine schwach konvergente Teilfolge hat.

(b) T' c P(E) heifit straff, falls fir alle e > 0 eine kompakte Menge K. — E existiert
mat
uw(K:)>1—¢, Vuel.

Bemerkung 2.12. (a) Ist E kompakt, so ist {u} fir jedes p € P(E) straff. Denn sei
A, < FE eine Folge von abgeschlossenen Mengen mit A, /" E. Dann ist jedes A,
als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge, selbst wieder kompakt. Die
Behauptung folgt aus p(A,) /" p(E) =1 firn — .

(b) Es gebe eine Folge von kompakten Mengen (K, )neny < E mit | J K,, = E. Dann ist
n>1
fir jedes pe P(E), w(Ky) /1 und folglich ist {u} straff.
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(c) T = P(R?) ist nicht straff, denn {0, | x € R4} ist nicht straff.

Definition 2.13. FEin Polnischer Raum E ist ein topologischer Raum derart dass eine
Metrik auf E existiert sodass

1. Die Topologie auf E stimmt mit der durch die Metrik induzierte Topologie tiberein.

2. E ist separabel und vollstindig beziiglich dieser Metrik.

Beispiel 2.14. 1. E =R? oder E = R, sind Polnische Riume.

2. E = Cy,(R) mit Metrik d(f, g) == | f — gle, wo

Cp(RY) = {f € C,(RY) | Ve > 0 IR > 0 mit |f(x)] < ¢ |z| > R}

den Raum der im unendlichen verschwindenden Funktionen bezeichnet.

3. E = L*(R?, m(dx)).

/.

Der Raum der endlichen Punktmafe

o= {n:BRY) — Ny (endliches) Map }.

Behauptung: Jedesn € 'y hat eine (eindeutige) Darstellung der Form

N
= Z nkéxka
k=1

wo N € Ny, ny,...,ny € N und x1,...,zx € R? paarweise verschieden sind. Die
Punkte xq,...,xN heiffen Atome.

Beweis. Sei A := {z € R | n({x}) > 1}. Angenommen A enthiilt unendlich viele
Elemente. Dann gibt es eine Folge (x,,)neny © A mit z,, # x,, fiir n # m. Fir diese
Folge gilt

0

Z ({za}) = 0 ({zn | n e N}) < n(A4) < n(R) < o

Also enthdlt A nur endlich viele Elemente. Sei A = {zy,...,zx} fiir paarweise
verschiedene z1,...,zy € R und N € Ny. Definiere
N
poi=n— Z Nk0g, -
k=1
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Dann folgt fiir B € B(R?) aus n(B N {z1}) = ni.0, (B) bereits

||M2

u(B) = n(B) = > npd,, (B) > n(An B)

:ZWB“MM—meﬂﬂzu

Damit ist p ein Mafl mit Werten in Ny und es gilt u({z}) = 0 fiir alle z € R%. Fiir
jedes z € R? gilt p(B.(z)) \, u({z}) = 0 fir ¢ — 0. Da u(B.(z)) € Ny gibt es
ein £(z) > 0 derart, dass pu(B.(y)(z)) = 0 gilt. Wegen Bg /' R? fir R — o0 mit
Bgr :={z e R?| |z| < R}, folgt

1(Br) /' W(R?), R — o

und da u(Bg) € Ny ist, folgt u(Bgr) = u(R?) fiir ein hinreichend grosses R. Wir
zeigen

nw(B) =0, VB e B(RY),

woraus die Behauptung folgt. Da B n By beschrénkt und abgeschlossen ist, ist diese
Menge auch kompakt. Wegen

B n BR (@ U Ug(m)(x)

reBNBpr

mit U,y (z) = {y € R? | |z — y| < £(z)} gibt es endlich viele Punkte 1,..., 1z,
derart, dass

Bn Brc U Ueey) () © U Bz ().

j=1

Daraus folgt

1(B) = w(B n Br) < (B~ Br) < Z ey (7)) = 0.

. Der Raum der endlichen Teilmengen von R?

ng{ncRd||n|:221<oo}.

€N

Jedes n € I'yg kann vermdoge . d, mit einem Element in Iy indentifiziert werden.
Ten
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6. Der Raum aller lokal endlichen Teilmengen von RY
F={ycR||ynA| <o firaleAcR? kompakt }.

Jedes v € T' kann vermdge Y. 6, mit einem lokal endlichen Punktmap auf R? iden-
TEY

tifiziert werden. Es sei C,(RY) den Raum der stetigen Funktionen f : RY — R mit
kompaktem Trdger bezeichnet. Fine solche Funktion hat kompakten Trdger, falls es
ein R > 0 gibt derart, dass f(x) = 0 fiir |x| > 0. Fiir jedes f € C.(R?) sei
1) = f@).
Tey

Die Topologie auf T ist definiert als die kleinste Topolgie derart, dass alle Abbil-
dungen Iy stetig sind. Fs ldsst sich zeigen, dass I' beziiglich dieser Topolgie ein
Polnischer Raum ist, siehe [KK00)].

7. Der Raum aller lokal endlichen Punktmafle gegeben durch

I'={y:BRY) — Nyu{o} | v(K) <o KR kompakt } .

Behauptung: Jedes 7 € .F. hat die Darstellung

’7 = Z nk5m7

TEY

wo n, € Ng und ye I

Beweis. Sei By :={zx e R?| |z| < N} wo N € N. Dann ist

oe]

R? = U (Bn11\Bn)
N=0
eine disjunkte Zerlegung von R¢, wo By := . Folglich gilt fiir jedes B € B(R?)
ee}
Y(B) = >, A((Bn+1\Bn) N B).
N=0
Sei
In(B) :=((By+1\Bn) n B), N =0
o0 (X )
Dannist 5 = ] Ay und Ay € 'y fiir alle N > 0. Folglich gibt es n¥', ... 7”]1;21\/) e Ny
N=0
sowie 1, . .. ,xﬁN) € By+1\By mit k(N) € Nund N € Ny derart, dass
k()
aN = Z n?’éx;v, N Z 0.
j=1
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Satz 2.15. (Satz von Prokhorov) [KS0] Sei E ein metrischer Raum. IstT" < P(E) straff,
so ist I' relativ kompakt. Ist E zusditzlich ein Polnischer Raum, so ist I' ¢ P(E) genau
dann straff, wenn es relativ kompakt ist.

Im Folgenden fithren wir einige weitere Resultate ohne Beweis auf.
Definition 2.16. Definiere eine Abbildung p : P(E) x P(E) — [0, ) durch
p(p,v) =inf{e >0 | u(F) <v(F°)+¢e, FeC}.
Hierbei ist C die Menge aller abgeschlossenen Mengen auf E und

FF={yeF| inlgd(:c,y) <e}
S

Die Abbildung p wird Prokhorov Metrik genannt.
Lemma 2.17. [EK86] Die Prokhorov Metrik p definiert eine Metrik auf E.

Satz 2.18. [EK86] Sei E ein separabler metrischer Raum und (fiy,)nen < P(E), p € P(E).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(a) pn, —> p schwach.

(b) p(pn, ) — 0.
Satz 2.19. [EKS86] Die folgenden Aussagen gelten.

1. Ist E separabel, so ist auch P(E) separabel.
2. Ist E vollstindig, so ist auch P(E) vollstindig.
Insbesondere, ist E ein Polnischer Raum, so ist auch P(E) ein Polnischer Raum.

Definition 2.20. Sei E ein metrischer Raum und p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(E,B(E)). v heift requldr, falls fir jedes A € B(E)

p(A) =sup{u(K) | K < A kompakt } = inf {u(U) | A< U offen }.

Aquivalent: Fiir jedes A € B(E) und jedes ¢ > 0 gibt es eine kompakte Menge K. und
eine offene Menge U, mit K. < A < U, und

n(UAK:) < e. (2.5)
Satz 2.21. Sei E ein metrischer Raum. Dann gilt fir jedes u € P(F)

w(A) = sup{u(K) | K < A abgeschlossen } = inf {u(U) | A< U offen }.
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Beweis. Es sei
K ={AeB(E) | Ve >0 3U. offen, K. abgeschlossen mit K. ¢ A < U, und ({2.5)}

Die Behauptung folgt, sobald wir gezeigt haben, dass K = B(F). Hierfiir reicht es die
folgenden Eigenschaften zu zeigen:

(a) KC enthilt alle abgeschlossenen Mengen.
(b) K ist ein Dynkin System.

(a) Ist A abgeschlossen, so wihlen wir U, = {z € F | d(z,A) < 2}. Dann ist A < U, und
A = () U,. Folglich gilt lim u(U,) = u(A), d.h. Ae K.
n—a0

n>1

(b) 1. 2z.Z.: E€ K. Sei e > 0, z9 € F fest und U, = E. Die Mengen der Form
K,={ze FE|d(x,z) < a}

sind abgeschlossen und es gilt K, /" FE fiir @« — oo. Folglich gilt u(K,) / u(E) = 1. Also
gibt es ein a(e) > 0 mit p(Ky.)) > 1 — . Dann gilt K < A < U, und fiir diese
Mengen.

2.Sei Ae Kund e > 0. Sei K., U. die dazugehorigen Mengen. Dann ist K’ := E\K offen,
U’ := E\U abgeschlossen, es gilt U’ < F\A < K’ und

p(KN\U') = n(U\K) <e.
3. Sei (A,)nen © K eine Folge disjunkter Mengen. Sei € > 0. Dann gilt

0< ) (4 =M<U An) < u(E) =1,

Q0
d.h. (u(An))n>1 ist summierbar. Folglich gibt es ein ng > 2 mit > u(A,) < 5. Wihle

n=ng
abgeschlossene Mengen K und offene Mengen U mit K ¢ A, < U’ und

p(UNKD) < n e N.

2n+1’

np—1 0 0

Dannist K. = |J K abgeschlossen und U, = | J U! offen. Ferner gilt K. < |J A, < U:
n=1 n=1 n=1

und

PUNK) < 3 n(UNK) = 30 p(UINEL) + ) w(UNKY)

n=1 n=1 n=no
no—1 00 no—1 1 o0
< X HUAKD) + Ym0 e Y g+ 2 (o + HED)
n=1 n=ng n=1 n=ng
0

A
| ™
[
Mk
_|_
s
=
N
N
A
[O)



o8]
Damit ist | A, € K. O

n=1

Korollar 2.22. Sei u€ P(E) derart, dass {u} straff ist. Dann ist p requldr.

Lemma 2.23. Sei (E,d) ein vollstindiger metrischer Raum und K < E eine abgeschlos-
sene Teilmenge. Genau dann ist K kompakt, wenn es total beschrdinkt ist, d.h. fiir jedes
e > 0 gibt es endlich viele Punkte x, ..., x,, € E mit

K < | ) Ba(aw), (2.6)
k=1

wo B.(xy) = {x e E | d(x,zy) < e} der abgeschlossene Ball um xzy, mit Radius ¢ ist.

Beweis. Sei K kompakt und € > 0. Dann ist

K< | Ud(x)

reK

cine offene Uberdeckung von K, wo U.(x) = {y € E ||d(z,y) < €}. Es gibt daher endlich
viele Punkte z4,...,x,, € K mit .

Umgekehrt gelte fiir jedes € > 0. Wir zeigen, dass jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge enthélt. Sei (z,)ney © K. Fiir jedes m > 1 gibt es endlich viele Bélle mit
Radius %, welche K iiberdecken. Mindestens einer dieser Bélle enthélt unendlich viele
Folgenglieder von (x,)nen. Fiir m = 1 sei By der Ball mit der Eigenschaft, dass N; :=
{n | , € By} unendlich viele Elemente hat. Sei n; € N; beliebig. Fiir m = 2 sei By der Ball
mit der Eigenschaft, dass Ny := {n > ny | z,, € By n By} unendlich viele Elemente hat.
Wiéhle ny € Ny beliebig. Durch Iteration erhalten wir eine Folgen B,,, N, und (7,,)m>1

sodass
m
Npy1 =13n>ny, |v, € ﬂBk
k=1

unendlich viele Elemente enthélt und n,,,1 € N,,11. Dann ist (x,,,, )m>1 eine Teilfolge und
es gilt x,, € B,, fiir alle & > m. Insbesondere gilt

Y k:7lzm’

1
d<$nk7xnl) S E

d.h. (xp,,)m>1 ist eine Cauchy-Folge. Da E vollstédndig ist, hat diese einen Grenzwert
x € E. Da K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in K. O]

Satz 2.24. Sei E ein Polnischer Raum. Dann ist {u} straff fir jedes p € P(E). Insbe-
sondere ist jedes u € P(E) regulir.
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Beweis. Sei (ay)nen © E eine abzdhlbar dichte Teilmenge. Dann gilt fiir jedes § > 0

| Bs(an) = E,

n>1

wo Bs(a,) = {x € E | d(x,a) < ¢} den abgeschlossenen Ball mit Radius 6 um a,, bezeich-
net. Damit folgt

l=uE)=p (U Bé(an)> = lim 4 (Lnj Bs(%)) :

Sei € > 0. Dann gibt es fiir jedes m > 1 ein n,, € N mit

1 <U B (ak)> >1—-2""e.
=1
Sei

K:=) UBi(ak).

m>1k=1

Dann ist K abgeschlossenen. Fiir jedes 6 > 0 sei m > 1 mit % <9, dann gilt

K c @B;(ak)cEng(ak)
k=1

k=1

Also ist K nach Lemma kompakt. Die Behauptung folgt aus

m>1 k=1 m=1 k=1
0 Nm 0
— Z (1—M<UB7}”(%)>> §522_m=5,
m=1 k=1 m=1

WO Wir
Bi(ar)® = [ |(E\By(ax)) = E\ (U B;@k))
k=1 k=1 k=1
benutzt haben. ]

2.2 Konvergenz von Zufallsvariablen

Sei (E,d) ein metrischer Raum. Sei (X,,)nen eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen
und X eine F-wertige Zufallsvariable. Dann ist w — (X, (w), X (w)) messbar beziiglich
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F-B(E)®B(E). Ferner ist (z,y) — d(x,y) stetig, also B(E x E)-B(R) messbar. Beachte,
dass E' x E mit dgxg((x,y), (¢',v)) := d(z,y) + d(y,y’) wieder ein metrischer Raum ist.
Um die Konvergenz X,, — X zu untersuchen, betrachten wir die Abbildung

Q—[0,0), wr— d(X,(w), X (w)).

Diese ist messbar, sofern B(E x E) ¢ B(E) ® B(FE) gilt. Das folgende Lemma fithren wir
ohne Beweis.

Lemma 2.25. Sei E separabel. Dann ist E x E seperabel und es gilt
B(E x E)=B(E)® B(E).
Hier und im folgenden sei (F, d) stets ein separabler metrischer Raum.

Definition 2.26. Sei (X, ).en eine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine
E-wertige Zufallsvariable.

(a) X,, — X in Wahrscheinlichkeit, falls d(X,,, X) — 0 in Wahrscheinlichkeit.
(b) X, — X fast sicher, falls d(X,,, X) — 0 fast sicher.
(¢) X, — X in LP, falls d(X,, X) — 0 in LP.

(d) X,, — X in Verteilung, falls fiir ji, :=Po X' und p :=Po X! bereits p, —
schwach konvergiert.

Konvergenz in Verteilung ist, nach Definition vom Bildmafl d&quivalent zu
E(f(X,)) — E(f(X)), n—
fiir alle f € Cy(E).

Satz 2.27. Sei (X, )nen €ine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine E-wertige
Zufallsvariable. Angenommen X,, — X in Verteilung und X ist P-fast sicher konstant,
so qilt X,, — X n Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Es sei a € E derart, dass P(X = a) = 1. Sei A € B(FE) beliebig, dann gilt
PoX 1 (A)=P({XeA)=P{XecAn{X =0a})+P{X e A} n{X #a})
=P{aec A} n{X =a}) + P({ae A} n {X # a})
=P({ae A}) = d.(A).

Folglich ist Po X! = §,. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann ist {y € E | d(y,a) > ¢} abgeschlossen.
Analog zu Lemmal[2.5|ldsst sich zeigen, dass o{y € E' | d(y, o) > e} < {y € E | d(y, o) = &}.
Damit ist

PoX'(ye Eld(y,a)>¢e}) <PoX'({ye E|d(y,a)=¢}) =0,
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daa¢{ye E|d(y,a)=ec}. Aus Portmanteau folgt
limsup P(d(X,,, X) > ¢) = limsup P(d(X,,, ) > ¢)

=limsupPo X, '({y € E | d(y,a) > €})
n—o0
=PoX '({ye E|dy,a)>c¢}) =0.
[l

Satz 2.28. Sei (X, )nen €ine Folge von E-wertigen Zufallsvariablen und X eine E-wertige
Zufallsvariable. Gilt X,, — X n Wahrscheinlichkeit, so folgt X,, — X in Verteilung.

Beweis. Sei f € Cy(E) gleichmaissig stetig und € > 0. Dann gibt es ein § > 0, sodass
fiir alle z,y € F mit d(x,y) < § bereits |f(z) — f(y)] < € gilt. Sei u, := Po X! und
p:=Po XL Dann gilt

Jf@ﬂm&@—ff@ﬁM@=ﬂEU@M)—MﬂXD

< J F(X0) — FOO)IB + f F(X,) — F(X)|P

d(X,,X)<6 d(X,X)>6
< &+ 2| flloP(d(Xn, X) = 6).

]

Satz 2.29. Seien (X,)nen, (Yo)nen Zufallsvariablen auf E und p € P(E). Angenommen
Po X, ' — p und d(X,,,Y,) — 0 in Wahrscheinlichkeit, dann gilt

PoY, ' — pu, n— .

Beweis. Sei F' < E abgeschlossen. Fiir ¢ > 0 sei F© = {z € E | d(z,F) < €} und
Fs ={xe F|d(z,F) <e}. Dann gilt

(Yoe F} = ({Yy e F} n {d(X,,Y,) < e}) U ({Y, € F} n {d(Xn, Y,) > })
— ({Yy e F} n {d(X,,Y,) < e} n (X, € FED) U ({Y, € F} A {d(X,, Y,) > €))
(X, € FEY U {d(X,,Y,) > e} © (X, € FF} U {d(X,,Y,) > el

Da F* abgeschlossen ist folgt
limsup P(Y,, € F) < limsupP(d(Y,, X,,) > ¢) + limsup P(X,, € F*)

n—o0 n—00 n—00
= limsupP o X 1 (F*) < u(F°).
n—ao0
Wegen F*© N\ F fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. O

44



Wir zeigen noch einen alternativen Beweis.

Beweis. Wegen Portmanteau reicht es zu zeigen, dass

Jf(y)(IP’ o Y,) H(dy) — Jf(y)du(y), n — o0

fiir jede gleichméssig stetige Funktion f : ' — R gilt. Sei also f gleichméssig stetig und
sei € > 0 fest. Wahle 0 > 0 derart, dass

|f(z) = f(y)] < %, Va,y € E mit d(x,y) <.

Waéhle ng € N derart, dass
Jf(y)@oXn)_l(dy) - ff(y)du(y) <<
E E

sowie P(d(X,,Y,) > 0) < j fiir alle n > ng gilt. Dann folgt

3
32 fleo+1

j F() (B o Y,) (dy) - j £ (w)du(y)

E

< [E(f(Y,)) — E(f(X.))] + f F()(B o X,) "} (dy) f F(w)dp(y)

E
€

J |f(Xn) — f(Yn)|dP + f [F(Xa) = FO)IAP + 2

d(Xn,Yn)>0 d(Xn,Yn)<d

IN

2
< 2| flLP(d(X, Vi) 2 6) + 22 < e

3 Charakteristische Funktionen

Im letzten Kapitel haben wir Wahrscheinlichkeitsmafie und die schwache Konvergenz auf
metrischen und insbesondere Polnischen Rdumen untersucht. Viele Anwendungen wer-
den jedoch fiir den Fall E = R% modelliert oder lassen sich zumindest auf diesen Fall
zuriickfithren. Dieses Kapitel widmet sich dem Studium von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf £ = RY Fiir diesen Spezialfall ist es moglich jedem endlichen MaB p auf R? eine
komplex-wertige Funktion (charakteristische Funktion) jz1(§) mit gewissen Eigenschaften
zuzuordnen. Schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien sowie Existenz von Mo-
menten konnen mithilfe der charakteristischen Funktion beschrieben werden.
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3.1 Fourieransformation fiir Funktionen

d
Fiir {,z e R¥sei € -2 := Y. &g
k=1
Definition 3.1. Sei g € L}(RY). Die Fouriertransformierte von g ist definiert als

g9(&) = feig'mg(x)dx = fcos(f ~x)g(x)dx + i J sin(é - z)g(z)dz, ¢eRY

Rd R R
Die Definition ist wohldefiniert, da fiir alle £ € R%: |e®®| = 1.

Definition 3.2. Eine Funktion g : R? — C heifit positiv (semi-)definit, wenn fiir alle
neN und alle &, ..., &, € R die Matriz (9(§; — &))ij=1...n positiv (semi-)definit ist.

-----

Aquivalent: Fir alleneN, alle \ = (\,...,\,) € C* und &, ..., &, e R gilt

Z AAig (€5 — &) = 0.

ij=1

Beweis. (der Aquivalenz)
Es sei n € N, A= ()\1, . 7)\n) e C" und 51, R agn € Rd. Setze A = (9(5] — gi))i,jzl ..... ns

d.h. Aij = g(gj — fz) Dann gllt (A/\)z = Z Aij)\j und fOlgllCh

7j=1

n

O\ AN = in(A/\)i = Z AAjA; = Z Aidig(& —&).
ij=1 ij=1

i=1
[l

Man beachte, dass die Matrix A insbesondere hermitsch ist, d.h. A = AT gilt. Es sei
g eine positiv (semi-)definite Funktion.

(i) Fiir n =1 und X € C folgt |A\[?¢(0) > 0, also g(0) > 0.

9(=€) 9(0)
positiv (semi-)definit ist. Daraus folgt g(—¢) = §(&). Ferner muss die Determinante
nicht-negativ sein, also

9(0)* = g()g(—&) = g(0)* — |g(§)|* > 0
und damit [g(6)] < g(0).

(i) Fiir n = 2, mit & = 0 und & = & € R? folgt, dass die Matrix (g(O) g({))

Es sei C(R?) der Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Triger. D.h. f € CX(R?),
falls f beliebig oft differenzierbar ist und kompakten Trager hat.
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Lemma 3.3. [Wer((] Fiir jedes g € LY(R?) und jedes ¢ > 0 gibt es eine Funktion
f- € CP(RY) mit

Ife = gler = f |fo(2) — g()|dz < e.
R4

Satz 3.4. Es sei g € LY(RY) Es gelten die folgenden Eigenschaften:
(a) [9(E)] < lgllcr
(b) 9(0) = § g(x)dz.
R4

(c) g ist gleichmdssig stetig.

(d) g verschwindet im Unendlichen, d.h. fir alle ¢ > 0 gibt es eine kompakte Menge
K. c R? derart, dass

9 <e, ¢ K.
(e) Ist g fast diberall nicht-negativ, so ist g positiv (semi-)definit.
Beweis. (a) klar.

(b) klar.

(c) Seien &1, & € RY und € > 0. Wihle eine kompakte Menge K. = R? derart, dass

3

d —.

| tat@as <5
K¢

Sei § > 0 mit § <

VT sy (gl Dann gilt fiir alle |§; — &| < 0

~ ~ €1 i€o-x €1 €o- €
9(6) - 3] < [ 1667 — o gfa)fds < [ |6 - lg(o)ldo + 5
R4 K.

Es gilt mit z; ;=& -x und 25 ;==& - x

et — 2| = \/| cos(z1) — cos(z9)]? + | sin(z;) — sin(zz)|?

< V2|21 — 2| < V22||E - &,

Daraus folgt

(&) = €] < 5 + Vgl sup fo] - |6 — & < e

zeK,
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(d) Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir ¢ € C*(RY). Withle R > 0 derart, dass
g(x) = 0 fiir alle || > R. Wéhle R > R und sei [¢| > R, dann finden wir ein
Jje{l,...,d} mit [¢] > %. Mittels partieller Integration, wobei der Randterm

wegen g € C*(R?) verschwindet, erhalten wir

9O = | egladr = | eegla)da

Rd |z| <R’
1 0e® 1 og(z )
= — de = —— R
|z|<R! |z|<R!
Daraus folgt
9()] < - \59( < Yd|o H |
N |5J‘ 0xj |l 0T | o

Die Behauptung folgt aus R’ — oo. Fiir den allgemeinen Fall sei g € £1(RY), € > 0
und f. € C*(RY) derart, dass ||g — f.| 1 < €. Die Behauptung folgt aus

9] < 13(&) = L+ £ < llg = feller + [F(€)].

(e) Es gilt

f ZIAjeifﬂ J Z Adje @ Slg(z)de = 1 ANNG(E — &)
R VU7 =1 N

ij=1

Beispiel 3.5. Es sei g(x) := e~ mit a > 0. Dann ist

a6 - (Z) e, 31)

«

Beachte, fir o = 3 ist (&) = (27r)%g(§).

Beweis. Es gilt

d
§(£> _ Jei&xeam?dx _ HJeigk-mkeawidxm
Rd k=1g

also reicht es aus die Behauptung fiir d = 1 zu beweisen. Fiir diesen Fall erhalten wir fiir
&,relR
i i€ \2 [ i€\2
p-oa? ji€w _ e—a<x2—2xi+(%) (%) ) _ e‘ize a(z_%) '
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Daraus folgt
Je’f'xe_axzdx = e_% Je_o‘@_'jiydl:
R R

Fiir das Integral erhalten wir mittels Cauchys Integralsatz (siche [FL80]) und der Substi-

tution y = y/ax
fe_a(x_éifdx = Je“ﬁdx = 1 Je’“gdx — .
Va a
R

R R
[
Lemma 3.6. Es seien g, h € L1(R?). Dann gilt G- h,g - he LY(RY) und
| aomeas - [ stermerag
Rd Rd
Beweis. Mittels Fubini erhalten wir
f §)d¢ = f J “rg(z)h(§)dzdé = J
R R
Fubini ist anwendbar, da (x, &) — g(x)h(§) integrierbar beziiglich dzd¢ ist. O
Lemma 3.7. Fiir jedes g € Cy(R?) und jedes x € R? gilt
_lztyl?
€ 4o
| s "y —g-a), a0
(4rar)2
Rd
Beweis. Ubung. O]

Lemma 3.8. Es sei g € Cy(R?) n LY(RY) derart, dass g€ LY(R?). Dann gilt
=N d d
g(x) = (2m)°g(—z), zeR"

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass

Jﬁ(f)eig'xdﬁ = (2n)%g(—z), zeR%

R4
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Sei o > 0 und setze @, (&) := e4e ¢ Fiir diese Funktion gilt nach (3.1))

pa(&) = f@’f’y%(y)dy = Je’f‘yem'yeaiy|2dy

R4 R4
d 2
_ fei(§+w)'y€—ay|2dy — (E) 2 6_%.
a
Rd
Damit erhalten wir
| a@eeeierag - [ gomerag
R R
4 o2 o L
2 _ xr— «
= (2) [ o0 5 ag = m [ g0 e
« (4ma)2
R R4
Betrachten wir den Grenzwert o — 0, so folgt die Behauptung aus Lemma [3.7] O

Satz 3.9. Sei g € LY(RY). Definiere eine Abbildung

\g/(l') = (271.‘.)d Je_ixhgg(f)dé-? T € Rd-
Rd

Dann gilt fiir alle g € Co(RY) n LY (RY) derart, dass g € L} (RY)

i=9=7
Beweis. Beachte, dass g(x) = o) —LoG(—x) fiir alle g € LY(R?) gilt. Sei g € Cy(R?) n L1 (RY)
mit § € £1(R?). Aus Lemma [3.8 folgt §(z) = 27r)dg(—:v) = g(x) fiir alle z € R%. Analog
lasst sich die andere Identltat beweisen. ]

3.2 Charakteristische Funktion fiir Mafle

Definition 3.10. Sei p ein endliches Map auf RY. Die charakteristische Funktion von
ist die Fouriertransformierte von u gegeben durch

(E) = | eeuda), e 3:2)
R4
a0 a0
Beispiel 3.11.  (a) Sei = Y. ayd,, mit ar, > 0, z; € R derart, dass >, a, = 1. Dann
k=1 k=1

ist i1 ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf R und es gilt

0

Ag) = Y are™, e R%

k=1
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(b) Hat p eine Dichte, d.h. p(dx) = p(z)dz fir eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(x), so
18t

Ae) = J e€op(x)de = p(z).

Rd
Satz 3.12. Es sei i ein endliches Maf auf RY. Es gelten die folgenden Eigenschaften.
(a) (&) < u(R?) fir alle € € R
() 7i(0) = 1.
(c) [ ist gleichmdssig stetig.
(d) [ ist positiv (semi-)definit.
Beweis. Ubung. O]
Beispiel 3.13.  (a) Bernoulli Verteilung: p(dz) = pdy(dx) + (1 — p)do(dz). Dann ist

AE) =pe* + (1—p) =1+p(l—e), £eR.

M=

(b) Binomialverteilung: pu(dz) = > (7)p"(1 — p)"*6x(dz). Dann ist

k

0

i) = (1—p+pe)", EeR

(¢) Standardnormalverteilung: Im eindimensionalen Fall sei p(dz) = (271')_%6_%(1113.
Dann ist

(d) Normalverteilung im R™: Sei p eine Normalverteilung auf dem R™. Dann gibt es
eine m x d Matriz A und b€ R™ mit u=vo T, wo T(x) = Az + b und

2
=]

v(dz) = (27?)_%6_%dx

die Standardnormalverteilung auf dem R? ist. Damit folgt

w(é) = J 6i5'xu(dx) = Jeig'T(I)l/(dx) = eié'bfei(ATé)'xl/(dx)

R™ Rd Rd
— oibe—3|ATER _ igb,—3(6(AAT)E)
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(e) Uniforme Verteilung: Sei p(dx) = 1(_qa)(z)5de mit a > 0. Dann ist

sin(ag) 0
ﬁ(€)={ o $70 eeg

1, sonst

(f) Cauchy Verteilung: Sei p(dzr) = ==%5dx mit ¢ > 0. Dann gilt

c2+12

i) =e " ¢eR

Satz 3.14. Die charakteristische Funktion charakterisiert das dazugehdrige Maf§ eindeu-
tig. Genauer, sind p,v zwei endliche Mafe R und gilt [i(€) = D(€) fiir alle £ € R?, so

folgt p=v.
Beweis. Es gilt u(R?) = (0) = (0) = v(R?). Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit sei
(R, v(R?) > 0. Definiere neue Mafle p/ := mu sowie v/ := ﬁy. Dann gilt /(&) =
v (€) fiir alle ¢ € R?. Es reicht daher aus, die Behauptung fiir Wahrscheinlichkeitsmafe zu
zeigen.

Die kompakten Mengen bilden ein n-stabiles Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra

B(R%). Es geniigt also u(K) = v(K) fiir alle kompakten Mengen K < R? zu zeigen. Sei
also K < R¢ kompakt und m € N. Definiere

1, re K
fm(x) = 50, d(z, K) >
1 —md(z,K), sonst

L
Es gilt dann 0 < f,,, <1, f,, ist stetig und f,, \, 1 fiir m — c0. Wir zeigen

me e me Vdu(z), meN. (3.3)

Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue v(K) = p(K). Allgemeiner zeigen wir (3.3)) fiir
alle f : R — R mit

e 0 <
o fe C.(RY).

Sei € > 0 beliebig. Da f kompakten Trager hat, konnen wir N € N wihlen sodass

{reR?| f(x) # 0} < [-N,N]? =: By
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und p(BY) < e, v(BY) < € gilt. Nach dem Weierstrafischen Approximationssatz (siche
[Wer((Q] fiir den Beweis in einer Dimension) gibt es eine Funktion

g(z) = 3 ;&
j=1

mit ¢; € C, & € Z* und
sup |f(z) —g(z)| <e.

(DEBN

Es gilt mit f|ps = 0 und p(By) <1

fd(f —g)du Si |f = gldu +B]£ LfI+ lgldp

< ep(B) + [glloop(Byy) < (14 [gllo)e.

Analog lésst sich zeigen, dass

fq—gmUs<r+WMk.

d

Insgesamt erhalten wir

ffdu—ffdv < J(f—g)du + fgdu—fgdv + f(g—f)dv

d d R4
<2+ fgd,u— Jgdy .
d R4
Die Behauptung folgt aus
Jgdu = Z ¢ Jeifv@’@du(x) = Z cj Jeilﬂv@j’@dy(a:) = Jgdl/
R4 7=l ga 7=l Ra Rd

[]

Satz 3.15. ([JacOl, Theorem 3.5.7], Bochner-Theorem) Eine Funktion g : R — C ist
genau dann die charakteristische Funktion von einem endlichen Mafi 1 auf RY, wenn die
folgenden Eigenschaften gelten:

(i) g ist stetig.
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(i1) g ist positiv (semi-)definit.

In diesem Fall gilt g(0) = p(R?). Insbesondere ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafi genau
dann, wenn g(0) = 1.

Es sei p ein endliches MaB8 auf R? mit /i = g. Dann haben wir bereits gezeigt, dass ¢
die geforderten Eigenschaften hat. Ferner wissen wir, dass i eindeutig ist. Der Beweis der
Umkehrung erfordert einiges mehr an Vorbereitung und soll daher nicht bewiesen werden.

Lemma 3.16. Fiir jedes ¢ € L*(RY)NCy(R?) gibt es eine Folge (o )nen = LHR?)NCy(R?)
mit o, € LY(RY) derart, dass o, (x) — () fiir alle x € R%.

Beweis. Definiere

_d w2
Yo(T) = (drar) ™2 fgp(x —y)e 4o dy.
]Rd
Dann gilt
_d _lwl?
ool < lpltma) [ dy =l
]Rd

2
Da (47ra)_%e_%dy schwach gegen & konvergiert, folgt o, (x) — () fiir jedes z € R?.
Es lasst sich zeigen, dass
@a = 9/5 ’ ﬁa:
WO Po () = (47?04)_§e_%. Da @ beschriinkt ist und p,, € £!(R?) folgt die Behauptung. [
Satz 3.17. Es sei i ein endliches Maf auf RY. Es gelten die folgenden Aussagen.
(a) Ist fi € LY(R?), so hat u eine Dichte 0 < p € Cy(R?) gegeben durch

1 —i&xn _ I = —r Te d
pa) = oy | ROE = Grg(—a). @R (34)

R4

(b) Ist i € LY(RY) derart, dass fiir ein m > 1

[ ol tepae < e

R4
Dann hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m. In diesem Fall gilt fir alle
0<k<mundallel <ji,...,5. <d

Ppa) (=)
oxj, ...0x;  (2m)d

ﬁﬂmmmw

Rd
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(c) Ist

J 2" u(dz) < o0 (3.5)

fiir ein m € N. Dann hat [i stetige partielle Ableigungen bis zur Ordnung m, und es
gilt fir alle 0 < k<mund1 <jy,....J, <d

" f(8)

—=ika~1~-x e (dx
0&j, ... 0, ! e plde).
R4

Beweis. (a) Fiir jedes ¢ € LY(RY) gilt ¢ - i € L}(R?) und folglich

f s = [ [etespaga = [ @ens.

R4 R4 R4

Man beachte, dass alle Integrale existieren. Offensichtlich ist p € Oy (R?) mit [p(z)] <
I7i] c1. Wir erhalten fiir jedes ¢ € LY(R?) n Cy(R?) mit p € £1(R?)

2n)! [ s - [ e@h-ads = | (-2

=fﬂ?@mwM=fﬁ§mW@w=wwfwwwm.

Aus Lemma und dem Satz von Lebesgue folgt fiir alle ¢ € L(R?) n Cy(R?)

| et - [ pwmtas).

R4 R4

Da C.(RY) = L1(R?) n Cy(RY) folgt die Behauptung.

(b) Die Behauptung folgt aus der Darstellung und Argumenten wie in (c).

(c) Wir zeigen nur den Fall m = 1. Der allgemeine Fall folgt dann iiber Induktion. Es
gelte . Sei e; der Basisvektor im R? in Richtung j. Dann ist fiir h > 0

ﬁ é—_’_ he.) — ﬁ g eilé+hej)z _ i ; ‘meiwjh -1
Erha) MO [ m ) = [t )

R4 R4

. eix]-hil .
Es gilt “<=— — iz; und
iz;h

h

e

‘S|l’j’+€

%)



fiir hinreichend kleine h,e > 0. Dieses ist wegen ({3.5) eine Majorante. Der Satz von
Lebesgue impliziert

on .
—géf) ziijezs'm,u(dx).
Rd
Die Ableitung ist stetig, ebenfalls nach dem Satz von Lebesgue. O

Bemerkung 3.18. Die Momente von p lassen sich daher wie folgt ausdriicken

omp(0) o, f ‘ '
o, .05, M T4

Ra
Das nachfolgende Kriterium ist niitzlich um die schwache Konvergenz zu priifen.

Lemma 3.19. Sei E ein metrischer Raum, (p,)nen < P(E) sowie p € P(E). Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) pn, —> p schwach.

(11) Fir jede Teilfolge (pn, )ken gibt es eine weitere Teilfolge (H’nkl)ZEN mit f, —
schwach.

Beweis. (i) = (ii): Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen denselben
Grenzwert.

(1) = (i): Angenommen , konvergiert nicht schwach gegen p. Dann gibt es ein € > 0,
ein f € Cy(E) und eine Teilfolge (piy, )keny mit

| F@mm (@) - [ s@utan)| == ke (3.6)

E

Nach (ii) gibt es eine weitere Teilfolge (Mnkl)leN von (fin, Jken sodass fny, — M schwach.
Dieses ist ein Wiederspruch zu (3.6)). O

Satz 3.20. (Satz von Cramer-Wald) Seien p,, i € P(R?) und fiir x € R? setze g,(y) :=
d

x-y:= > xpyg. Dann gilt
k=1

1

ftn — p schwach <= p,g;" — pg, " schwach fir alle x € R

Beweis. =: Folgt aus der Stetigkeit von g,.
<: Sei (fng; ) nen schwach konvergent gegen pug; ! fiir jedes z € RY. Dann ist (png; 1) nen
relativ kompakt und folglich straff fiir jedes z € R%. Seien e, ..., eq die Einheitsvektoren
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im R?. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es fiir jedes i = 1, ..., d eine kompakte Menge K; c R
mit )
(g, (i) > 1= =, neN.

Setze K := ﬂ g..' (K;). Diese Menge sind abgeschlossen und beschréinkt und somit kom-
pakt. Es gllt

Hn(Kc) = lin <LdJ(g;1(Kz))c) < Zd](:unge_il)(Kic) < d% =€

i=1 =1

und folglich ist (g, )nen straff. Nach dem Satz von Prokhorov ist die Folge relativ kompakt.

Sei (1))neny = P(R?) eine Teilfolge mit u/, —> g’ schwach fiir ein p/ € P(RY). Dann

gilt auch p/ g;' — p'g; ! schwach fiir alle z € R% Nach Voraussetzung ist aber auch

tngst — pg; ! schwach fiir alle 7 € RY. Da p/ g ! eine Teilfolge von y,,g; ! ist, konvergiert
w9t gegen denselben Grenzwert wie ju,g,; %, d.h. pg;t = /g, fiir alle x € R%. Wegen

AE) = [ (o) = [ g - (o), ¢ B
R R
folgt u = y'. Die Behauptung folgt aus Lemma |3.19} m

Satz 3.21. (Levys Stetigkeitssatz) Seien (pin)nenw Wahrscheinlichkeitsmafle auf RY. Dann
gelten die folgenden Aussagen.

(a) Ist p,, —> p schwach, so gilt auch i, — Ji punktweise auf RZ.

(b) Falls es eine in 0 stetige Funktion f : R? — C gibt derart, dass [i,(€) — f(£) fiir
alle £ € RY. Dann gibt es ein Wahrschrscheinlichkeitsmaf p auf RS mit [i = f und
iy, — o Schwach.

Insbesondere gilt fiir (pn)neny < P(RY) und p € P(R?)
o — 1 schwach < [,(€) — A(E), V€ e R

Beweis. (a) Da o — €@ stetig und beschrinkt ist, folgt die Behauptung.
(b) Wir zeigen nur den Fall d = 1.
Schritt 1. {yu, | n € N} ist straff.

Fiir alle a > 0 gilt
Je i (dz)d J J e dtp, (dz)
R —o

glor _ gmiaw 2sin
- [ g = [ )
R R
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Es folgt

fu—mﬁ»w=2a—f§ﬂﬁﬁQAMﬁ

T
R

—oa|1- J Si“;jx) i (dz) | = 20 f <1 - Slt(é—ix)) i (d).

Der Integrand ist nicht-negativ und es gilt

Daraus folgt

Es ergibt sich mit § = %

pn([—5, 5]°) <

L~

Ja-pueae=5 [a-aawa.

Nach Voraussetzung ist f stetig in 0 und f(0) = lim 1,(0) = 1, also gibt es zu ¢ > 0 ein
n—0oo
£ > 0 mit

€ 2
1-sol <5 1<
Dann ist
p % 5 i S4
lim 5 [ aonae =5 [ s <3503
= =

und es existiert ein ng(g) = ng € N mit

2

s
2

—_—

™[

(1 — fin(t))dt —g J(1 — f())dt g n > no.

Damit ist also

eI
— |

(1 — f1,(t))dt < ¢ fiir alle n > ng, d.h.

N

/j,n([—ﬂ”@]c> S g, n Z ng.
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Fiir n < ng gibt es ein 8, > 0 mit p,([—5n, 8a]) < €. Sei By = max{B, 1, ..., Bng_1}, SO
gilt
pn([=B0, Bo]) < e, n> 1.

Schritt 2. Sei (f,, )ren eine Teilfolge von (fi,)nen. Dann ist {u,, | k € N} straff u nd
damit nach dem Satz von Prokhorov auch relativ kompakt. Folglich gibt es eine Teilfolge
(Hny, Jien welche schwach gegen ein ' konvergiert. Damit folgt

f(§) = Jim fin,, (€) = w(€), VEER?

Folglich gibt es fiir jede Teilfolge eine weitere Teilfolge welche gegen denselben Grenzwert
konvergiert. Die Behauptung folgt aus Lemma |3.19] O

3.3 Fiir Zufallsvariablen

Definition 3.22. Fiir eine Zufallsvariable X mit Werten in R? ist die charakteristische
Funktion definiert als

px(€) == E(e€Y) = PX-1(€) = ix(¢).

Korollar 3.23. Sei X eine R¥-wertige Zufallsvariable. Dann gelten die folgenden Aussa-
gen:

(a) Ist ox € LY(RY), so hat X eine Dichte p € Cop(R?) welche gegeben ist durch
1 )
_ —i&-x d
p(%) - (27‘(‘)d Je @X(f)df, r e R%

R4

(b) Ist ox € LY(RY) und gilt fiir ein m > 1
[ emtexteag <
R4

so hat p stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und fir0 <k <m, 1 < jy,...,jk <

d gilt
Ppa) (=i
ox;, ...0x;, (2«

k
id f € e T on (€)dE.
Rd

(c) Es gebe ein m € N derart, dass

E(|X|™) < 0.
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Dann hat px stetige Ableitungen bis zur Ordnung m und es gilt fir alle 0 < k < m,
1 th"‘ajk Sd

ak

- = iFE(X. - X X)),
ag]l ag]k SDX(g) ¢ ( J1 ]ke )

Insbesondere qilt fiir die Momente von X die Darstellung

ak

- —FE(X. X)),
agjl...afijOX(O) "E(X; i)

Satz 3.24. Seien X,Y wunabhingige Zufallsvariablen mit Werten in R?. Dann gilt
ex(E)py(€) = pxav(E), £eR%
Beweis. Klar. B

Satz 3.25. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R? sowie Y eine Zufallsvariable mit
Werten in R™. Seien ¢x,py,pxy) die dazugehdrigen charakteristischen Funktionen.
Genau dann sind X,Y unabhdngig, wenn

ex &)y (&) = pxy) (€1, &), & eRY &eR™ (3.7)

Beweis. Seien X, Y unabhiingig. Dann ist Po (X,Y)™! = Po X" !®PoY~!. Wir erhalten

Py (61,62) = J T2V o (X, V)7 (dx, dy)

R xR™

= J e“r"P o X (dx) J e“2VP oY (dy)
Rd R

= ox(§1)py (&)

Umgekehrt gelte (3.7). Seien X', Y’ unabhéngige Zufallsvariablen mit charakteristischen
Funktionen ¢x sowie y. Sei p(x/yr) die charakteristische Funktion von (X’,Y”), dann
gilt

pixyn (€, &) = exi(&)ey (&2) = ex(&)ey (&) = vy (& &)
Damit folgt Po (X', Y")"™! =Po (X,Y)"! und somit die Behauptung. O

Korollar 3.26. Sei X = (X1,...,Xy) eine R-wertige Zufallsvariable. Genau dann sind
X, ..., X4 unabhdngig wenn

ox (&) = ox, (&) ox, (&), VE=(&,...,&) e R
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Bemerkung 3.27. Sei X eine R¥-wertige Zufallsvariable, A eine m x d Matriz und
be R™. Dann gilt hat Y := AX + b die charakteristische Funktion

Py (€) = e*Ppx(AE), £eR™

Beispiel 3.28. (a) Cauchy-Verteilung. Seien X,Y unabhdngig und Cauchy- Verteilt mit
Parameter ¢ > 0, d.h. diese haben die Verteilung

1 c
T+ x2

p(dz) = dz.

Sei A€ (0,1). Dann gilt
eaxs-ny (€) = ex(Mp((1 = A)g) = emHelee Il — 7l
Also ist AX + (1 — \)Y wieder Cauchy-Verteilt mit Parameter c.

(b) Seien X,Y unabhingig und normalverteilt, d.h. X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,o%).
mit px, iy € R und 0%, 0% > 0. Dann ist

2 ] 2
S _ 62(#X+HY)5*%(‘7§(+U%/)'

) —0? s i —02
Ox1y (&) = ox(E)py(€) = eFxs7ox T gltvEay
Also ist X +Y ~ N(ux + py, 0% + o%).

Satz 3.29. Fiir jedes b € R? und jede positiv (semi-)definite, symmetrische Matriz 3 gibt
es genau eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix 3.

Fiir den Existenzbeweis brauchen wir folgendes Lemma aus der Linearen Algebra.

Lemma 3.30. Sei Y eine symmetrische, reellwertige d x d-Matriz. Dann gibt es eine
reellwertige Matriz A mit ) = AAT.

Beweis. Jede symmetrische, reellwertige Matrix ist orthogonal diagonalisierbar. Es gibt
daher eine orthogonale Matrix S derart, dass

SYST = D = diag(\, ..., M\a).
Hierbei bezeichnen A, ..., \; > 0 die Eigenwerte von Y. Definiere eine neue Matrix
D = diag(A\Z,...,A2).
Dann gilt (D2)T = Dz und D2(D2)T = D. Sei A := SD257T, dann gilt

AAT = $p2 87 (5D25T)T = §p2 8T (ST)T(D2)T ST = SDST = ¥ = 3.
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Beweis. (Satz [3.29))

Eindeutigkeit: Ist ;1 eine Normalverteilung mit Erwartungswert b und Kovarianzmatrix
>, so gilt
fi(¢) = e e=3ET0 ¢ e R,

Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion.
Existenz: Zu einem gegebenem 3 gibt es immer mindestens eine Matrix A mit ¥ =
AAT. O

Satz 3.31. Sei X = (Xy,...,X4) eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert
be R? und Kovarianzmatriz . Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a) Seia = (ai,...,aq) € R und definiere

d
Y= ) arXy = (a, X),
k=1

Dann ist Y eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert {a,b) und Va-
rianz {a, 3a).

(b) X; sind fir j = 1,...,d normalverteilt mit Erwartungswert b; und Varianz 3;;.

(¢) Sind die X; paarweise unkorreliert, so sind ist (X, ..., X4) unabhingig.

Umgekehrt, seien X1, ..., X4 unabhdingige, normalverteilte, R-wertige Zufallsvariablen mit
Erwartungswert b; und Varianz 0]2. Dann ist auch X = (Xq,...,X4) normalverteilt mit
Erwartungswert b = (by, ..., bq) € R und Kovarianzmatriz ¥;; = 5ija]2-.

Beweis. (a) Fir alle £ € R gilt
oy (€) = E(eify) _ ]E(ei<“5’X>) — oiagb) o= 5¢ag,T(ag)) _ i&laby ,—3*¢a,Ta)

(b) Betrachte a € R? gegeben durch die Koordinaten aj, = 4.

(c) Es reicht zu zeigen, dass

ox (&) = ox, (&) - ox, (&), VE=(&,..., &) e RY

Da X; paarweise unkorreliert sind, folgt ¥;; = cov(X;, X;) = 0 fiir ¢ # j. Daraus
folgt by

= 2

P2 (€) PHED =365 _ e 1

Sind X1, ..., Xy unabhéngig, so folgt

d d o2
ox(€) = [ [oxi (&) = [ [etme 76k = eitbeae¥0,
k=1 k=1
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4 Appendix

4.1 Topologische Riume

Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der offenen Mengen fiir
abstrakte Raume 2. Details und weitere Resultate lassen sich zum Beispiel in [J&an05]
nachlesen.

Definition 4.1. FEin topologischer Raum ist ein paar Paar (E,T), wo E eine nicht-leere
Menge ist und T < 2F ein Mengensystem mit den folgenden Eigenschaften:

1. BE,JeT.

2. Seien Ay, ..., A, €T mitneN, soist auch (| Ay e T.

k=1

3. Sei I eine beliebige Indexmenge und (A;)ier < T, so ist auch | JA; € T.

el
Mengen A € T heiffen offen. Eine Menge A — E heifit abgeschlossen, wenn A¢ € T, d.h.
A€ ist offen. Das Mengensystem T heifst Topologie auf E.

Hier und im Folgenden sei (E,7T) ein topologischer Raum. Ist die Topologie 7T fest
gewdhlt, so schreiben wir kurz E ist ein topologischer Raum.

Definition 4.2. Sei gE, T) ein topologischer Raum. Fine Menge A — E heif$st kompakt,
falls fiir jede offene Uberdeckung (A;)ier < T von A eine endliche Teiliiberdeckung exis-

tiert, d.h. ist A < | J A; so gibt es iy, ..., i, € I mit n €N derart, dass A < | Ag.
el k=1

Beispiel 4.3. Sei E eine nicht-leere Menge.
1. T ={J, E} ist eine Topologie auf E.
2. T = 2F ist eine Topologie auf E.

3. Sei (E,d) ein metrischer Raum und sei T das Mengensystem aller offenen Mengen
beziiglich der Metrik d. D.h. A € T, falls fiir jedes x € A ein ¢ > 0 existiert mit

B.(z) :={ye E | d(z,y) <e} < A.

Dann ist (E,T) ein topologischer Raum.

4.2 Maf} und Integrationstheorie

Wir wollen einige Grundlagen der Mafl und Integrationstheorie hier aufgreifen. Hier und
im Folgenden bezeichnet (2 stets eine nicht-leere Menge. Die Potenzmenge bezeichnen wir
mit 2. Die hier angegebenen Resultate basieren auf der gingigen Literatur zur Mafl und
Integrationstheorie, siehe zum Beispiel [Kal02), [KS07, [Sch11].

63



Mafiraume

Definition 4.4. Fine o-Algebra F < 2% ist ein Mengensystem mit den folgenden Eigen-
schaften.

1. Qe F.
2. Ae F, so ist auch A e F.

o0
3. Ist (Ap)nen < F, so0 ist auch | J A, € F.

n=1

Die Potenzmenge 2% ist eine o-Algebra.

Lemma 4.5. Sei F < 29 ein Mengensystem. Die kleinste o-Algebra, welche F enthilt

st gegeben durch
o(F) =) A
FcA
wo der Schnitt dber alle o-Algebren lauft, welche F enthalten.

Definition 4.6. Sei F eine o-Algebra. Ein Mengensystem A < F heifit Erzeugendensys-
tem von F, falls o(A) = F.

We sagen, dass Mengen (A,,)neny © F paarweise disjunkt sind, sofern A, n A4,, = &
fiir n # m gilt.

Definition 4.7. Ein Mengensystem D heifst Dynkin System, falls die folgenden Eigen-
schaften gelten:

1. QeD

2. AeD, so gilt auch A° e D.

0
3. Ist (Ap)nen < D eine Folge paarweise disjunkter Mengen, so gilt | ] A, € D.

n=1

Ist A ein Mengensystem, so schreiben wir d(A) fir das von A erzeugte Dynkin System.
Es ist das kleinste Dynkin System, welches A enthiilt.

Satz 4.8. Es sei A ein n-stabiles Mengensystem, d.h. A, B € A so gilt auch An B € A.
Dann gilt d(A) = o(A).

Definition 4.9. Sei Q) ein topologischer Raum. Die Borel-o-Algebra tber ) ist definiert
als die kleinste o-Algebra, welche das Mengensystem aller offenen Mengen in 2 enthdlt.
Wir bezeichnen diese o-Algebra mit B(S).
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Beispiel 4.10. Ist Q = RY, so ist die Borel-o-Algebra B(R?) erzeugt durch die Rechtecke
der Form
(al,bl) X ...(an,bn), a; < bj, ] = ]_,...,d.

Sofern wir mit einem topologischen Raum arbeiten, betrachten wir stets die Borel-
o-Algebra auf diesem. In diesem Fall werden wir nicht explizit auf die Borel-o-Algebra
hinweisen.

Definition 4.11. Ein Maf ist eine Abbildung p : F — [0, 00] mit den folgenden Eigen-
schaften.

1. (@) =0.
2. Ist (Ap)neny < F eine Folge von Mengen mit A, n A, = & fiir alle n # m, so gilt

K <U An) = Z M(An)'

Beispiel 4.12. Sei F eine o-Algebra und w € Q. Die Abbildung 6,, : F —> [0, 1] gegeben

durch
1, weA

0, . w¢A
definiert ein MafS auf Q2. Sei (a,)n>1 €ine Folge nicht-negativer Zahlen und (wy)n>1 < §2.

Dann definiert
pu(A) = Z nd, (A)

n>1

ein Maf$ auf (2, F).

Definition 4.13. Fin Mafraum ist (2, F,u), wo F eine o-Algebra auf 2 ist und p ein
Map. Das Tupel (2, F) heifit messbarer Raum.

Lebesgue-Integral

Definition 4.14. Seien (Q, F) und (¥, F') zwei messbare Riume und f : Q@ — Q. Die
Abbildung f heifit messbar beziiglich F-F', falls gilt

f'{(A)eF, AeF.
Es ist nicht schwer zu zeigen, dass
fHUF) ={f(A) | Ae 7}
eine o-Algebra ist.
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Lemma 4.15. Sei f : Q — Q' eine Abbildung zwischen den messbaren Rdaumen (£, F)
und (', F'). Die folgenden Aussagen gelten.

1. f ist genau dann messbar beziiglich F-F', wenn f~Y(F') < F.

2. Seih :Q — Q" eine weitere Abbildung. Angenommen f und h sind messbar. Dann
ist auch h o f messbar.

Wir lassen den Zusatz F-F' weg, sofern aus dem Zusammenhang hervorgeht um welche
o-Algebren es sich handelt.

Lemma 4.16. FEs gelten die folgenden Aussagen.

1. Sei f: Q —> R. Dann ist f genau dann messbar, wenn {w € Q | f(w) < a} € F fir
alle a € R.

2. Messbarkeit ist abgeschlossen unter abzdihlbaren Operationen, d.h. lim f,, sup f,,
n—0on neN

inf f,, sind messbar, falls alle f, messbar sind und die Ausdriicke Sinn machen.
n—0oo

Satz 4.17. Sei (Q, F) ein messbarer Raum und I" eine Menge nicht-negativer, messbarer
Funktionen fiir die gilt:

1. f,gel', a,b >0, so ist auch af +bgeT.
2. fnel, neN, und ist fo(w) / f(w) fir alle w € Q, so ist auch f eT.
3. 14€l firalle Ae F.

Dann ist I' die Menge aller nicht-negativer, messbarer Funktionen.

Wir konstruieren das Lebesgue-Integral. Sei hierfiir (£2, F, ) ein Mairaum. Eine Ele-
mentarfunktion f: ) — R, ist eine Funktion der Form

F@) =Y anla, (@) (4.1)

mit a,, > 0 und A, € F. Fiir solche Funktionen definieren wir das Lebesgue-Integral iiber
N
| r@n) = [ s@n@o) = 3 e,
Q Q n=1

Es lasst sich zeigen, dass obige Definition unabhingig von der Darstellung (4.1)) ist.

Lemma 4.18. Sei f : Q — R, dann ist f genau dann messbar, wenn es eine Folge
von nicht-negativen Elementarfunktionen f, gibt mit f, < for1 < f und f,(w) — f(w)
fiir alle w € Q.
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Sei f:Q — R, messbar und (f,)nen eine Folge von positiven Elementarfunktionen
wie oben. Das Lebesgue-Integral von f beztiglich p ist definiert als

| rtne) = 1 [ @dnto)

Auch diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Folge (f,),. Ist f : @ — R
messbar, so sei f = fT — f~ die Zerlegung in Positiv- und Negativteil, wo f* > 0.
Angenommen

ffi(w)du(w) < o0, (4.2)

Q

dann ist das Integral definiert {iber

| Ftne) = [ £rdue) - | 1 @anto).

Q Q Q

Bedingung (4.2)) ist dquivalent zu

f F(@)]da(w) < o.

Q

Eine Funktion f mit dieser Eigenschaft heifit integrierbar beziiglich u. Fir A € F und
eine integrierbare Funktion f definieren wir

| Ftne) i= [ i) @anto).

Satz 4.19. Sei (Q, F, u) ein MafSraum. Es gelten die folgenden Eigenschaften.

1. Seien a,be R, f, g integrierbar, so gilt

f (af (@) + by(w))dpu(w) = a f F(@)du(w) + b j 9(w)du(w).

Q Q Q

2. Seien f < g integrierbar, so gilt

| rnn) < [gitnte).

Q
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3. Seien A,Be F mit An B = und f integrierbar. Dann gilt

| e ff Jou(w ff Jdja(w

AuB

4. Sei f integrierbar und N € F mit u(N) = 0. Dann gilt

| rpn) = | fe)aut)

Q Q\N

Bemerkung 4.20. Die erste Behauptung im obigen Satz ist immernoch richtig, sofern
wir a,b > 0 und f,g > 0 fordern. In diesem Fall kénnen wir auf die Integrierbarkeit von
f, g verzichten. Die Integrale konnen dann jedoch den Wert oo annehmen.

Definition 4.21. (Produktriume) Sei I eine Indexmenge, (£2;, F;)icr eine Familie messba-
rer Riume und Q =[] €. Die Produkt-o-Algebra F := X) F; ist definiert als die kleinste

el el
o-Algebra derart dass alle Projektionen m; : 0 — €, (w;)ier —> w; messbar sind, d.h.

F=o(m|iel) —U(U{m |A€.7:}>

el
Definition 4.22. (o-endliche Mafle) Sei (€2, .7-" w) ein Mafraum. Dann heif§t 1 o-endlich,
wenn es eine Folge (Ap)peny < F gibt mit U A, = Q und p(A,) < . In diesem Fall

sagen wir, dass (Q, F, ) ein o-endlicher Maﬂmum i5t.

Satz 4.23. (Produktmaf) Seien (Qq, Fi, p1) und (Qq, Fa, 2) zwei Mafrdiume. Dann gibt
es ein Maff p = g Q po auf Fy @ Fo mit der Eigenschaft

M(Al X AQ) = ,ul(Al),ug(Ag), A1 € fl, A2 € .FQ.

Sind zusdtzlich iy, pe o-endliche Mafle, so ist u eindeutiq.

Satz 4.24. (Satz von Fubini-Tonelli) Seien (Qy, Fi, 1), (o, Fa, p2) zwei o-endliche
Mafrdaume und sei f : €y x Qs —> R eine messbare Funktion. Angenommen einer der
drei Integrale

1§ § [f(wr, wo)|dpa(ws)dpu (wr)

Q1 Q2

2. § § [f(wr,wo)dpur (wi)dpea(w2)
Q2 N
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3. S | f (w1, wa2)|[dp(wr, wo)
Q1><Q2

ist endlich. Dann sind auch alle anderen Integrale endlich und es gilt

ij wi, wa)dpe (ws)dp (wy) Jff wi, wo)dpy (wr)dpg(we) = J flw)dp(w). (4.3)

Ql QQ QQ Ql Ql XQQ

Bemerkung 4.25. Fir f > 0 messbar gilt (4.3) ohne die Bedingungen 1-3. In diesem
Fall kann in (4.3) jedoch oo = oo = 0 auftreten. Eines der Integrale ist dann endlich
genau dann, wenn die anderen Integrale endlich sind.

Definition 4.26. Sei (Q, F, ) ein Mafiraum. Eine Menge N < Q heifit Nullmenge, wenn
es ein A e F gibt mit N < A und u(A) = 0. Eine Figenschaft gilt fast iberall, wenn es
eine Nullmenge N gibt derart, dass diese FEigenschaft fiir alle x € N€ gilt.

Lebesgue-Maf
Satz 4.27. Es gibt genau ein Maf m(dz) = dz auf (R, B(RY)) sodass

d
m([al,bl) X ad,bd 1_[ b — a]

Jj=

fir alle a; < b; mit j =1,...,d. Ferner, m(dx) ist translationsinvariant, d.h.
m(A) =m(A+b), AeB(RY), beR%

Sei 2 = R? offen und ® : @ — ®(Q). Ein C!-Diffeomorphismus ist eine bijektive,
stetig differenzierbare Abbildung derart, dass die Inverse ®~! : ®(Q) —  ebenfalls
stetig differenzierbar ist.

Satz 4.28. (Transformationssatz) Sei Q@ < R offen und ® : Q — ®(Q) ein C*-
Diffeomorphismus. Dann ist f : ®(Q) — R genau dann integrierbar, wenn € —
f(®(x))|det(D®(x))| integrierbar ist. In diesem Fall gilt

f fly)dy = Jf ))|det(D®(x))dx.

a(Q)
Hierbei bezeichnet D®(x) die Jacobi Matriz von ® an der Stelle x € Q.
Korollar 4.29. Fir f =1 folgt

m(®(2)) = f\det(D(I)(x))\dx.

Ist ®(z) = Az + b fiir A eine d x d Matriz und b e RY, so gilt
m(P®(Q)) = |det(A)|m(Q).
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Korollar 4.30. Sei A € B(RY) ein hichstens d — 1-dimensionaler Unterraum. Dann ist
A eine Nullmenge.

Bemerkung 4.31. Die Annahmen an ® lassen sich wie folgt abschwdchen.

1. ® braucht nicht stetig differenzierbar zu sein. Fs reicht, wenn ® lokal Lipschitz-stetig
ist. In diesem Fall ist @ fast dberall differenzierbar und v — det(D®(x)) ist lokal
beschrdankt und lokal integrierbar.

2. ® braucht nicht injektiv zu sein. Fs geniigt, wenn ® fast tiiberall injektiv ist. In
diesem Fall ist ® fast tberall differenzierbar und die Funktionaldeterminante ist
lokal beschrdinkt und lokal integrierbar.

3. det(D®(x)) darf auch den Wert Null annehmen. Nach dem Satz von Sard (siehe
|Sar42, [Hir94)) ist
(®(2) | 2 € R? mit det(D®(x)) = 0}

eine Nullmenge.
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