1 Die Determinante

Definition 1 Sei w ein Element aus der symmetrischen Gruppe S, der Per-
mutationen aller natirlichen Zahlen von 1 bis n.

a) Ein Fehlstand von 7 ist ein Paar (i,7) mit 1 <i < j <n und w(i) > 7(j).
Mit n(m) bezeichnet man die Anzahl der Fehlstinde von .

b) Das Signum von 7 ist definiert als

sgn(m) = H M

i<j i=J
¢) Eine Permutation, die nur zwei Zahlen i und j vertauscht, heifst Trans-
position. Man schreibt dafir (ij).
Man sieht leicht, dass (1, 2) der einzige Fehlstand der Transposition (12) ist.
Satz 1 Seien w,0 in S, und n > 2. Dann gilt:
a) Jede Permutation in S, ist Produkt von hochstens n — 1 Transpositionen.

b) Es ist 7(12)7~! = (7(1)7(2)). Also sind alle Transpositionen zur Trans-
position (12) konjugiert.

c) sgn(ma) = sgn(m)sgn(o), also insbesondere sgn(id) = 1 und sgn(n~1t) =

(sgn(m))~".
d) sgn(m) = (=1)™"). Also ist sgn((12)) = —1 = sgn(7) fiir jede Transposi-
tion T.

Beweis: a) Fiir n = 2 ist die Aussage klar. Im Induktionsschritt fassen wir
die Permutationen, die n auf sich abbilden, als Elemente der Gruppe S,_1
der Permutationen von 1,2,...,n — 1 auf. Falls w(n) = n gilt ist also 7 per
Induktion Produkt von hochstens n — 2 Transpositionen, die alle n fest lassen.
Fiir 7(n) # n betrachten wir 7’ = (w(n)n)w. Dann gilt 7'(n) = n und «’ ist
Produkt von héchstens n — 2 Transpositionen, also m = (w(n)n)n’ Produkt von
hochtens n — 1.

b) Man rechnet nach, dass die Abbildungen 7(12)7~! und (7(1)7(2)) gleich
sind. Der Rest folgt, weil man die zweielementige Menge {1, 2} mit einer geeig-
neten Permutation in jede zweielementige Menge {4, j} iiberfithren kann.

¢) Der Ausdruck %;(j) hingt nur von der Menge {i,;7} ab und nicht

m(1)—m(5)
Bt =g
Produkt iiber alle zweielementigen Teilmengen von {1,2,...,n} lduft. Daraus
folgt sofort

von der Reihenfolge von ¢ und j. Also ist sgn(w) =[] { , wobei das

sgn(mo) =

roli) —moly) _ py moli) = 7o) o) ~ o(s)
=== =g =



mo(i) — mo(j) o(i) = o(j)
=] —+—= 1] —=—
i cD—el) S i

Durchlduft némlich {7, j} alle zweielementigen Teilmengen, so auch {o(4), o(j)},
weshalb sgn(m) = [y, ; Wg(z; Z‘(T](J) gilt. Der Rest von c) folgt leicht daraus,
dass sgn ein Gruppenhomomorphismus von S,, in die multiplikative Gruppe von

Q ist.

d) Bis auf das Vorzeichen stehen in Z&hler und Nenner der Definition von
sgn(m) die gleichen Zahlen. Im Nenner sind alle positiv, im Zihler gerade n(w)
negative. Dies impliziert die erste Aussage von d). Der Rest folgt, da alle Trans-
positionen konjugiert sind.

Das Bild von sgn ist also die multiplikative Gruppe {+1, —1}.

= sgn(m)sgn(o).

Definition 2 Die alternierende Gruppe A,, ist die Menge der Permutationen
in Sy, mit sgn(m) = 1. Eine Permutation aus A, heifit gerade Permutation.

Lemma 1 a) A, ist eine Untergruppe von S,, mit ”7' Elementen fiir n > 2.

b) m ist eine gerade Permutation genau dann, wenn w Produkt einer geraden
Anzahl von Transpositionen ist.

¢) Fir jede Transposition T ist S, die disjunkte Vereinigung von A, und
A,T.

Der Beweis ist eine einfache Ubung.

Definition 3 Sei R ein beliebiger kommutativer Ring. Matrizen mit Koeffizien-
ten in R und deren Produkte werden analog zum Fall eines Kérpers definiert. Ei-
ne Matriz A € R™*™ fassen wir im folgenden auf als ein n-Tupel (vi,va, ..., vy)
von ’Spaltenvektoren’ v; € R™. Fine Funktion

f:R™" — R,
die (v1,v2,...,v,) auf f(v1,ve,...,v,) abbildet, heifit

a) multilinear (in den Spalten ), falls fiir alle Indizes i, alle r,r’ aus R und

alle Spalten vi,va, ..., 0,05, ... v, gilt

Fui, .. ro+r'vl o vn) = rf(v, o)+ (U1, V)

b) alternierend (in den Spalten ), falls f(v1,va,...,v,) = 0 gilt, sobald zwei
der Spalten gleich sind

¢) normiert, falls f(E,) =1 gilt.

Wir wollen zunéchst ein paar einfache Konsequenzen aus dieser Definition zie-
hen.

Lemma 2 Sei f: R"*"™ — R multilinear und alternierend. Dann gilt:



a) f(vi,v2,... V5. 05,00, 00) = —f(V1,02, ... 05, Vi, ..., Up), dohe f dndert
beim Vertauschen von zwei Spalten das Vorzeichen.

b) Istm eine Permutation, so gilt f(Vr(1),Vr(2),- -+ Vn(n)) = sgn(7) f(v1,02,...,Un).

c) flvr,ve,...,0 + 105,005, 0,) = f(U1,02, .. 04,00, 05, .., ) fiir
beliebige i # j und r € R. Der Wert von f dndert sich also nicht, wenn
man zu einer Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte hinzuzdhlt.

d) f(A) = f(En) Y res, s97(T)ar(1)10r2)2 "+ * Ar(n)n-

Beweis: a) Es ist

0= f(vi,v2,... 0 +vj,...,0 +Vj,...,0,)
= f(v1,v2, ... 05y ., 0 U5, U) F (U1, 02, 0, U U, )
= f(v1,v2,...0i,...,05,...,Us) + f(U1,02,...0j,...,0i,...,0n).

b) Das ergibt sich per Induktion aus den Tatsachen, dass jede Permutation
Produkt von Transpositionen ist und sgn ein Homomorphismus ist.

c¢) Das ergibt sich direkt aus der Linearitéit in der iten Spalte und der Alter-
niertheit.

d) Die erste Spalte ist E?lzl aj,1€;4, . Also folgt per Linearitéit in der ersten
Spalte

f(A) = Z ajllf(ejl,A027 e 7A.n)-
ji=1

Setzt man nun fiir die zweite Spalte Aqs = 2?2:1 aj,1€j, ein und benutzt die
Linearitdt in der zweiten Spalte, so folgt

n n

f(A) = Z Z aj11aj22f(ej1aej2a Ai3a sy A-n)

Ji=1j2=1
Induktiv folgt
f(A) = Za’jllaj22 o f (€ €y €5 )

Dabei lduft die Summe iiber alle Indizes j; unabhéngig voneinander von 1 bis
n. Sind aber zwei Indizes gleich, so ist f(ej,,¢€j,,--.,€;,) = 0 wegen der Alter-
niertheit. Also lduft die Summe nur iiber die n-Tupel (j1,J2,---,jn), die eine
Permutation 7 liefern. Nach b) gilt sgn(w) = f(ejy,...,e€;,)-

Satz 2 Es gibt genau eine multilineare alternierende normierte Funktion
f: RV — R,

die ( n-reihige ) Determinante det,,. Dabei gilt die Leibniz-Formel

det, (A) = Z SGN(T)Ar(1)107(2)2  * * Qe (n)n-
TESy



Beweis: Die Eindeutigkeit und die Leibniz-Formel sind klar nach Teil d) des
voranstehenden Lemmas. Die Normiertheit ist evident und die Linearitét in
jeder Spalte eine einfache Rechnung.

Sei also Ae; = Ao mit i # j. Fiir die Transposition 7 = (ij) gilt dann nach
Lemma 1

detn(A) = Z (aﬂ'(l)la’ﬂ'(2)2 A (pyn T Q(rr) ()18 (7Y (2)2 T a(Tr‘r)(n)n)'
TEA,

Nun ist arxyx = @(rryk)r fiir alle von i und j verschiedenen Indizes k. Weiter
ist wegen der Gleichheit der Spalten mit Indizes i und j auch ar(jy; = a(rr)(iyi
und ar(;); = A(rr)(j);- Somit sind alle Summanden Null.

Satz 3 Fir jede Matriz A gilt det,,(A) = det,(AT). Also ist die Determinante
auch multilinear und alternierend in den Zeilen der Matriz.

Beweis:

detn(A) = Z Sgn(ﬂ)aﬂ(l)laﬂ'(Q)Q C A (n)yn = Z Sgn(ﬂ)alﬂ'*l(l)a?frflﬂ) © App—1(n)

TESy TES,

= Z Sgn(ﬂ'il)alﬁfl(l)agﬂfl(g) CQpp—l(p) = detn(AT).
TESy

Dabei benutzt man der Reihe nach, dass ar(1)1ax(2)2 ** * Gx(n)yn = A1x-1(1)027-1(2) * "

dass m und 7~ gleiches Signum haben und dass 7~! mit 7 die ganze Gruppe
durchléuft.
Der néchste Satz heifit Determinantenmultiplikationssatz.

Satz 4 Fiir alle A, B € R"*" gilt det,(AB) = det,,(A)det,(B).

Beweis: Fiir festes A weist man leicht nach, dass die Abbildung f : R"*" —
R mit f(B) = det,(AB) multilinear und alternierend ist. Nach Teil d) von
Lemma folgt die Behauptung.

Definition 4 Fiir A € R™*"™ und Indizes i,j zwischen 1 und n sei AY die Ma-
triz in R—Dx(=1) " gje durch Wegstreichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte aus
A entsteht. Die Adjunkte A zu A ist definiert durch A;j = (—1)"det,,_1(A?).

Satz 5 ( Laplacescher Entwicklungssatz ) Fiir jedes A in R™*™ und alle Indizes
1,7 gilt:

a) detn(A) = >0 ai;(—1)*det,_1(AY) ( Entwicklung nach Spalte j ).

b) detn(A) =37, aij(—1)Idet,_1(AY) ( Entwicklung nach Zeile i ).

j=1

Beweis: Wir beweisen nur die Spaltenentwicklung; die Zeilenentwicklung zeigt
man analog.

Apr=1(n),



Es ist Aej = Y i, aije;, also

det,(A) = Zaijdetn(AolaAo% o Aeis1s€i Aeigts oo Aen).

i=1

In der Matrix (Ae1, Ae2,..., Aej—1,€i, Aejt1,--.,Aen) kann man noch durch
Spaltentransformationen alle Eintridge in der i-ten Zeile auflerhalb der j-ten
Spalte annullieren ohne die Determinante zu #ndern. Danach iiberfithrt man
die erhaltene Matrix durch ¢ — 1 Zeilen und j — 1 Spaltenvertauschungen in
Blockdiagonalform B mit einer 1 links oben und A% rechts unten. Es ist also
detn(A.l, A.Q, ey Aﬁj*h €, A.j+1, ey A.n) = (71)Z+Jd€tn(B)

Ist nun fiir eine beliebige Matrix C' in R~ 1*(=1) die erweiterte Matrix C’
die Blockdiagonalmatrix mit einer 1 links oben und C' rechts unten, so ist die
Abbildung C — det,,(C") offenbar multilinear, alternierend und normiert. Also
gilt det,,(C") = det,,_1(C) und insbesondere det,,(B) = det,,_1 AY.

Satz 6 Fiir A e R™™ gilt AA= AA = det,(A)E,.

Beweis: Setze B = AA. Dann ist B;; = det,,(A) wegen der Entwicklung nach
Spalte j. Um B;; = 0 zu zeigen fiir j # ¢ ersetze man in A die i-te Spalte durch
die j-te. Die erhaltene Matrix A’ hat dann Determinante 0 und es ist (A’)%7 bis
auf Vertauschen von | i — j | —1 Spalten gerade A*. Entwicklung von det, (A’)
nach Spalte j liefert das Gesuchte.

Die andere Gleichheit zeigt man analog mit Hilfe der Zeilenentwicklung.

Folgerung 1 Genau dann ist A € R™*" invertierbar, wenn det, (A) invertier-
bar ist in R. FEs gilt fir die inverse Matrix die 'Formel’

A™Y = (det, (A)) LA

Uber einem Korper ist eine Matriz also genau dann invertierbar, wenn die De-
terminante der Matriz nicht 0 ist.

Beweis: Ist det,,(A) invertierbar, so auch A und es gilt die Formel. Ist um-
gekehrt B die inverse Matrix zu A, so folgt 1 = det,(E,) = det,(AB) =
det,, (A)det, (B).

Man erhélt daraus eine niitzliche Charakterisierung des Ranges einer Matrix.

Satz 7 Sei A € k"*", wobei k ein Korper ist. Genau dann ist Rang(A) > r,
wenn es eine r X r-Untermatriz B von A gibt mit det,.(B) # 0.

Beweis: Sei der Rang > r. Dann gibt es Indizes i1 < is < ... < i, so dass
die Matrix C' mit den Zeilen A;,,..., A; « den Rang r hat. Daher gibt es Spal-
tenindizes j; < ... < j,, sodass die Matrix B gebildet aus den entsprechenden
Spalten von C den Rang r hat. Also ist die Determinante von B nicht 0.

Ist umgekehrt B eine invertierbare r x r-Untermatrix, so sind die Zeilen von
B linear unabhéngig, also erst recht die entsprechenden Zeilen von A.

Schlielich erhélt man fiir eine invertierbare Matrix noch eine 'Formel’ fiir
die Losung eines linearen Gleichungssystems, die sogenannte Cramersche Regel.



Satz 8 Sei A € R™ ™ invertierbar. Dann ist die Gleichung Az = b fiir jedes
b € R" eindeutig losbar und es ist x; - det,,(A) die Determinante der Matriz
A(3), die aus A entsteht, wenn mann die i-te Spalte durch b ersetzt.

Beweis: Multiplikation von Az = b mit A und Entwicklung von det,, (A(i))
nach der i-ten Spalte liefert sofort die Behauptung.



