Satz 1 ( Hauptsatz iber lineare Gleichungssysteme ) Seien A € K™>™ b € k™
und L(A,b) = {z | z € k™, Az = b} die Losungsmenge des LGS. Dann gilt:

1. Es gibt ein endliches Produkt Z von Elementarmatrizen aus k™*™, sodass
A = ZA eine Zeilenstufenmatriz mit r = Rang(A) Stufen und Stufenfunk-
tion s ist. Fir b= Zb gilt dann L(A,b) = L(A,b).

2. Das LGS hat eine Losung <= L(A,b) ist nicht leer <= Rang(A) =
Rang(A,b) <= b; =0 fiir allei >r+ 1.

3. Falls eine Losung existiert, so erhdlt man alle Lésungen, indem man fir
die sogenannten freien Variablen x; mit j & {s(1),s(2),...,s(r)} beliebige
Werte einsetzt und danach rekursiv von unten nach oben die eindeutig
bestimmten Werte fiir die Stufenvariablen xy,y, To(r—1y,-- - Ts1) aus den
Stufengleichungen bestimmit.

4. Die sog. homogene Gleichung Ax = 0 ist stets losbar mit Kernfa als
Losungsmenge. Ist xg eine Losung der sog. inhomogenen Gleichung Az =

b#0, so gilt L(A,b) = xo+ Kernfa = {xo +z | Az = 0}.

Beweis: Die Existenz von Z mit den gewiinschten Eigenschaften liefert der
GauB-Algorithmus. Da Z invertierbar ist, ist Ax = b dquivalent zu ZAx = Zb.
Damit ist der erste Teil bewiesen.

Istx € L(A,b,sogilt b= Az =377 x;As; € S(A), d.h. Aund (A,b) haben
den gleichen Spaltenraum und damit gleichen Rang. Umgekehrt folgt aus der
Gleichheit der Ringe wegen S(A) C S((A,b)) die Gleichheit der Spaltenriume.
Somit ist b = 2?21 2;Ae; Linearkombination der Spalten von A und x eine
Losung. Die letzte Bedingung ist offenbar notwendig und hinreichend fiir die
Losbarkeit der Gleichung Az = b.

Der dritte Teil ergibt sich leicht aus der Gestalt von Zeilenstufenmatrizen.

Ist y Losung von Ay = b, so folgt 0 = Ay — Axg = A(y — x0), d.h. y =
2o+ (y — o) mit y — zg in Kernfa. Umgekehrt ist fiir x € Kernfa natiirlich
A(zg +y) = Azg + Ay = b.



