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Einleitung

Fur das Studium komplexer Mannigfaltigkeiten ist die Frage nach d@sbarkeit der Cou-
sin’schen Probleme von grofRer Bedeutung. Die Ausweitung dieser Probleme auf koharente
analytische Garben auf Steinschen Mannigfaltigkeiten liefert als wichtige Ergebnisse die
Theoreme A und B von Cartan. Theorem B besagt, dal} auf Steinschen Mannigfaltigkeiten
samtliche Cohomologiegruppdii’ (X, F) fur : > 1 und jede koharente analytische Garbe
verschwinden. Tatsachlich sind die Steinschen Mannigfaltigkeiten sogar durch diese Eigen-
schaft charakterisiert. Nun gibt es aber in der komplexen Analysis eine grof3e Klasse von
nicht-Steinschen Mannigfaltigkeiten. &krend marniiber kompakte Mannigfaltigkeiten noch
weil3, dal3 alle Cohomologiegruppen endlich-dimensional sind, verhalten sich nicht-kompakte
Mannigfaltigkeiten sehr unterschiedlich. Rixdimensionale parakompakte Mannigfaltigkei-

ten ohne kompakte Komponenten hat man das auf den Arbeiten von Malgrange, Komatsu
und Siu aufbauende Resultat von Greene und Wu [10], welches besagt, daf3 alle Cohomolo-
giegruppeni*(X, F) fur i > n verschwinden. Daran ankniipfend liefert folgende Definition
eine Moglichkeit der groben Klassifikation:

Def.: Sei X einen—dimensionale Mannigfaltigkeit.
(i) X heiRtg—vollstandig, wenn es eine (mindested$—)Ausschopfungsfunktiori : X — R

gibt, so daR ifir alle + € X die Leviform L,(f) positiv definit auf einem mindestens
(n — ¢ + 1)—dimensionalen Unterraum des Tangentialrauffie¥ ist.

(i) X heiRt ®homologisch ¢g—vollstandig, wenn alle Cohomologiegruppel® (X, F) fir
¢ > ¢ und jede koharente analytische Gatbeverschwinden.

Man weil3 bereits, dal3 diese beiden Begrified = 1, d. h. fur Steinsche Mannigfaltigkeiten
aquivalent sind (s.o0.).

Einen Ausgangspunktif weitereUberlegungen liefert das wichtige Ergebnis von A. Andreotti
und H. Grauert [1], welches besagt , da fur beliebjge 1 und jede komplexe Mannigfal-
tigkeit aus der—\Vollstandigkeit die cohomologische—\Vollstandigkeit folgt. Die Umkehr-
barkeit dieser Implikation ist jedoch eine bislang unbeantwortete Frage, denn es ist weder
ein Gegenbeispiel bekannt, noch konnte Aguivalenz der beiden Vollandigkeitsbegriffe
gezeigt werden.

Ein Ansatzpunkt zur tisung dieses Problems ist die Betrachtung spezieller Beispiele. Eine
interessante Klasse von Beispielen stellen die Komplemente algebraischer Untervarietaten in
komplex projektiven Raumen dar. Ihre Untersuchung wurde mit folgendem Resultat von W.
Barth [2] begonnen:

Ist Y C P" eine abgeschlossene zusammenhangende komplexe Untermannigfaltigkeit der
komplexen Codimension, dann ist die Funktiory : P*"\Y — R, definiert durchf(z) :=
—dist?(z,Y), eine Ausschpfungsfunktion @ir P"\ Y, deren Leviform in jedem Punkt, in dem

f differenzierbar ist, hochstens— 1 Eigenwerte< 0 hat.

Offenbar sind also die Punkte, in denen die Funktfonicht differenzierbar ist, von beson-
derem Interesse, da in ihnen die Konstruktion eipetonvexen Ausschopfungsfunktion und
damit der Beweis deg—Vollstandigkeit vonP™\ Y i. a. Schwierigkeiten bereitet.

Diese Beobachtung war Ausgangspunkt der Untersuchungen von M. Buchner, K. Fritzsche
und T. Sakai in [7], wo sie eine Klasse von komplexen Mannigfaltigkeiten untersuchten, fur

die sie explizit durch Konstruktion von Ausschopfungsfunktionen und Berechnung der Co-

homologien dieAquivalenz der beiden Begriffe zeigten. In diesedll€n handelte es sich

um Komplemente normal-homogener Untermannigfaltigkeiten (Def. siehe 1.3) in einem kom-

plex projektiven Raun®”. Jedes dieser Komplemente war der Totalraum eines Faserbiindels



uber einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit mit Steinschen Fasern, so dafd sich die
entsprechende Ausschopfungsfunktion leicht konstruieren liel3.

Eine weitere Klasse von komplexen Mannigfaltigkeiten wurde von M. Buchner und K. Fritz-
sche in [6] untersucht, namlich die Komplemente der Grassmann-Mannigfaltigkeiten

die mit der Plicker-Einbettung irP" mit N = (%) — 1 eingebettet sind. Dabei sind die
ersten beiden nicht trivialen Falle; 4= 4+ und G2 5 normal-homogene Untermannigfaltig-
keiten, also solche, die bereits in [7] behandelt wurden. ¢ 6 ist G, nicht mehr
normal-homogen, jedoch handelt es sich bei diesen Grassmann-Mannigfaltigkeiten noch im-
mer um homogene Untermannigfaltigkeiten, also Bahnen von abgeschlossenen Untergruppen
der Isometrien de®?" .

In dieser Arbeit wird der erste nicht normal-homogene Fall behandelt, also das Komplement
P\ G46. Da dieAquivalenz der beiden Vollstandigkeitsbegriffe fiir beliebige N bereits

in [6] gezeigt wurde, wird groRer Wert auf digbersichtlichkeit in den konstruktiven Teilen
dieses Beweises gelegt, insbesondere also bei der Konstruktion der Ausschopfungsfunktion.
Neu sind die geometrischen Untersuchungenddgy und ihres Komplements, vor allem die
Bestimmung der Orbitstruktur (Kap. 2). Ziel ist dabei ein tieferes Verstandnis der Hindernisse
gegen eine Verbesserung des \ollstandigkeitsgrades. Es ist zu vermuten, dal3 sich die hier
entwickelten Methoden auch auf andere Situationen anwenden lassen.

Zum Aufbau der Arbeit:

Zunachst werden in Kapitel 1 die erforderlichen Hilfsmittel eingefuhrt.

In Kapitel 2 folgt dann die genaue geometrische Untersuchung der Grassmann-
Mannigfaltigkeit und ihres Komplement®!*\(»5.  AnschlieRend werden diejenigen
Punkte betrachtet, in denen die Konstruktion der Ausschopfungsfunktion Schwierigkeiten be-
reitet. Diese Punkte, in denen die Funktiffx) := —dist*(z, Go.6) nicht differenzierbar ist,

liegen dicht im Schnittort’ (G5 6) von G2 6. Es wird sich im vorliegenden Fall zeigen, dai3

der Schnittort wie in den normal-homogenedlén nur aus solchen Punkten besteht, von de-
nen ausgehend man mindestens zwei minimale Geodatische zur Grassmann-Mannigfaltigkeit
(26 finden kann. Da die Meng€(Gi2¢) dieser Punkte eine Teilmenge derjenigen Menge
von Punkten ist, in denefi nicht differenzierbar ist, und anderseits dicht im Schnittort liegt,
erhalt man die Gleichheit der drei Mengen. Unter Verwendung einérriietten Stratifikation

sowie der speziellen Gestalt der Geodatische'in G2 ¢ 1aRt sich nun der Schnittort explizit
angeben. Es folgt die Berechnung des Orbitraums beziglich der oben genannten Untergruppe
der Isometrien, sowie eine geometrische Interpretation der Ergebnisse.

In den anschlieRenden Kapiteln wird diguivalenz der beiden Vollstandigkeitsbegriffe fur
den vorliegenden Fall bewiesen. Dazu wird in Kapitel 3 zunachst die analytische Cohomologie
berechnet, insbesondere wird gezeigt, aRP'*\ G, 6, Q1) # 0 ist, so daB das Komplement
P4\ G2 ¢ nicht 9-vollstandig sein kann.

In Kapitel 4 schlieBlich wird eine Ausschopfungsfunktion &f'\G» ¢ konstruiert, deren
Leviform fur alle x € P\, ¢ auf einem mindestens-dimensionalen Unterraum des Tan-
gentialraumed, (P!*) positiv definit ist, d. h. es wird di¢0-Vollstandigkeit des Komple-
mentsP14\ G, ¢ gezeigt. Die Konstruktion erfolgt dabei unter Zuhilfenahme der schon oben
erwahnten Stratifikation. In der &he vonG; ¢ entspricht die Aussdipfungsfunktion fast

der von W. Barth betrachteten Funktigh mit grof3erem Abstand sieht sie aber (erwartungs-
gemald) deutlich anders aus. Aus den Resultaten der letzten beiden Kapitel folgt schlief3lich
die Aquivalenz der beiden Vollstandigkeitsbegriffe fiir das betrachtete Beispiel.
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