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Varianzanalyse |S 2006 Version 1.0

Problemstellung

Mit der Varianzanalyse kénnen Probleme von der folgenden Art behandelt werden:

Problem 1: Man hat r verschiedene Futtermittel fir Schweine und mdchte wissen, ob sie sich wirklich in
unterschiedlichem MaBe auf die Gewichtszunahme von Schweinen auswirken. Dazu bildet man r Gruppen von
Schweinen, d.h. man teilt eine Menge von n Schweinen in r Gruppen ein. Die Schweine der i-ten Gruppe werden mit
dem i-ten Futtermittel gefiittert, und man misst bei jedem Schwein die Gewichtszunahme. Die Gewichtszunahme
des j-ten Schweines der i-ten Gruppe sei z;; . Wenn also n; die Anzahl der Schweine der i-ten Gruppe ist, so
erhdlt man Zahlen z;5, j=1,...,n;, i=1,...,7.

Die verschiedenen Gruppen sollen sich moglichst nur beziiglich der Fiitterung voneinander unterscheiden, deshalb
ist es zur Vermeidung systematischer Unterschiede sinnvoll, die Aufteilung in r Gruppen zufallsmaBig zu machen.
Ferner sollte die Menge von n Schweinen eine Zufallsstichprobe sein, denn man will ja allgemeingiiltige Aussagen
gewinnen (wenngleich natiirlich mit den tblichen Fehlerwahrscheinlichkeiten) und nicht etwa Aussagen, die sich
nur auf die betrachteten n Schweine beziehen.

Man kann nicht erwarten, dass alle Tiere einer Gruppe genau die gleiche Gewichtszunahme haben. Denn dem
Einfluss (falls es iiberhaupt einen Einfluss gibt) der unterschiedlichen Fiitterung iiberlagern sich Zufallseinfliisse,
die man nicht genau kennt und nicht kontrollieren kann. Um zu klaren, ob die unterschiedlichen Futtermittel einen
Einfluss auf die Gewichtszunahme haben, muss man versuchen, die Zufallseinfliisse zu trennen vom (etwaigen)
Einfluss des Futtermittels. Anders formuliert: in den Zahlen x;; steckt eine Variabilitdt ( falls nicht gerade alle
x;j denselben Wert haben), die man zerlegen kann in eine Variabilitit, die durch die unterschiedliche Fiitterung
bewirkt wird und in eine Zufallsvariabilitat. Es wird spater deutlich, wieso man hier von einer Streuungszerlegung
reden kann.

Eine solche Problemstellung ist eine Problemstellung der einfachen Varianzanalyse (einfach,weil es auBer dem
Zufallseinfluss einen Faktor gibt,der von Einfluss ist beziehungsweise sein kann, namlich das Futtermittel).

Problem 2: Wenn man neben der Wirkung von r verschiedenen Futtermitteln auch die Wirkung von p verschie-
denen Stallarten (mit z.B. unterschiedlich viel Platz, unterschiedlicher Temperatur 0.3.) auf die Gewichtszunahme
untersuchen mochte, so teilt man die Tiere in r- p Gruppen ein und erhdlt Zahlen x5, , k=1,...,n; ,i =
1,...,r, j=1,...,p.

Hierbei ist n;; die Anzahl der Tiere in der Gruppe (i,j), deren Tiere mit dem i-ten Futtermittel gefiittert werden
und in einem Stall vom j-ten Typ gehalten werden, und z;;; ist die Gewichtszunahme des k-ten Tieres in der
Gruppe. (Der Vollstandigkeit halber sei aber bemerkt, dass man hier die Gleichheit aller n;; voraussetzt.)

Eine solche Problemstellung ist eine Problemstellung der zweifachen Varianzanalyse.

Problem 3: Man will untersuchen, ob die Ernteertrage bei r verschiedenen Diingemitteln sich im Mittel vonein-
ander unterscheiden, anders ausgedriickt: ob das Diingemittel einen Einfluss auf den Ertrag hat.

Problem 4: Man will untersuchen, ob die mittleren Studienleistungen von Absolventen verschiedener Schulty-
pen ( z.B. Gymnasien verschiedener Richtungen, Fachoberschulen verschiedener Richtungen) sich voneinander
unterscheiden.

Problem 5: Man will untersuchen, ob die mittlere Lebensdauer von Batterien fiinf verschiedener Hersteller
unterschiedlich ist.

Alle Problemstellungen kann man in etwas abstrahierter Form so formulieren:

Man hat verschiedene Gruppen von Einheiten ( z.B. Schweine, Ackerflichen, Studenten, Batterien), die Einheiten
in verschiedenen Gruppen werden verschiedenen Behandlungen ( z.B. Fiitterung mit verschiedenen Futtermit-
teln, Diingung mit verschiedenen Diingemitteln ) unterzogen,im weiteren Sinne kann man auch den Besuch eines
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bestimmten Schultyps, die Herstellung bei einem bestimmten Hersteller als Behandlung ansehen. Es interessiert
die Frage, ob die verschiedenen Behandlungen im Mittel dieselbe Wirkung haben. Dabei ist natiirlich jeweils
das Mittel iiber die jeweilige Grundgesamtheit gemeint, aus der die Gruppen als Stichprobe ausgewihlt sind. !
Die verschiedenen Grundgesamtheiten beim Batteriebeispiel sind alle von den verschiedenen Batterieherstellern
erzeugten Batterien. Im Beispiel mit der Schweinefiitterung miisste man sich vorstellen, dass die i-te Grundge-
samtheit beispielsweise die Menge aller Schweine der BRD ist, und zwar der Menge aller Schweine der BRD, wie
sie waren, wenn sie alle mit dem i-ten Futtermittel gefiittert wiirden. (Da ja gar nicht alle Schweine der BRD mit
diesem Futtermittel gefiittert werden, ist diese Grundgesamtheit natiirlich nur fiktiv.)

Einerseits ist die einfache Varianzanalyse eine Verallgemeinerung des Vergleichs zweier Mittelwerte aufgrund
unabhangiger Stichproben (genaueres dazu in einem spateren Kapitel). Andererseits hat die Varianzanalyse etwas
Ahnlichkeit mit der Regressionsanalyse. Worin der entscheidende Unterschied besteht, sieht man am besten, wenn
man das obige Futtermittelbeispiel in ein Problem der Regressionsanalyse umwandelt: Nehmen wir an, man will
wissen, wie bzw. ob iiberhaupt die Gewichtszunahme bei Schweinen von der Menge des gegebenen Futtermittels
abhangt. Um es einfach zu machen, d.h. auf eine einfache lineare Regression zu kommen, sei angenommen, dass nur
ein Futtermittel untersucht wird. Man variiert bei dem Versuch die Dosis des Futtermittels, d.h. gibt verschiedenen
Schweinen verschiedene Mengen. Hier ist jetzt das Futtermittel ein sogenannter quantitativer Faktor. Bei dem
obigen Problem der Varianzanalyse waren die Futtermittel jedoch sogenannte qualitative Faktoren: ein Futtermittel
einer bestimmten Marke wird entweder gegeben oder nicht, und wenn es gegeben wird, dann in einer ganz
bestimmten, festen Dosis. Man sieht, dass man zu dem Beispiel mit den Batterien nicht so leicht ein dhnliches
Regressionsanalyse-Problem finden kann: denn eine Batterie wird (i.a.) bei einem bestimmten Hersteller hergestellt
oder nicht, und daneben gibt es keine quantitativen Abstufungen.

Das mathematische Modell der einfachen Varianzanalyse

Gegeben sind n = n; + na2 + ... + n, Realisierungen z11,...,Z1p, , T21,---, %20y 5+« Lrly-- -, Lrp, VON Sto-
chastisch unabhangigen ZufallsgréBen Xy1,..., X1, , Xot, ..., Xon, , Xe1, ..o, X, -

Die Verteilung von X;; ist eine Normalverteilung mit Mittelwert y; und Varianz o2 (d.h. die Varianz hingt weder
von i noch von j ab, sie ist also fiir alle r Gruppen dieselbe, der Mittelwert hdangt nur von i, genauer: héchstens
von i ab).

Es wird die Fragestellung untersucht, ob p1; = po = ... = p, gilt, d.h. die Mittelwerte der Verteilung fiir alle
r Gruppen dieselben sind oder nicht. "Nicht” bedeutet dabei natiirlich: es gibt mindestens ein i; und iy mit
Wi, 7 Miy- Wie schon vorher in einer FuBnote bemerkt wurde, geht es selbstverstandlich nicht darum, ob die r
Stichprobenmittelwerte gleich sind. Man sucht also einen Test zum Vergleich ( genauer: zum simultanen Vergleich)
der Mittelwerte mehrerer Normalverteilungen. Es wird sich zeigen, dass der unten hergeleitete Test fiir den
Spezialfall r=2 dquivalent zum friiher behandelten Test zum Vergleich der Mittelwerte zweier Normalverteilungen
aufgrund zweier unabhingiger Stichproben ist. (”Aquivalent” bedeutet, dass beide Tests in jeder Situation dasselbe
Ergebnis liefern, natiirlich nicht, dass sie formal identisch sind).

Der Vollstandigkeit halber sei bemerkt, dass es daneben noch die -ziemlich triviale- Aufgabenstellung gibt, die
Mittelwerte p; zu schatzen. Selbstverstandlich nimmt man als Schatzung fiir den Mittelwert p; bei der i-ten
Gruppe

fli = 5= 25, wij

also das Stichprobenmittel der i-ten Gruppe.

Es ist bei der Varianzanalyse (und nicht nur dabei) duBerst zweckmiBig, die folgende Schreibweise fiir Summen
und Durchschnitte zu verwenden, die am Beispiel erldutert wird:

yp— U ..
Zg, 1= Zjél Tij

1Ob die aus den Gruppen errechneten Mittelwerte gleich sind oder nicht, ist eine triviale Rechenaufgabe, die mit schliefiender
Statistik nichts zu tun hat und natiirlich ein klares Ja oder Nein ohne irgendwelche Fehlermoglichkeiten liefert.
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—_— 1
Ti = 5 - Ti

. —_— T . — T Yz ..
L= Y T = D1 Dol Tij
Fo—— 1 =1
L= et T = R

Mit dieser Schreibweise ware bei einer Matrix A = (a;;) also a;. die Summe iiber die Elemente der i-ten Zeile,
a; die Summe iiber die Elemente der j-ten Spalte).

Test zum Vergleich der Mittelwerte mehrerer Normalverteilungen (F-
Test der einfachen Varianzanalyse)

Es treffe das oben dargestellte Modell der einfachen Varianzanalyse zu. Gesucht ist ein Test fiir
H: g1 = po = ... = pu, gegen K : es gibt mindestens ein i und k mit p; # p
Die Gegenhypothese K bedeutet keineswegs, dass alle Mittelwerte p; voneinander verschieden sein miissen,
sondern nur, dass mindestens zwei voneinander verschieden sein miissen. Das ist gerade die Verneinung der
Hypothese H.
Die folgenden Uberlegungen sollen den Test plausibel machen.
Zur gesamten Streuung der x;;-Werte gehort die Quadratsumme
q =271 i (i —7)?
Diese Quadratsumme kann man entsprechend dem folgenden Satz zerlegen:
Satz: Es gilt
i iy (i —T0)% = Yy X (g — 7))+ oy ne - (T - 7)?
Wenn im folgenden auf diese Gleichung Bezug genommen wird, wird der Term auf der linken Seite mit ¢ bezeichnet,
und die Terme auf der rechten Seite werden der Reihe nach mit ¢; und ¢s bezeichnet.
Beweis: Man formt x;; — = um, indem man Z; dazwischenschiebt

Tij — T, =Tij — T + T — T = (i — Ti) + (Ti. —T)

Quadrieren dieser Gleichung liefert nach dem binomischen Lehrsatz
(i —7)? = (24 —T3)* + 2+ (23 — 73) - (T, — 7)) + (T —7.)°
Also gilt firi=1,...,7
S (@i =T = N0 (e — T)? + 2 Y0 (i — 7)) - (T —T) - (T —T) =
J j j
Sy (i —Ti)? 4y - (77— 7))
Dabei erklart sich das letzte Gleichheitszeichen daraus, dass Z?;l(a:ij — ;) = 0 gilt und der Faktor 7;, — T
nicht von j abhangt.

Wenn man nun noch die hergeleitete Gleichung iiber i = 1, ..., r aufsummiert, dann erh3lt man die zu beweisende

Gleichung [-]

Bemerkung: g1 = >/, Z}‘;l(xzj —77.)? kann man als Quadratsumme, die zur Streuung innerhalb der Gruppen
gehort, auffassen, und ¢2 = >°7_ 1 n; - (T5, — :T_)Q kann man als Quadratsumme, die zur Streuung zwischen den
Gruppen gehort, betrachten. Wenn jeweils alle x-Werte in einer Gruppe gleich waren, so wire ¢; gleich 0. Wenn
aber alle Gruppen denselben Mittelwert der z-Werte hitten (gemeint ist hier der Stichprobenmittelwert Z;,, nicht
der Mittelwert yi; der Verteilung von Xj;), so ware g2 gleich 0.

Die folgenden Uberlegungen dienen zur Motivierung der PriifgréBe, die man beim Test zum Vergleich der Mittel-
werte mehrerer Normalverteilungen verwendet.

Wenn die Hypothese H zutrifft, so ist

L X1, X)) = 22 i n - (X — X2

chiquadratverteilt mit 7 — 1 Freiheitsgraden, wie nun begriindet wird. Wenn die Hypothese zutrifft, kann man
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W= 1 = pg = ... = pu, setzen. Fiirt = 1,... 7 ist dann

m
standardnormalverteilt, und diese r ZufallsgroBen sind voneinander unabhangig. Folglich ist die Summe der Qua-
drate dieser ZufallsgroBen, also
< _
iz1( 0“) —022 —1 i (X _N)Q

N

bekanntlich chiquadratverteilt mit r Freiheitsgraden. Ersetzt man hier ;1 durch X, so verringert sich die Zahl der
Freiheitsgrade um 1. Die so gebildete GroBe

o7 i i (X — X0)?

o2

ist also x2_;-verteilt.

Wenn nun o2 bekannt wire, so wire es naheliegend, diese GroBe als PriifgroBe beim Test zu verwenden, und zwar
so, dass man sich bei kleinen Werten der PriifgroBe fiir H, bei groBen Werten der PriifgréBe fiir K entscheidet.
Denn wenn die wahren Mittelwerte p; alle gleich sind, so ist zu erwarten, dass die Stichprobenmittelwerte X
der verschiedenen Gruppen Werte annehmen, die sich nicht stark voneinander und somit auch nicht stark von X _
unterscheiden und somit die obige GroBe einen kleinen Wert annimmt.

Weil aber o2 nicht bekannt ist, wird es durch einen Schitzer ersetzt, namlich durch

(X, X)) = 25 D 0.¢ - X;)?
Dieser Schatzer ist librigens immer (nicht nur unter der Hypothese) erwartungstreu, denn es gilt fir i = 1,...,r
EY (X - Xi)? = (i — 1) By X7 (X — Xi)? = (ni — 1) - 0”
und somit
En r 1ZJ 1( X71)2:n r = 1EE] 1( Xii-)zznir gzl(ni_l)'02:
niT (nl—i—...—I—nr—r)-UZ: 27202—02
Nun konnte man also plausiblerweise den Bruch

oy (X -X.)?
n— T‘ZZ 1 X” =X )2

als PrufgroBe verwenden, aber stattdessen dividiert man noch den Zahler durch » — 1. Dann hat ndmlich die
PriifgroBe eine bekannte Verteilung, wie aus dem folgenden Satz hervorgeht, und der Test dndert sich nicht 2

denn es ist egal, ob man T'(x11,..., %, ) mit einer VergleichsgroBe ¢ oder das %—fache mit dem %—fachen von ¢
vergleicht.
2Es #ndert sich wohl die Form, in der man den Test angibt, aber die Abbildung d, die dem Argument zi1,... s T, die

Entscheidung dj bzw. dx zuordnet, dndert sich nicht.



