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Aufgabe 1:[10 Punkte]
Es sei

o — 2™ | fiir n gerade
" 37" , fiir n ungerade

Zeigen Sie, dass die Reihe )7 a, absolut konvergiert, aber das Quotientenkri-
terium nicht anwendbar ist.

Loésung: Es gilt:
, fiir n gerade
, fiir n ungerade

-

[SNEENIES

Also gilt

1
limsup v/|a,| = X

n—oo

und die absolute Konvergenz der Reihe folgt aus dem Wurzelkriterium.

Sie konnen alternativ auch zeigen, dass fiir alle N € N gilt:

N N
Z an < Z 2"
n=0 n=0

Das zeigt, dass die geometrische Reihe fiir 27! eine konvergente Majorante fiir
Yool o an ist. Also konvergiert auch > > ay,.

Gleichzeitig gilt aber auch:

32n-1 1 /3\ %"
A2n ::<> = 60

A2p—1 22n 3\2
agns1  2%" 172 n 50
Ao T g2n+l 3\ 3

flir n — oo. Also ist das Quotientenkriterium nicht anwendbar.

Aufgabe 2:[10 Punkte]
Sei M C N die Menge aller derjenigen natiirlichen Zahlen, deren Primfaktorzer-
legung (Existenz und Eindeutigkeit seien vorausgesetzt) nur Potenzen von 2 und
3 enthélt; also

M =1{2,3,6,8,9,12,16,18,...}.

Zeigen Sie, dass die Reihe
1
2

neM



konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert. (Tipp: Betrachten Sie die geome-
trische Reihe bzgl. 3 und 3.)

Bemerkung: Druckfehler! M = {2,3,4,6,8,9,...}

Bemerkung fiir den interessierten Studenten: Weil jede natiirliche Zahl eine ein-
deutige Primfaktorzerlegung hat, kann man durch Hinzufiigen der restlichen Prim-
zahlen p = 5,7,11, ... erreichen, dass die Menge M ganz N wird. Damit kann man
die folgende Gleichung beweisen, die auf Euler zuriickgeht:

1 1
> ==

neN peEP

wobei P die Menge aller Primzahlen sei. Dies ist ein neuer Beweis der Tatsache,
dass es unendliche viele Primzahlen gibt; denn wére die Menge P endlich, so wére
die rechte Seite ein endliches Produkt und damit wiirde auf der linken Seite fiir
s = 1 die harmonische Reihe konvergieren!

Losung: Wenn man auf einer Achse die Potenzen von 2 und auf einer anderen
Achse die Potenzen von 3 auftrigt und auf den Gitterpunkte die Produkte 2" - 3™

32132 2.32 22.32 93.32

313 2.3 22.3 23.3 2%.3
111 2 22 23 24
1 2 22 23 24

dann ist die Menge aller dieser Produkte genau M U {1}. Wenn wir zum Inversen
tibergehen, stehen auf der Achse die Summanden der geometrischen Reihe. Diese
konvergieren absolut und wir kénnen den Satz iiber Cauchy-Produkte anwenden.
Nach Definition des Cauchy-Produktes gilt dann aber

%i:@?”) @3”)_1:(11%)( 1;)‘1: 5-1=2

Aufgabe 3:[10 Punkte]
Beweisen Sie:

o0
1. Konvergiert die folgenden Reihe: > T%?

n=0

2. Die Reihe ) 7, ¢’ 2" fiir s € R konvergiert absolut fiir alle ¢, z € € mit
|| < 1. (Eigentlich haben wir z° nur fiir s € @) definiert, aber das wird sich
bald &ndern.)



3. Die Reihe > 2 2—7,1 konvergiert fiir alle z € C.
(Die Funktion z — >.°° . 2= = exp(z) heift Exponentialfunktion!)

n=0 n! —

Loésung: 1. Nach der Bernoulli-Ungleichung gilt:

1\" 1
<1+> >14n-—=2.
n n

Damit rechnen wir weiter:

(n+1)n"
nl(n + 1)n+1

n \" 1 1
n+1) T @a+iyp T2
1

Also folgt mit ¢ = 5 aus dem Quotientenkriterium, dass die Reihe )

absolut konvergiert.

2. Mit u,, = cn’ ns gilt:

o© nl!
n=0 nn

Un+1 2_ 2
_ C(n+1) n’ s _ 62n+128,

z
Un
also
lim |22 = |z|* lim |e[*"T =0<1
n—0o0 | Uy n—oo

denn |c| < 1. Das Quotientenkriterium impliziert die Behauptung.
3. Wir benutzen wieder das Quotientenkriterium:

n+1

n!-z |z

(n+1)!-2n

= lim

lim =
n—oon + 1

n—oo

fir alle z € Z.

Aufgabe 4:[10 Punkte]
Es geht um das Reihenverdichtungskriterium nach Cauchy.

1. Sei (ap)nen eine monoton fallende Folge nicht-negativer reeller Zahlen. Be-
weisen Sie, dass die Reihe ) 7  ay, genau dann konvergiert, wenn die Reihe
Yoo 2 agn konvergiert.

2. Zeigen Sie, dass fiir p > 1 die Reihe

>

= n(lnn)p

konvergiert. Sie diirfen dabei ohne Beweis verwenden, dass

e aus 0 < z <y folgt: Inz < Iny.



e fiir alle a,b € R mit b > 0 gilt: In(b*) = alnb.

Lésung: 1. Wir zeigen die Aquivalenz, indem wir beide Richtungen einzeln zeigen.

“=" Sei die Reihe 2720:1 an, = b konvergent. Fiir £ > 1 betrachte man die Teil-

sumime
ok

A = Z ag.

n=2k-141

Weil die Folge (ay,)nen fallend ist und weil es in Ay, genau 28~ Summanden gibt,
folgt:
Ak Z Qk_ICLQk

Dann gilt
o0 (o] o0
b= an=a0+» Ax>ao+ Y 2" lay (%)
n=0 k=1 k=1

und > > a, ist eine konvergente Majorante fiir die rechte Seite. Bis auf einen
fehlenden Faktor 2 in den Termen fiir n > 1 Dann konvergiert auch ) >° ;2"agn,
denn hier werden die Terme ab n = 1 nur nochmal verdoppelt.

Alternativ: Aus (x) folgt, dass die Partialsummen

m
ag + E 2k_1ak
k=1

beschréankt sind durch b. Dann sind aber auch die Partialsummen der Reihe
Yoo 2"agn beschrinkt, z.B. gegen 2b. Nach dem Monotoniekriterium folgt dann
die Konvergenz der Reihe > ° ;2" agn.

“<=” Sei die Reihe Y, ;2" agn konvergent. Wir betrachten wieder Teilsummen:

| 2k+1_1
Bk = E Ay, < E Aok = 2 A9k,
n=2k n=2k

weil (ap,)nen fallend ist. Dann gilt:

00 00 o0
Zan = ZBk < Z2ka2k
n=0 k=0 k=0

[e.e]
Nach dem Majorantenkriterium konvergiert die Reihe > ay,.
n=0

3. Um die Konvergenz der Reihe

— 1
Z n(lnn)p

n=1



flir p > 1 zu zeigen, wenden wir das Reihenverdichtungskriterium an.
Man muf3 zuerst zeigen, dass die Folge ( m> N monoton fallend ist. Weil aber
ne

nach dem Tipp In monoton steigend ist, folgt, dass ((1/ In n)_l)neN monoton
fallend ist. Weil aber die Folge (%)ne]N monoton fallend ist, ist das gliedweise
Produkt der beiden Folgen auch monoton fallend.

Wir betrachten jetzt

2n 1
_f _(In2)P—
27(In(2m))P (In2) np
und
nzl 27 (In(27))P =P

Aber diese letzte Reihe konvergiert fiir p > 1, wie wir schon frither gezeigt haben.
Nach dem Reihenverdichtungskriterium konvergiert also auch die urspriingliche
Reihe >°°°  —1 - wenn p > 1.

n=1 n(lnn)P’
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